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DEVOIR MAISON N°1 : SOLUTION

Exercice 1. f(X)=(XNA,XNB)
(1) On veut montrer ’équivalence

f injective «— AUB=F

(i) On veut montrer que f injective implique que AU B = E. On procéde par contraposée, c’est a dire
on suppose que 'on a pas AU B = F (c’est & dire qu’on a AU B # E) et on va montrer que f n’est pas
injective.

AU B # FE donc il existe un élément z € E tel que * ¢ AU B. On a donc f({z}) = (0,0) = f(0). Or,
{z} # 0 et f n’est donc pas injective.

(#i) Reéciproquement, on suppose que AU B = E. On veut montrer que f est injective. Soient donc X,Y
deux élements de P(E) qui ont la méme image par f. On veut montrer qu’ils sont égaux.

XNA=YNA

f(X):f(y><:>(XmA,XmB):(YmA,YmB)@{ YAB—yAB

Mais AU B = E ce qui veut dire que
X=XNE=XNAUB)=(XnNnAUXnNB)=YnAUYnNB)=Y.

On a bien montré ’équivalence voulue.
(2) Ici, on veut montrer une autre équivalence

[ surjective <= ANB =10

(i) Supposons que f soit surjective. Prenons z € A. On va montrer que z ¢ B, ce qui impliquera que
AN B = . Par surjectivité de f, il existe X € P(E) tel que f(X) = ({z},0) c’est & dire que X N A = {z} et
X N B = (. En particulier, z € X et si on avait € B, on aurait X N B # ), donc = ¢ B.

On pouvait aussi faire cette question par contraposée : on suppose que ANB # @, on adoncun z € ANDB
et il est facile de voir que ({z}, () n’a pas d’antécédent par f...

(74) Supposons maintenant que A N B = (. On veut montrer que f est surjective : prenant (C,D) €
P(A) x P(B) on veut trouver X € P(E) tel que f(X) = (C,D). On voit que X = C'U D convient. En effet,

XNA=(CUD)NA=(CNAUDNA)=CUh=C
car C C Aet DNAC BNA=(. De la méme maniére, on voit que X N B = D. Ainsi, f est bien surjective.
(3) D’aprés les deux premieres questions, on voit que f est bijective si et seulement si AUB = E et
AN B ={. On dit que {4, B} forme une partition de F.

Exercice 2.

Il y avait une coquille dans 1’énoncé, en effet la propriété de I’énoncé vérifiée par la famille F entraine que
deux éléments de P(E) sont automatiquement en relation...

Correction : la famille F vérifie la propriété suivante :

Y(A,B) € F?, 3C € F tel que C C AN B,

(1) On montre que la relation R est une relation d’équivalence :

(i) réflexivité : Soit X € P(F). VC € F, on a clairement C N X = CNX. Donc XRX et la relation est
bien reflexive.

(49) symétrie : Soient X,Y € P(E) tels que XRY. On a donc P’existence d'un C' € F tel que CNX = CNY
mais alors CNY = CNX donc YRX.
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(791) transitivité : Soient X,Y,Z € P(E) tels que XRY et YRZ. Il existe donc A, B € F tels que
ANX =AnY et BNY=BNZ. Isuitque ( ANB)NX=(ANB)NY =(ANB)NZ. Cependant AN B
n’est pas forcément un élément de F!! Mais par hypothése sur la famille F, on sait qu’il existe C € F tel
que CCANB.Etonabien CNX =CNY =CNZ et donc XRZ.

(2) Par définition

d(X)={Y ePE): XRY}={YeP(E): ICeF, CNnX=CnY}
On veut montrer que
dX)={YeP(E): Y=(ANX)UB, Ae F, BC A°} =: Z(X).

Soit Y € ¢l(X). Par définition, il existe A € F tel que AN X = ANY. Tout partie M de E peut s’écrire
comme M = (M NA)U (M N A°). En particulier,

Y = (ANY)U(YNA%) = (ANX)UB

ot on anoté B:=Y NA°C A°. Donc Y € Z(X) et on a 'inclusion cl(X) C Z(X).
Réciproquement, soit Y € Z(X). On a alors que Y = (AN X) U B pour certains A € F et B C A°. Mais
alors,
ANY =(AN(ANX)UANB)=AnX
car ANB C AN A°={. Donc XRY, c’est a dire que Y € cl(X) et Z(X) C cl(X).
On a bien montré cl(X) = Z(X).

Exercice 3.
(1) R est une relation d’équivalence :
(1) réflexivité : clairement |z|z = z|z| donc zRz.
.. , . N . / / ) N . ! / Y A H
(7i) symétrie : Soient z, z'tels que 2Rz’ c’est a dire que |z|z’ = z|2’| c’est la méme chose que de dire que
|2'|z = 2'|z| et donc 2’ Rz.
z)7|2/|Z Z/‘Z”IZ

21271 qone |z|]z7 = 252 = 2212 =
4

/‘ _
2/ 2!

(i40) transitivité : Soient 2Rz’ et 2/Rz”. On a donc |z| = %z,/‘ et |z
|27 |z et donc zRz".
On voit facilement que cl(z) = {2’ : Arg(z’) = Arg(z)}.
(2) f:C*=U, f(2) = - Siz €U, alors |z| = 1 et on voit que f(z) = z donc f est surjective. De plus, f
n’est pas injective car deux éléments qui ont méme argument ont méme image par f : f(pe'®) = e = f(p'e?).
Pour les autres questions, il suffit d’appliquer les résultats de I’exercice 13 de la feuille de TD numéro 1 :
Pexistence et l'unicité sont données par le théoréme de factorisation qui s’applique si s est surjective (ce
qui est le cas) et si
s(z) = s(2') = f(2) = f(7).
De plus, on a vu dans ce méme exercice que la surjectivité de f entrainait la surjectivité de f et que f
était injective si et seulement si
f(z) = f(Z') = s(2) = s(¢).

Tout cela est trivialement vérifié.



