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FEUILLE N◦ 2 : GROUPES, SOUS-GROUPES, HOMOMORPHISMES DE GROUPES

(1)

Rappel : Soit (G, ·) un groupe, d'élément neutre e. On rappelle qu'un sous-ensemble H ⊂ G est appelé
sous-groupe de G si et seulement si

(i) e ∈ H.
(ii) ∀x, y ∈ H, xy ∈ H.
(iii) ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

On note H ≤ G.

Exemple : Z,R sont des sous-groupes de (C,+).

Exercice 1. Pour n ∈ N∗, on note Gln(R) l'ensemble des matrices carrées n× n inversibles : c'est à dire si
A ∈ Gln(R) alors il existe A−1 ∈ Gln(R) telle que

AA−1 = A−1A = In =


1 0 · · · 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 . . . 0 1

 .

Montrer que pour n = 2, alors Gln(R) est un groupe pour la multiplication matricielle. Ce groupe est-il
commutatif ?

Remarque. On peut montrer que pour tout n ≥ 2, Gln est un groupe non commutatif.

Exercice 2. Soit G := R× R∗ et ? une loi de composition interne à G dé�nie par

(x, y) ? (x′, y′) = (x′ + xy′, yy′).

(1) Montrer que (G, ?) est un groupe non commutatif.
(2) Soit H un sous-groupe quelconque de (R∗,×). Montrer que R×H est un sous-groupe de G.
(3) Montrer que le sous-ensemble G de Gl2(R) dé�ni par

G =
{(

1 b
0 c

)
: b, c ∈ R

}
est un sous-groupe de Gl2(R) isomorphe à (G, ?).

Exercice 3. Soit a un élément non nul de R. Pour x, y ∈ R on pose

x ? y := x+ y − axy.

(1) Montrer que la loi ? est associative et qu'elle admet un élément neutre.
(2) Déterminer les éléments neutres pour la loi ?.
(3) L'ensemble R \ { 1

a} muni de la loi ? est-il un groupe ?
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Exercice 4. Soit E l'ensemble R∗ × R∗ × R sur lequel on dé�nit la loi :

(a, b, c) ? (α, β, γ) = (aα, bβ, aγ + cβ)

Montrer que E muni de ? est un groupe. Est-il commutatif ?

Exercice 5. Soit (G, ·) un groupe dans lequel chaque élément est son propre inverse. Montrer que G est
commutatif.

Exercice 6. Soient (G, ·) un groupe et H,K deux sous-groupes de G. Montrer que

(H ∪K est un sous-groupe de G)⇐⇒ (H ⊂ K ou K ⊂ H).

Exercice 7. Automorphismes intérieurs

Soit G un groupe. Pour tout g ∈ G, on note

φg : G → G
x 7→ gxg−1

(1) Montrer que pour tout g ∈ G, φg est un automorphisme de G.
(2) On note Aut(G) l'ensemble des automorphismes de G. Montrer que c'est un groupe pour la loi de

composition ◦ ((φ ◦ ψ)(x) = φ(ψ(x))).
(3) Soit

Φ : G → Aut(G)
g 7→ φg

(i) Montrer que Φ est un homomorphisme de groupes.
(ii) Montrer que KerΦ = Z(G), où Z(G) := {x ∈ G : xy = yx, ∀y ∈ G} est le centre de G : c'est

l'ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les autres.

Remarque. Si G est commutatif, alors Z(G) = G.

Exercice 8. Soient G un groupe et n ≥ 1 tels que l'application x 7→ xn est un automorphisme de G. Montrer
que ∀x ∈ G, on a xn−1 ∈ Z(G).

Exercice 9. Soient G un groupe et f l'application de G dans G dé�nie par f(x) = x−1. Montrer que f est
un homomorphisme de goupes si et seulement si G est commutatif.

Exercice 10. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On note H2 := {xy : x, y ∈ H}, H−1 :=
{x−1 : x ∈ H} et HH−1 := {xy−1 : x, y ∈ H}.

(1) Montrer que H2 = H, H−1 = H et HH−1 = H.
(2) Soient H,K deux sous-groupes de G. On note HK := {xy : x ∈ H, y ∈ K} et KH := {yx : y ∈

K, x ∈ H}.Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

Exercice 11. Sous-groupes de (Z,+)
(1) Soit H un sous-groupe de (Z,+). Montrer que ou bien G = {0} ou bien il existe a ∈ N∗ tel que H = aZ.
(2) Soit H := {8b+12c : b, c ∈ Z}. Montrer que H est un sous-groupe de Z. Déterminer a tel que H = aZ.
(3) Soit H := 8Z ∩ 12Z. Montrer que H est un sous-groupe de Z. Déterminer a tel que H = aZ.
(4) Plus généralement, si x, y ∈ Z déterminer xZ ∩ yZ et le sous-groupe de Z engendré par x et y en

fonction de x et y.


