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CORRIGE DU DS DU 15 MARS 2014

Exercice 1.

F =Vect({(1,1,0),(0,1,1)}) G={(z,9,2)€R® Jx+y+2=0}
Les éléments de F' N G sont les éléments de F' qui appartiennent a G.
Par définition, F' = {a(1,1,0) +5(0,1,1) Ja € R,b € R} = {(a,a + b,b) /a € R,b € R}.

Par définition de G, (a,a + b,b) € G si et seulement si a + (a + b) + b = 0, autrement dit si et
seulement si b = —a.

Ainsi, FNG = {(a,0,—a) /a € R} = {a(1,0,—1) /a € R}. C’est un sous-espace de dimension 1,
dont une base est { (1,0,—1) }.

Exercice 2. 1) (R3[X],+,.) est un espace vectoriel de dimension 4. Sa base canonique est
{1, X, X2, X3}

2) On considére la famille A composée des 3 polynomes suivants

P(X)=1+X*+X? P(X)=1+X+2X? P(X)=1-X+2X3
a) A n’est pas génératrice de R3[X], car elle ne comporte que 3 vecteurs alors que R3[X] est de
dimension 4.
b) Soit a, b, ¢ réels.
aPy(X)+bPy(X)+cP3(X) =0 & (atbte)+(b—c)X+(a+2b) X +(a+2¢)X? =0 & b=ceta=2c
Ainsi , la combinaison linéaire non triviale 2P (X) 4+ P5(X) 4+ P5(X) est nulle. Ceci prouve que la
famille A n’est pas libre.

¢) Comme la famille A comporte 3 éléments et n’est pas libre, la dimension de Vect(.A) est au plus
2. De plus, Piet Py n’étant pas colinéaires, ils constituent une famille libre d’éléments de Vect(A).
Donc Vect(A) est de dimension 2, et {P;, P>} en est une base.
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b) Ainsi A% + 5A = —4I3, dou ~1 (A + 5I3) A = I3. Par définition, A est donc inversible et

Al = (A—|— 5[3)
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d) Le systéme d’équations
2z + y - z =1
(9) x - 2y + z
-r + y — 2z =1
1

Il
—



se réécrit

T 1

A y | = 1

z 1

Comme A est inversible, il a une et une seule solution
x 1 -3/4 —-1/4 1/4 1 -3/4
y |=A11 1 | = -1/4 -3/4 -1/4 1 |=| —-5/4
z 1 1/4 —1/4 —3/4 1 —3/4

Exercice 4.
. R3 — R?
P ) o emges

1) Soit (z,y, z) dans R3.

(2.y.2) € Ker(f) & [((2,4,2)) =0 & {Hy =0

y+z = 0

Ainsi, Ker(f) est le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré par (1,—1,1).

) & (x,y,2) =z (1,—-1,1)

Pour déterminer I'image de f, on peut utiliser le théoréme du rang :
dim(Im(f)) = dim(R?) — dimKer(f)) = 2
Comme I'm(f) est un sous-espace de R?, I'm(f) = R2.

On peut aussi constater que le sous-espace vectoriel Im(f) contenant f(1,0,0) = (1,0) et f(0,0,1) =
(0,1), il contient toutes les combinaisons linéaires de ces 2 vecteurs, donc il est égal & R%tout entier.

2)
f(el):f((laoao)):(lao)zella f(e2):f((0a150)):(1a1)zell+e/2a f(e3)=f((0,0,1))=(0,1)26/2
donc

A= Matce (f) = < (1) } (1) >

3) On note B = {ey1,ea,e1 —ea + ez}t et B = {e}, e} + ¢4},
fler) = Ixei+0x(e1+e5) , flea) = Oxel+1x(e+eh), fler—eates) = f((1,—1,1)) = (0,0) = 0xe|+0x (e} +€5)
donc

Matgp (f) = < (1) (1) 8 >
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4)OnposeP=[ 0 1 -1 etP’<0 1).
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a) P’ est triangulaire, et ses éléments diagonaux sont non nuls, donc P’ est inversible. On peut
calculer P'~! par exemple par la méthode générale de Gauss. Seule la partie “remontée” de 1’algo-

rithme est nécessaire, puisque P’ est déja triangulaire. On trouve en une étape P'~! = ( é 711 ) .
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b) P AP_(O ! 0)'

5) a) On constate les égalités Matp, ¢ (idgs) = P et Matp: ¢ (idgz) = P’.
b) On sait que Matcr g (idg2) x Matcer(f) X Matgyc(id]Rs) = Matgp/(f) et que

Mater g (idg2) = (Matp ¢ (idR2))71. En utilisant les résultats des questions 5a et 3, on en déduit
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