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- LES BASES DE L'ALGEBRE LINEAIRE -

-1- ESPACES VECTORIELS -

- Exercice 1 - Calculs élémentaires
-1) DansR, calculer 2.(153) - 5.(2 1) .
-2) Dans RX] , calculer3.P(X) + 2.Q(X) pour P(X) = XL et Q(X) =X+ X + 1.
-3)  Dansk(R), calculer-5.f + 7.g pour f=[x x*-1] etg =[x 2x*-3].

- Exercice 2 - Pour chacun des ensembles F suivants , donrespace vectoriel (E,,.) tel que FJE .

(F ,+,.) est-il sous-espace vectoriel de (E,,) ?
Si oui , donner une forme générale de ses élématnine famille génératrice de F s'il en existe.

F-{(x,y,z2)OR*/y=1}.
F-{(x,y,2OR*/xyy—2z=0}.
F={(a+B,0f,a)/(a,B) 0 R%.
F={(z1,z)0C?%/z,=2,}.

Bl bk

- Exercice 3 - On considére les sous-espaces vectoriels (F) et (G ,+,.) de (R ,+,.) définis par :

F-Vect({(1,1,0), (0,1,1)})et G{(x,y,2)OR*/x4+y+z =0}
-1) Donner la forme générale des vecteurs de Festelcteurs de G .
-2) Donner une propriété caractéristique des vectirs et une qui caractérise les vecteurs de G.

-3) Déterminer les éléments denFG . Que direde (R G ,+,.) ?

- Exercice 4 - On considére les sous-espaces vectoriels (F) et (G ,+,.) de (R ,+,.) définis par :

F-{(x,y,2)OR*/ y=z=0} et G={(x,y,2)OR*/x+y =0}
Démontrer qu'ils sont supplémentaires .

- Exercice 5 - Dans chacun des cas suivants examiner si la &analistituée dans l'ordre des vecteurs de E
proposés est libre ou génératrice de E . Est-akebase de (E4,,.) ?

-1) (1,1,0) et (0,1,1) pour-FRZ.
-2)(1,1,0),(1,0,1) et (0,1,1) pdbe R®.
-3) (-6,2) et (9,-3) pour ER?.

4) (-1,1,0),(0,-2,2) et (a,b,c) pda= R®.
On répondra par une discussion suivant les vatiegparametres réels a , b et c.

- Exercice 6 - On considére I'espace vectoriel J[R] ,+ , .) des polyndmes de dege& a coefficients réels.
-1) Donner sa base canonique et sa dimension .

-2) F={POR j[X] / X.P'= P} (P'estle polynébme dérivé dpdrr la dérivation classique).
~-a-Montrer que (F;,.) est un sous-espace vectoriel de(R ,+, .) .
~-b-F est-il égal a B{X] ? (justifier)
-Cc-Quelle est la forme générale des éléments de F ?

~-d-Donner une base et la dimension de +(F) .
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- Exercice 7 -

-1) Montrer que les trois applications u ={x1] , v = [X- sin(4x)] et w = [x-> cos(4x)]
constituent une famille libre dan@R) .

-2) Montrer que les applications f=Jxsin?(2x)] et g = [x- sin(2x).cos(2x)]
sont éléments d&ect ({u, v, w}).

-1l - APPLICATONS LINEAIRES -

- Exercice 1 - Pour chacune des applications proposées , esitetien linéaire ? Justifier la réponse .

1) f: R o R® .
(x,y) - (2x,0,x-y)

-2) f. c> - ¢ (On distinguera les deux cas des structureR gev. et de €e.v.) .
(z,u)- (u,z)

- Exercice 2 - Pour chacune des applications linéaires suivarttéterminer son noyau et son image .

i) f: R3 - R2 .- i) f: RJX] - RjX]
x,y,2) -~ (X-y,y-2) P o P-P

- Exercice 3- B=(e€i)i=1,2 sétantla base canonique dé& Rn considére I'endomorphisme f dé R
définipar f(g) = 13e+12e +66 , f(e) = 8e;-7e, -4 €3
et f(e) = -12¢e,-12 e, -5e;3

Démontrer que E{uOR®/ f(u) zu} et G= {uOR®/f(u) = —-u } sont deux sous-espaces
vectoriels de (R, + ,.) en considérant deux applications linéaires .

Déterminer les dimensions de F et de G.

- Exercice 4 - B=(€;)i-1.2.3,4tant la base canonique dé Rn considére I'endomorphisme f dé,R
définipar f(g) = -e,+ es— e, , f(&) = e1—e, +e;
et f(e) = e;+ey et f(g =e,—e; +e

-1) Déterminer f . Qu'en déduire concernant la position relatigelm (f) et Ker (f) ?

-2) Déterminer Ker (f) . En déduire Im (f) .

- Exercice 5- (E ,+,.) estun IKe.v. , f un endomorphisme de E tel qde ff .
-1) Démontrer que glde—f vérifie g°= g .
-2) Démontrer que Ker (g} Im(f)= {uOE/ f(u)=u} .
-3) Démontrer que E Im (f) @ Ker (f) et retrouver ainsi le fait que f estprojecteur de E .
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-l - MATRICES -

- Exercice 1 -

- Exercice 2 -

- Exercice 3 4B est la base canonique dé R est I'endomorphisme de’Rde matricéM g (9) = (

- Exercice 4 - On considére dans le R-espace vectoriel ,(R,.) , la base canoniqué = (&)1 2.3
etlabaséB'= (€)1 2,300€:=(1,1,0)g,=(1,0,1)£3=(0,1,1) .

201

On considére la matrice A{ 0 2 -1J et on définit B- A>~-5A+61;.

1-11
-1) Calculer B puis AB.

-2) En déduire que A n'est pas inversible .

-3) Pourn= 3,4,5,6 exprimer Aen fonction de 4, A et AZ

lab 100
A-|021l|etD=|020]|.
002 00

-1) Calculer lesréelsa et b de sorte qud A- DxA .
(a et b conservent ces valeurs dans la daitexercice) .

-2) Onpose N- A-D. Calculer N.

-3) Calculer A" pour tout entier n de IN.

-4) (Vo)on et (Wy) noiv sont deux suites réelles telles qug=\L = w,,
et OnON, Vi1 =2V + Wy €6 Wopp= 2 W, .

En s'aidant d'une suite constantg) fy , exprimer v et w, en fonction de n

-1) Déterminer Kerd) . En donner base et dimension .

-2) Déterminer Imd) . En donner base et dimension .
-3) On0N, déterminer la matricéM g (¢ ") .

=
N
PR

¢ est I'endomorphisme de’Réfini par ¢ ((x,y,z)) = (x—3y + 3z, 2x — 4y2z , 5x — 5y — 2)

-1) Construire les matrices d relativement a la bagB puis relativement 8" .

-2) Quelles sont les coordonnées d'un vecteur qugleor(x , y , z) de R par rapport B "' ?

En utilisantM g (¢) en déduire les coordonnéesfdéx , y , z)) par rapport @B ' .
Retrouver & partir de ces coordonnéepriession dep ((x , y , z)) dansR.

- Exercice 5-Dansr(R) , on note y=[x- €*] ,u,=[x- €% et E=Tect ({u., uz}).

-1) Montrer queB = (u;) -1, 2 €st une base de E.

-2) Onnote \ =ch etw=sh.Montrer quéB’'= (v;) 1 . est également une base de E.

-3) Ecrire la matrice P de passageBea B’ et calculer la matrice de passageRlea B .

-4) Calculer les coordonnées de f=[x3.e*—5.€ *] par rapport aB .
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111
- Exercice 6 - B= ()1, 2.3 estla base canonique de R P- [ 10 2) .
103

-1) Calculer P-4 P?+ P . En déduire que P estinversible et catc@#™ .

-2) Onposes;=(1,1,1)g,=(1,0,0) £g5=(1,2,3) etonnotéB' = (€))i-1.2.3 -
Montrer queB" est base de R écrire les matrices de passageBié B' etdeB'a B .

m 4-3m 2m-3
-3) ¢ est I'endomorphisme de’Rle matrice|] 0 5-2m -4+2m| relativement &B .
0 6-3m -5+3

Calculer sa matrice relativemen' .

-4) Suivant la valeur du parametre réel m , disdeteang deb .

-1V - DETERMINANTS -

- Exercice 1 - Calculer chacun des déterminants suivants :

. 0 24 |-21 1 1 x X2 % 2 ? d
‘c ali| T L2312 1y ylilg g
-1-13| |5 2 3 17 2 00 0k

- Exercice 2 - Pour quelles valeurs du paramétre m les vectéursl , 1) ,(2, m, 3), (4 .M 9) forment-ils
une base de R?

m1l1
- Exercice 3 - -1) Pour quelles valeurs du paramétre réel m laiceatA,, =[ 1m l] est-elle inversible ?

1 1m
-2) On consideére le cas ou m% . Calculer l'inverse de A de trois maniéres différentes :
-a- En utilisant la formule avec la comatrice ( outica des cofacteurs).

~-b- En utilisant les opérations élémentaires suligees .

-c- En vérifiant que le polyndme P (x) = det¢A X.l3) est annulateur de ‘A
puis en obtenant; tomme produit de A par une somme de matrices qui sera)A .

X+y+z-4
-3) Résoudre le systé X—y+z =2 en utilisant son interprétation matricielle .
X+y-z =0
3 1 0 0
22 5 1 0
. L , . 0 3 7 1 0
- Exercice 4 - On considere le déterminant: ,B 0
0O .. .. O 7 2n+l

-1) Montrer que pour tout entier>n3 ,ona D, = (2n+1) D,y —nN°D, .

M1PY3WO01 EXERCICES page 6



-2) Pourtout re2 2 on pose p=D,- (n+1) D, . Exprimer y en fonctionde n .

-3) Pour n=1, on pose y = (EE)! . Exprimer v, puis D, en fonction de n.
n !

-V — LA DIAGONALISATION D'UNE MATRICE DIAGONALISAB LE -

-1) Pratique de la diagonalisation -

- Rappels :

- Exercice 1 -

- Exercice 2 -

- Exercice 3 -

- Exercice 4 -

Un polynéme eststindé s'il peut se factoriser entierement en produitpdéynémes
du premier degré .

Systématiquement vérifiée dans C [X] , cette pé@ peut ne pas I'étre dans R[X]
(exemple : (x+1)(%+1) ).

Une matrice M de type xm estdiagonalisablelorsque la famille formée par recollement des base
de ses différents sous-espaces propres est uneldisk .

Ce phénomene se réalise pour les matrices quiedris§imultanément les deux propriétés suivantes:

le polynéme caractéristiqgue de My Rx) =det (M—x1,) est scindé .

pour toute valeur proprd de M ,la dimension du sous-e.v. propre assogiEkEer (M -Al )
est égale (usuellemest) a I'ordre de multiplicité d&d comme racine deP(x) .

C'est en particulier toujours le cas si le polynéoaeactéristique est scindé a racines simples .

-1 3 3
B désigne la base canonique de Bn considére la matrice M{:Z -1 —2] .
-2 3 4
-1) Calculer son polyndme caractéristique . En dédssss valeurs propres .
Pourquoi est-il certain que M est diagmable ? Est-elle inversible ?
-2) Déterminer chacun des sous-espaces propres .

Proposer une bagB ' de R formée de vecteurs propres .
-3) Ecrire la matrice P M (idgs B *,B) puis calculer Pr= M (1des B, B ") .

En déduire une expression de M en fonatie P , P* et d'une matrice diagonafe.
-4) Pour tout entier n delN, exprim&" puis M" en fonction de n .

4 -8 8
Méme exercice mais avec =3-6 1].
2-4 2

2-1 1
Suivant la valeur du parameétre réel m , digdatdiagonalisabilité de M:( 11 mJ.
1 0 m+
abc

-1) On considére une matrice A(:d e fj dont les sommes des coefficients de chaque ligne
ghi
sont égales :a+b+c = d+e+f =g+h+i=S .

-a-Quel role le vecteur (1,1, 1) dé Roue-t-il pour A ? Quel role le réel S joudfpour A ?

-b-On suppose A semblable & une matrice diagonale PAA x P™ ouA=diag ,p,v).
Pourquoi A €A ont-elles méme polyndme caractéristique ?
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On observe que le polynéme caractéristique d'unegiceaM de type mxn est de la forme
Ri(x) = (-1)"x"+ ()" *tr((M) x" '+ ... + det (M) ou tr(M) est la "trace de M"
c'est a dire la somme des termes de sa diagonaleipale descendante .

En déduire en fonction des coefficiateéda matrice A les expressions de la somme et du
produit de ses valeurs propres (compaéent de fois que leur ordre de multiplicité).

111

-2) Pourquoi la matrice A {1 1 1} est-elle stirement diagonalisable ?
111
Sans calcul de son polynéme caractéristem considérant seulement son rang et sa trace,

déterminer ses valeurs propres .

-3) Diagonaliser A .

-2) Application a la résolution de systemes différgiels linéaires -

- Exercice 1 - Systéme du type X'(t) =¥X(t) + B(t) ou A est diagonalisable.

de classe Esur R telles que X)) = 2%(t) — X(t) —2x(t) +t

X1, X , X3 sont trois applications de variable t et X2'(t) = = Xa(t) + 3 %(t) + 3 %(t) + £
OtOR
X3'(t) = =2 xa(t) + 3 %(t) + 4 %(t) + 1

Déterminer ces applications sachant qu@®)x »(0) , %(0)) =(1, 0, -1)

- Exercice 2 - Systeme du type X'(t) =¥X(t) + B(t) ou A est diagonalisable.

de classe Esur R telles que Y- X+y+2z
Z'- X +3z

X, Y,z sonttrois applications de variable t et { X=2X-y+ z+t
OtOR

Déterminer la solution générale de ce systaffirentiel.

- Exercice 3 - Equation différentielle linéaire a coefficients stents .

On considére I'équation différentiellé?y-2 y" -y’ +2y = 24 & notée (E) .
On souhaite déterminer 'ensemble des fonctitnsariable t , de classe®@ur R qui la vérifient.

-1)Ecrire le systeme différentiel linéaire assoceetie équation en posan{tk = y(t) , %(t) = y'(t) ,

X3(t) = y(z)(t)-

-2)Résoudre ce systéme et en déduire les solutiofts)de

- Exercice 4 - Systéme du type X"(t) =¥¢X(t) + B(t) .
. e [ x".2miPy+1
Pour m paramétre réel positif, résoudre le systéiffiérentiel y' . 2m?x
en se ramenant a un systeme de deux équatidé@sedifelles du second ordre, indépendantes.

- Exercice 5 - Systéme du type X"(t) =¢X(t) + B(t) .
Déterminer la solution du systeme
X'-=—X+y+z x(0)-0 , x(0)=1
différentiel y y"'= Xx-y+z telle qu y(0) -1, y'(0)=0

Z'. X +ty-z X,y et z sont bornées
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PNG401 DS1 5 Mars 2011

Exercice 1 :
Soit f: R? — R?
(2,9.2) — (@ +%,)

-1) Prouver que f est une application linéaire.
-2} Déterminer son noyvau. En donner une base et sa dimension.
-3) Déterminer son image. En donner une base et sa dimension.

Exercice 2 : Pour quelles valeurs du paramétre réel m, les vecteurs (1,1, 1),
(2,m,3), (4, 'm,g, 9) forment-ils une base de B3 ?

Exercice 3 : B désigne la base canonique de R3,

2 0 3
On considére la matrice A = ¥ 1 2
4 % 2

-1) Calculer son polynome caractéristique. En déduire ses valeurs propres.
Pourguoi est-il certain que A est diagonalisable 7 Est-elle inversible 7

-2) Déterminer chacun des sons-espaces propres. Proposer une base B’
de B? formée de vecteurs propres (on ne démontrera pas que c¢’est une base
de B%). On choisira des vecteurs dont la premiére coordonnée par rapport
4 B est 1. Ils seront ordonnés dans l'ordre croissant des valeurs propres
correspondantes,

-3) Eecrire la matrice de passage de B 4 B' P = M(Idgs, B, B) puis
calculer son inverse P~! = M(Idgs, B, B'). En déduire une expression de A
en fonction de P, P~! et d'une matrice diagonale A.

-4) r1.79, 73 sont trois applications de variable t et de classe clsur B
telles que

ri(t) = 2z1(t) + 3za(t) +3t+3
VieR{ zh(t) = 2x4(t) + zo(t) + 223(t) + 61 +6
A(t) = Azy(t) - 22a(t) + 3zs(t)

Déterminer ces applications sachant que (z(0), 22(0). z3(0)) = (3/4.3/2.0).
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PNG401 EXAMEN Session 1 (extrait) 2 Mai 2011

0 a a 100
[1] 80/200 &R’y . A= a' 0 a|.Onnoted=|0 10| etlcks lidentité (u-u) de F .
ata'o 001

-1) Calculer det(A). A est-elle inversible ?
-2) Calculer AZ2.1; .
On rappelle que si une matrice admet un pohgménnulateur scindé a racines simples, elle agbdalisable.

Est-ce le cas de A ?

-3) -a-B est la base canonique d& FOn note I'endomorphisme de Reanoniquement associé a A.
Quelle est la matrice get+ 1.Icks par rapport a la base canonique de?R
Déterminer le noyau ge+ 1.Icks .
En donner une base formée de vecteurs ddft9coordonnée est 1. Quelle est la dimension de yaun®

-b- En déduire une valeur propre de A. Quelles sawaddeurs possibles de son ordre de multiplicité,
en tant que racine du polynéme caractédstite A (polyndme non calculé).

-c- Quelle est la somme des valeurs propres de A (cleacomptée autant de fois que son ordre de miait)l
En déduire le spectre de A en précisantrkodg multiplicité de chaque valeur propre.

-d- Calculer Iimage pap du vecteur (a2, a, 1). En déduire un autre-espace propre de A.

-a2 0 a
-4) -a-On note P % 0 -a aj . Pourquoi est-elle inversible?
111

Exprimer une relation liant A, P;'"Rt une matrice diagonale qu'on explicitera.

-b- On considére le cas particulier ou ak Calculer la matrice

-5) On considére le systéme différentielx; = Xz + X +2t .
Xo = —Xq —X3 +2¢e' -2t
X3' = X — X +2é +2t

-a-En les adaptant au cas particulier rencontrésetiles résultats précédents pour résoudre censgst

-b- Déterminer la solution particuliere telle quey(Q} , %(0) x3(0)) =1, 2, 3).
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PNG401 EXAMEN Session 2  (extrait) 21 Juin 2011

Exercice 1 :

Omn définit la matrice snivante :

-4 10 -6
A= -1 1 -1

1. Montrer que les denx vecteurs £ = (=4, —1,1) et £ = (10,1, =7) forment nne famille libre
de B,

1 5 ’ 2 & . b g a3 3 i i 5 A
2. Caleuler le novau de Uapplication linéaire ¢: E” — B” canonignement associée a la matrice
A La matrice A est-elle inversible 7

3. Deéduire des deux questions précédentes que Uimage de o est égale a Veel ({£;,6:1).
4. Calenler le polyndme caractéristione de 4. En déduire le spectre de A.

5. Trouver une base B' = (e, e, 1) de vecteurs propres de A telle que les valeurs propres
correspondantes solent rangdes par ordre croissant, et telle que le dernier coetlicient de chague
veoteur soit égal 4 1. Expliciter la matrice de passage P de la base canonique vers la base B

6. Diagonaliser A, antrement dit, exprimer la matrice A en fonction de P et d'une matrice
diagonale que U'on précisera (on ne caleulera pas P71,

Exercice 2 :

Clet exercice est indépendant de Pexercice 1. On définit les matrices suivautes

-3 2 1 1.1 & -1 0 0
A= —4 3 2 |y Fe=| O 2 2 et A= 0o 1 0
=6 3 2 2 01 o o 2

O définit le systéme d'équations différentielles suivant

x(t) = —3z;(t) + 2my(t) + Lay(t)
(E) : { ab(t) = —4ri(t) + 3aalt) + 22a(t) + 2e*
y(t) = —6xi(t) + 3za(t) + 2a4(l)

1. Vérifier que P est inversible et caleuler son inverse. Oun admet quon a 4 = PAP !,
2. Résondre le systéme (E),

3. Déterminer la solution particuliére tolle que (g (0), 22(0). 22000} = (1, 1,.1).
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M1PY4W11 DS 10 Mars 2012

Exercice 1.

On pose

2 =0

L

I
L
P

—
| g
i,
g
i

v

Il

1) Calculer AB + A.
2) En réécrivant cette égalité, déduire que A est inversible et donner la matrice 41

3) Utiliser le résultat de la question 2 pour donner, sans presque aucun calcul complémentaire,
I'ensemble des solutions (x, v, ) du systéme

2z
(5) —
I
Exercice 2.

Soit f I'application linéaire de B* dans R* définie, pour (z,y, ) dans B* par
fle,y,z)=3r—2y+ 22,0 —y+ 3z).

1)a) Calculer f(1,1,0) et f(0,1,1).

b) Justifier le fait que I'm(f) = R~

¢} Quelle est la dimension du noyau de f7

|+ +
+ + |
1w
I

ba
I
.

d) Déterminer une base de Ker{f).
2) a) Montrer que B = {(1,1,0),(0,1,1),(4,7,1)} est une base de R.

b} Utiliser la question 1 pour donner la matrice de f par rapport aux bases de départ B et d'arrivée
(2, o Cz désigne la base canonique de B2,

Exercice 3.

Soit E le E-espace vectoriel des applications de [B dans B. Soit F' le sous-ensemble de E défini par
F={feE/f(1)=0}

c'est-a-dire l'ensemble des applications de B dans B gui sont nulles en 1.

Soit g l'application de B dans B définie pour tout z réel par g(x) = %, et soit (7 le sous-espace
vectoriel de E engendré par cet élément g de E.

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2) Quelle est la forme générale des éléments de G'7
3) Déterminer F N G.

4) Montrer que les sous-espaces vectoriels F' et & sont supplémentaires dans E. (Indication : on
pourra remarquer que si f est une application de Rdans |, f = (f — f(1)g) + f(1lg.)
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M1PY4W11 EXAMEN Session 1 15 M2

Les deux parties sont indépendantes.
111
[-I-] -1)-a-Calculer P-3.P?+2.P pourP5 0 1 1| dansMyR).
10
-b- En déduire que P est inversible et calculeriseerse P .
-200
-c-Calculer la matrice A=#DxP' ou D 0 1 0.
002
Bien que cela ne soit pas indispensable pour rémada question suivante, les étudiants qui leejagent
utile pourront admettre que les vecteurs-coloraeta matrice P définissent une base de vectaorgs
de A, respectivement associés aux termes diagateD, valeurs propres de A .
-2)X1, X, et Xz étant trois fonctions de variable t , dérivaldar R, on considere le systeme différentiel

Xo ==1x +2.% +lx +e' +t
Xs ==4.X +4¥% +2.% + €

{ X1 ==3x +4% +lx +e' +t
-a-Ecrire ce systeme sous forme matricielle.
-b- Résoudre le systéme par la méthode de son choix.
-c- Déterminer la solution telle que ) , Xx(0) , x3(0)) =(1,-2, 0) .

0 01

[-1I-] On considére la matrice M P—Z 1 ZJ dansMs(R) .
-2 0 3

-1) -a-Calculer son polynéme caractéristique.

-b- En déduire ses valeurs propres et leur ordre digphaité.

-c- Déterminer chacun des sous-espaces propres eardgour chacun d'eux une base et sa dimension.
-2) -a-Pourquoi la matrice M est-elle diagonalisable ?

-b- Construire une matrice inversible P et une matliagonaleA (présentant les valeurs propres de M
dans l'ordre croissant de gauche a drpitelles queA = P'xMxP .
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Promiar axopalos | [1430) st ]
Taeoudres le avanime diifarentiel due premier ordre & coefficients constania non homogans

b)-(G %)
X'"=AX+ B o0 X= ; A= at B sl
¥ -2 B
(=1
a) e ] - [30) poines]
, O
k!
b {:;, : ' f50 peiini]
) [;‘ . [20 pones ]
Deuxisms exeroios [100 poines]

Chaoune des quesiions qui vont sulvre nacaesite une Mflaxion @t un eafenl o simples .
L'ansemble de la solution , quant & 1l , ne prend pea dix [gnes .

{in 8" Intéresss quelgues inatants dono au syatéme diffarentie] (5)

XK'= AX + ¢"a ,on0
M oert un vecteuroolonme 3x1 , A une metrice conatinta 3= 3 disgonalisshis raalle |
o 8t un réal fixg et w un vesteuroolonne J=1 {ixd , réel & non ool .

1. Montrer que A - | aat disgonaliaghle 18} poimix]
2. Dn fiose encore A I"™endomorphisme” de r? da matrice A dana [a bass canondoue |

Montrer fue im{ A) et ker{ A) sont supplémentaires . [0 poines |
Montrer que im{ A -« 1) et ker{A - 1) sont pupplémentaires . (14 proimta |

[ [ntreduirs lor valogra ot vootouro propros <o A )
%. On suppose 10l qua o & a-q;l:ﬁ.} :

Trouver dimfim{ A -a )] . [0 poins]

Donner Puniqus aolution partioulisrs de (S) ayant Is forme ¢™v |, v conatant . [0 poiiis]

4. Um suppoes 161 que e € spl A)
Trouver une condition nécesenlre et auffisants pour qu'll exiete une aclution partioullére de (5]
ayant b forme ety . ¥ conetant | [0 peaiiena ]

AY Hi coste condiklon est neapectde . trouver dns solution partioallEre de (3% avant Is forma ety .
¥ constant | [if poima ]

by Sinon , montrer qu'il exiaste Wijours uns gaofution particuli#re de {8) ayans s forme
e tvew), v ol wonnstanta 130 pists ]
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DE pu 23 Mars 2013

Exercice 1. Dans cet exercice, F désigne le B-espace vectoriel des polynémes de degré au plus
ézal 4 2. On note Py, P, P les polyndmes définis par

Py(X) = X(X —2) Py(X)=(X —1)(X —2) P(X)=X(X—1)

1} Soit «, # et ~ trois nombres réels, et P le polyndme défini par P = o) + 8P ++ . Caleuler
P(0), P(1) et P(2) en fonction de o, 3 et . [ est fortement conseillé d'utiliser ce résultat pour
répondre aur questions 2 et 4,

2) Montrer que { P, Ps, Pa} est une famille libre de E.
3) Justifier que {I, Ps, Py} est une base de E.
4) On pose P(X) = X? — 7. Déterminer les coordonnées de P dans la base { Py, P, Py}.

Exercice 2.
—1 g 1 -2 1 1
1) On pose P = 1 =1 1 Jee@=1] -1 -1 2 |.
0 | 1 1 1

a} Calculer le produit ().
b) En déduire que P est inversible et donner la matrice P,
2)Onposew; =(—-1,1,0), 12 =(0,—-1,1), w3 =(1,1,1), et B = {v1,tm, 12}
Justifier sans caleul que B est une base du B-espace vectoriel B,
3) On considére l'application linéaire f de B* dans B? telle que
fw)=v flea)=vs f(vs) = (0,0,0)
a) Donner une base de I'image de f et une base du noyau de f.
b) Donner la matrice de [ dans la base B. On la notera B.

c} Exprimer la matrice de [ dans la base canonique 4 1'aide des matrices définies précédemment.
On ne demande pas d'en calculer les coefficients.

000 3 00
Exercice 3. Onpose B=| 1 0 0 |eeM=| 1 3 0 |.
010 01 3

1) a) Calculer B2 et B®.

b) Exprimer M & 'aide des matrices I3, B, ol I; désigne la matrice identité de taille 3.
¢} Utiliser la formule du bindéme pour exprimer M® a I'aide des matrices Is, B ot B~
d) Expliciter cette matrice M®.

2} Soit (#n)new, (Un)new et (y )nen trois suites de nombres réels telles que

lnt1l = dUn
g=1wm=0u=1 et Ynel Unpl =  Un+ 30y
Wpyp = Uy + 3wy,

a) En notant X, le vecteur colonnes de composantes u,, v, et wy,, exprimer les conditions précé-
dentes sous forme matricielle.

b) Exprimer X5 en fonction de Xy et d'une puissance d'une matrice que I'on précisera.

¢} En utilisant le résultat de la question 1-d, déterminer us, v et ws.
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Les deux parties sont indépendantes.
E| ¢ est l'application de R dans lui-méme, définie par(x , y) = (x+y , 2x) .
-1) -a-Montrer que¢ est une application linéaire.
-b- Ecrire sa matrice M par rapport a la base capeniB = (e))i-1 » de R .

-c- Déterminer le noyau dé . Quelle est sa dimension ?

-d- En déduire la dimension de I'image ¢le Sans calcul, qu'est lg) ?

-2) -a-On considére la famille de vecteu8’ = (€))i-1 ; ol e;=(12) ete,=(1,1).
Montrer que c'est une base de. R

-b- Ecrire la matriceA de ¢ par rapport a la bagB’ .

-c- Ecrire la relation liant M ef\, utilisant une matrice inversible P et son isee P* qu'on explicitera.
-d- Calculer M en utilisantA .
-4 -3 3 101
[-l-] On considére les matrices A|=3 2 -3| et P=| 0 1 -1| dans Mx(R) .
-3-3 2 111

-1) Calculer le déterminant de P . Montrer quees®inversible et calculer son inverse' P

-2) -a-Vérifier le fait que le vecteur (1, 1) est vecteur propre de A. Quelle valeur popr
met-il en évidence ?

-b- Calculer le polyndme caractéristique de A.
-c- En déduire les valeurs propres de A et leursegsrde multiplicité respectifs.

Avant toute recherche de vecteur proprar pbaque sous-espace propre de A,
dire quelles sont les valeurs possibles dersargsion ?

Dans quel cas concernant ces dimensiongstfelle diagonalisable ?
-d- Déterminer les sous-espaces propres de A eedome base de chacun d'eux .

-e-Ecrire une relation matricielle liant A , P , somerse P' et une matrice diagonate
gu'on explicitera.

-3) -a-Résoudre par la méthpde de son choix, le systéféeecdtiel
{ X, ==4.% -3.% +3.%

Xo = 3% +2% —3x+e'
Xz ==3.% -3% +2.x+€e'
oU %, X, et Xz sont trois fonctions de variable t , dérivalsdes R .

-b- Déterminer la solution telle que ) , x»(0) , x3(0))=(1,1,1) .
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Toutes les réponses doivent étre argumentées.

Exercice 1. On considére les sous-espaces vectoriels de B2
F =Vect({(1,1,0),(0,1,1)}) G={(r.y.2)eR® /r+y+2=0}
a) Quelle est la forme générale des vecteurs de F'7
b) Déterminer F' M . En donner une base.
Exercice 2. OUn considére le B-espace vectoriel (Bg[X], 4, .) des polynomes de degré inférieur on
épal 4 3 4 coefficients réels.
1) Quelle est sa dimension 7
2) On considére la famille A composée des 3 polynémes suivants

PX)=1+X24+ X% B(X)=14X+2X% B(X)=1-X +2Xx°?

a) A est-elle génératrice de Bq[X]7 (Indication : aucun calcul n'est nécessaire).
b) A est-elle libre 7

¢) Donner une base du sous-espace vectoriel de E5[X] engendré par A.

—2 1 —1
Exercice 3. On pose A = 1 -2 1
-1 1 —2

a) Calculer la matrice A2, et Iexprimer a l'aide des matrices A et [,
b) En déduire que A est inversible, et exprimer A—! a l'aide des matrices A et I5.
¢) Expliciter les coefficients de A1,

d) En déduire la solution du systéme d’équations

-2 + yw — =z = 1
(5) r — 2y + =z = 1
-z + y — 2z = 1

Exercice 4. On considére I'application linéaire
) R3 — B2
f { (z.,4,2) = (z+y,y+2)
1) Déterminer le novau et I'image de f, et en préciser les dimensions.
2) On note C = {e1,ea,ea} la base canonique de B? et ' = {e}, ¢} la base canonique de B>
Déterminer la matrice de f relative & ces bases. On la note A.

3) On note B = {ej.e2,61 —ea +e3} et B' = {e],e] + e5}. En utilisant la définition de cette
matrice, déterminer Matg g (f).

10 1 4 4
4)Onpose P=| 0 1 -1 |etP = ( 0 1 )
0 0 1

a) Montrer que P’ est inversible et calculer P'~1.
b) Calculer le produit P'~1AP.
5) a) Déterminer Matg o(idgs) et Matg, g (idga).

b) Peut-on obtenir la matrice produit P'~! AP sans faire les caleuls de la question 47
1
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-1 21 101
[-I-] On considére les matricBs=| 0 1 Of etP=| 0 1 0| dans M(R).
-6 6 4 2-2 3

-1) Montrer queP est inversible et calculer son inverBg" .
-2) -a- Vérifier le fait que le vecteyd , 0, 3)est vecteur propre d&
Quelle valeur propra met-il en évidence ?
-b- Calculer le polynéme caractéristique Be

-c- En déduire les valeurs propres Beet leurs ordres de multiplicité respectifs.

Avant toute recherche de vecteur proprar pbaque sous-espace propré3gde
dire quelles sont les valeurs possibles dérsargion ?

Dans quel cas concernant ces dimensiBnsst-elle diagonalisable ?
-d- Au vu des résultats du -et sans plus de calcul , gu'est le sous-espapeepky ?

-e-Pour la valeur propr@ deB , autre quea , déterminer le sous-espace prdggecorrespondant
et en donner une base .

-f- Ecrire une relation matricielle liaBt, P, son inverseP™ et une matrice diagonae qu'on explicitera.

-3) -a- Résoudre par la méthode de son choix, le systéfaecdtiel

X X +e

{ X1 = =Xp+2% + % +1
X3 = =6.X +6.% +4.% —2.e'

oU X%, X, et X3 sont trois fonctions de variable t , dérivaldes R

-b- Déterminer la solution telle qué 1(0) , x»(0) , x3(0)) = (1, 1,-3) .

E B=(e)i-1.-.5 estlabase canonique d€ R

-1) -a-¢ est I'endomorphisme de *Riéfini par¢(e) = Oz , ¢p(e) = @ +2.6¢ et d(e;) = Gks .
Exprimerd((x , y , z)) pourtout (x,y,z) de’R

-b- Déterminer le noyawer(¢) et I'espace-imagém(¢) .
Quelle est la situation relative tha(¢) et Ker(¢p) ?

OudR?, quelle conclusion peut-on en déduire concereavecteurgp’(u) ? (ol ¢? = dod)
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-c- Ecrire la matriceC = Mg () . Vérifier matriciellement le résultat du_-b-

Qu'en déduire pouE" lorsquek =2 ?

-1 21
-2) A partir de la matriceB = ( 01 0] du[-l et de la matriceC du -c-, on définitA=B +C .
-6 6 4

-a- CompareBxC ,CxB et C.

-b- Montrer queOkON , BxC=C.

-c- On rappelle la formule du binome de Newtodn{IN , (b+c)' = k%O( E) b"*.c* .
Pourquoi peut-on l'appliquer au calcul @+ C)" ?

En déduire lorsque >n1, une expression @€' en fonction deB", C et n .

-d- A l'aide de la relation matricielle obtenue -P) f-, exprimerB" puis A" en fonction den .
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Exercice 1 : Soit B la base canonique de R*. On note ¢ I'application linéaire définie par
Pler) = es, ¢les) = —e; +ea 4+ e3 et Ples) = es.
1. a) Ecrire la matrice M de ¢ dans la base B.
b) Déterminer le noyau de cette application.
2. On pose fi =€y —e3, fo =€y —63, fa=—€1+ €3+ €3
a) Montrer que les vecteurs fi, fo, fa forment une base de R*. On appellera cette base
BJ’
b) Caleuler e;, €3, €3 en fonetion de f;, fo. fs.
3. a) Calculer ¢(f1), d( f2), ¢(fa) en fonction de fi, fo, fa.
b) En déduire la matrice M" de ¢ dans la base B’.
1 1 -1
4. Quel role joue la matrice Q= | 0 —1 1 | pour les bases B et B’'.
-1 0 1
b) Déduire des résultats de la question 2. la matrice Q™.
¢) Quelle relation lie les matrices M, M', Q et Q717

—F 2 1 -1 1 0
Exercice 2 : Solent les deux matrices A = 2 -1 —1]e P= 1 0 1
—4 4 3 —2 2 =92

Montrer que P est inversible et calculer P~
Calculer le polynome caractéristique de A.
Trouver les valeurs propres de A et leur ordre de multiplicité.

Montrer que le vecteur V; = (—1, 1, 2) est une base de Ker(A + I)

I o e

Trouver une base de Ker(A — I'). En déduire qu’il existe une matrice diagonale D
que 'on explicitera, telle que A = PDP!

6. Caleuler D?. En déduire A?, puis 'expression de A" suivant la parité de n.

x(t)
7. Soit X(¢) = | y(f) | . Résoudre le syteme différentiel % = AX.
(1) i

8. Déterminer la solution de ce systeme telle que f]i+m (X(t)) = (0,0.0)
pour X(0) = (—2,2.—4).
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