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Exercice 1 Soit E un R-espace vectoriel. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses
(seules les réponses justifiées seront notées) :

1. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, F ∪G est un sous-espace vectoriel de E.

2. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, F ∩G est un sous-espace vectoriel de E.

3. Pour tous sous-espaces vectoriels F et G de E, dim (F +G) = dimF + dimG.

Exercice 2 Dans R4, on considère l’ensemble F des solutions (x, y, z, t) du système
x + y + z + t = 0
x − y − t = 0
3x + y + 2z + t = 0

et les vecteurs

u1 =


1
0
1
−1

 , u2 =


−1
1
1
2

 et u3 =


1
−2
−3
−3

 .

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E dont on déterminera une base et la dimen-
sion.

2. a) Montrer que la famille (u1, u2, u3) est liée.

b) Donner la dimension et une base de G = Vect {u1, u2, u3}.
c) Donner les coordonnées de u1, u2 et u3 dans la base obtenue au 2.b).

3. Calculer F ∩G.

4. En déduire la dimension et une base de F +G.

Exercice 3 Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère un espace vectoriel de dimension
n et une base (e1, . . . , en) de E. Soit la famille Fn = (f1, . . . , fn) de n vecteurs de E définie par

fi = ei + ei+1 si 1 ≤ i ≤ n− 1 et fn = en + e1.

Par exemple, si n = 2, f1 = f2 = e1 + e2 et F2 est donc liée.

1. Montrer que si n = 3, la famille F3 est libre. Est-elle une base de E ?

2. Montrer que si n = 4, la famille F4 est liée.

3. Traiter le cas n ≥ 5 quelconque.


