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Exercice 1 Soient u: R? — R? et v : R® — R? deux applications linéaires.
1. Montrer que

a) u ne peut pas étre surjective;
L’application linéaire u est surjective ssi son rang est égal 4 dimR3 = 3. Or, d’aprés
le théoréme du rang, dim(keru) + rgu = dim(R?) = 2 avec dim(keru) > 0, donc
rgu = dim(R?) — dim(ker u) < 2.

b) v ne peut pas étre injective;
L’application linéaire v est injective ssi son noyau est réduit a {0}. Or, d’aprés le
théoréme du rang, dim(kerv) + rgv = dim(R3) = 3, avec rgv < dimR? = 2, donc
dim(kerv) = dim(R3) —rgv >3 — 2 = 1.

¢) kerv C ker(uov). En déduire que si u est injective, alors ker(u o v) = kerv.
Soit x € kerv (i.e. v(x) = 0). Alors (uov)(x) = u(v(x)) =u(0) =0 (on a u(0) = 0 car
u est linéaire), donc = € ker(u o v). On a donc montré que ker v C ker(u o v).
Supposons de plus que u est injective. Soit 2 € ker(uov). Cela signifie que u(v(z)) = 0,
et comme u est injective, c¢’est équivalent & v(z) = 0, donc x € ker v. On a donc montré
que si u est injective, ker(u o v) C kerv. Comme on a montré auparavant l'inclusion
réciproque, on a ker(u o v) = kerv si u est injective.

On note B la base canonique de R? et C celle de R3. Soient maintenant u I’application linéaire dont
la matrice dans les bases canoniques de R? et R3 est

1 2
A= Nlatg_’c(u) = 2 -1
2 3

et v l'application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques de R? et R? est

1 -2 1
B = N[atag(v) = ( 9 1 _3 ) .

2. Calculer le rang de A et celui de B.
Le rang d'une matrice est le rang de la famille constituée de ses vecteurs colonnes.
On remarque que les deux vecteurs colonnes de A ne sont pas colinéaires donc rg A = 2.

La matrice B a deux lignes donc rg B < 2. En outre, les deux premiers vecteurs colonnes
de B ne sont pas colinéaires donc rg B > 2. Par conséquent, rg B = 2.

3. Déterminer les noyaux de u et de v.
1
Z2

Le noyau de u est constitué des éléments X = ( ) € R? tels que AX = 0, c’est-a-dire

des solutions du systéme
r1 + 229 = 0
2:61 — T =
201 + 3z = 0

e}




Il est immeédiat que la seule solution de ce systéme est 1 = x9 = 0 donc que keru = {0}
(on peut aussi utiliser le théoréme du rang, puisque 1’on vient de montrer que rg A = 2).

1
De méme, pour déterminer le noyau de v, il faut résoudre BX =0 avec X = | 9 e R3
3
ou encore
T — 21’2 + X3 =0
2c1 + x2 — 3xz3 = 0
En soustrayant deux fois la premiére ligne & la seconde, on obtient le systéme équivalent
Ty, — 2x9 + x3 = 0
5I2 — 5:E3 = 0

et les solutions vérifient donc x9 = x3 (deuxiéme équation) et par conséquent x; = 2x9—x3 =
x3 (premiére équation), ou encore

I T 1
To € kerv ssi To =x3| 1 , x3 €R.
T3 T3 1
1
Le sous-espace vectoriel ker v de R3 est donc de dimension 1, engendré par le vecteur | 1
1

4. Calculer les produits AB et BA. Que représentent les matrices obtenues par rapport & la composition
deuetdev?

On calcule immeédiatement

5 0 -5 s
AB=|0 -5 5 | et BA:<_2 _6).
8§ —1 -7

La matrice AB est la matrice de I’application linéaire v ov : R? — R3 (ie. uowv est un
endomorphisme de R3) dans la base canonique de R3, et la matrice BA est la matrice de
I'application linéaire v o u : R? — R? (i.e. v o u est un endomorphisme de R?) dans la base
canonique de R2.

5. Que vaut le rang de wov ? [On pourra utiliser la question 1.c) ou faire un calcul direct]

Le rang de uwow est égal au rang de la matrice AB qui est sa matrice dans la base canonique
de R3. On voit que les deux premiers vecteurs colonnes de AB ne sont pas colinéaires, donc
rg (AB) > 2, et on constate que la somme des deux premiers vecteurs colonnes est égale a
lopposé du troisiéme. Par conséquent, rg (v ov) =rg(AB) = 2.

On peut aussi faire le raisonnement suivant : comme wu est injective (d’aprés la question
3), on déduit de 1.c) que ker(u o v) = kerv qui est de dimension 1 (d’aprés la question 3
également) et donc, par le théoréme du rang, rg(uov) = dim R3 —dim(ker(uov)) = 3—1 = 2.

6. Montrer que v o u est bijective.
Comme précédemment, rg (v o u) = rg (BA), et on voit immédiatement que les deux vec-
teurs colonnes de BA ne sont pas colinéaires. Par conséquent, rg (BA) = 2. En outre,
un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n est bijectif ssi il est de rang n.
L’endomorphisme v o u de R? est donc bijectif.

Exercice 2 Soient E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E (i.e. une application linéaire
de E dans F) tel que fo f = —1dg.
Soit « € E un élément non nul.



1. Montrer que la famille (z, f(x)) est libre [on pourra appliquer f a une combinaison linéaire de x et

f@)]-
Soient A, u € R tels que Az + pf(z) = 0. Si on applique f & cette égalité, on trouve

fAz + pf(z) = Af(x) + pfo f(z) = Af(z) — pz = f(0) =0

donc A et p vérifient a la fois Az 4+ pf(x) = 0 et Af(z) — pz = 0. Ensuite, pour éliminer
f(x), on peut par exemple multiplier la premiére équation par A, la deuxiéme par —u et
additionner. On obtient (A% + p?)z = 0. Comme z n’est pas nul, A2+ p? = 0, ce qui entraine
A = u = 0. La famille (x, f(x)) est donc libre.

2. Si E est de dimension 2, montrer que (z, f(x)) est une base de E. Quelle est la matrice de f dans
la base (z, f(z)) ?
On vient de montrer que la famille (x, f(x)) est libre. Or, cette famille compte deux éléments
et par conséquent, si dim E = 2, c’est une base de E. Si on note e; = x et ea = f(z), on
a fle1) = f(z) = ez et f(ea) = f(f(x)) = —xr = —ey donc la matrice de f dans la base

(e1,€2) est
0 —1
1 0 ’

3. On suppose maintenant que E est de dimension au moins 3. Soit y un élément de E qui n’appartient
pas a Vect {z, f(x)} (Pespace vectoriel engendré par x et f(x)).

a) Montrer que la famille (z, f(z),vy, f(y)) est libre.

Soient a, 3, v et § des réels tels que ax + B f(x) +~vy+0f(y) = 0. On applique comme
précédemment f a cette égalité et on obtient af(x) — Sz + vf(y) — dy = 0. Pour
éliminer f(y), on peut multiplier la premiére équation par -, la deuxiéme par —d et
additionner. On obtient (ay + B)x + (87 — ad) f(z) + (v* + §2)y = 0.

Si v2 + 6% n’était pas nul, y serait combinaison linéaire de x et f(x). Or, on a supposé
que y & Vect {z, f(z)} donc 7% + 62 = 0, ce qui implique que v = § = 0. Ensuite,
puisque (z, f(z)) est libre, on a aussi « = § = 0. En conclusion, (z, f(z),y, f(y)) est
libre.

b) En déduire que E ne peut pas étre de dimension 3.
Si E est de dimension au moins 3, on vient de montrer qu’il existe une famille libre de
FE qui compte 4 éléments, ce qui implique que dim E > 4.

¢) Si E est de dimension 4, trouver une base de E dans laquelle f a pour matrice

0 -1 0 O
10 0 0
0 0 0 -1
0 0 1 0

Si E est de dimension 4, la famille libre (x, f(z),y, f(y)) qui a 4 éléments est une base.
Si on procéde comme pour la question 2, on constate immédiatement que la matrice
de f dans cette base est la matrice demandée.



