FMI : DS du 17 novembre 2014

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, écrire [’énoncé sous la forme d’une proposition avec quantificateurs,
dire s’il est vrai ou faux et le justifier.

a) Entre deux entiers relatifs consécutifs, il se trouve toujours un réel.

VneZ,IxreR, n<x<n+1

C’est vrai. Si n désigne un entier relatif arbitraire, z = n 4+ 1/2 est un réel strictement compris entre n et n + 1.
b) Il existe un entier naturel qui divise tous les entiers naturels.

IneN,VmeN n|m

C’est vrai, car n = 1 est un entier naturel qui divise tous les entiers naturels.

Exercice 2. Soit E un ensemble, et A, B et C trois parties de E.

1) Montrer que AN(BUC) C (ANB)UC.

Soit = un élément de AN (B UC). Il appartient a la fois a A et a BUC.

S’il appartient & B , il appartient & AN B, et donc aussi & (AN B)UC.

Sinon, comme il appartient & B U C, il appartient a C, donc a (AN B) U C.

Autre preuve : Par distributivité ona AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

De plus, ANC C C. Donc (ANB)U(ANC)C (ANnB)UC .

Ainsi, AN(BUC)Cc (AnB)UC.

2) Trouver un ensemble E et trois parties A, B et C de E telles que AN(BUC)# (ANB)UC.

N’importe quel exemple ot C' contient au moins un élément qui n’est pas dans A convient. On peut proposer par
exemple, E=C={c} ,A=B=0Q.

Exercice 3. Démontrer que quel que soit n € N*, la propriété P, suivante est vraie

P, : S ok2h =242 (n—1)
k=1

n 1

- Initialisation. Pour n = 1, Zka = Zk2k =1x2'=2et2+2""(n —1) = 2. La propriété P, est donc
k=1 k=1

vrase.

- Hérédité. Soit n € N*. Supposons que la propriété P, est vraie. On a

n+1

S k2b = k2%) 4+ (n+1)20
k=1 k=1

Comme P, est vraie, on en déduit

n+1

> k¥ =24 27 (0 — 1) + (n+1) 2",

k=1

puis, en simplifiant, on obtient :

n+1

D k2F =24 27 x 2 =24 20D+ (1) - 1).

k=1

Ainsi, on a montré que quel que soit n € N*, P, = P, 1.

- Conclusion. D’aprés le théoréme de la récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n € N*.
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Exercice 4.
1) Soit f Uapplication de R? dans R? donnée par
V(z,y) €R? f(z,y) = (a®,y —2?)

a) f est-elle injective ? Justifier la réponse.

Non. En effet, f(—=1,0) = (1,—1) et f(1,0) = (1,-1), donc f(—1,0) = f(1,0).

b) f est-elle surjective ¢ Justifier la réponse.

Non. En effet, (—1,0) n’a pas d’antécédent par f.

¢) En montrant les deuz inclusions voulues, prouver ’égalité f(R?) = [0, +oo[xR.

-Ona f(R?) = {(z%,y — 2?) / (z,y) € R?}, donc f(R?) C {(a,b) € R? /a > 0}. Ainsi, f(R?) C [0, +oc[xR.
- Inversement, soit (a,b) € [0, +oo[xR.

Soit (z,y) € R?. On a les équivalences

ren=wo e, % 75 {25,

Comme a > 0, sa racine carrée existe. Ainsi f(d+/a,b+ a) = (a,b), et par conséquent (a,b) € f(R?).
On a donc prouvé I'inclusion [0, +0o[xR C f(R?).

- On conclut finalement f(R?) = [0, +o0o[xR.

2) On note E = [0,+00[XR et on désigne par g lapplication de E dans E donnée par

9 (xvy) — ($2,y—$2)

Montrer que cette application est bijective.
Soit (a,b) € [0,400[XR, et (x,y) € [0, +oc[xR. On a
U EUR (Rt A e i
la derniére équivalence étant due & la positivité de x.
Ainsi, tout élément (a,b) de [0, +0o[xR a un et un seul antécédent dans [0, +oo[xR. Ceci prouve la bijectivité de
g.
3) On considére la fonction h de R? dans R définie par
h(z,y) =V +y
et f désigne Uapplication de R? dans R? définie plus haut.
Expliciter la fonction ho [ et donner son domaine de définition.
Soit (z,y) € R2. Alors, f(x,y) est bien défini et f(x,y) = (2%, y — 2?). De plus,
(ho f)(z,y) = h( f(z,y)) = h( (2%, y — 2?) ) = /22 + (y — %) = /y est défini si et seulement si y > 0.

Ainsi, le domaine de définition de h o f est R x [0, +o0] et, pour (z,y) dans cet ensemble, (ho f)(z,y) = /¥



