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1 Introduction

La stabilité locale des ondes de choc multidimensionnelles pour des systémes hyperboliques
de lois de conservation

(1.1) O+ 05fi(u) =0

a été étudiée dans un cadre général par A.Majda [Mal, Ma2] au début des années 80. Le
probléme se pose comme un probléme aux limites hyperbolique a frontiere libre X, plus
précisément comme un probleme de transmission, les conditions aux limites étant données
par les conditions de Rankine-Hugoniot

(1.2) olul + ) vlfi(w)] =0, sur 3,

(0,v) désignant la normale a ¥. La condition “naturelle” de stabilité s’écrit alors comme
une condition de Lopatinski : c¢’est une condition de stabilité spectrale (ou en ondes planes)
pour le probléeme & coefficients figés (ici le choc plan tangent en chaque point du front) (cf
[Mal] et [Kr, Sal, Sa2, ChPi] pour l'introduction de ces notions dans le cadre de 1'étude
des problémes aux limites hyperboliques). Deux problémes se posent alors : d’abord, celui de
la stabilité linéaire, c’est-a-dire montrer que la condition spectrale implique que le probleme
linéarisé autour d’un choc (courbe) est bien posé; ensuite, celui de la stabilité non linéaire,
c’est-a-dire montrer que le probléme non linéaire (1.1) (1.2) est localement stable pour des
petites perturbations.

Par ailleurs, la théorie classique des systemes hyperboliques de lois de conservation envi-
sage les solutions faibles, et donc les chocs, comme des solutions de viscosité (cf [La, BiBr]).
On considére alors des régularisations paraboliques, ou partiellement paraboliques, de (1.1)

(1.3) oyu + Z 8jfj (u) —€ Z 8j (Bj,k(u)(?ku) =0.

Les motivations physiques sont elles aussi tres claires : penser aux écoulements a grand nombre
de Reynolds (ou faible viscosité) et a la limite Navier-Stokes vers Euler lorsque la viscosité
tend vers zéro. Les chocs plans pour (1.1) sont remplacés par des ondes simples w((v-z—ot)/e)
qui sont des solutions exactes de (1.3). Le profil w est solution d’ une équation différentielle ;
ses limites a oo sont les valeurs a droite et a gauche du choc plan; le saut du choc est ainsi
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remplacé par une transition rapide mais réguliere entre les états limites. L’analyse spectrale de
stabilité de ces profils de chocs conduit non plus & des déterminants de Lopatinski mais a des
fonctions d’Evans (cf [GaZu, ZuHo] et [Zul, Zu2, Zu3]). On retrouve alors les deux problemes
précédents : d’abord étudier le caractere bien posé des équations linéarisées sous des conditions
spectrales d’Evans, et ensuite étudier la stabilité non linéaire pour des petites perturbations.
Ces deux problémes, en dimension quelconque, font I'objet d’une série de travaux [GMWZ1,
GMWZ2, GMWZ3, GMWZ4]. Les deux premiers concernent une analyse directe de la stabilité
des chocs visqueux, d’abord en temps grand pour une viscosité fixée et ensuite localement en
temps, lorsque la viscosité tend vers 0. Dans le troisieme, on reprend I’approche des problemes
a frontiere libre dans le cadre visqueux; ceci permet d’obtenir des estimations de stabilité
maximales qui pour € = 0 redonnent les estimations hyperboliques. Le quatrieme article
concerne le cas des viscosités partielles, avec pour application principale le cas des équations
de Navier-Stokes.

Cependant, ni les travaux de A.Majda dans le cas hyperbolique ni les travaux cités ci-
dessus dans le cas visqueux, ne permettent de traiter le cas des équations de la magnéto-
hydrodynamique (MHD) pour la raison que le systeme hyperbolique est & multiplicité variable.
Cet exposé est consacré a une présentation de certains résultats de [MéZu3| pour les systemes
hyperboliques et de [GMWZ5] pour les systémes avec viscosité, ou est abordée I'analyse de
certains systemes a multiplicité variable avec des applications a la MHD.

Pour les problemes aux limites hyperboliques, ’analyse est bien comprise dans deux si-
tuations dont aucune ne recouvre entierement ’autre. Il y a d’abord la théorie des systemes
symétriques et des conditions aux limites dissipatives [Frl, Fr2, FrLal. Ensuite, il y a la théorie
de Kreiss, pour les problemes aux limites hyperboliques vérifiant la condition dite de Lopa-
tinski uniforme ([Sal, Sa2, Kr, MaOs, Mé3|). Dans les deux cas, 'estimation d’énergie fon-
damentale est obtenue a ’aide de symétriseurs et d’intégrations par partie. Dans la premiere
théorie, I'estimation L? est immédiate : le symétriseur est donné et la dissipativité du terme
de bord est supposée. Par contre, dans la théorie de Kreiss, la construction du symétriseur est
précisément le point délicat. Ce sont des opérateurs pseudo-différentiels tangentiels dont le
symbole est fourni par une analyse symbolique basée sur ’étude des problemes a coefficients
figés. Cette analyse a d’abord été faite par Kreiss ([Kr| dans le cas des systémes strictement hy-
perboliques (voir aussi [Ral] pour les systémes complexes et le chapitre 7 de Chazarain-Piriou
[ChPi]). Comme remarqué par Majda-Osher, la stricte hyperbolicité ne sert qu’a un seul mo-
ment, pour mettre le systeme sous une forme normale et la construction de Kreiss s’étend
immédiatement aux systemes que l'on peut réduire a cette forme normale. Cette condition est
appelée block structure condition dans [MaOs], on dira ici hypothese de structure de bloc. Ils
ont aussi remarqué que beaucoup de systemes physiques vérifient cette condition, notamment
le systeme d’Euler de la dynamique des gaz ([Mal]). Il a été montré ultérieurement que cette
condition est automatiquement satisfaite des que les valeurs propres du systéme hyperboliques
sont semi-simples et de multiplicité constante (see [Mé3]). C’est donc naturellement sous cette
hypotheése de multiplicité constante qu’on a travaillé dans [GMWZ1- 4]. Mais, notamment
pour couvrir ’exemple intéressant de la MHD, il est utile de pousser I'analyse un peu plus
loin.



2 Le cas hyperbolique

2.1 Racines multiples

Considérons un systeme N x N de symbole
d
(2.1) L(p,7,8) = 7Id+ A(p, &) = 7Id + Y _ A

Le polynoéme caractéristique est A(p, 7,&) = det L(p, 7,€). Rappelons les définitions suivantes.

Définition 2.1. (i) Le polynome w(n) est hyperbolique dans la direction v si w(v) # 0 et pour
tout n' ¢ R, toutes les racines z € C de w(zv +1n') = 0 sont réelles.

(i) (2.1) est hyperbolique dans la direction v si A l’est.

(iii) L est hyperbolique symétrique dans la direction v (au sens de Friedrichs) s’il existe
une matrice auto-adjointe S(p), C* en p, telle que les S(p)A;(p) sont auto-adjointes et
S(p)L(p,v) est définie positive.

Dans la suite, on suppose toujours que L est hyperbolique dans la direction dt = (1,0,...,0).
Si A(p,7,§) = 0, alors —7 est une valeur propre de A(p,§). On note m sa multiplicité
algébrique et m, sa multiplicité géométrique.

Définition 2.2. Soit (p,7,§) une racine de A(p,7,§) = 0 de multiplicité algébrique m.
i) (p,7,§) est algébriquement réguli¢re si, localement, il existe m fonctions réguliéres
réelles \j(p,§), analytiques en &, telles que

(2.2) Alp,7,€) = e(p, 7, ) [] (7 + (0, )
7=1

ou e(p,7,§) #0.
i) (p,T,§) est géométriquement réguliere si en plus il existe localement m fonctions e;(p, §)
régulieres, analytiques en &, telles que

(2.3) A(p, §)e;j(p,§) = Aj(p, §e;(p, §),

et les eq,...,em sont linéairement indépendants dans CN.

Remarques 2.3. a) Les racines simples (m = 1) sont géométriquement régulieres.

b) Les racines de multiplicité constante sont algébriquement réguliéres. Dans ce cas, tous
les A\; sont égaux. Elles sont géométriquement régulieres si elles sont en outre semi-simples
(m = myg). Dans ce cas, les e; forment une base réguliere de I’espace propre associé.

On rappelle les résultat suivant :

Proposition 2.4. Soit 7(7,£) un polynome hyperbolique dans la direction dt = (1,0,...,0).
Si(1,£) # 0 est une racine de multiplicité m > 1 of (-,§) = 0, alors

(2.4) (T + 1,6+ &) = 7™ (1,6) + O(|r, £ )

ot ™) est homogéne de degré m en (1,€) et hyperbolique dans la direction dt.



2.2 Fréquences rentrantes, sortantes, rasantes

La notion d’onde entrante, sortante ou rasante joue un role fondamental dans ’étude des
problémes aux limites. Ces notions s’étendent naturellement aux valeurs propres multiples.
On note maintenant (y,z) € R4 x R les variables spatiales, (1,£) les variables duales. Le
bord considéré est {x = 0}. Pour une valeur propre A\(n, &) réguliére, la classification dépend
du signe de 9¢:A qui donne la position du champ Hamiltonien par rapport au bord.

Considérons une racine (p,7,7n,&) de A, de multiplicity m en 7. On note A e terme
d’ordre m dans le développement de Taylor de A(p,-) en (7,7,§). D’apres la Proposition 2.4,
A est hyperbolique dans la direction dt. Soit T + la composante de dt dans A > 0. Clest
un cone ouvert convexe et A™) est hyperbolique dans toutes les directions de I, .

Définition 2.5. i ) (p,7,7,§) est non rasante si le bord {x = 0} est non caractéristique pour
Alm),
ii) (p,7,n,&) est totalement entrante si dx € 'y et totalement sortante si —dx € L', .

Exemple 2.6. Pour une racine algébriquement réguliere (2.2), on a

Alr,n,€) = BT (7 +0A; -0 + 9e)sé),
i

ot les coefficients sont évalués en (p, 7,7, ). Chaque mode peut étre rasant, entrant ou sortant
suivant que d¢A\; est nul, positif ou négatif. D’apres la Définition 2.5, (p, 7,7, £) est non rasant
si tous les O¢\;j sont non nuls et totalement entrant [resp. sortant | si tous les J¢A; sont > 0
[resp. < 0].

2.3 La condition de Lopatinski

Considérons le systeme L(p, 0y, Oy, Ox)u = f sur I'ouvert {x > 0}. On suppose que le bord
{z = 0} est non caractéristique, c’est-a-dire que la matrice Ay est inversible. Par transforma-
tion de Fourier-Laplace en (t,y), on se rameéne aux équations

(2.5) dyu—H(p,Qu=f, G(p,¢)=—A4;"(p) (iT +y)Id + anAj(p))

avec ( = (17 —iv,n), identifié & (7,71,7). On y ajoute des conditions aux limites, qui apres
transformation de Fourier Laplace sont de la forme

(2'6) M(p, g)u|w=0 =g

On suppose ici que M est une fonction réguliere de p et ¢ € R¥1\{0}, homogene de degré 0
en ¢. Par homogénéité, on peut se limiter au cas ou ¢ € S¢ = {|¢| = 1;v > 0}.

L’hyperbolicité de L implique que pour ( € Sﬁlr, les valeurs propres de H(p,() ont une
partie réelle non nulle. Les solutions L? de (9, — H)u = 0 sont les fonctions u(z) = e*f h avec
h e E_(p,C), ou E_(p,() désigne l'espace invariant par H(p,() associé au spectre situé dans
{Rep < 0}. La dimension de E_ est égale au nombre N, de valeurs propres positives de Ag.
On suppose que le nombre de conditions aux limites dans (2.6) est le bon, i.e.

(2.7) dimker M (p,{) = N_ = N — N,

Pour simplifier, on suppose aussi que M est surjective, c’est-a-dire que M est une matrice
N_|_ x N.



Le probleme (2.5) (2.6) est bien posé, si est seulement si

(2.8) E_(p,¢) Nker M(p,¢) = {0}

C’est la condition de Lopatinski faible. Pour revenir au probléeme initial on doit aussi avoir
des estimations uniformes en (. Suivant Kreiss et Majda, les estimations maximales pour les
solutions de (2.5) (2.6) sont :

1
(2.9) ’YHUH%%R” +|u(0)® S ngH%%RJr) + gl

ou A < B signifie qu’il existe une constante C' indépendante des parametres (ici u, f, g et
(¢ € Sﬁlr) telle que A < C'B. Une condition nécessaire est que pour toute donnée initiale
u(0) € E_(p, (), la solution de (0, — H)u = 0 vérifie (2.9), donc qu’il existe C' tel que

(2.10) Vp, V¢ € 8%, Vh € E_(p,(), |h| < C|M(p,{)h].
Définition 2.7. Le déterminant de Lopatinski associé a L, M est

D(p,¢) = det (E_(p, ¢), ker M (p,()).

On dit que (L, M) vérifie la condition de Lopatinski uniforme sur w s’il existe une constante
¢ >0 telle que |D(p, ()| > ¢ pour tout (p,() € w x S¢.

Dans cette définition, le determinant est formé en prenant des base orthonormées arbi-
traires de E_ et ker M (noter que dimE_ + dimker M = N).

2.4 Symétriseurs

Définition 2.8. Un symétriseur borné de H sur Q, est une matrice X(p,() définie pour
(p, ¢ € Q telle que pour des constantes C, ¢ > 0, on a pour tout sur €2,

(2.11) L(p, Q) =% (p.¢), B¢l <C,
(2.12) ReX(p,()H(p,¢) > cyld, pour v > 0.

C’est un symétriseur de Kreiss pour (H, M) si en plus on a
(2.13) X(p, Q) + CM*(p, )M (p, ) > cld.

Le symétriseur est régulier s’il est C*° sur Q.

Remarque 2.9. En pratique, on montre un peu plus que (2.12) : on montre que

(2.14) ReS(p, O H(p,¢) = Y ViSiVi,

avec Vj, et Xy, régulieres et vérifiant i) > V;*V}, est définie positive, i) ou bien Xy, est définie
positive ou bien ¥ = ¥ avec ¥, ; définie positive.

En intégrant par parties le produit scalaire de (2.5) avec Yu, on obtient immédiatement :

Lemme 2.10. S’il existe un symétriseur de Kreiss borné pour (H,M) sur w X Si alors
lestimation mazimale (2.9) est vraie pour (p,() € w x S%.



Dans [Kr, Mal], on procede de la fagon suivante : on construit une famille universelle
de symétriseurs X" pour L, et on montre ensuite que si la condition aux limitesM vérifie la
condition de Lopatinski uniforme, alors 3" est un symétriseur de Kreiss pour (H, M) pourvu
que k soit assez grand.

Définition 2.11. Une famille de symétriseurs X" sur des voisnages Q" de (p, g) est une
K-famille s’il existe une décomposition

(2.15) cN = E, EBE};, avec dimE~ = N_,

telle que

(2.16) X" (p, 5) > m(r)IT I — IIET0_, lim m(k) = +oo,
- = K——400

ot les Il sont les projecteurs associés a la décomposition (2.15).

Remarque 2.12. S’il existe une K-famille de symétriseurs, alors E™ est la limite des espaces
E_(p, ) lorsque (p,¢) — (p,¢) avec v > 0 ([MéZu2]). Donc E™ est uniquement déterminé.
Par contre, ET est un supplémentaire arbitraire, quitte & changer m(x) et multiplier ¥* par

un facteur positif.

Proposition 2.13. Si X% est une K-famille de symétrizeurs de H et si (H, M) vérifie la
condition de Lopatinski uniforme, alors pour k assez grand %" est un symétriseur de Kreiss
pour (H, M) au voisinage de (p,().

2.5 Construction des symétriseurs

Fixons ¢ € gi et notons y, les valeurs propres distinctes de H (p,¢). Pour (p,() voisin de
(p,¢), on a

(2.17) VIHV = diag(Hy)

ou Hj a son spectre dans un petit disque centré en By - L’avantage de la notion de K-famille
est qu’elle est réductible par blocs et qu’il suffit de construire des K-familles pour chaque bloc
Hj, de dimension notée Nj.

Quand le mode est elliptique, i.e. quand Re H, # 0, la construction est facile (see e.g.
[Kr, ChPi]). On choisit naturellement E;, _ = {0} si Rep, >0et E, _ = CN* si Re . < 0.
On a alors

i) Re(ZFHg) >0,
(2.18) ii) ReXf >kId if Rep, >0,
ReX¥j > —Id if Rep, <O.

Considérons maintenant un mode non elliptique, By, = z§ avec § € R. L’hyperbolicité

implique que v = 0 et que —7 est une valeur propre de A(p,n,f). La construction de K-
familles de symétriseurs est le point central du travail de O.Kreiss [Kr]. Comme remarqué
dans [MaOs, Mal], la construction s’étend immédiatement au cas ou le bloc Hy, vérifie I’hy-
pothése de structure de bloc. On dispose maintenant d’'une caractérisation géométrique de
cette condition :



Théoréme 2.14 ([MéZu3]). Le bloc Hy, vérifie l’hypothése de structure de bloc de Majda si
et seulement si (p, 7,1,§) est une racine géométriquement réguliére de A.

On en déduit I'existence de K-familles de symétriseurs lorsque le mode est géométriquement
régulier.

Pour étudier le cas de modes non géométriquement réguliers, on part de la remarque
suivante : la construction de Kreiss est beaucoup plus simple lorsque le mode (associé a une
valeur propre simple ou de multiplicité constante) est hyperbolique c’est-a-dire non rasant ;
dans ce cas on choisit E, _ = {0} si le mode est sortant et E, ~ = CMe 8%l est entrant ; il
suffit de construire un symétriseur et de le multiplier par x dans le cas sortant. Dans le cas
d’une valeur propre multiple générale totalement entrante ou sortante, on peut tout a fait
répéter cette manceuvre; il suffit de construire un symétriseur pour le bloc Hy, ce qui est
quasi-immédiat par restriction, si le systeme initial est symétrique au sens de Friedrichs.

Au final, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.15 ([MéZu3]). Soit L hyperbolique symétrique au sens de Friedrichs. On
suppose que toutes les racines réelles de l’équation caractéristique sont soit géométriquement
régulieres soit totalement rentrantes ou sortantes. Alors,

i) il existe des K-familles régquliéres de symétriseurs,

i) le fibré E_(p, () se prolonge continiment a v =0 ;

i) si en outre les conditions aux limites vérifient la condition de Lopatinski uniforme, il
existe un symétriseur de Kreiss régulier et les estimations mazimales (2.9) sont vérifiées.

Remarque 2.16. Ce théoreme n’est que la premiere étape dans ’analyse de stabilité : pour
un probleme & coefficients variables, p est a remplacer par une fonction de p(t,y,x). Le
théoreme fournit les symboles 3(p(t, y, x); ) ; le symétriseurs sont alors les opérateurs pseudo
ou para-différentiels associés a ces symboles, cf [ChPi, Mal, Mé2].

3 Le cas hyperbolique-parabolique

3.1 Hypotheses de structure

Considérons un systeme N x N de la forme
(3.1) Leu == 0w+ A(p, 0)u — eB(p, 0)u

avec J d
A(p,&) = &A;(p), B®,&) = > &&Bik(D).
j=1 j,k=1

Pour couvrir le cas des viscosités physiques, on suppose que, apres un bon choix d’inconnues,
. , _ N/ ! .

celles-ci se décomposent en u = (u',u?) € RN=N" « RN et que les matrices ont une structure

de la forme (voir [GMWZ4] pour plus de commentaires)

32) Bt = (o gy

On renvoie aussi a [GMWZ4, GMWZ5] pour une discussion des hypothéses suivantes, motivées
par les applications aux équations de Navier-Stokes ou a la MHD.



Hypothése 3.1. (H1) Il existe ¢ > 0 tel que pour tout p et tout & € R? les valeurs propres
de iA(u,§) + B(u, &) vérifient

|¢J?
IEE

(H2) II existe ¢ > 0 tel que pour tout p et tout & € R? les valeurs propres de B*(p,£)
vérifient Re u > c|¢|?.

(3.3) Repu >c

Remarque 3.2. (H1) implique que Lg est hyperbolique.

On considére un probléeme aux limites sur {x > 0}, en notant maintenant (y,z) € R4~ xR
les variables spatiales.

Hypotheése 3.3. (H3) Ay(p) est inversible.
(H4) Les valeurs propres de A (p,n,€) sont réelles semi-simples et de multiplicité constantes
et O, + Al est hyperbolique dans la direction dx.

(H3) signifie que le bord est non caractéristique pour L. (H4) est une hypothese “tech-
nique”, utile pour les hautes fréquences. Dans les applications a Navier-Stokes ou la MHD,
0y + A est une équation de transport.

3.2 Stabilité spectrale

On effectue le changement d’echelles (t,y,z) = &({, 9, 2),, on multiplie I’équation par ¢ et
on effectue une transformation de Fourier-Laplace en variables tangentielles. On obtient alors
le systeme

(3.4) —Bga02u+ A(p, {)d-u + M(p,{)u,
avec
d—1
Alp,¢) = Aa— Y _inj(Bja+ Ba;)
7j=1
d—1 d—1
M(p, C) = (iT + ’Y)Id + Z iT]jAj + Z njnkB',k .
j=1 G k=1

On réduit (3.4) au premier ordre en posant U = !(u, 9,u?). Le systéme en U est de la forme

—-A By M On N >
3.5 GO.U — MU, Ga(p.C) = M=
( ) d d(p C) < J 0 ) <ON’><N Td s N7

avec, dans la décomposition u = (u!,u?),

— On_nv ’
Ba(p) = < %gg(gV) . J=(Onxn—nr Idyrxnr).

Les hypotheses (H3) et (H4) impliquent que G4(p, ¢) est inversible et on aboutit & ’équation
(3.6) 0.U~-Gp,Q)U=F G:=G;'M.
On y ajoute des conditions aux limites

(3.7) L(p, Q)Ujpg = 0
(H1) implique que



Lemme 3.4. Pour { € Riﬂ\{O} = {(7‘,7’],’}’) #0,v > 0}, G(p,¢) n'a pas de valeurs propres
sur laze imaginaire et le nombre N_ de valeurs propres, comptées avec leur multiplicité, dans
{Rep < 0} est constant.

Pour ¢ € R_’frl\{O}, on note E~(p, ¢) 'espace invariant de G(p, ¢) associé au spectre dans
{Rep < 0}. Alors dimE~ = N~ et le probleme (3.6) (3.7) est bien posé si et seulement si

(3.8) dimkerI' + dimE~ = N + N’,
(3.9) E™ NnkerI’ = {0}.

Le déterminant de Lopatinski (ou fonction d’Evans) associé est alors

(3.10) D(p, () = det (E_(p, ¢),ker I'(p, C))

On remarque que (3.8) dit simplement que I'on a le bon nombre de conditions aux limites et
que le déterminant est défini. Ensuite, (3.9) est équivalent & D(p, () # 0 qui est la condition
de stabilité faible. Les conditions de stabilité forte (ou uniforme) s’obtiennent en imposant des
conditions sur le comportement quand ¢ — 0 et || — oo. Le lecteur notera qu'une grande
différence avec le cas hyperbolique est que la matrice G n’est pas homogéne en (.

3.3 L’analyse basse fréquence

Comme dans le cas hyperbolique, le but essentiel est d’obtenir des estimations a priori
par des méthodes de symétriseurs (multiplicateurs de Fourier dans le cas des coefficients
constants). Le cas des hautes (|| grand) et moyennes (0 < ¢ < |¢| < C) fréquences est traité
dans [MéZul] quand N’ = N et dans [GMWZ4] quand N’ < N. On se sert uniquement
des hypotheses (H1) a (H4) et des conditions de stabilité uniforme ad hoc. Concentrons
nous maintenant sur les basses fréquences, c’est-a-dire sur le cas ou [(| est petit. Dans les
articles cités, ’analyse basse fréquence est faite sous ’hypothese supplémentaire que les valeurs
propres du systemes hyperbolique Ly sont de multiplicité constante. Comme dans le cas
hyperbolique, certaines situations de valeurs propres de multiplicité variable peuvent étre
admises, on renvoie & [GMWZ5] pour les détails.

Lemme 3.5. Au voisinage de (p,0), on a

(3.11) vlgy = ( i )

ot P est de dimension N’ x N’ et ses valeurs propres vérifient |Rep| > ¢ > 0 et H est de
dimension N x N et

d—1

(812)  H(p,C) = Ho(p, ) + O(C?),  Ho == —A7"((ir + )1+ Y in; 4;(p) )
j=1

Autrement dit, H est une perturbation de 'opérateur Hy associé a ’opérateur hyperbo-
lique Lg. La notion de symétriseur, de symétriseur de Kreiss, de K-famille de symétriseurs est
completement parallele & ce qui a été discuté au paragraphe 2.



La construction des symmetriseurs pour le bloc elliptique P est standard (cf [MéZul]).
Notant E5(p, ¢) les espaces invariants de P(p, () associés au spectre situé dans {+Re p > 0}.
il existe des X% (p, (), C*° au voisinage de (-0) tels que

i) ReXpHP >0,

3.13
(3.13) i) ReXf > w(ITH)IIH — (I1;)Il5

ol les Hlj_-c, sont les projecteurs sur EIJE.
Pour comprendre H, on passe en coordonnées polaires ¢ = p¢, p=1¢, (€ 5% On a
alors

(3.14) H(p,¢)=pH(p,{,p), H(p,(,p) = Ho(p,C) + O(p).

On fixe g € ?i, ie. é: (7,7,7%) dans la sphere unité avec ¥ > 0. Le but est de construire des
symétriseurs de H pour (p, (, p) prés de (ps é ,0). Les définitions sont analogues a celles de la
Définition 2.8, & ceci prés qu’on remplace (2.12) par

(3.15) ReXH > ¢(5+ p)Id, pour 5 >0, p > 0.

Comme & la Remarque 2.9, on construit en fait les ¥ tels que Re X7 H = > VYR Vi, avec
> V¥V, définie positive et, ou bien X, définie positive ou bien ¥j = yXj 1 + pXy 2 avec Xy
et Xy o définies positives.

On définit de méme la notion de K-familles de symétriseurs.

3.4 Construction des symétriseurs

On fixe é IS gi. En notant 1, les valeurs propres distinctes de Hy(p, é), Pour (p, (¢, p)
voisin de (p, é, 0), on a

(3.16) VAV = diag(Hy)

ott Hj, a son spectre dans un petit disque centré en Hy - On construit les K-familles pour
chaque bloc séparément.

Le cas des blocs elliptiques est toujours aussi simple. Il reste le cas des blocs non elliptiques,
pour lesquels 5 =0 et p, = z§ € iR. Alors, (p, 7,7, § ) est un point de la variété caratéristique
de Lg et —7 est une valeur propre de la matrice A(p, 7, §)

Dans [GMWZ5], on définit une notion de structure de bloc généralisée pour les blocs Hy
qui sont des perturbations H des blocs Hy ) de Hp. On montre aussi :

Théoréme 3.6 ([GMWZ5]). i) Si le block Hy, vérifie la structure de bloc généralisée, alors
il existe des K-familles de symétriseurs réguliers de Hj, au voisinage de (p,¢,0).

i) Si (p, 7,17, g) est associé a une valeur propre semi-simple de multiplicité constante de
A(p,71,€), alors le bloc Hy, vérifie la structure de bloc généralisée au voisinage de (ps é, 0).

Ce résultat précise un théoreme de [MéZul], ou il est montré que si la valeur propre
est semi-simple de multiplicité constante alors il existe des K-familles de symétriseurs. Mais
I’analogue du Théoreme 2.14 est faux :

Remarque 3.7. La condition que (p, 7,1, g) soit géométriquement régulier est nécessaire
mais non suffisante pour que la condition de structure de bloc généralisée soit satisfaite.
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Pour expliquer le role particulier de la multiplicité constante I'influence de la perturbation
parabolique, considérons le cas ou (p, 7,1, § ) est non rasant. Il est associé a des valeurs propres
lisses A;, qui se croisent au point considéré. Dans le cas hyperbolique, I’hypothese de régularité
implique une diagonalisation totale de Hy o et la construction de symétriseurs est facile. On
note toutefois que le point central de la construction des symétriseurs est de donner un poids
O(k) aux modes sortants et un poids O(1) aux modes entrants (cf (2.16)), ce qui ne pose
pas de probleémes si ces modes sont découplés. Par contre, la perturbation Hj, en général, ne
respecte pas la diagonalisation de Hy, o et couple les différents modes. Le couplage des modes
entrants et sortants empéche de leur accorder des poids d’ordre différents et est un obstacle
réel a la construction de symétriseurs réguliers. Par contre, dans le cas d’une valeur propre de
multiplicité constante, tous les A; sont égaux; tous les modes sont de méme nature, entrants
ou sortants et la difficulté précédente est évitée.

Dans les cas d’une racine (p, f,ﬁ,f) quelconque mais totalement entrante ou totalement
sortante, on le probleme de séparation des modes ne se pose pas et la construction de
symétriseurs est a nouveau tres simple si le systéme initial est symétrique, c’est a dire s’il
existe une matrice S(p) définie positive telle que les SA; et SB; ), sont symétriques. Au final,
on obtient le résultat suivant :

Théoréeme 3.8 ([GMWZ5]). Soit L. un systéme (3.1), symétrique et vérifiant les hypothéses
(H1) a (H4). On suppose en outre que toutes les racines réelles de I’équation caractéristique
de Lo sont soit semi-simples de multiplicité constante, soit totalement rentrantes ou sortantes.
Alors, il existe des K-familles régulieres de symétriseurs,

4 Breve revue de ’analyse de stabilité

4.1 Chocs et problemes de transmission a frontiere libre

Considérons un systeme de la forme (1.3). Pour e = 0, le systéme est supposé hyperbolique.
Un choc, de front ¥ = {2 = v(t,y)} dans des variables spatiales (y,z) € R¥"! x R, est une
solution

Jug <Yy, t)
(41) UO(t7y7$) - {ua_ T > w(y,t)7

réguliere et vérifiant (1.1) de part et d’autre du front et satisfaisant les conditions de Rankine-
Hugoniot (1.2). Le front est redressé en utilisant le changement de variables & = z — 1 (t, y)
qui conduit aux équations

d d
(4.2) Le(u,y) == D+ Y Aj(w)Dju—c Y Dj(Bj(u)Dyu) =0
j=1 G l=1

avec Aj(u) = f]’(u), Dy = 0y — 0404, Dj = 0; — 0;904 pour 1 < j < d et Dy = 04. Pour
e =0, (4.2) est exactement ’équation étudiée par [Mal, Ma2]. Dans ce cas, les conditions de
transmission s’écrivent

d—1
(4.3) op[u] + Y0 [fi(w)] = [fa(w)] sur {zq4 = 0}.

j=1
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Dans le cas olt € > 0 on ajoute & (4.2) les conditions de transmission naturelles
(4.4) [u] =0, [Byu(u,dy)dqu] =0 sur {&4 =0},
ol By, (u,dy) est le coefficient de 9% dans (4.2).

Dans la suite, on travaille uniquement avec (4.2) et on oublie les ™

4.2 Profils de choc et solutions approchées

Une analyse BKW montre que pres de = 0 la solution de (4.2) est de la forme
(4.5) u(t,y,x) = w(t,y, %)
ou z — w(t,y, z) est une solution de
(4.6) Ay (w,dp)dw — 8 (B (w, dp)d:w) =0,

Ay (u,dip) désigant le coefficient de 0y dans 1’équation (4.2). Cette équation est posée en
chaque point du front (¢,y) et di est calculée en ce point. De plus, w est un profil de choc
associé a (4.1), ou plutdt a sa version dans les variables redressées, si

(4.7) ZEerw(t, y,z) = uy (t,y,0), ZEIJPOOw(t, Yy, z) = ug (t,y,0).

Recollant ce profil avec la solution ug conduit a une solution approchée de (4.2). La question
est de construire une solution exacte voisine. Cela se fait par une méthode itérative basée sur
la résolution des équations linéarisées.

Dans le cas visqueux, le front n’a pas de signification réelle et ’on pourrait penser que
le front limite hyperbolique suffit & décrire la couche limite. C’est vrai en partie ((GMWZ1,
GMWZ2]), mais suivant [GMWZ3], on obtient une bien meilleure description des phénomenes
en considérant, y compris dans le probleme parabolique, le front ¥ comme inconnu. Cela est
tres nettement présenté dans [GuWi] ol sont construites des solutions approchées (ug,,, ¥5,,)
par des développements BKW d’ordre élevé.

4.3 Linéarisation

Les équations linéarisées autour d'une solution approchée (ug,,,, ¥5,,), sont de la forme
(4.8) L+ Ly = f.
On y ajoute les conditions de transmission déduites de (4.4), qu’on écrit sous la forme
(4.9) [['(4,0.4)] =0,

Puisqu’on a une inconnue supplémentaire 1, les conditions (4.9) ne suffisent pas a déterminer

la solution (1,1)). Suivant [GMWZ3], on ajoute une condition aux limites supplémentaire :
(4.10) Op — eAyth = L(t,y) - ult, y0).

Il y a en fait une tres grande liberté pour le choix de l'opérateur A et du vecteur ¢, cf
[GMWZ3].
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Les opérateurs linéarisés autour de solutions approchées du type (4.5) sont des opérateurs
différentiels dont les coefficients sont des fonctions régulieres des variables lentes (t,y,x)
et aussi de la vatiable rapide z := x/e. Factorisant e~ ! ils apparaissent aussi comme des
opérateurs différentiels en €0;,€0,,€0, :

1
(4.11) L, = L(t,y,x,%,a@t,eay,sax).

T e
L’analyse classique des problemes aux limites pour ces équations se fait en figeant les variables

lentes p = (£,y,2) et en opérant une transformation de Fourier-Laplace dans les variables
(t,y). On obtient ainsi des systemes

1
fL(p, E, e(y +i1),ien, e@m).
€ €

On introduit alors la variable z = /¢ et on effectue un changement d’échelle dans les variables
de fréquence, posant ¢ = (7,7,7) = &(7,7n,7). Multipliant I’équation par &, on obtient un
systeme de la forme

(4.12) L(p, 2,¢,0.)a+ ¥ Li(p, 2,¢) = f.

Il est commode de mettre ces équations sous la forme d’un systéme du premier ordre en

U = (a,B,,0.1) :

(4.13) .U = G(p,z,O)U + G, + F.

Les conditions aux limites s’écrivent sous la forme

(4.14) [LU] =0, (y+ir+ |n*)¢ = £(p) - Uz

Les conditions de stabilité d’Evans-Lopatinski expriment que les problemes (4.13) (4.14) sont
bien posés.

4.4 L’analyse basse fréquence, réduction aux coefficients constants

L’analyse des équations (4.13) (4.14) dépend de la taille des fréquences (. Quand ¢ est
grand, le coté parabolique des équations domine (voir toutefois [GMWZ4] pour le cas des
viscosité partielles B). Pour les fréquences ¢ bornées, le lemme de conjugaison de [MéZul],
qui repose sur la convergence exponentielle des coefficients de L quand z — oo, implique qu’il
y a des changements de variables U = ®(p, z,()U*, respectivement pour z > 0 et pour
z < 0, qui réduisent (4.13) a des équations a coefficients constants :

(4.15) L(p, 00,75 + i, in, 02 ) + L1 (£00,() = .
En gros, les coefficients ont été figés a +oo mais les conditions de transmissions ont tourné
(4.16) [L(0)®(p.0,Q)U] =0, (v+ir +[n]*)d = £(p) - STUE_.

Ce qui est exposé dans les paragraphes 2 et 3 ci-dessus concerne I'analyse des équations
(4.15) (4.16), avec la construction de symétriseurs X(p, (), qui permettent d’obtenir les bonnes
estimations a priori, qu’on peut ensuite remonter aux solutions de (4.13) (4.14) :

(v + ¢l g2 + (v +1¢2) 1 By Oz 2

4.17 - -
o + O+ K2 ([Vhamo] + 1] [Fromo]) S 1Lz
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Ces estimations sont valables pour ¢ borné. Les estimations hautes fréquences utilisent le
caractere parabolique ou partiellement parabolique de (4.13).

Pour étudier (4.8), mis sous forme d’un systéme du premier ordre, on utilise pour symétri-
seurs les opérateurs pseudo ou para-différentiels sont les symboles X (p(t,y, x), () sont donnés
par lanalyse précédente a coefficients lents figés en (¢,y,z). On obtient, en particulier, des
estimations du type

(4.18) Ve |2 + A (e dppeollrz + lle” "'V 2) < le 7 fl e

qui sont uniformes en ¢ et sont exactement les estimations de Majda pour le cas hyperbolique
e=0.
La stabilité nonlinéaire s’en déduit ensuite.

5 Application a la magnéto-hydrodynamique
5.1 Les équations

Dans le cas le plus simple (isentropique), les équations de la MHD s’écrivent

Op + div(pu) =0
(5.1) O (pu) + div(pu'u) + Vp + H x curlH = evAu
O H + curl(H x u) = epAH

(5.2) divH =0,

olt p € R est la densité, u € R? la vitesse, p = p(p) € R la pression et H € R? le champ
magnetique. Quand H = 0, les équations (5.1) se réduisent aux équations de la dynamique
des fluides.

Les équations (5.1) ont une forme conservative : avec (5.2) la seconde équation s’écrit aussi
(5.3) A (pu) + div(pu'u) + Vp + (1/2)div(|H|*T — 2H'H)" = evAu.
On peut aussi les mettre sous forme symétrique en écrivant la troisieme équation
(5.4) OH + (divu)H + (u-V)H — (H - V)u = peAH.

En oubliant I’équation de divergence, on obtient alors un systeme 7 x 7 symétrique.

5.2 Eléments propres
Le symbole du systéme en (p, u, H), agissant sur (p,, H) est
7o+ p€-u)=0
(5.5) i+ Ao+ v x (Ex0) = iv|€|u/p
Fo+ (6 d)o — (v- )i = il %,
ot ¢ est la vitesse du son (c? = dp/dp) et
(5.6) F=r4u-& v=Hyp, ¢=p/p, ©=H//p.

La condition (3.2) est satisfaite avec N = 6, de méme que les hypotheses (H1) & (H4).
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Considérons ensuite le probleme hyperbolique, i.e. le cas € = 0. Les 7 valeurs propres de

A(§) sont

Ao = U'g,
Ars = Ag £ cslé],
(5'7) +s 0 s’f‘
A2 = Ao v §>
A:i:f = )‘0 + Cf|£‘a
avec )
3= 5((:2 + o2 + V(@ = PP+ 402¢2)
1
2= 5(02 + |v]? = V(2 = v]2)2 + 4b2c2>,

C2zp/(p)>0, IUZH/\/E) b:‘£XU|, é:§/|£‘

La premiere valeur propre correspond au transport de la divergence et peut étre découplée
du reste du systeme : il y a un espace [y, lisse en les parametre, de dimension 1, tel que Eg
et Eg sont stables par A(€).

Lemme 5.1 ([MéZu2]). Supposons que 0 < |H|? # pc® et & € R3\{0}.

i) Si&-v#0 et &x HF#O, les valeurs propres sont simples.

i) Sur {& xv =0}, A is simple. Quand |[v|> < c? [resp. |v|> > ¢ ], Axs [resp. Ays] sont
simples et les autres valeurs propres A4a = Ay [resp. Ao = Ayr/ sont doubles, algébriquement
régulieres mais non t géométriqguement régulicres.

iti) Sur {{ -v = 0} les valeurs propres Aty sont simples et \g = Ais = Ay est
géométriquement réguliére. Plus précisément, on peut renuméroter les {As, A\—s} = {A1, A_1}
de sorte que les A41 sont lisses et

Cc

NZE A

Considérons le bord {z3 = 0}. Il est non caractéristique pour le systéme hyperbolique si
et seulement si

(5.8) A =u-Ex0v-£+0((v-€)?), 6=

(5.9) ug ¢ {0, v3, tcs(n), tep(n)}

ol cs(n) and cy(s) sont les vitesses lentes et rapides évaluées dans la direction normale n =
(0,0,1).

Lemme 5.2. Supposons que 0 < |H|? # pc?.

i) Sur {& x v = 0}, les valeurs propres multiples sont non rasantes si et seulement si
ug 7% £wvs. Dans ce cas, elles sont totalement entrantes ou totalement sortantes.

ii) Sur {{ - v = 0}, les valeurs propres multiples sont non rasantes si et seulement si
ug # 0, ug # tvs et ug # +dvs. Elles sont totalement entrantes ou totalement sortantes si
|U3| > ‘1}3|.

Lemme 5.3. Quand H = 0, les valeurs propres Ayy = Ao £ c[| sont simples et la valeur
propre multiple \g = A+s = A1o = u - £ est totalement entrante ou sortante si us # 0.
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5.3 Chocs hyperboliques

Considérons un choc plan, de front {z3 = ot}. On note (p~,u™, H™) et (p™,ut, H") les
états a gauche et a droite du front. Toute 'analyse précédente s’adapte en remplacant usg par
u3z — o.

Les conditions de saut sont obtenues a partir de la formulation conservative. Elles s’écrivent :

[p(uz — 0)] = 0,
(5.10) [pu(us — o)} + 73 {p + ;!HF] — [H3H] =0,
[(us — o) H] — [Hzu] = 0,

[H3] =0,

ottrz = (0,0, 1). La derniere condition vient de (5.2). En apparence, ce systéme de 8 équations
est trop grand, mais elles ne sont pas indépendantes : en projetant la troisieme équation sur
e3 donne o[H3z| = 0 qui est impliqué par la derniere équation. En notant uys et Hig les
composantes tangentielles de of u et H, (5.10) équivaut au systéme de 7 équations

[p(us — )] =0,
(5.11) [pu(us —o)] + 73 {p + ;]H|2] — [HsH] =0,
[(us — o) Hig] — [H3uig] = 0,  [Hs] = 0.

Conditions de Lax. Considérons un choc rapide associé a une valeur propre extréme A4 .
Quitte a changer x en —x, les conditions de Lax s’écrivent :

uy +lvg | <o <uz +cj,
(5.12) 4 4
Ug —I—Cf <.

Pour un choc lent associé a A+s, changeant x en —x au besoin, les conditions de Lax s’écrivent :

Ug —Cg <0 <ug +c¢g

5.13
(5:13) uj +ct <o <uj +|vg|

Elles impliquent en particulier que le front est non caractéristique de chaque coté.

Proposition 5.4. Pour les chocs de Lax rapides, les hypothéses du Théoréeme 2.15 sont
satisfaites dés que |[HT|> # pT(ct)2.

Pour les chocs de Lax lents, elles sont satisfaites pour 0 < |[H*|2 # p*(c*)2,

Preuve. 11 suffit de vérifier que les valeurs propres non géométriquement régulieres sont tota-
lement entrantes ou sortantes.

Dans le cas o1 0 < |HT|? # p*(cT)?, cela ne concerne que les valeurs propres associées
aux fréquences telles que v* x € = 0, qui d’apres le Lemme 5.2 sont totalement entrantes ou
sortantes des que u:,jf -0 # ivgi, ce qui est impliqué par les conditions de Lax.

Quand H = 0, le Lemme 5.3 implique que la valeur propre multiple est totalement entrante
ou sortante si ug — o # 0, ce qui est impliqué par (5.12). O
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Corollaire 5.5. Sous les hypotheses précédentes, les chocs de Lax qui vérifient la condition
de Lopatinski uniforme sont linéairement et non linéairement stables au sens de Majda.

Pour la vérification de la condition de Lopatinski, on renvoie a [Mal] pour les équations
d’Euler, a [Mé1] pour le cas des chocs faibles et plus précisément a [Bl, BT1, BT2, BT3, BT4,
BTM1, BTM2] pour la MHD.

5.4 Chocs visqueux

Pour appliquer le Théoréeme 3.8 on doit maintenant vérifier que tous les modes multiples
sont totalement entrants ou sortants. Pour les modes tels que v* x & = 0 cela ne change rien.
Mais pour les fréquences telles que v+ - ¢ = 0 se traduit d’apreés le Lemme 5.2 par la condition
| < |uf — o|. Cette condition n’est jamais satisfaite pour les chocs lents. Elle I'est pour les
chocs rapides.

Proposition 5.6. Pour les chocs de Lax rapides, les hypothéses du Théoréeme 3.8 sont satis-
faites des que |HT|? # pt(ct)?

Corollaire 5.7. Pour les profils de chocs associées a4 des chocs de Lax qui vérifient la condi-

tion d’Evans-Lopatinski uniforme sont linéairement et non linéairement stables au sens de
[GMWZ3].

Pour la vérification de la condition de stabilité uniforme d’Evans, on renvoie a [Go, Zul,
Zu2, HuZu, FrSz, MaZ1, PZ]. On renvoie aussi a [GMWZ5] pour le cas des chocs rapides de
la MHD quand H petit.
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