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1 Introduction

1.1 Enoncé du probleme

Au début des années 80, A.Majda ([Ma2], voir aussi [Ma3]) a montré comment constru-
ire des ondes de choc pour des systemes N x N de lois de conservation multidimensionnelles :

(1.1.1) Zajfj(u) =0.

Les flux f; sont des applications C* d’un ouvert de RY dans R". Le systéme est supposé
hyperbolique symétrique dans la direction zq, c’est-a-dire qu’il existe une matrice S(u)
telle que les matrices S(u)fj(u) sont symétriques et S(u)fj(u) est définie positive. Cette
hypothese est satisfaite par de nombreux exemples physiques et en particulier des que
le systeme admet une entropie strictement convexe (cf par exemple [Fr-Lal], [Se]). La
dimension d’espace est n et x( est la variable de temps, qu’on note aussi t.

Un choc est une solution faible de (1.1.1), discontinue & travers une hypersurface ¥,
réguliere jusqu’au bord de part et d’autre de ¥. Quitte a changer de repere, on peut
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supposer qu’en coordonnées locales, le front est d’équation

(1.1.2) Yo=A{zr, =)}, Y= (Toy. .., Tn_1).

On s’intéresse alors a des fonctions u* sur Q4 := {+(z, — ¢(y)) > 0}, régulicres jusqu’au
bord X. La fonction

(1.1.3) u(w) = { ﬂi; :i iZ - %3

est solution faible de (1.1.1), si et seulement si u* et u~ sont solutions classiques de (1.1.1)
respectivement sur €2, et 2_ et si leurs traces sur ¥ vérifient les conditions de Rankine-
Hugoniot

n

(1.1.4) Zyj[fj(u)] =0 surX
=0
ot v = (vp,...,V,) est la normale a X et [f] = f(uT) — f(u™) désigne comme d’habitude

le saut de f(u) sur ¥. (Voir par exemple [La] ou [Se|, [Go-Ral).

Les équations (1.1.1) pour u* et les conditions de transmission (1.1.4), constituent un
probleme aux limites a frontiere libre.

Pour des sauts [u] dont 'amplitude n’est pas trop grande, P.Lax ([La]) a distingué deux
types de solutions discontinues : d’une part, les discontinuités de contact pour lesquelles
le front ¥ est une surface caractéristique a droite et a gauche, et d’autre part les chocs
qui sont des solutions du type (1.1.3), pour lesquelles 3 est non caractéristique et qui
vérifient en outre des conditions d’entropie que nous rappellerons ci-dessous.

Dans [Ma2], A.Majda construit des ondes de chocs, en résolvant le probleme (1.1.1) pour
u® avec les conditions aux limites (1.1.4) et des données de Cauchy en t = 0, singulieres

sur une hypersurface ¥ d’équation x,, = ¢o(y/) :

(115) wie) = { W) S o)

ou l'on a noté &' = (x1,...,x,) et ¥ = (z1,...,2,_1). Il s’agit donc d’un probléme
mixte hyperbolique non linéaire a frontiere libre. A.Majda construit des solutions locales en
temps, c’est-a-dire sur des intervalles [0, 7] ou T dépend de certaines normes des données
initiales, mais aussi de 'amplitude du saut initial [u]. Pour des raisons que nous expli-
querons ci-dessous, le temps 1" qu’il construit tend vers zéro lorsque I'amplitude € du saut
tend vers zéro. Cela est lié & une perte effective de stabilité qui est analysée dans [Mé2].
Néanmoins, on ne s’attend pas a ce que le temps d’existence de la solution du probleme non
linéaire tende vers zéro lorsque € tend vers zéro. En effet, le probleme limite pour € = 0, est
un probleme de construction d’ondes soniques, c¢’est-a-dire de solutions continues a gradi-
ent discontinu sur le front . Dans le cas des équations d’Euler, cela correspond aux ondes
acoustiques qui se propagent a la vitesse du son. Ce type d’onde a été étudié dans [Mé1]



et [Sab]. Une différence importante avec les chocs est que, pour les ondes soniques, le front
> est caractéristique. Le phénomene naturel attendu est que les chocs de faible amplitude
ressemblent aux ondes soniques lorsque la force du choc tend vers zéro.

Le but de ce travail est précisément d’élucider cette question et de construire des chocs
faibles, c’est-a-dire de construire sur domaines fixes des familles d’ondes de choc d’am-
plitude arbitrairement petite. Ce résultat sous-entend que la notion méme de choc faible
est consistante : si le choc est de taille € a 'instant initial, il reste de taille O(e) sur un
intervalle de temps fixe. La vérification de ce point fait partie de la démonstration. Une fois
établie 'existence de familles de chocs faibles vérifiant des estimations uniformes, il n’est
pas tres difficile de montrer leur convergence lorsque 'amplitude du saut tend vers zéro
vers une onde sonique, c’est a dire une discontinuité du gradient. Le probleme se présente
donc comme une étude de perturbations singuliéres non caractéristiques de problemes aux
limites caractéristiques, avec la difficulté supplémentaire que les frontieres sont libres.

Nos résultats s’appliquent aux équations d’Euler de la dynamique des gaz, que ce soit le
systeme isentropique, ou le systeme entropique complet. En particulier, nous construisons
des chocs faibles pour chacun de ces systémes et nous montrerons que les chocs faibles
isentropiques sont de bonnes approximations de chocs entropiques. Cela n’est pas tres
surprenant si I’on pense que le saut d’entropie est cubique par rapport au saut de pression,
mais la principale difficulté est que les fronts entropiques et isentropiques sont différents et
qu’il faut controler I’écart entre ces fronts.

Les résultats sont présentés dans la section 2.

1.2 La stratégie générale. Techniques mises en jeu

La démarche que nous suivons reprend un certain nombre de méthodes classiques dans
I’étude des problemes aux limites hyperboliques.

1. Le probleme étant a frontiere libre, on se ramene a un domaine fixe, par changement
de variables inconnu. Ce faisant, on introduit ce changement de variables, ou plutot son
inverse, comme une nouvelle inconnue.

2. On analyse les données initiales du probleme. Elle doivent vérifier un certain nom-
bre de conditions de compatibilité pour que ne naisse qu'une seule onde discontinue de
la discontinuité initiale. Lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut construire des so-
lutions approchées, 1, qui vérifient I’équation au sens de développements de Taylor en
t = 0, d’ordre grand mais fixé. On résout alors I’équation pour

p— d U Uapp pour t >0
10 pour t<0

3. On établit des estimations a priori pour u (ou v). C’est I’étape principale de notre
travail. La principale différence avec [Ma2] est que nous obtenons des estimations sur un
domaine indépendant de la force € du choc et avec des constantes indépendantes de €.

4. On construit des solutions v, a ¢ fixé, sur un intervalle de temps dépendant de .
Les estimations uniformes permettent d’itérer cette construction pour finalement aboutir
a une solution sur un domaine indépendant de ¢.
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La mise en ceuvre de ce schéma général cumule un assez grand nombre de difficultés et
utilise certaines techniques lourdes. Parmi les questions et les ingrédients auxquels touche ce
travail, mentionnons I’étude des chocs plans et du probleme de Riemann, le redressement du
front, I’étude des problemes mixtes hyperboliques caractéristiques et non caractéristiques,
les questions de stabilité et la condition de Lopatinski uniforme, la stabilité des chocs, la
stabilité des chocs faibles, 'utilisation du calcul paradifférentiel, la nécessité de travailler
dans des espaces anisotropes et la notion de régularité conormale, I'obtention d’estimations
L™, le choix des schémas de résolution, 1'utilisation de méthodes de Nash-Moser. Avant
de présenter les résultats au paragraphe 2, nous indiquons ici quelques points de repere et
références concernant les problemes mentionnés ci-dessus. Nous espérons qu’ils permettront
au lecteur de mieux situer le contexte du présent travail. Cette présentation servira aussi
a motiver l'introduction des différentes techniques.

1.2.1 Chocs plans. Condition d’entropie

L’idée de départ pour construire des chocs multidimensionnels est de perturber une
situation simple connue, celle des chocs plans. Dans ce cas, la solution est constituée de
deux états constants v~ et u™ séparés par un hyperplan v-z = c¢. Les équations se réduisent
aux conditions de saut de Rankine-Hugoniot (1.1.4). En particulier, en dimension n = 1,
la condition s’écrit

(1.2.1) olfo(w)] = [fn(u)] pour X ={z, =ox}.

Cette équation qui relie u™,u~ et o s’analyse aisément, au moins lorsque [u] est assez
petit (cf [La] et aussi par exemple [Se|, [Go-Ra], [H62]). En notant A;(u) := fj(u), I'hy-
potheése d’hyperbolicité implique que les valeurs propres de Ay'(u)A,(u) sont réelles. Si
A(u) est une valeur propre simple, alors au voisinage de (u,u, o) avec ¢ = —A(u), il existe
une variété de solutions (u~,u™, o) paramétrée par v~ et un parametre s € R assez petit :

(1.2.2) ut=U(",s), o=Au,s).

La théorie de Lax ajoute aux conditions de Rankine-Hugoniot des conditions d’admissi-
bilité ou d’entropie. Ce sont des criteres d’unicité qui éliminent les solutions physiquement
inacceptables. Ces conditions apparaissent aussi comme des conditions de stabilité (voir
ci-dessous). Selon Lax, en notant Aj(u) < ... < Ay(u) les valeurs propres de la matrice
Ayt (u) A, (u), une discontinuité de front {x, = oo} est un k-choc si elle vérifie

(1.2.3) Meo1(u”) <o < Me(u™), M(uh) <o < Apgr(u'h)

En particulier, pour les chocs, au contraire de ce qui se passe pour les discontinuités de
contact, le front est non caractéristique pour chacun des deux états qu’il sépare. Selon Lax,
on dit que la valeur propre A, est vraiment non linéaire si

(1.2.4) ri(u) - VyAg(u) # 0
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ol 7 (u) désigne un vecteur propre de Ay*(u)A, (u) associé a la valeur propre Ag(u). Dans
ce cas, on peut normaliser r de sorte que le membre de gauche de (1.2.4) soit égal a 1.
L’analyse de la courbe (1.2.2) associée a la valeur propre A, montre que o = g + 15+ O(s?)
alors que A\, (u*) = A(u™) + s + O(s?) Les conditions de choc (1.2.3) sont équivalentes,
pour s assez petit, a

(1.2.5) s<0.

Par ailleurs, cette condition est aussi équivalente aux conditions d’entropie définies a 1'aide
d’entropies strictement convexes pour le systeme (cf [Laj, [Se], [Go-Ral).

Cette analyse s’étend par rotation des axes au cas des chocs plans multidimensionnels,
comme indiqué au paragraphe 2.2. Pour n = (11, ... ,n,) € R, 'hypothése d’hyperbolicité
implique que les valeurs propres de >, n;4q "(u)A;(u) sont réelles. Si A(u,n) est une
valeur propre simple, alors au voisinage de de (u,u, v) avec vy, = —A(u, vy, ... ,v,,), il existe
une variété de solutions (u~,u™, v) des conditions de Rankine-Hugoniot (1.1.4), paramétrée
par u”, (v1,...1,) et un parametre s € R assez petit. La notion de valeur propre vraiment
non linéaire s’étend de maniere évidente. Les conditions de choc (1.2.3) et d’entropie (1.2.5)
s'étendent immédiatement au cas multidimensionnel.

1.2.2 Exemples de résolution du probleme a données discontinues

On sait résoudre le probleme (1.1.1) (1.1.5) dans certains cas tres particuliers. Tout
d’abord, le probléme de Riemann concerne le probleme de Cauchy pour (1.1.1) avec des
données initiales formées de deux états constants u™ et u~ séparés par un front initial 3
qui est un hyperplan. A une rotation pres des vecteurs de base, la donnée initiale s’écrit
donc

ut six, >0
(1.2.6) uo(T1, ... &) = { w siz, <0
I1 est naturel de chercher une solution indépendante des variables (xy,...,z,-1) et le

probleme est en fait monodimensionnel. Suivant Lax, on sait que, sous certaines hypotheses
sur les valeurs propres du systéme et si v — v~ n’est pas trop grand, alors il existe une
solution se présentant comme la juxtaposition de N + 1 états constants, (ug, ... ,uy), avec
ugp = u~ et uy = u™, séparés soit par des ondes de raréfaction, soit par des sauts qui sont
ou bien des chocs ou bien des discontinuités de contact. (cf [La] ou [Se], [Go-Ra], [H62] par
exemple). Pour l'unicité de cette solution parmi les solutions entropiques autosimilaires,
voir [He].

En dimension un, la construction locale de solutions régulieres de problemes hyper-
boliques est grandement facilitée par les méthodes d’intégration le long ses caractéristiques.
On renvoie par exemple a [Li] pour des exemples de mise en ceuvre de ces méthodes. Pour
le probleme (1.1.1) (1.1.5) en dimension n = 1, la solution locale se présente encore comme
la juxtaposition de solutions régulieres (sauf en 0 pour les raréfactions) séparées par des
fronts qui en dimension un sont des courbes issues du point initial de discontinuité.



En dimension supérieure, sous certaines hypotheses sur le systeme, E.Harabetian a
résolu le probleme (1.1.1) (1.1.5) dans un cadre de fonctions réelles analytiques ([Hal).
Les solutions sont a nouveau formées de juxtaposition de fonctions régulieres séparées par
des fronts. Mais, de méme que le théoreme de Cauchy-Kowalewsky ne demande aucune
hypothese d’hyperbolicité, le résultat de [Hal| laisse de coté toute analyse de stabilité, &
I'opposé du travail de A.Majda.

Rappelons aussi qu’en dimension un, on dispose du théoréeme de Glimm (cf [Gl] ou [Se],
[H62]) qui construit des solutions du probleme de Cauchy pour des données a variations
bornées, donc permettant des discontinuités. Ce théoreme a donné lieu a de nombreuses
variantes et extensions (cf par exemple [BCP] et la bibliographie de [Se]). Par contre, en
dimension supérieure, on ne dispose d’aucun analogue et la construction de solutions locales
pour des données discontinues est un probleme essentiellement ouvert. La construction
d’ondes de chocs multidimensionnelles par A.Majda ([Ma2]) est donc une premiere avancée
dans ce probleme, tout comme la construction d’ondes de raréfaction par S.Alinhac ([Al]).
Mentionnons que la question des discontinuités de contact multidimensionnelles est un
probléeme encore incompris, puisque donnant lieu a des instabilités fortes (cf [Ar-Ma]). Les
ondes soniques ou de gradient sont étudiées dans [Mé1] et [Sab].

1.2.3 Redressement du front

Pour les problemes a frontiere libre, le domaine de définition de la solution est inconnu.
Cela crée des difficultés dans la mise en place de schémas itératifs et dans la comparaison
de solutions. Une technique standard consiste a ramener le probleme a un domaine fixe,
par un changement de variables qu’on prend comme inconnue. Cette idée se retrouve par
exemple dans 'utilisation des transformations de I’hodographe (cf [Co-Fr|, ou [Ma-Th]).

Pour les solutions de (1.1.1) de la forme (1.1.3), on ramene le front ¥ = {z, = ¢(y)} a
un front fixe ,, = 0 par un changement de variables

(1.2.7) (v:%n) — (¥, (¥, 7))

ot ®(y,0) = ¢(y). Les domaines Q4 sont transformés en Q4 := {£Z, > 0}. On note &
[resp. uF] les fonctions déduites de u [resp. u*] par le changement de variables (1.2.7).
Alors, u est solution faible de (1.1.1) si et seulement si u* et ® vérifient

—_

n—

L(u*,d®) =Y A;@S)ou* + M(u*,d®)o,u" =0, sur +7, >0,
(1.2.8) - =0

D 00lf@) — (@] =0, ®=0, sur - T, = 0

j=0

On renvoie au §2.3 pour une explicitation de la matrice M. On construit les solutions dans
les variables (y, Z,) et pour alléger I’écriture on oublie dorénavant les ~.

Insistons sur le fait que dans (1.2.8), les inconnues sont u* et ®. On notera que (1.2.8)
est sous-déterminé. C’est normal, puisque la seule condition imposée au changement de
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variables (1.2.7) est de redresser le front ¥. Tout changement de variables qui préserve
{Z,, = 0} transforme une solution de (1.2.8) en une autre solution. Seule la condition au
bord lie ¢ a u. Pour clore le systéme on doit donc fixer une relation entre ® et (u, ¢), telle
que ® = ¢ sur ¥. Dans [Mal] et [Ma2], le choix de Majda, est

(1.2.9) Oy, zn) = @0+ O(y) -

Ce choix a l'avantage d’étre simple, mais sa pertinence repose sur l'ellipticité en ¢ des
conditions de Rankine-Hugoniot alliée a I’estimation sans perte des traces due a la condition
de stabilité uniforme de [Mal] (voir §§1.2.4 et 1.2.11 ci-dessous). Dans le cas des chocs
faibles, l'ellipticité et I'estimation des traces ne sont pas uniformes comme on l'indique
plus loin (cf [Mé2]). L’utilisation de (1.2.9) conduirait donc a des pertes de régularité dont
le controle ne parait pas clair.

Le cas limite ou le saut est nul correspond au cas des ondes soniques. Les conditions
au bord s’écrivent alors sous la forme

(1.2.10) u] =0, 0Owp=Au,0p¢) sur z,=0.

Onanotét=1yyety = (y1,...,yn_1). L’équation eikonale ne fait que traduire le fait que
le front ¥ est une surface caractéristique. Pour I’étude des ondes soniques dans [Mé1],
est fixé en demandant que la deuxiéme équation de (1.2.10) soit satisfaite partout, c’est
a dire sur {x, > 0} et sur {z,, < 0}. Pour traiter le cas ou le saut [u] est petit, I'idée
et de faire un choix de ® qui redonne le choix de [Mé1] a la limite ¢ — 0. Tout d’abord,
en suivant I'analyse de Lax, on voit que pour les discontinuités faibles, les conditions de
Rankine-Hugoniot sont équivalentes a des équations de la forme

(1.2.11) R(u™,u™,0y¢) =0, 0= Nu",u",0,0).

ot R est un systeme de N — 1 équations et A(u™,u~,0) est une extension de la fonction
Au, 0) (voir [Se] et §2.2). L’idée est de déterminer ¢ en résolvant la seconde équation de
(1.2.11) partout et non plus seulement sur {z,, = 0}. Pour cela on choisit un prolongement
de ut [resp. u~] sur {x, < 0} [resp. {x, > 0}]. De facon précise, on complete le systeme
(1.2.8) par

(1.2.12) 0y A(ui,u - pi,ﬁyq)) sur x, >0,
0P =ANu" +p,u,0,®) sur z,<0.

ou pt [resp. p~] est déterminé par relevement de trace dans {z,, > 0} [resp. {z, < 0}] a
partir des conditions

(1.2.13) Ploco = Plano = U]

On notera que la trace de u™ — p* [resp. u= 4+ p~ | vaut u~ [resp. u™] si bien que les
traces des équations de (1.2.12) sur le bord {z,, = 0} se réduisent a la seconde équation de
(1.2.11). Il en résulte que la condition ® = ¢ sur {x,, = 0} est compatible aux équations
et est propagée a partir des données initiales.



1.2.4 Problémes aux limites hyperboliques. Stabilité des chocs

Le probleme (1.2.8) rentre dans la catégorie des problemes aux limites non linéaires
hyperboliques. Les méthodes standard de construction de solutions régulieres sont basées
sur la linéarisation des équations et la mise en place de schémas itératifs de résolution.
Le point crucial est I'obtention d’estimations a priori pour les équations linéarisées. A
la différence de la dimension n = 1, pour les problemes multidimensionnels, les seules
estimations générales sont des estimations d’énergie d’abord dans des espaces L? puis dans
des espaces de Sobolev basés sur L.

a) Estimations L?. Condition de Lopatinski uniforme
Considérons pour fixer les idées un probleme mixte hyperbolique symétrique linéaire,
de la forme

o+ Y Aj(x)0v = f, pour x,>0,t>0,
(1.2.14) B(z)v =g, pour x,=0,t>0,
V=1, pour x,>0,t=0.

Le cas le plus simple est celui ou les conditions aux limites sont dissipatives (cf [Frl], [Fr2],
[Fr-La2], [La-Ph]), ce qui veut dire que la matrice SA,, est positive ou nulle sur le noyau
de B, S(z) désignant ici le symétriseur. Dans ce cas, quand g = 0, les estimations L?
s’obtiennent par de simples intégrations par parties, I’hypothese de dissipativité signifiant
que les termes de bord ont automatiquement le bon signe. Dans le cas strictement dissipatif,
¢’est-a-dire quand S A, est définie positive sur le noyau de B, on obtient les estimations de
la forme

[v()[|L2@n) + [[Vjza=0ll 220, xRn-1) <
(1.2.15)
C(H”O”L"’(Ri) + Hf”L"’([O,t}XM) + HQHLQ([o,t]an—1)> :

On notera que la condition de stricte dissipativité nécessite que la matrice A,, soit inversible,
c’est-a-dire que le bord {x,, = 0} soit non caractéristique.

Dans le cas non dissipatif, on dispose de la théorie de Kreiss qui concerne les problemes
linéaires a coefficients C*° strictement hyperboliques et non caractéristiques. Kreiss montre
une estimation analogue a (1.2.15) (voir (1.2.17) ci-dessous), sous une hypothese dite condi-
tion de Lopatinski uniforme ([Kr],[Ral], [Ch-Pi]). L’analyse de Kreiss consiste a construire
un opérateur S, qui possede des propriétés de symétrisation analogues a celles de 'opérateur
de multiplication par la matrice S(z) dans le cas des probléemes strictement dissipatifs. On
commence par étudier le probleme (1.2.14) dans le cas ou les coefficients sont constants.
Par transformation de Fourier-Laplace dans les variables y = (¢, z1,... ,z,_1), on obtient
probleme aux limites pour un systeme différentiel ordinaire en x,,. La condition de Lopatin-
ski uniforme est satisfaite quand ce systeme différentiel est bien posé, uniformément par
rapport aux fréquences tangentielles. Sous cette hypothese, on construit un symétriseur
S(n) qui est un multiplicateur de Fourier-Laplace dans les variables y. Dans le cas de coef-
ficients C'*°, on fait cette construction pour chaque point z fixé, pour obtenir un symbole
symétriseur S(x,n). On quantifie ce symbole en opérateur de symétrisation S = S(z, D,))
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via l'utilisation du calcul pseudodifférentiel (cf [Kr| [Ch-Pi]). Pour appliquer ces résultats
aux problémes non linéaires, on doit aussi considérer des systémes (1.2.14) dont les coef-
ficients ont une régularité limitée. On peut alors adapter le calcul pseudodifférentiel a des
symboles a régularité limitée comme l'a fait A.Majda ([Mal]). On peut aussi utiliser le
calcul paradifférentiel de J.M.Bony ([Bo]) ou une variante, qui permet d’obtenir (1.2.15)
pour des coefficients seulement Lipschitziens (cf [Mok], [Mé3] [Mé4] et §1.2.8 ci-dessous).

b) Stabilité uniforme des chocs au sens de Majda
Pour un choc plan u* de front z,, = oz, le linéarisé de (1.2.8) est

niAj(qu) ot + (A (u™) — cAo(u)owt = [, 2, >0,
(1.2.16) HZAj(u_)ajv_ + (Ap(u”) = 0Ao(u))0pv™ = 7, 2, <0,
[(Aale) = oAofa)) 2] = Yol =g, w=0,

(cf [Mal]). Ce probleme aux limites n’est pas tout a fait standard a cause de la présence de
I'inconnue ¢ dans la condition aux limites. On pourrait d’ailleurs éliminer ¢, pour trouver
des conditions aux limites différentielles du premier ordre. Les équations linéarisées de
(1.2.8) autour d’états non constants (u, ®) sont encore de la forme (1.2.16), mais avec des
coefficients variables dépendant de (u, ®).

En dimension n > 1, la présence de ¢ dans les conditions aux limites de (1.2.16) fait
qu’elles ne sont pas dissipatives. Cependant, comme 1’a montré A.Majda ([Mal]) la théorie
de Kreiss s’étend & ce type de problémes. Pour le probleme de transmission (1.2.16), les
conditions de choc de Lax (1.2.3) impliquent d’une part que le probleme est non car-
actéristique, i.e. 0 n’est pas valeur propre de A,(u*) — o0 Ag(u®), et d’autre part que 'on a
le bon nombre de conditions aux limites. La condition de stabilité uniforme des chocs de
Majda exprime que le probleme mixte (1.2.16) vérifie la condition de Lopatinski uniforme.
Dans [Mal] il est montré que ces conditions sont satisfaites par les équations d’Euler de
la dynamique des gaz pour des lois d’état convexes, et sous certaines hypotheses sur le
nombre de Mach pour des lois générales. Les conditions de stabilité sont aussi satisfaites
par les systemes vraiment non linéaires, sous des hypotheses assez générales des que le choc
est assez petit et vérifie les conditions de Lax (1.2.3) (cf [Mé2], [Mé3]).

Pour le systéme (1.2.16), la condition de stabilité uniforme de [Mal] se traduit par des
estimations de la forme

(1.2.17) lo*lze + No=eumollze + Il < C(17* ez + liglzz ) -

On a supposé que les fonctions sont nulles dans le passé. Les normes de v* et f* sont
calculées sur [0, 7] x R" ! x {£z,, > 0} et celles de ¢, g et des traces vﬁ;n:o sont calculées
sur [0, 7] x R*~1. Cette estimation est I'exacte analogue des estimations de Kreiss ([Kr| et
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aussi [Ch-Pi]). On y retrouve 'estimation L? de v™, v~ et de leur trace. L’estimation de ¢
dans H! résulte de Dellipticité en ¢ des conditions aux limites.

c) Estimations H*

Pour un probléme mixte non caractéristique, une fois obtenue 1’estimation L?, on estime
les dérivées tangentielles en dérivant les équations. Puis on majore les dérivées normales
en revenant a ’équation et en utilisant le fait que la matrice A,, est inversible. On obtient
ainsi des estimations dans les espaces de Sobolev H® (cf [Pe], [Sar], [Ta], [Ch-Pi], [Ma-
Ra] dans le cas linéaire). Pour les équations non linéaires ou dans le cas de coefficients a
régularité limitée, comme dans le cas du probléme de Cauchy hyperbolique, on conjugue
cette idée générale a l'utilisation d’estimations non linéaires du type Gagliardo-Nirenberg
et inégalité de Moser (cf par exemple [Ma3], [Ma-Ra]). Cette méthode s’applique aux
équations linéarisées de (1.2.8) autour de (u, ®). Sous I'hypothese de stabilité uniforme, on
a des estimations de la forme

(1218) 0¥l + o pmollims + el < O, @) (15 + gl

ou C(T,u,®) de dépend que de T < 1 et de la norme de (u,d®) dans H*°. Comme dans
(1.2.17) on a supposé que v, ¢, f et g sont nulles pour £ < 0 et que les normes sont évaluées
sur [0,7] x R% et [0, 7] x R"™!. Ayant obtenu les bonnes estimations sur les linéarisés, tout
I'objet du travail [Ma2] est de construire localement en temps des ondes de choc en résolvant
un schéma itératif du type Picard (voir §1.2.11 ci-dessous).

1.2.5 Problémes aux limites hyperboliques caractéristiques

L’analyse ci-dessus utilise fortement le fait que le bord {z,, = 0} est non caractéristique.
Pour I'étude des problemes caractéristiques dissipatifs linéaires, on renvoie par exemple a
[La-Ph] quand la matrice de bord (i.e. la matrice A,, dans (1.2.14)) est de rang constant au
voisinage du bord et a [Ra] quand la matrice de bord est de rang constant seulement sur le
bord. L’analyse de [Ra] est étendue aux équations non linéaires par O.Gues ([Gu]). Pour
les systemes linéaires non dissipatifs, a coefficients C'*°, ’analyse de Kreiss a été étendue a
certains problemes caractéristiques par A.Majda et S.Osher ([Ma-Os]). En particulier, ils
font la méme sur la matrice de bord que [La-Ph].

Pour les estimations L?, une premiere différence avec les problemes non caractéristiques
est que 'on perd le controle L? des traces des composantes de v qui correspondent au noyau
de la matrice de bord. La majoration (1.2.15) n’est plus satisfaite. Dans le meilleur des
cas, on peut estimer dans le membre de gauche la norme L? de v a l'intérieur et la norme
L? de la trace de A,v sur le bord.

En partant de I'estimation L?, on peut estimer les dérivées tangentes en dérivant les
équations ([Ma-Os], [Sar], [Ts]). Pour les problemes dissipatifs, J.Rauch ([Ra]) et O.Gues
([Gu]) ont complété cette analyse en montrant que la bonne notion de régularité a I'intérieur
est celle de régularité conormale au bord. Concretement, cela signifie que les dérivées
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Zn 0y, jouent le meéme role que les dérivée tangentes J,. C’est I'ajout des dérivations z,,0,
qui permet de réduire 'hypothese sur la matrice de bord.

Une seconde différence importante avec les problemes non caractéristiques, est qu’on ne
peut plus utiliser I’équation pour estimer les dérivées normales a partir des dérivées tangen-
tielles, puisque la matrice A, n’est plus inversible. On trouvera dans [Ma-Os] un exemple
montrant qu’il n’y a pas en général d’estimations H® pour les problemes caractéristiques.
Pour estimer les dérivées normales, le principe est le suivant. Pour le probleme (1.2.14),
connaissant une estimation des dérivées tangentes (ou conormales) on peut majorer A,0,v.
Pour estimer les composantes de d,v qui correspondent au noyau de A,, on écrit qu’elles
vérifient une équation de transport (voir [Ra-Re], [Ra], [Gu] et §1.2.6), dont le terme source
contient deux dérivées tangentes (ou conormales) de toutes les composantes de v. On es-
time donc ces composantes de d,v par propagation. On itere ce procédé pour estimer les
dérivées normales d’ordre supérieur. On voit ainsi se dessiner la regle générale suivante : il
faut deux dérivées tangentielles pour estimer une dérivée normale (cf [Ma-Os] et aussi [Ra-
Rel,[Gu], [Mé-Ra], [Al]). Cela conduit & résoudre les équations dans des espaces anisotropes
W# de fonctions u telles que

(1.2.19) 0% uwe L? pour les (o, k) € N* x N tels que |a]+ 2k < 2s.
ou
(00, )05 0% u € L? pour les (j,a, k) € Nx N*" x N tels que j+ |a] + 2k < 2s.

L’étude des ondes de raréfaction conduit & des problemes caractéristiques ([Al]). Il en
est de méme pour les ondes soniques ([Mé1], [Sab]). Pour les chocs faibles, comme ’équation
limite est caractéristique, il est alors naturel de chercher des estimations uniformes et des
solutions dans les espaces de type (1.2.19).

Ceci étant, on doit faire face a une difficulté supplémentaire. Les problemes sont a
frontiere libre et la perte de régularité des traces, inévitable dans le cas des problemes
caractéristiques, se répercute en une perte de régularité du front ¢, comme l'indiquent les
conditions de transmission (1.2.10). En effet, cette équation de transport implique que ¢ a
en général la méme régularité que les traces de wu.

1.2.6 Transport du saut. Consistance de la notion de choc faible

On doit vérifier que la notion de choc faible a bien un sens, c¢’est-a-dire que si ’amplitude
du choc est initialement d’ordre ¢, elle reste du méme ordre de grandeur sur un intervalle
de temps [0,7] indépendant de e. Pour cela, on montre que le saut de [u] vérifie une
équation de transport. Par construction, dans (1.2.8), la matrice normale M (u, 0®) admet
la valeur propre ji(u,d®) := 0;® — A(u, 9, ®). Notons I(u, J®) un vecteur propre & gauche
de M(u,d®) :

(1.2.20) l(u, dP)M(u,dP) = p(u, d®)l(u, dP) .
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Alors, on montre que S := [l(u,d®)u| vérifie une équation de transport de la forme

n—1
(1.2.21) > a;0;,5+b68 =0
=0

ol les a; et b sont des fonctions de w = (“\;n:ov (Op— Jy¢) ou ¢ = Q)‘j;n:()'

L’analogue de ce résultat pour les problemes caractéristiques est bien connu. Dans ce
cas, = 0 dans (1.2.20). D’autre part, les conditions de saut impliquent que [u] € ker M.
L’équation (1.2.21) s’obtient alors en appliquant [ aux équations. C’est la méme méthode
qui conduit aux équations de transport pour [-u et aux estimations L> de u, ou encore aux
estimations des dérivées normales pour les problemes caractéristiques ([Gu]). C’est aussi
cette méthode qu’on trouve dans Courant-Hilbert pour obtenir les équations de transport
du saut des dérivées dans le cas des singularités faibles, ([Co-Hi], voir aussi [Ra-Re], [Mé5]
dans le cas semilinéaire).

Dans le cas des chocs, comme {z, = 0} n’est pas exactement caractéristique, la méme
méthode introduit des termes supplémentaires. A partir des équations (1.2.8), on évalue le
saut de (u, d®)L(u,dP) pour trouver

(1.2.22) [10,5] + Z [1(u, ) A;(u)dju] = 0.

La théorie de Lax (cf (1.2.11)) implique que, tant que 'amplitude du saut de u est inférieure
a une valeur g, on a

[ =[S1Uw),  pluf;, o, do) = [S] fa(w).

ou U et fi sont des fonctions régulieres de leurs arguments. Il est alors clair que (1.2.22)
implique une équation de la forme (1.2.21). Cette équation de transport, montre que S(t) =
O(S(0)) et donc que S(t) reste de taille € sur un intervalle de taille O(1) si S(0) = O(e),
pourvu que la solution existe et admette des traces assez régulieres, uniformément bornées.

1.2.7 Estimations a priori pour les chocs faibles

Quand le saut de u tend vers 0, I'analyse de Lax montre que pour un k-choc plan de
front z,, = oxg, A\p(u™) — o et Ap(u™) — o tendent vers 0. Il en résulte que les matrices de
bord A, (u*) — 0 Ag(u*) dans le linéarisé (1.2.16) ont des valeurs propres Az (u®) — o qui
tendent vers 0. Le probleme mixte (1.2.16) tend a devenir caractéristique. En outre, comme
le montre 1’équation limite (1.2.10), lellipticité en ¢ des conditions aux limites disparaiit
elle aussi. Il en résulte qu’il n’existe pas d’estimation (1.2.17) uniforme lorsque ¢ = ‘ [u] |
tend vers 0. Cette perte de stabilité est analysée dans [Mé2] : sous certaines hypotheses
qui seront rappelées au paragraphe 2, les solutions de (1.2.16) vérifient

=22 + VellvFw,ollze + VellellL: + ellellm
1

< O(I7* e + 2 lollz2)

(1.2.23)
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Ces estimations précisent comment on perd le controle des traces et du front lorsque ¢
tend vers 0. Ceci explique pourquoi dans les estimations a priori de Majda les constantes
explosent quand ¢ tend vers zéro et pourquoi la solution est construite sur un intervalle de
temps qui tend vers zéro avec ¢.

Le point fondamental dans la construction des chocs faibles est I’obtention d’estimations
a priori indépendantes de la force du choc, €. La premiére étape est estimation L? (1.2.23)
pour le systeme linéarisé. Les estimations sur les traces et ¢ s’abiment quand ¢ tend vers
zéro, mais on a des estimations uniformes pour la norme L? & l'intérieur. Ceci est conforme
a notre attente de trouver & la limite les estimations L? du probléme d’ondes soniques
([Mé1]). La partie la plus importante de ce travail est 1'obtention d’estimations a priori
pour les dérivées. Comme le probleme limite est caractéristique, on distingue la régularité
tangentielle ou conormale et la régularité normale comme indiqué plus haut au §1.2.5 et
on travaille dans des espaces anisotropes du style (1.2.19).

Nous renvoyons au paragraphe 3 pour un énoncé précis des estimations a priori que
nous obtenons. Nous nous contentons d’indiquer ici ou se trouve la principale difficulté
de la démonstration. Comme indiqué plus haut, on veut travailler dans des espaces W*
du type (1.2.19), en estimant d’abord les régularités tangentielles ou conormales. Pour
obtenir des majorations des dérivées normales, on suit la méme démarche que pour les
problemes caractéristiques. Ayant estimé les dérivées tangentes, on déduit de ’équation
une majoration de Mad,v. Rappelons que M n’a qu'une seule valeur propre petite, de
taille O(g). Comme en (1.2.20), on note [ un vecteur propre a gauche de M. Il suffit donc
d’estimer [ - J,v. Comme au §1.2.6, on établit une équation de transport pour [-0,v, dont le
terme source contient des dérivées secondes tangentielles de v, comme pour les problemes
caractéristiques. On procede de fagon similaire pour les dérivées d’ordre supérieur.

Le point central est donc d’obtenir une estimation uniforme de la régularité tangentielle
(ou conormale). La méthode directe consisterait a dériver tangentiellement les équations
(1.2.8) et (1.2.12), ce qui fait apparaitre le linéarisé des équations. La nature hyperbolique
du linéarisé total des équations ne se voit qu’en introduisant les bonnes inconnues comme
dans [Al]. En notant 1, ® etc les variations de u, ® etc, la linéarisation des équations (1.2.8)
de la forme L(u,d®) = f s’écrit

Onf . Ontl

(1.2.24) f = L(u,d®) v+ B0+ @arl—q), avec U =1 — (b@nfl) :

ou L(u,d®) est hyperbolique et ot B est un opérateur de multiplication par une matrice.
La dérivation de (1.2.8) conduit donc & des équations de la forme (1.2.24) pour les dérivées
tangentes 1 = Oyu, P = 0y®. Pour estimer 2s dérivées de u, on dérive 2s — 1 fois les
équations (1.2.24) satisfaites par d,u. Mais comme les coefficients dépendent des dérivées
normales d,u et 0,P, les commutateurs font apparaitre des dérivées 855_18n(u, ®), qui ne
sont pas controlées par la norme de (u, ®) dans I'espace W#. On ne peut donc pas conclure
par un argument classique de bootstrap. C’est la que se trouve la difficulté principale
du probleme abordé dans cet article. Pour la contourner, nous reprenons la méthode de
paralinéarisation utilisée dans [Mél] et qui s’inspire des idées de J.M.Bony et Y.Meyer
([Bo], [Mey], voir aussi [H62]).

13



1.2.8 Utilisation du calcul paradifférentiel

Rappelons brievement le principe du calcul paradifférentiel et comment il permet de
contourner le manque apparent de régularité qu’on a signalé au §1.2.7. On renvoie a [Bo],
[Mey], [H62] pour des énoncés et estimations précises et au paragraphe 7 pour un rappel
précis des résultats de [Mél]. D’une part, par une analyse fréquentielle, on décompose le
produit au en trois termes

av = T,u+ T,a+ R(a,u),

ou T,u a la régularité de u quel que soit a € L, T,a a la régularité de a quel que soit
u € L™ et R(a,u) est plus régulier que a et u. Cette regle s’étend aux fonctions non
linéaires de u sous la forme

(1.2.25) flu) = Tywu + R(u)

ou R(u) est plus régulier que u et le paraproduit 7" est comme au dessus.
Le deuxieme ingrédient de la méthode est un théoreme de commutation

(1.2.26) O(Tou) = To(Ou) +r

ou r a la méme régularité que u, quelque soit a Lipschitzien. On en déduit que pour u de
régularité s et |a| < s+1, 0°T,u—T,0%u est de régularité s—|al, dés que a est Lipschitzien.
Ce calcul s’étend en un calcul symbolique complet.

En compilant les propriétés (1.2.25) et (1.2.26), on paralinéarise I’équation L(u,d®) =
0. On obtient alors une équation de la forme

E:ﬂmeaw+q%U—§:ﬂmw®@¢=f

Jj=0 J=0

avec f au moins aussi régulier que (u, ®). En outre, le symbole
DA d®) i + Y C(u, d@);
j=0 3=0

est exactement le symbole du linéarisé complet de I’équation. Comme en (1.2.24), il est
donc de la forme

" . O
Z Aj(u,d®) & (U " 0.0 ‘I’)
7=0
I1 est alors naturel d’introduire une “bonne inconnue” et, grace a (1.2.26), on voit que

(1.2.27) Trv = ZTA].(U’C@) dv+Tpv = f, avec vi=u—Tou®.

on®
Jj=0
avec f au moins aussi régulier que (u, ®).
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L’avantage de cette écriture est immédiat. Si on dérive I’équation (1.2.27), la regle
(1.2.26) implique que
T0% = 0“f + ¢4

ol ¢, a la méme régularité que v, des que (u, d®) sont Lipschitziens. Les équations (1.2.12)
pour ® sont de simples équations de transport et ne posent pas de probleme. Pour s assez
grand, on controle donc la régularité d’ordre s de (u, ®) par une régularité d’ordre inférieur.
On voit alors comment conclure par un argument habituel du type “ lemme de Gronwall”,
ou espace a poids ou encore temps petit.

L’écriture paradifférentielle (1.2.27) découple completement les régularités (limitées)
nécessaires au calcul symbolique (hyperbolicité, commutations) et la régularité (qu’on veut
grande) de u. Cette technique a été introduite par J.M.Bony pour étudier la propagation
de la régularité microlocale des solutions d’équations non linéaires ([Bo|, voir aussi [H62)).
Pour I’étude des chocs, elle remplace avantageusement le calcul pseudodifférentiel a symbole
H? utilisé dans [Mal] en améliorant les estimations et en cernant les régularités minimales
(cf. [Mok], [Mét3], [Mét4]).

Cependant, la mise en ceuvre de cette stratégie pose quelques difficultés. Comme on
est en présence d’un probleme aux limites, on pense d’abord a utiliser un calcul para-
différentiel tangentiel ou conormal par rapport au bord. Mais un tel calcul commute mal
aux dérivations normales, les restes ne régularisent pas du tout dans les variables normales
et c’est précisément dans ces variables que le fait d’avoir un bord presque caractéristique
induit le plus de pertes. On sera donc amené a combiner ce calcul conormal a une autre
quantification déja utilisée dans [Mél]. On renvoie au §7 pour un rappel détaillé des pro-
priétés de ces calculs paradifférentiels. Leur role essentiel est de régler les problemes de
commutations avec les dérivées conormales au bord et, a partir de 'estimation L? (1.2.23),
ils nous permettront d’obtenir des estimations des dérivées conormales des solutions.

1.2.9 Données initiales. Conditions de compatibilité

On s’intéresse principalement au probleme de Cauchy pour le probleme (1.1.1) (1.1.5).
On se donne un changement de variables initial (1.2.7) qui redresse la surface initiale. On
obtient alors des données initiales pour le probleme (1.2.8) (1.2.12)

(1.2.28) (ug, ®F) sur +m, >0, avec [Po] =0.

Comme en général pour les problemes mixtes, pour des données arbitraires on ne peut
pas espérer trouver de solutions régulieres sur les demis-plans {£x, > 0}. Rappelons la
problématique générale. Considérons un probleme mixte de la forme

ou+ Y Aj(u)dju =0, pour x,>0,t>0,
(1.2.29) B(u) =0, pour z,=0,t>0,
U= uUg, pour x,>0,t=0.

Supposons que la donnée initiale ug est assez réguliere et que u est une solution elle aussi
réguliere. L’équation détermine de maniere unique le développement de Taylor Y t/u; de

15



u en t = 0 en fonction de ug et de ses dérivées. Cela détermine donc le développement
de Taylor de ujy,—o et de B(u)jz,—0. On doit donc avoir, au sens des développements de
Taylor :

(1.2.30) bo=bi=...=0 si B(Y tu), _,~) .

On laisse de coté ici toute discussion précise des ordres de régularité et des ordres des
développements de Taylor, les regles de calcul et les théoremes de trace dépendant des
espaces dans lesquels on travaille.

Réciproquement, il est connu que, pour un bon probleme mixte hyperbolique, lorsque
les conditions de compatibilité (1.2.30) sont satisfaites, on peut construire des solutions
régulieres au probleme mixte (cf [Ch-Pi], [Ma-Ral). Pour clore I'analyse, il reste & expliciter
les conditions (1.2.30) et & construire des données compatibles. On voit que b; est une ex-
pression non linéaire B; de ug et de ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a j. Les conditions
de compatibilité s’écrivent alors

(1.2.31) B; ((0%u0)jwn=o ; |a| < j) = 0.
Par exemple, la premiere condition de compatibilité est simplement

Si on note N’ < N le nombre de conditions aux limites, (1.2.32) signifie que la trace
de ug sur l'aréte z, = 0 prend ses valeurs dans une variété de dimension N — N’. Plus
généralement, par récurrence sur j, (1.2.31) apparait comme une condition sur la trace
(@ZHUO)\%:O- On détermine ainsi les développements de Taylor en x,, = 0 des données
initiales ug vérifiant les conditions de compatibilité (1.2.31). On construit alors les données
compatibles en relevant les traces de ces développements de Taylor compatibles et en
ajoutant une fonction suffisamment plate en x,,.

Cette démarche générale est reprise dans [Ma2] pour la construction de données initiales
pour les chocs, dans [Al] pour les ondes de raréfaction, dans [Mé1] pour les ondes soniques.
Pour le probleme (1.2.8)(1.2.12), 'analyse est menée au paragraphe 6. Les calculs sont tres
voisins de ceux de Majda, a ceci pres que nos équations (1.2.12) pour @ different du choix
(1.2.9) fait dans [Ma2]. La difficulté supplémentaire est qu’il faut construire des familles
de données initiales, vérifiant des estimations uniformes. Par exemple, pour des données
initiales (1.2.28), la premiere condition de compatibilité analogue a (1.2.32) s’explicite
simplement sous la forme : il existe ¢, tel que

(1.2.33) ¢1[fouo)] + iaﬂbo [fi(uo)] = [fu(uo)] sur  z, =0,

j=1

ol ¢o = P |p,=0 = P p.—0- Cela veut dire que pour tout y' = (y1,... ,yn-1), ug (v',0) et
uq (y',0) sont sur la méme courbe de Hugoniot associée a la direction d;¢g. On retrouve la
un résultat bien connu dans le cas du probleme de Riemann : comme on I’a rappelé plus
haut, la solution du probléeme de Riemann est la juxtaposition de N ondes. Pour qu’elle ne
présente qu'un seul choc, on doit choisir les états initiaux (u~,u") sur une méme courbe

de Hugoniot (cf [Lal, [Se|, [Go-Ral, [H62]).
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1.2.10 Solutions approchées. Problemes de prolongement

Pour résoudre le probleme mixte, une méthode classique consiste a construire d’abord
des solutions approchées (cf [Ch-Pi], [Mal], [Al], [Mél]). Pour un probleme (1.2.29), on
construit le développement de Taylor > #/u; & partir de ug et une solution approchée gy,
en relevant les traces u;. L'équation est vérifiée au sens des développements de Taylor en
t = 0. Les conditions de compatibilités (1.2.30) impliquent que la condition aux limites est
satisfaite au sens des développements de Taylor en ¢t = 0.

On cherche alors la solution u sous la forme

(1.2.34) U= Ugpp + U, vicg = 0.

L’équation pour v est un probléme aux limites, avec données dans le passé {t < 0}. Il s’agit
d'un probleme de prolongement. En particulier, dans le cas linéaire, on a a résoudre un
probleme sur | — 0o, T'], qu’on peut étudier dans des espaces & poids e~ 7" avec « arbitraire-
ment grand (cf [Ch-Pi]). Pour les problemes non linéaires, le principe reste le méme ([Gu],
[Mal], [Al], [Mel]). On renvoie au paragraphe 6 pour la mise en ccuvre de cette idée dans
le cadre du probleme (1.2.8) (1.2.12), qui aboutit a la construction de familles de solutions
approchées (ug,,, ®; ) avec € ~ ’ (UG p) |

1.2.11 Schémas itératifs. Méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les problemes non linéaires on utilise des méthodes itératives. La plus
simple est celle des itérations de Picard. C’est elle qu’on utilise pour la construction des
solutions locales régulieres du probléme de Cauchy quasi-linéaire hyperbolique (cf par ex-
emple [Gal, [Ma3]). C’est elle aussi qu’utilise A.Majda [Ma2] pour la construction des chocs.
L’essence de la méthode est la suivante. Considérons un probleme de la forme (1.2.29) avec
des conditions aux limites linéaires pour simplifier. Ayant construit une solution approchée
Uqgpp, O cherche la solution sous la forme u = gy, + v. On écrit les équations pour v sous
la forme

A)ov = f, pour x, >0,
(1.2.35) Bv =0, pour x, =0,
v=20, pour x, >0, t<0.

Alors le schéma de résolution est de la forme

A(v,)0v,11 = f, pour z, >0,
(1.2.36) Bv,,1 =0, pour z, =0,
Uyr1 =0, pour x, >0, t<0.

Pour que ce schéma fonctionne, il faut que les équations (1.2.36) soient bien posées et que
I’on puisse trouver la solution v,,; dans le méme espace que celui ol vivent les coefficients
Uy

Pour le probleme (1.2.8) (1.2.9), on voit donc que la pertinence du schéma de Picard
utilisé dans [Ma2] est intimement liée a la validité des estimations maximales (1.2.18). En
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particulier, il est crucial que d¥ ait la méme régularité que v, ce qui est assuré par le choix
(1.2.9), la régularité des traces de u et I'ellipticité en ¢ des conditions de Rankine-Hugoniot.

Pour le probleme (1.2.8) (1.2.12), ® a la méme régularité que u. Il en résulte que
I'équation linéarisée (1.2.24) induit une perte de régularité des coefficients (u, ®) vers la
solution @. On rencontre le méme probleme dans I’étude des ondes de raréfaction ([Al]).
Ceci étant, la perte de régularité est fixe, et dans ce cas, on sait qu’on peut se tourner vers
des schémas de type Nash-Moser (cf [Na], [Mos], [H61], [Al-G¢]). C’est la méthode suivie
par S.Alinhac pour la construction d’ondes de raréfaction ([Al]). Pour construire a € fixé des
solutions de (1.2.8) (1.2.12), nous sommes donc amenés a mettre en place au paragraphe
10 un schéma de type Nash-Moser. Rappelons le point de départ de la méthode. Ecrivant
I'équation sous la forme L(u, ®) = 0, le schéma itératif est de la forme

(1.2.37) L (S, Sy®,) - (uyy1 — uy, Ppry — @) = —L(u,, D),

ou L désigne le linéarisé de L et .S, des opérateurs de régularisation. Si on fait S, = Id, on
est en présence du schéma classique de Newton. L’intérét des régularisations est d’effacer la
perte de régularité du linéarisé qui ne joue donc plus dans la définition de la suite (u,, ®,).
Quant a la convergence, on doit vérifier que 1'on peut choisir S, — Id, grace au caractere
quadratique des erreurs du schéma de Newton. On renvoie a [Ho1] ou [Al-Gé] pour une
description détaillée de la méthode de Nash-Moser et au paragraphe 10 pour sa mise en
place dans notre probleme.

1.3 Exemples
1.3.1 Interaction d’une onde et d’un choc plan faible

On considére un choc plan u de front z,, = ozo. C’est une solution (u*,v) (1.1.2) avec
v =(—0,0,...,0,1). On le suppose déterminé par la construction de Lax, associé & une
valeur propre vraiment non linéaire. On note ¢ = HQH son amplitude supposée assez petite.
Pour fixer les idées on supposera que ut = 0.

On considére dans le passé {zy < 0} une onde, i.e. une solution v de (1.1.1) dont le
support est situé dans le demi plan {z,, > oxo} et on suppose que xy = 0 est le premier
instant ou le support de v touche le front du choc. On peut par exemple construire v comme
solution réguliere de (1.1.1) et raisonner sur les supports par vitesse fine de propagation.
Alors

u = u sur T, < ox
(1.3.1) " 0
U =0 sur x, > 0xq,

est une solution faible de (1.1.1). Sa trace en zy = 0 vérifie de fagon évidente les conditions
de compatibilités et nos résultats montrent donc que u se prolonge en une solution sur
un intervalle de temps indépendant de . Cette solution présente un choc faible de front
Ty = P(xg, ...,y 1).
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Pour ¢ > 0 fixé, c’est une conséquence de [Ma2]. Notre contribution est de montrer que
le prolongement existe sur un intervalle de temps indépendant de . Au paragraphe 2.5, on
reviendra sur cet exemple dans les variables redressées.

1.3.2 Equations d’Euler

Les résultats de cet article s’appliquent aux équations d’Euler de la dynamique des gaz.
Rappelons I'écriture du systeme :

Oyu + div(pv) = 0,
(1.3.2) 0y(pv;) + div(pvjv) + 0;P = 0 pour 1<j5<3,
O(pE) + div(pEv + Pv)) = 0.

Comme d’habitude p désigne la densité, P la pression, v = (vy,vq,v3) la vitesse et F =
e+ %|v!2 est la densité d’énergie totale. Les quantités p, P et e sont reliées par une loi
d’état, vérifiant le second principe

P
(1.3.3) de =TdS + 7z dp.

On prendra comme inconnues u := (p,v,S) et alors P et e sont des fonctions données

P(p,5), e(p,S).

Pour les solutions régulieres , (1.3.2) équivaut a

Oyu + div(pv) = 0,
(1.3.4) pOwv; + pv - gradv; + O;P = 0 pour 1<j<3,
0S +v-gradS = 0.

Le systeéme isentroprique s’écrit
y

(1.3.5) { Owu +div(pv) = 0,

O(pv;) + div(pvju) + 9;P =0  pour 1<j<3,

ou P est maintenant une fonction de p seul. On prend P = P(p,Sy) pour une valeur
fixée Sy de l'entropie. Il est alors clair que les solutions réguliéres de (1.3.5) sont les
solutions régulieres de (1.3.4) d’entropie constante S = Sp. Il n’en n’est pas de méme
pour les solutions faibles. En particulier, pour les chocs, on notera que les conditions de
Rankine-Hugoniot pour (1.3.5) n’impliquent pas celles de (1.3.2). Par exemple, les fronts
different.

Ces systemes nous servent de modeles, en particulier pour énoncer les hypotheses de
structure au paragraphe 2.1. L’hyperbolicité est satisfaite pour des lois d’état p — P(p,.S)
convexes. On sait alors ([Mal]) que les chocs vérifiant les conditions de Lax (1.1.3) sont
uniformément stables et que 'on a les estimations uniformes de type (1.1.6) ([Mé2]).

Au paragraphe 12, on construira des données compatibles pour ces systemes. On peut
aussi appliquer la construction de I'exemple A) ci dessus. On en déduit I'existence de chocs
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faibles pour ces systemes sur des domaines indépendant de la force du choc, pourvu qu’elle
soit assez petite.

On peut aussi comparer les chocs faibles de (1.3.2) et (1.3.5). Pour des chocs plans de

front de la forme x3 = ot et pour une valeur u~ = wug fixée, 'analyse des conditions de
Rankine-Hugoniot montre que les états u™(e) et les vitesses de front o(g) entropiques et
isentropiques vérifient
(1.3.6) ul, —uf, = 0%, Oent — 0ise = O(E7).
Pour comparer les chocs courbes, il faut d’une part se placer dans les variables redressées
et d’autre part construire des données compatibles entropiques et isentropiques proches
les unes des autres. Cela sera fait au paragraphe 12. On peut par exemple adapter la
construction de I'exemple A). En se basant sur les estimations uniformes, on peut alors
comparer les solutions entropiques et isentropiques. On montrera que

(1.3.7) Uent — Uise = O(%), Depp — Bie = O(%/?)

On a réintroduit la notation u pour rappeler que la comparaison a lieu dans les variables
redressées. Cette approximation est moins bonne que (1.3.6). Le facteur €%/2 n’est peut-étre
pas optimal. Ce sont les variations tangentielles du front qui sont absentes pour (1.3.6), qui
sont la source de la perte d’approximation. On renvoie au paragraphe 2.9 pour un énoncé
précis.

1.4 Plan de P’article

Au paragraphe 2, on donne une définition précise de la notion de famille de chocs faibles
et on énonce les résultats principaux. Les définitions et les énoncés sont donnés a la fois
dans les coordonnées initiales et dans les coordonnées ou le front est redressé. On donne
aussi des versions locales et des versions globales.

La méthode de la preuve et les résultats intermédiaires sont présentés au paragraphe
3. Les paragraphes 4 et 5 contiennent quelques estimations non linéaires préliminaires et
la définition des opérateurs de relevement de traces utilisés pour définir p* dans (1.2.12)
(1.2.13).

La premiere étape du travail est la construction au paragraphe 6 de familles de données
initiales compatibles, puis de familles de solutions approchées. (cf §1.2.9).

Le point central est ensuite 'obtention d’estimations a priori uniformes. On présente
d’abord (§7) le calcul paradifférentiel nécessaire a notre démonstration des estimations
conormales (§8). On démontre ensuite les estimations L et les estimations du saut, ce qui
permet de conclure la démonstration des estimations uniformes (§9).

On peut alors procéder a la construction de chocs faibles. Pour ¢ fixé, a partir d’une
solution approchée, on construit au §10 une solution sur un intervalle de temps dépendant
de €. Au §11 on montre qu’elle a la régularité voulue. Alors, I'estimation a priori uniforme
en € permet d’itérer la construction et de prolonger la solution sur un intervalle de temps
indépendant de €.
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Au paragraphe 12, on applique nos résultats aux équations d’Euler des fluides com-
pressibles, entropiques et isentropiques, et nous comparons les chocs faibles de ces deux
systemes.
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2 Résultats principaux

Dans ce paragraphe, nous énoncons d’abord les hypotheses que nous faisons sur le
systemes. Nous analysons les conditions de Rankine-Hugoniot et donnons une définition
précise de la notion de famille de chocs faibles. Nous introduisons le changement de variables
qui redresse les fronts des chocs et énoncons les principaux résultats : existence de données
initiales compatibles, existence de familles de chocs faibles, convergence des chocs faibles
vers une onde sonique, application aux équation d’Euler.

2.1 Le systeme

Dans R™"*! on considere le systeme N x N de lois de conservation :
(2.1.1) > 0 fiw) =0
§=0

Les flux f; sont des fonctions C* d’un voisinage ouvert U de u € RY, a valeurs dans R”.
On supposera que u = 0. On note x = (xg, &1, ....., ¥,) la variable de R"™! et 9; = 9/0,,.
On note A;(u) = f}(u) la matrice jacobienne de f; et on suppose le systeme hyperbolique
symétrique dans la direction du temps ¢t = xq (cf [Frl]).

Hypothese 1. Il existe une matrice S(u), C* sur U, telle que toutes les matrices SA;
sont symétriques, S Ay étant en outre définie positive.

Les chocs que I'on construit sont associés a une valeur propre vraiment non linéaire du

systéme (voir [Lal, [Se]). Plus précisément, pour u € U et pour 6 = (0y,0,,....0,_1) € R*1,
on note

(2.1.2) G(u,0) = A3 (u) [An(u) ~N"0,4, (u>]

L’Hypothese 1 entraine que toutes les valeurs propres de G sont réelles.

Hypothése 2. \(u,0) est une valeur propre simple de G(u, ) définie et C* sur U x O,
ot O est un voisinage de 0 dans R"*. On suppose qu’elle est vraiment non linéaire et on
note r(u, ) le vecteur propre (a droite) associé, normalisé par la condition

(2.1.3) r(u,0) - VyA(u,0) =1
Comme dans [Mé2], nous supposerons aussi que :
Hypothese 3. i) Pour tout (u,0) € U x O, la matrice hessienne Aj,(u, ) est définie

(positive ot négative).
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ii) Ou bien X est une valeur propre extréme de G, c’est a dire la plus grande ou la
plus petite valeur propre, ou bien le systeme est strictement hyperbolique, c’est a dire que
toutes les valeurs propres de GG sont simples.

Par exemple ces hypotheses sont vérifiées par le systeme des équations d’Euler de la
dynamique des gaz.

2.2 Chocs faibles

Nous nous intéressons aux solutions u du systeme (2.1.1) discontinues sur une surface
Y C U, d’équation z,, = ¢(y), o y = (zg,... ,Tp_1). Les traces u™ et u~ de u sur X et le
vecteur Oy = (0pp, 019, ...., Op—1¢) vérifient la condition de Rankine-Hugoniot

(2.2.1) Zaﬂbf] ~ [fa(w)] =0,

ou [v] = vt — v~ désigne le saut de v le long de 3. On analyse ces conditions de Rankine-
Hugoniot comme dans [Lal, [Se]. On introduit les matrices C* sur U x U

Aj(u+,u_):/0 Aj(u™ +tfu]) dt

et par analogie avec (2.1.2)

(2.2.2) Gut,u™,0) = Ay (ut,u") [An(u+, uT) =y 0 A (utuT)
j=1
En notant 9,,¢ = (019, ...., Op-19), (2.2.1) équivaut a
(2.2.3) (B Id— G(u™,u™,0,0)) [u] = 0.
On peut supposer que r(0,0) = (1,0, ....,0) est le premier vecteur de base. En restreignant

au besoin U et O, X se prolonge en une valeur propre A(u™,u~,0) de G(u*,u=,0) et r
se prolonge en un vecteur propre r(ut,u~, 6) associé. De plus, on peut définir un vecteur
propre R(u",u™,0) proportionnel a r(ut,u™,0) tel que la premieére composante de R soit
égale a 1.

Soit Iy un voisinage de /\( ) dans R. Si les voisinages U, O et [y sont suffisamment
petits, toutes les solutions (u™,u™,\,0) € U x U x Iy x O de

(2.2.4) (/\ Id—G(u",u,0))[u] =0

sont de la forme :

(2.2.5) { [u] = [u4] %(uﬂuie)



ou u; désigne la premiere composante de u.

En outre, il existe gq et des fonctions U~ et Ut, C*° sur U x O x I}, I = [—&p, &¢),
telles que la seconde équation de (2.2.5) est, localement, équivalente a 'une ou 'autre des
relations

(2.2.6) ut =um 4[] U (u,0, [w]),

(2.2.7) u =ut = [uy] U (u™, 0, [u]).

On rappelle enfin que, avec la normalisation (2.1.3), la condition d’admissibilité de choc
de Lax s’écrit :

(2.2.8) [ug] < 0.

Nous donnons maintenant la définition d’une famille de chocs faibles, solutions locales
du systeme (2.1.1) (2.2.1) que nous notons (Sy). On de donne une boule ouverte centrée a
lorigine w C R™™! et un intervalle ouvert J. On note Q =|T,, T[xw x J.

Définition 2.2.1 Une famille de chocs faibles de classe C* est un ensemble F de fonctions
sur €2 tel qu’il existe €, > 0, une constante K, des parametres T, < 0 < T' et des compacts
K1 CU et Ky C 1, x O tels que tout (u,¢) € F vérifie les propriétés suivantes.

(2.2.9) ¢ est de classe C* sur |T,, T|xw a valeurs dans J et ses dérivées d’ordre < k sont
bornées par K. De plus (0;, ¢, 0,¢) prend ses valeurs dans K.

(2.2.10) La fonction u est définie sur Q0 et est discontinue sur la surface ¥ d’équation
r, = ¢(t,2'). De plus u prend ses valeurs dans K, les restrictions u* de u a
chacun des ouverts OF = QN {£z, > ¢(t,2')} sont de classe C* jusqu’au bord et
leurs dérivées d’ordre < k sont bornées par K.

(2.2.11) 1 existe £ €]0,¢,] et a € C*(|T,, T[xw), a dérivées d’'ordre < k bornées par K,
tels que le saut sur ¥ de la premiére composante de u est de la forme

[ur(y, ¢(y))] = —¢ ¥

(2.2.12) Le saut de u vérifie
[u] = [w] U™ (u™, 0,0, [u1])

Le point crucial est que le domaine de définition €2 et les bornes K des dérivées sont
fixés, alors que la force du choc, i.e. 'amplitude du saut [u] est de I'ordre de € qui est
arbitraire dans |0, &,).

2.3 Changements de variables

Afin de fixer la géométrie, on procede comme dans [Ma2]. On redresse la surface de
choc ¥ d’équation x,, = ¢(y) par le changement de variable inconnu :

(2.3.1) (v, @) — (v, 2y, 7))
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ouy = (t,y) = (t,x1,....,xpn—1) et ®(y,0) = ¢(y). Dans les coordonnées (y, z,), I’équation
de ¥ est {z,, = 0}. On note u la fonction déduite de u par le changement de variables
2.3.1) et uF sa restriction aux deux demi-espaces {+Z, > 0}. Alors, u est solution de
2.1.1) avec saut sur X si et seulement si

—~

Ot~ N
(2.3.2) )0, +ZA )T + M(UF, 9,P) g =0 s E3,>0,
(2.3.3) wa @) = [fa(@] =0, sur &, =0,

Dans (2.3.2) M(u, 0,®) désigne la matrice :
(2.3.4) M (u, ,®) Z 0;@A;(u) = Ao(u) (G(u, 0,®) — 0,1

Si u prend ses valeurs dans U et si 9,¢ = (0;¢, 9,¢) prend ses valeurs dans Iy x O alors,
d’apres le paragraphe 2.2, la condition (2.3.3) est équivalente a :

(2.3.5) [a] = [ R(u", @, 0,0),

(2.3.6) O = Nu™,u™,0,0).

Nous construirons les solutions dans les variables redressées (y,Z,), en résolvant (2.3.2)
(2.3.3) et pour alléger les notations nous oublions dorénavant les ~.

Cependant les équations (2.3.2) (2.3.3) ne sauraient déterminer ¢ puisque la seule chose
requise sur le changement de variable (2.3.1) est qu’il transforme ¥ en {z,, = 0}. Autrement
dit, (2.3.3) ne détermine que la trace ¢ de ® sur z, = 0. Le choix de A.Majda était de
prendre ®(y, x,) = x,+¢(y). Mais la perte de régularité sur ¢ induit un moins bon controle
de ® et ce choix conduit a des difficultés. Le cas limite ou le saut est nul correspond au
cas ou (u, ¢) est une onde sonique et 3 une surface caractéristique, i.e.

(2.3.7) Op = Mu, 0y¢) sur x, =0.

Pour I’étude des ondes soniques dans [Mé1], ® est fixé en demandant que 1’équation (2.3.7)
soit satisfaite partout, c’est a dire sur {z,, > 0} et sur {z,, < 0}. Pour traiter le cas ou le
saut [u] est petit on suit une démarche voisine en introduisant I'extension A(u™,u~,0) de
la fonction A(u, @) et en résolvant

(2.3.8) @ = ANu™,u" —p*,0,®) sur 1w, >0,
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(2.3.9) P =ANu~ +p~,u*,0,®) sur =z, <0.
On demande aux fonction p* de vérifier
(2.3.10) om0 = Plan—o = U]

de sorte que la trace de (2.3.8) et (2.3.9) sur le bord z,, = 0 se réduise a (2.3.6). D’autre
part, on demande aux fonctions p* de s’annuler quand [u] = 0, c’est-a-dire, compte tenu
de (2.2.5), lorsque [u;] = 0, de sorte qu’on retrouve alors ’équation eikonale utilisée pour
les ondes soniques. De facon précise, on lie p* & u* et ® de la maniere suivante : on écrit
[u1] sous la forme

(2.3.11) [ug] = —ee”.

La fonction a(y) est définie sur le bord z, = 0. Le parametre ¢ mesure la force du choc.
Le signe moins correspond a la condition de Lax (2.2.8). Par un opérateur de relevement
de trace, on détermine une fonction A telle que

(2.3.12) PA = Apyyo = a.
On définit alors, & l'aide des fonctions U+ de (2.2.6) (2.2.7),

(2.3.13) { pt=ptu*, 0,0, A) = —cet U*(u*,0,®, —eet)

p~=p (u, 9,9, A)=—eet U™ (u, 0,, —eef)

Il est clair que p* = 0 lorsque [u] = 0 i.e. € = 0. D’autre part, les conditions de Rankine-
Hugoniot (2.3.5) impliquent bien la relation (2.3.10).

On cherche donc & comme une solution des équations :

(2.3.14) [®] =0 sur z, =0
(2.3.15) 9, ®F = Nu®,ut —pT(uT, 0,07, A),0,07) sur Qr
(2.3.16) 90" = ANu” +p (u,0,07,A),u",0,®") sur Q7

En notant (Sg) le systéme constitué par les équations (2.3.2) (2.3.3) (2.3.14) (2.3.15)
(2.3.16), nous définissons maintenant ’objet de notre étude.

Définition 2.3.1. On considére T, < 0 < T et une boule ouverte {2 C R" centrée a
Porigine. On note w C R™™! la boule ouverte w = TQ = {2/ e R*™ / (2/,0) € Q }.

Une famille de solutions de classe C* sur |T,, T[x est un ensemble de fonctions (u, ®)
qui vérifient les propriétés suivantes.

(2.3.17) w et 0,® prennent leurs valeurs dans des compacts fixés de U et O.
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(2.3.18) En notant OF = QN {+x, >0}, (u™,®*) [resp. (u~,®~) | appartient & un borné
fixé de CF(QT) [ resp. CF(Q7) | et pour |a| < k les fonctions 0%u®, 9°®* se
prolongent contintiment jusqu’au bord Q N {z, = 0}.

(2.3.19) Sur {z, = 0}, on a [ = 0] et il existe 6; > 0 indépendant du choix de (u,P)
tel que 0,®* > 6, sur QF. De plus la fonction ¢ = ['d+ = ['®~ appartient a un
borné fixé de CF(|T,, T[xw).

(2.3.20) w est discontinue sur {x,, = 0} et il existe € €]0,¢,] tel que la premiére composante

[uq] du saut de u vérifie

[u1] = —€ €

ott a(y) appartient a dans un borné fixé de Cf(|T,, T[xw).

(2.3.21) Il existe une fonction A appartenant a un borné fixé de CF(]T,, T[x) telle que
I'A=a.

(2.3.22) (u,®) est solution sur |T,, T[xQ du systéme (Sg) .

On a noté CF(Q2) 'ensemble des fonctions u de classe C* définies sur un ouvert 2 dont
toute les dérivées sont bornées sur €.

Remarque 2.3.2. 1l résulte de (2.3.19) que l'application (y,x,) — (y, @ (y,z,)) [resp.
(y, @~ (y,2y,)) ] est un difféomorphisme de Q* (resp. 2~ ) sur son image.

Il est clair par construction, que toute solution (u,®) de (Sr) dans les variables re-
dressées, fournit par le changement de variables (2.3.1) une solution faible, au sens de la
Définition 2.2.1, du systeéme (S;) dans les coordonnées initiales. La réciproque n’est pas
aussi directe. Il faut montrer que ’on peut toujours imposer les conditions supplémentaires
(2.3.15) (2.3.16). C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Etant donnés un entier k > 1, des parametres T,, < 0 < T, une boule
ouverte w C R"™! centrée a I'origine et un intervalle I, il existe T, T" et une boule ouverte
Q) C R" centrée a l'origine tels que

(2.3.23) T,<T'<0<T'<T w:=TQcCuw,

et pour toute famille de chocs faibles F de classe C* sur Q =|T,, T[xw x I comme indiqué

dans la Définition 2.2.1, il existe une famille F de solutions locales de classe C* du systéme
(Sg) sur |T., T'[xQ, telle que pour tout (u, ¢) € F il existe (u, ®) € F tel que

(2.3.24) O(y,0) = ¢(y) sur T, T'[Xwr,
et pour tout (y, %,) €T, T'[xQ* on a (y, d*(y, T,)) € QF et

(2.3.25) Uy, Tn) = (Y, D (y, Tn)) -
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Preuve. On construit séparément ®* et ®~. Construisons ®*. En effectuant des prolonge-
ments, on se ramene a la situation suivante : il existe une fonction v*(y,z,) définie sur
|T,, T[<xR" et appartenant & un borné fixé de CF(]T,, T[xR") telle que :

v (y, ) =u(y, )  sur QF € QF,

on QFf = { (y,z,) €|T,, T[xw; x I, avec w; C w et I; C I. On choisit arbitrairement
une fonction A(y,,) obtenue par relevement de la fonction a(y). On détermine ®+ en
résolvant 1’équation

(2326) atq)+ = )‘<v+(y7 (I)+)a U+(y7 (I)+> - p+<57 vt (ya CI)+)7 a;CI)Jr: A)v 8;(1)+) )
avec la condition initiale :

(2.3.27) o

[t=0

=T, + ¢(0,2).
Dans (2.3.26) p* désigne la fonction définie par :
(2.3.28) P (e, vt (y, 81),0,0%, A) = —ee’ Ut (vF(y, ), 0,®, —ce?).

On notera que par le changement de variables (2.3.1), (2.3.26) est exactement 1’équation
(2.3.15). On se donne ensuite 0 < 07 < 1. Il existe alors T, < T, < 0 < T' < T
et une boule ouverte 2 C R” centrée a lorigine tels que (y, T (y, %,)) € QF pour tout
(y, ) €T, T'[xQ; . 1l en résulte que la fonction @t définie sur |T7, T'[xR™ par a* (y, T,) =
vt (y, ®F (y, ) vérifie U (y, T,) = ut(y, &+ (y,T,)) pour tout (y,7,) €], T'[xQi. De
plus w vérifie I'équation (2.3.2).

On construit de méme les fonctions ®~ et u~. Les conditions de sauts (2.3.5) (2.3.6)
résultent directement de (2.2.11), (2.2.12).

g

2.4 Données de Cauchy

Le but de ce travail est de construire des familles (uc, ¢.) de chocs, ou le parametre
e €]0,¢,] mesure 'amplitude du choc. Cette construction sera d’abord effectuée dans les
variables redressées par la résolution du probléme de Cauchy pour le systéme (Sg).

Bien que l'on s’intéresse a un probleme local, il est techniquement plus agréable de
travailler globalement en espace. Nous précisons dans ce paragraphe les données de Cauchy
pour le probleme local et pour le probleme global. Nous montrerons en particulier que les
données de Cauchy locales se prolongent en données de Cauchy globales, de sorte que
nous obtiendrons les solutions du probleme local par restriction des solutions du probleme
global.

Nous construisons des solutions qui a 'infini sont voisines d’un choc plan. Pour simpli-
fier, nous choisissons 1’état de base a gauche u_ de ce choc plan égal a 0. Quitte a changer
les axes, on suppose que les hyperplans de sauts ont leur normales dans le plan engendré
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par dt = dxg et dz,. Cela conduit a considérer la famille suivante (v, ®_) indexée par
£ €]0,¢&,] :

u. =0,
(2.4.1) ulf =—-eU(0,0,—¢),
P_(x) =z, + 0t avec 0. = A(ul,0,0).

On désigne ici par €2 un ensemble ouvert qui sera soit une boule ouverte de R™ centrée
a lorigine, soit R™. On note QF et w les ensembles ouverts :

QF=0n{+z, >0}, w=T0={2cR"!/@,0ecQ}.

On désigne par p — H*(Q) I'espace des fonctions dont la restriction & QF est dans I'espace
de Sobolev usuel H*(QF). Dans tout ce qui suit, s est un entier assez grand.

Au paragraphe 6, on donnera la définition précise de famille de données initiales com-
patibles de régularité s. Elle fait intervenir les conditions de compatibilité qui garantissent
que la discontinuité initiale n’engendre qu'un seul choc, et non pas tout I'éventail des
singularités qui sont attendues dans la résolution générale d’'un probleme de Riemann.
On rappelle que les conditions de compatibilité s’obtiennent simplement en analysant le
développement de Taylor en ¢ = 0 des équations et des conditions aux limites (cf [Ch-Pi],
[Ma-Ra] dans le cas linéaire et [Ma2], [Al], [Mé1l] dans le cas des ondes de choc, ondes de
raréfaction et ondes soniques). On renvoie au §1.2.9 pour une introduction a cette discus-
sion. A une famille F °(s, ) de données compatibles sont associés un réel €, > 0, des ensem-
bles By, By et By bornées respectivement dans p— H*(2), p— H*™(Q) et H*~'(|T), T}[xw)
et a des compacts ; C U et de Ky C O. En notant uf et ®= leurs restrictions a QF, les
fonctions (u,, ®,) de F2(2s,€2) vérifient :

(2.4.2) u, et 0,®, prennent leurs valeurs dans KC; et /Cy.
(2.4.3) 1l existe € €]0,¢] tel que u, —u. € By et P, —x, € By .
(2.4.4) Ona [®,] =0 et il existe § > 0, indépendant de (u,, P,) tel que 9,P, > 6.

(2.4.5) 1l existe a € Bjs tel que la premiére composante [u,] du saut de w, vérifie
(1] = —ce® ol a, = ap=.

(2.4.6) o] = [to1] U™ (uy, 0,00, [ua])  avec  ¢o(y) = Po(y’,0)

La condition (2.4.6) est la premiere condition de compatibilité pour que les données
initiales correspondent a celles d’'un choc faible associé a la valeur propre A. Les fonctions
de F° doivent vérifier un certain nombre (dépendant de s) de conditions de compati-
bilités supplémentaires qui sont nécessaires pour que la solution du probleme de Cauchy
ne présente qu'une seule onde dans un espace de régularité s (cf [Ma2] ou [Mé1]). Nous
renvoyons au paragraphe 6 pour l'explicitation de ces conditions supplémentaires et la
construction d’une classe tres large de données compatibles.
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Par rapport a [Ma2], la difficulté supplémentaire que nous aurons a résoudre , est de
montrer que les conditions de compatibilité permettent de construire des solutions ap-
prochées sous forme de chocs faibles . En particulier il faut prolonger pour les solutions
approchées I'information (2.4.4) a des temps ultérieurs.

Etant donnée une famille de données compatibles F(2s, ), on note F°(2s, 2) Pensemble
des données initiales (u,, ®,) € F°(2s, §2) qui vérifient les conditions ci-dessus pour la valeur
donnée de €.

Enfin, comme nous I’avons mentionné plus haut, les données compatibles locales (cas
ou 2 est une boule ouverte) se prolongent en données compatibles globales (cas ou 2 =
R™). Lorsque © = R", I'ensemble F2(2s,€2) sera simplement noté F2(2s). La proposition
suivante sera démontrée au paragraphe 6.

Proposition 2.4.1. Pour toute famille de données initiales compatibles F°(2s+ 1,) sur
la boule ouverte ), il existe une boule ouverte ()1 C ) centrée a l’origine et une famille de
données initiales compatibles sur R™, F°(2s,R"™), telles que pour toute donnée compatible

locale (u,, ®,) € F2(2s+1,Q), il existe une donnée compatible globale (u,, ®,) € F2(2s, R™)

telle que (ty, o) = (o, D,) sur €.

2.5 Un exemple

L’exemple suivant (uS, ®¢) de données initiales compatibles globales décrit I'interaction
d’une perturbation et du choc plan faible (u_, ®_) défini en (2.4.1).

Notons ici © = (21, ..., x,) les variables d’espace. On se donne une fonction v,(z) C*
et & support compact dans I'ensemble {z, < —1} C R™.

On désigne alors par v(t,x) la solution réguliere du probleme de Cauchy :

3
—_

(2.5.1) A;(v)05v + M(v,9,®.)0,v =0

j
V=0 = Vo()

[e=]

Il existe un temps 7' > 0 tel que v(t,x) soit bien définie sur [—7,T] x R™. De plus, par
vitesse finie de propagation et en diminuant 7" au besoin, on peut faire en sorte que :

(2.5.2) Suppv C [-T,T) x{x eR" /2, <0}
Le couple (u, ®) défini sur [-7,7T] x R" par :

ut(t, ) = ut sur 1z, >0
(2.5.3) u (t,x) =v(t,z) sur z, <0

est alors une solution exacte des équations (2.3.2) et des conditions de saut (2.3.5) (2.3.6),
puisque que sur {z,, = 0} on a u*(¢,2’,0) = u.
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On considere le probleme de Cauchy avec données initiales a I'instant T :

ust(z) = ut sur  x, >0
(2.5.4) us (x) =ov(T,x) sur xz, <0
5(7) = @

On peut vérifier que les données initiales ainsi définies sont compatibles au sens de la
Définition 6.2.1. Le cas le plus intéressant, est bien str celui ou le support de v touche la
frontiere {z,, = 0} a l'instant 7"

+

= sont plates sur {x,, = 0}, les données initiales

Plus généralement, si les perturbations v

e, — o E +
(2.5.5) { uS*(z) =ur +vy sur ta, >0

@5 () =

sont compatibles

2.6 Le résultat principal

Comme indiqué au §1.2.5, le caractere presque caractéristique des équations amene a
travailler dans des espaces anisotropes du type (1.2.19). Pour une utilisation de ces espaces
dans le cas de problemes caractéristiques, on renvoie par exemple a [Ma-Os|, [Ra], [Gu],
[Al], [Mé1]. Nous introduisons d’abord une définition précise des espaces utilisés. Pour
T >0, QF désigne la bande :

(2.6.1) QfF={z=(y,,) €ER"™ JO<t<T et +umx,>0}

et on note Qp = QF U Q7 . On introduit d’autre part les dérivations &g, dy, ..., d,
conormales au bord {z,, = 0} définies par :

(2.6.2) d;j=0; pour 0<j<m-—1, On = p(xn,)0,
ol p est une fonction C'™ strictement croissante telle que
. 1 :
plx,) =x, si |z, < 5 et plz,) =+£1 sitz,>1.

Pour @ € N"™, on note §% = 65°47*...09m.

Définition 2.6.1 Pour s entier, H%*(Qr) désigne I’ espace des fonctions u € L*(Qp) telles
que 6*u € L*(Qr) pour |a| < s. On note ||ull} ; la norme de cet espace.

Pour s entier, W?$(Q7) désigne I’ espace des fonctions u € L*(Qr) telles que §%0%u €
L*(Qr) pour |a| 4+ 2k < 2s. On note ||ull2s7 la norme de cet espace.

L’espace HY* est un espace de distributions conormales par rapport au bord {x, = 0}
(cf par exemple [Ra], [Mé5] [Gu] pour 'utilisation de ces espaces dans le contexte des
problemes aux limites non linéaires).
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En désignant par s un entier tel que 2s > n/2 + 40, nous énongons un théoréme
d’existence pour les solutions du probleme de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) avec des conditions
initiales globales (u,, ®,) appartenant a F2(2s+ 3). Les étapes de la démonstration de ce
théoreme seront données au paragraphe 3.

Théoréme 2.6.2. Soit F°(2s + 3) une famille de données initiales compatibles au sens
de la Définition 6.2.1. Alors, il existe €1 > 0 (avec &1 < ¢,), T > 0 et un sous-ensemble
borné B de W*(Qr), tels que pour tout € €]0,e;] et tout couple de données initiales
(o, ®p) € F2(2s + 3), il existe un couple (u, ®) solution du systéme (2.3.2)(2.3.3) sur Qr
et vérifiant

) (u-u,®-®)eB

Zl) U|t:0 = Uy et (I)|t:0 = CI)O.

Remarque 2.6.3. Comme on 'a noté dans [Mé2], pour € €]0,¢;], les hypotheses 1 a
4 (paragraphe 1) impliquent que les chocs plans d’amplitude e définis par (2.4.1) sont
uniformément stables au sens de A.Majda ([Mal]). Suivant [Ma2], pour chaque donnée
initiale (u,, ®,) on sait qu’il existe un 7'(¢) > 0 et une solution (u,®) avec u — u, €

p— H*(Qp()) , et & — P, € H*T(Qr)). Le point important du Théoreme 2.6.1 est que
la durée de vie T des solutions est minorée indépendamment de e.

Remarque 2.6.4. On ne peut pas espérer des estimations uniformes pour u dans p — H®
car cela impliquerait des estimations dans p— H*® pour les ondes soniques, et on sait que cela
esst faux en général. Les estimations uniformes dans W?2¢(Qr) montrent qu’il y a seulement,
perte de controle des dérivées normales.

Remarque 2.6.5. Le Théoreme 2.6.2 est un théoreme d’existence, mais il ne garan-
tit pas l'unicité de la solution (u, ®). La démonstration du théoreme inclut le choix d’un
opérateur de relevement de trace pour déterminer les fonctions p* vérifiant (2.3.10). Des
que cet opérateur aura été fixé, on assurera l'unicité des solutions du systeme (2.3.2) (2.3.3)
(2.3.8) (2.3.9).

Nous terminons ce paragraphe en énoncant une version locale du Théoreme 2.6.2. Si 2
est un ouvert de R"™! on définit de mani¢re analogue les espaces H%*(Q) et W25(Q). La
proposition 2.4.1 permet alors de déduire du théoreme 2.6.2 le corollaire suivant.

Corollaire 2.6.6. Etant donné une famille de données initiales compatibles F°(2s + 4, Q)
sur une boule ouverte ) C R", il existe T’ > 0, e > 0 avece, < &, et une boule ouverte {21 C
Q) tels que pour tout € €]0, 4] et tout couple de données initiales (u,, ®,) € F2(2s +4,1),
il existe un couple (u, ®) solution du systeme (2.3.2) (2.3.3) sur |0, T[xQ; vérifiant

) (-, — @) € W(]0, T[x)

i) Up—o = Uo €t  Py—g =D, sur
En outre ces solutions restent bornées dans W?*(Qr)

Remarque 2.6.7. Avec la Proposition 2.3.3, le Corollaire 2.6.5 implique un théoréme
d’existence locale de chocs faibles dans les coordonnées initiales.
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2.7 Prolongement d’une solution locale dans les variables ini-
tiales

Dans ce paragraphe nous énongons un théoreme de prolongement pour les chocs faibles
(cf définition 2.2.1). Nous I’énoncons dans les variables initiales. Etant donné un choc faible
(U, Po) défini dans le passé, c’est a dire sur un intervalle de temps |T,, 0] avec T, < 0, nous
montrons qu’il existe un choc faible (uq,¢1) défini sur |T,,T[ avec T' > 0 qui prolonge
(U, Po). La preuve de ce théoreme sera donnée au paragraphe 3.

Théoréme 2.7.1. Etant donnés un entier k tel que 2k > n/2 + 44 et une famille de
chocs faibles au sens de la Définition 2.2.1, F,, de classe C** sur un ouvert €2, de la forme
Q, =|T,,0[xXw, X J,, il existe T' > 0, une boule ouverte w; C w,, un intervalle J; C J, et
une famille de chocs faibles Fy de classe C¥ sur |T,, T[xw; x J; avec k' < k—3—(n+1)/2,
tels que pour tout choc faible (u,, ¢,) € F, il existe un choc faible (uy, 1) € F; tel que :

(2.7.1) Uy = U, sur T, 0[xXw; X Jq,
01 = @, sur |T,,0[Xw; .

2.8 Convergence des solutions vers ’onde sonique

Le Théoreme 2.6.2 construit des solutions sur un domaine {27 indépendant de £. On
peut donc maintenant se demander quel est le comportement des solutions lorsque ¢ tend
vers zéro. Comme on 'a indiqué au paragraphe 2.3 , le systeme (2.3.2) (2.3.3) ne suffit
pas pour déterminer (u, ®). Nous construisons les solutions en complétant le systéme par
les équations (2.3.8) (2.3.9). Le probleme limite est alors naturellement celui des ondes
soniques étudiées dans [Mé1].

Théoréme 2.8.1. Soit (ug, P5) une famille de données initiales compatibles dans F°(2s+
3), indexée par £ €]0,¢1], telle que (us, ) converge dans L*(R") vers (u°, ®°) lorsque
e tend vers 0. Alors il existe T > 0 et une famille de solutions (u®, ®¢), telles que
(0¥ —u, ®° — &) € W?*(Qrp), et (uf, ®°) converge dans W?? sur tout compact pour tout
o < s, vers 'onde sonique (u°, ®°) qui est la solution de (2.3.2)(2.3.8)(2.3.9) avec p* = 0
et [u°] = 0, avec conditions initiales :

0 __ .0 0 — H°
u\t:O = U, et [t=0 — *o

Preuve. Le théoreme 2.6.2 fournit une famille de solutions (uf, ®¢), bornée dans W?25([0, T'] x
R™). On peut donc extraire une sous suite qui converge dans W2 sur tout compact et pour
tout ¢ < s. En outre, comme on le verra au §3, ¢ est donné par les équations (2.3.15)
(2.3.16), avec p donné par (2.3.13) et A° vérifiant

Alymo = a =In (—[uil/e) .

Dans la démonstration du Théoreme 2.6.2, on construit les solutions de sorte que a® et
A® sont bornées respectivement dans H?T1([0,7] x R™™!) et dans W?5([0,T] x R"). Par
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conséquent, (2.3.13) implique que p™° converge fortement vers 0. On peut donc passer a

la limite dans les équations pour trouver que la limite (u, ®) € W2$([0,T] x R") vérifie

—_

n— an +

(2.8.1) Ay(w)Oput + M(u*,0,8%) 5 gi =0 s +a,>0.
=0 "

(2.8.2) 80" = Au™,9,9%)  sur +x, >0

(2.8.3) [@]=0, [u=0 sur x, =0,

(284) U|t:0 = Ug, ®|t:0 = (pg .

C’est exactement le probleme des ondes soniques étudié dans [Mél1]. En particulier, il y a
unicité de la solution, ce qui montre que la suite entiere (u®®°) converge vers (u, ®).

Remarque 2.8.2. On peut montrer directement que la limite (u2, ®9) des données ini-
tiales (ug,®¢) compatibles pour le probleme des chocs faibles, vérifie les conditions de
compatibilité pour le probleme limite des ondes soniques , telles qu’elles sont écrites dans
[Mé1]. On sait alors qu’il existe une solution (u?, ®°). Notons cependant que dans [Mél],
les solution sont construites dans un espace plus gros que W2, mais il n’est pas difficile
d’en montrer la régularité W?2* et le Théoréme 2.8.1 redonne exactement les solutions de
[Mé1].

2.9 Application au systeme d’Euler de la dynamique des gaz

Nous rappelons tout d’abord 'écriture de ce systeme, noté (S.I), de taille 5, sous la
forme conservative et en dimension 3 d’espace

Op + div,(pv) =0,
(2.9.1) O¢(pv;) + div,(pvv) + ;P =0 pour 1<i<3,
O (pE) + div,(pEv + Pv) = 0.

Dans (2.9.1) x = (71,72, 23) € R3, p désigne la densité, P la pression, v = (vy, vy, v3) la
vitesse et E/ = e + |v]?/2 est I'énergie totale par unité de volume et par unité de masse.

En désignant par S I'entropie, la fonction inconnue est u = (p,v,S) € R5. La pression
P, I'énergie interne spécifique e ainsi que la température T sont des fonctions données du
couple (p, S), liées par la deuxieme loi de la thermodynamique :

P
(2.9.2) de =TdS + ?dp
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Cette relation définit la loi d’état du gaz qui permet d’exprimer P comme une fonction
P(p, S). Le systeme (2.9.1) est donc bien un systéme de cing équations a cing inconnues.
Nous considérons également le systeme d’Euler isentropique, noté (S.II), constitué des
quatre premieres équations de (2.9.1) complétées de la loi d’état P = P(p, S,), ou S, est
une valeur fixée de I'entropie. Il est alors bien connu que si (p, v) est une solution réguliére
de (S.II), alors (p, v, S,) est solution de (S.I). Ce n’est plus le cas pour les solutions faibles,
car les conditions de Rankine-Hugoniot pour (S.II) n'impliquent pas celles de (S.I). En
particulier, on sait que les conditions choc pour (S.I) impliquent que le saut de S est non
nul, mais cependant cubique par rapport a la force du choc. On peut donc penser que les
chocs faibles de (S.II) sont voisins de chocs faibles de (S.I).

En notant ¢ la vitesse locale du son définie par ¢ = 9P/0dp, les premieres valeurs
propres de chaque systéme sont vraiment non linéaires. En posant £ = (—6;, —0s, 1) elles
s’écrivent, :

(2.9.3) M (u,0) =v-&—c(p, 9] pour (S.I),

(2.9.3) Ao(u,0) =v-& —c(p,So)l¢] pour (S.IT),

avec u = (p,v,S) pour (S.I) et u = (p,v) pour (S.II). Nous considérons des chocs faibles
associés a \; et Ao, en redressant les surfaces de choc comme indiqué au paragraphe 2.3.

On note L(u, V®)u 'opérateur défini au premier membre de (2.3.2) et g(T'u™, T'u™, 0,¢)
la fonction définie au premier membre de (2.3.3). Apres redressement, le systeme (S.I) s’écrit
sous la forme :

(2.9.5) { L(u, V®)u =0 dans Qr

gTu*t,Tu™,0,¢) =0 sur wr

En notant v = (u, S,) la fonction inconnue du systeéme (S.II), on obtient pour u les mémes
équations a l'intérieur, comme on l’a dit plus haut. Par contre, les conditions de saut
different. On montre au paragraphe 12, qu’apres redressement, (S.IT) s’écrit

(2.9.6) { L(u,VP)u=0 dans Qr

g(Tut,T'u,0,0) =G sur wr

ot G est une fonction de la forme G = [u*h(Tu™, Tu™, 9,¢) avec u; désignant la premicre
composante de wu .
Considérons d’abord le cas des chocs plans. On prend les mémes états gauches

uy () =uy (e) = u,

ol Uy, = (po, Vo, So) est fixé. Les états droits sont définis par les conditions de Rankine-
Hugoniot de chaque systeme. Ils dépendent du parametre €, qu'on peut prendre égal au
saut de densité [p]. On démontre alors (voir paragraphe 12) que

(2.9.7) ui (6) —u3 ()] = O(%) [0y (e) — AiDy(e)| = O(e?)
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En désignant par s un entier fixé tel que 2s > n/2 + 40, on se donne maintenant deux
familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la définition 6.2.1, (u,, ®5,) €
FI(2s + 3) pour le systeme (S.I) et (uSy, D5,) € F2(2s + 3) pour le systeme (S.II). Le
Théoréme 2.6.2 montre qu’il existe des solutions (uj, ®7) de (S.I) et (u3, ®5) de (S.II)
définies sur un intervalle de temps [0, 7] indépendant de e.

Pour comparer ces solutions, nous devons nous placer dans un domaine fixe, ¢’est-a-dire
dans les variables redressées. Nous devons partir de données initiales proches, sachant que
les conditions de compatibilité ne sont pas les mémes pour les deux systemes. On verra
au paragraphe 6 que ceci est réalisable. On verra aussi que les conditions de compatibilité
font intervenir des choix largement arbitraire de fonctions Aj et A5 dans un borné fixé
de H?T3(] — T}, T/[xR3). En désignant par (uf,) = us, — u,(¢), avec i = 1,2, nous
supposons que ces valeurs initiales sont trés régulieres sur chaque demi-espace {+z, > 0}
et proches I'une de 'autre au sens suivant : il existe une constante K telle que :

(29.8)  l(uio)' — (u50) llp2s+s) + 1950 = Pooll p2sa) + € AT = Asll2sramy) < K €

Dans (2.9.8) ||u|(,s) désigne la norme de I'espace p — H*(R") et |lul|(s,r) celle de I'espace
H*(] — T, T[xR3).

Nous donnerons au paragraphe 12 un exemple de données compatibles vérifiant (2.9.8).
En notant pour i =1,2:

€), ( = 0= i(e),
)’ = (@ ) (@)

Le théoreme de comparaison suivant est démontré au paragraphe 12.

Théoréme 2.9.1. Sous I’hypothése (2.9.8), il existe T' > 0 et une constante C' > 0 tels
que :

(2910) HU€H4,T+ H\DEH47T S C 53/2.

Remarque 2.9.2. Il n’est pas clair que la puissance %2 soit optimale. Pour les chocs
plans, on a vu que u, . — u,, = O(£®) (cf (2.9.7). Cependant, en général on ne peut pas
espérer mieux qu’une erreur en £2 puisque dans les variables redressées, la différence uy—1u,
s’écrit

Us(y, Tn) — UL(Y, Tn) = u2(y, P2(y, Tn)) — wi(y, P1(y, 75))

et que la différence ®5 — @1 est au mieux d’ordre € comme indiqué dans (2.9.7) .
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3 Les étapes des preuves

Dans ce paragraphe, on détaille le plan de la démonstration du théoreéme principal.
Dans un premier temps, partant de familles de données initiales compatibles, on construit
des familles de solutions approchées. On reformule alors le probleme de Cauchy en un
probléme de prolongement de solutions données dans le passé {t < 0}. Ensuite, I"étape
essentielle est 'obtention d’estimations a priori uniforme pour les solutions du probleme
non linéaire. Elles permettent de définir un “temps d’existence a priori” T™ : on controle
uniformément les solutions sur [0, 7*] par leurs données dans le passé. Enfin, on énonce un
théoreme de prolongement des solutions a ¢ fixé. Les estimations uniformes, permettent de
réutiliser ce théoreme tant que ¢t < T™ et ainsi de prolonger la solution jusqu’au temps 7.

3.1 Solutions approchées

Dans ce paragraphe nous introduisons des ensembles de solutions approchées qui servi-
ront de point de départ pour la construction des solutions exactes du systemes (Sg). Au
paragraphe 6 nous montrerons que pour chaque famille de données initiales compatibles
JF? il existe une famille de solutions approchées au sens des développements de Taylor en
t = 0, telle que pour chaque € €]0,&,], F2\,_, = F7 .

On désigne par €2 un ensemble ouvert qui sera, soit une boule ouverte de R™ centrée
a l'origine, soit R™. On note OF et w les ensembles ouverts :

F=Qn{xr, >0}, w=TQ={2cR"/(,0)ecQ}.

Enfin, on désigne par I' 'opérateur de trace sur le bord {z,, = 0}.
On définit d’abord la notion de solution approchée, qui s’obtient en résolvant les
équations au sens des développements de Taylor en ¢t autour de ¢t = 0.

Définition 3.1.1. Soient T,, T} et 6, des parameétres tels que T, < 0 < T3 et 6, > 0. Une
famille F*(2s + 1,]T,, T1[x2) de solutions approchées de régularité 2s + 1 est un ensemble
de fonctions de p — H*T'(]T,, T1[xQ) tel qu’il existe des compacts K1 C U et Ky C O,
un réel §; > 0 et des ensembles bornés By C p— H*(|T,, T[xQ), By C H>*TT,, T [xw),
By C H*T(]T,, T1[xQ), By C p—H*(|T,, T1[xQ) et Bs C H*71(]T,, T1[xw), tels que pour
tout couple (uq, ®,) de la famille les conditions suivantes sont vérifiées.

u, et 0, ®, prennent leurs valeurs dans KC; et ICy .
1l existe € €]0,¢,] tel que (u, —u., ®, — D.) € By C p—H*TY(|T,, T1[x Q).
[(I)a] =0et 8nq)a Z 51.

11 existe w, € By C H*T, Ti[xw) tel que la premiére composante du saut de
[ug] vérifie [uq] = —ee™e.

(3.1.5) Il existe une fonction W, € By C H*T(]|T,, T1[xQ) telle que TW, = w, .
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(3.1.6) Les fonctions ® et ®, sont solutions des équations

O® = ANul,uf — pt(uf, 007, W,),0.0F)  sur T, Ty[xQF,

a’yFar » Yy Fa

0@, = Nu, +p (u,,0.®,, Wa),u, ,0. @) sur T, Ty [xQ,

a ? Y a ) Y a ? Y a
ou p* et p~ désignent les fonctions définies en (2.3.13).
(3.1.7) Le saut [u,] est de la forme :

[Ua) = [ta1] U™ (ug, 0, Pq, [ta1]) -

a’y
(3.1.8) Ia fonction

n—1

fa = Ao(a)Opua + > Aj(tta)Dstta + M(tta, 0, P0) (Ontta )0, Pa)

j=1

est dans By C p—H*(|T,, T1[xQ et vérifie OF fui—0 = 0 pour k € {0,...,2s — 1}.
(3.1.9) le saut de f, est tel que e~ f,] € Bs C H*1(]T,, Ty[xw).

Lorsque €2 = R™ nous notons simplement F?(2s+ 1) une famille de solutions approchées
de régularité 2s + 1. On précisera l'intervalle de temps quand cela est nécessaire. On note
F2(2s + 1) l'ensemble des (u,, ®,) € F* qui vérifient les conditions ci-dessus pour le
réel £. On commettra souvent ’abus de langage qui consiste a parler de (u,, ®,) comme
d’une solution approchée locale ou globale sans faire de référence explicite a I’ensemble
F(2s + 1,]T,, Ty[x ) considéré.

A partir d'un couple de données initiales compatibles globales (u,, ®,) il est possible
de construire une solution approchée globale (uq, ®,) telle que (ugpi=0, Pap=0) = (o, D).
Le théoreme suivant sera démontré au paragraphe 6.

Théoréme 3.1.2. Pour toute famille de données initiales compatibles globales F°(2s+3),
il existe T, < 0 < Ty et une famille de solutions approchées F*(2s + 1) sur |T,, T1[xR"
tels que pour tout € €]0,&,| et pour tout couple de données initiales compatibles globales
(ug, ®,) € F2(25+3) il existe une solution approchée globale (u,, ®,) € F*(2s+1) telle
que (ua\t:O7 q)a|t:0) = (um (DO)'

Réciproquement, étant donnée une famille F*(2s+ 2) de solutions approchées, I'ensem-
ble des valeurs initiales (uqji=0, Pajt=0) lorsque (uq, P,) € F*(2s + 2) est une famille de
données initiales compatibles de régularité 2s.

Etant donné que les données compatibles locales se prolongent en données compatibles
globales, la Proposition 2.4.1 permet de déduire du Théoreme 3.1.2 le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.3. Soit F°(2s + 4,) une famille de données initiales compatibles sur la
boule ouverte ) C R". 1l existe T, < 0 < T, une famille de solutions approchées globales
F*(2s + 1) et une boule ouverte Q C ) tels que pour tout € €]0,¢,] et pour tout couple
de données initiales compatibles locales (u,, ®,) € F2(2s + 4,Q) il existe une solution
approchée globale (uq, ®,) € F2(2s + 1) telle que (uaji=0, Paji=0) = (U0, P,) sur ;.
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Au paragraphe 6, nous montrerons également qu’il est possible de construire des solu-
tions approchées globales qui prolongent des solutions approchées locales données.

Proposition 3.1.4. Soit F*(2s + 4,|T,,T1[x$2) une famille de solutions approchées sur
|T,, T1[x. 1l existe Ty > 0, une boule ouverte 2y C Q et une famille de solutions approchées
globales F*(2s + 1,] — Ty, To[xRR™) tels que pour tout ¢ €|0,¢,] et pour toute solution
approchée locale (u,, ®,) € F4(2s+4,]|T,, T1[x ) il existe une solution approchée globale
(T, Do) € F(25 + 1,] — Ty, To[xR") vérifiant

Uy = Ug €l @a:&;a sur | — Ty, To[x€ .

Dans la démonstration du théoreme du Théoreme 2.7.1, nous utiliserons le fait que toute
solution locale de classe C?* (cf définition 2.3.1) définie dans le passé, c’est & dire sur un
ouvert de la forme |T,,0[x (2, se prolonge en une solution approchée locale. La proposition
suivante sera établie au paragraphe 6.

Proposition 3.1.5. Soit F~ une famille de solutions de classe C** sur |T,, 0[x€, pour le
probléeme (Sg) au sens de la Définition 2.3.1. 1l existe Ty > 0, une boule ouverts €y C
et une famille de solutions approchées globales F*(2k — 2,| — T,, T1[xR™) tels que pour
tout € €]0,¢,] et tout (uy,®1) € F~, il existe une solution approchée locale (uq, P,) €
Fe(2k — 2,1T,, T1[x) telle que

Uy =u; et P, =P sur |T,,0[x .

3.2 Les équations pour le probleme non-linéaire

Soient T, et T} tels que T, < 0 < Ty. Pour tout 7" € [0, T}], nous notons désormais
(3.2.1) Qr =|T,, T[xR", wr =|T,, T[xR"*.

Au paragraphe 5 nous construirons des opérateurs de relevement de trace, dépendant du
parametres T > 0, notés Rt et qui vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 3.2.1. Pour T > 0 il existe des opérateurs linéaires de relevement de trace
Rr qui opérent de H*7'(wr) dans W?3(Qr) et tels que pour tout uw € H* (wr), on a
I'Rr(u) =u. En outre, si0 < T <T', on a pour tout u € H* *(wy),

Rr(u) = Ry(u) sur Qo

(3.2.2) ,
Rp(u) =0 sur Qp sio u=0 sur wr

La propriété (3.2.2), montre que Ry est essentiellement indépendant de T'. Pour ¢t < T,
Rru(t, .) ne dépend que de la restriction de u a w;. Il n’est cependant pas local, et dépend
de T par son domaine de définition H*(wr).
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On se donne une famille de solutions approchées globales F*(2s + 1,7, ) définies sur
Qr,. Pour (u,, ®,) € F&(2s+1,Qq,), on note f, la fonction définie en (3.1.8) et on désigne
par f la fonction égale a f, pour ¢t < 0 et nulle pour ¢t > 0. D’apres (3.1.8), f reste dans
un borné fixé de I'espace p—H>*(Qr,) .

On considere alors le probleme :

n—1
Onu

(3.2.3) ;A( )8u+./\/l(u8<1))a¢)—f sur  Qp,
(3.2.4) Zaqu fi(w)] = [fulu)] = sur -z, =0,
(3.2.5) (@] =0 sur 1z, =0,
(3.2.6) 9P* = MNu",ut —pT(ut, 0,07, A),0,07) sur O,
(3.2.7) 00" = MNu~ +p (u,0,97,A),u",0,97) sur Q7 ,
ou A désigne la fonction définie sur 2 par
(3.2.8) A=W, 4+ Rr(a—w,)

et a la fonction définie sur wy par

(3.2.9) = 1n<—M> .

3

Rappelons que les fonctions p*(u, 0, A) = —ceU*(u, 0, —ce?) sont définies en (2.3.13). On
remarque que la fonction A vérifie bien I'A = a. On demande en outre a u et ® de vérifier
les conditions dans le passé (t <0 ) :

(3.2.10) ut=ul sur Qf, u=u, surQy, ®=3o, sur Q.

En notant ¢ la trace de ® sur {x,, = 0}, compte tenu de (3.1.10) (2.3.12) (2.3.13) on a
(3.2.11) Tpt = pf, _o = [w] UT(Cut, 06, [w]) = [u],

(3.2.12) [y~ =pp,— = w] U (Tu™, 0,9, [w]) = [u].

I1 en résulte que les équations (3.2.6) et (3.2.7) se traduisent sur le bord {z,, = 0} par la
condition aux limites :

(3.2.13) hp = Nu™,u™,0,0)

Compte tenu de (3.1.5) et (3.2.8) on a de plus a = w, et A =W, pour t < 0.
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Remarque 3.2.2. Soit (u,, ®,) € F2(2s + 3) des données initiales compatibles globales.
D’apres le Théoréme 3.1.2, il existe une solution approchée globale (uq, ®,) € F&(2s + 1)
vérifiant :

Uq|t=0 = Uo , (I)a|t:0 =,

Il est alors clair que si (u, @) est solution de (3.2.3) ... (3.2.10), alors (u, ®) est solution de
(2.3.2) (2.3.3) avec les données de Cauchy (u,, D,).

3.3 Les estimations a priori pour le probleme non-linéaire

Un des objectifs majeurs de ce travail est d’obtenir des estimations a priori uniformes
en € pour les solutions du probleme (3.2.3) ... (3.2.10). Le théoreme 2.6.1 en résultera
par l'utilisation d'un principe de prolongement. Plusieurs étapes seront nécessaires pour
obtenir ces estimations. La partie la plus délicate, que nous traiterons en premier, consiste
a obtenir des inégalités d’énergie pour la régularité conormale. Le point de départ pour
ces estimations, est l'inégalité L? de [Mé2]. Malheureusement, comme on ’a indiqué au
paragraphe 1.2.7, les estimations des dérivées conormales ne s’obtiennent pas par un simple
argument de commutation, essentiellement parce que 1’équation (3.2.3) est completement
non linéaire en (u, ®) et que les commutateurs font apparaitre des termes non controlables
en norme W#. Comme dans [Mél], nous contournerons cette difficulté en paralinéarisant
I’équation, manceuvre qui met a jour les régularités nécessaires et fait apparaitre la “bonne
inconnue” comme dans [Al].

La seconde étape consiste a estimer les dérivées normales de u a partir des dérivées
conormales en utilisant seulement 1’équation (3.2.3) et en oubliant les conditions aux lim-
ites. Pour un probleme non-caractéristique cette opération est élémentaire. Si u a k dérivées
tangentes dans L? alors u a aussi k dérivées normales dans L?. Par contre, pour un probléme
caractéristique ceci n’est plus vrai en général, et les espaces p—H?® ne sont pas adaptés en
général aux problemes caractéristiques, voir [Ma-Os| pour un contre-exemple. La regle en
vigueur est une regle de “2 pour 17 : il faut deux dérivées tangentes pour estimer une
dérivée normale. En particulier, (voir par exemple [Ma-Os|, [Ra-Re|, dans le cas linéaire et
[Gu], [Al], [Mé-Ra] [Meb] dans le cas non linéaire). Pour avoir des estimations uniformes en
€, nous sommes donc amenés a nous placer dans un cadre qui englobe le probleme limite
caractéristique pour € = 0, et donc a travailler dans des espaces ou la régularité normale
est moitié de la régularité tangente. Ceci motive I'introduction des espaces W2 .

En troisieme lieu nous devrons estimer le saut de u. Pour cela nous montrerons que
[u] est solution d’une équation de transport, analogue & I’équation habituelle pour les
singularités faibles. On notera 'importance primordiale de ce point qui justifie la pertinence
de la notion de choc faible : si [u] est d’ordre € & un instant 0, il reste du méme ordre de
grandeur sur un intervalle de temps fixe, indépendant de ¢.

La quatrieme étape consistera a estimer la fonction ® & partir des équations (3.2.6)
(3.2.7).
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On munit les espaces H*(Qp) et W?25(Qr) définis au paragraphe 2.6, des normes
poids

331 lullpr= X Ol ulzey s owe HHQ),
p+lal=k

(332)  Julsorr= 3 () lle 6Kl sioue WHQp).
pt|o|+2k=2s

De méme, on munit 1’espace de Sobolev H*(wr) des normes

(3.3.3) Wenr = > (14" 05Ul 12 (0r) -
ptlo|=k

Lorsque v =0, on omettra ce parametre dans les notations ci-dessus.

Nous utiliserons constamment 1’abus suivant : lorsque u et ® sont de la forme u = v'+u_,
® =0+, ou (u,P.) est le choc plan défini en (2.4.1), nous noterons ||ull} ., 7, |lull2s~,7,
| @[}z etc... les normes correspondantes de u’, ®'. On écrira alors (u, ®) € W?*(Qr) au
lieu de (u', ®') € W?$(Q7). On procédera de méme pour les traces de u et ® sur wp.

Nous utiliserons en outre les espaces de Sobolev W% (Q7) et W *°(wr) qui seront
munis des normes usuelles :

(3.3.4) lullizr = D 110Ul e on)
la|<k

(3.3.5) ulir = D 10%ull Lo ur)
jal<k

Définition 3.3.1. Etant donnés une famille de solutions approchées Fo(2s + 1) et des
compacts Ky C U et Ky C O, pour € €]0,¢,] et pour T > 0 on dit que le couple (u, P)
appartient a F.(s,T) lorsque les conditions suivantes sont satisfaites.

(3.3.6) Il existe une solution approchée globale (u,,®,) € F&(2s+ 1) telle que u = u,
et ® =P, pourt < 0.

3.7) wetd,® prennent leurs valeurs respectivement dans K, et KC,.

(u,®) € W*(Qr), Tu € H*(wr), [® € H* " wr) et (u,®) est solution du
probléme non-linéaire (3.2.3) ... (3.2.10).

On introduit d’autre part ’expression :

(o] * * 1 * *
(3.3.9) M=(u,@,T) = llu = telliz + 1@ = 2ellir + N5 = Uor + lalir
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Cette quantité dépend de e, mais on omet d’indiquer cette dépendance dans la notation.
On notera que la Définition 3.1.1 des familles de solutions approchées implique qu’il existe
M, > 0 tel que pour tout € €0, ¢,] et pour tout (u,, ®,) € FI on a

(3.3.10) M (ug, By, 0) < M,

L’estimation de la régularité conormale de u s’exprime a ’aide de la quantité suivante
qui étend a s > 0 la quantité estimée pour s = 0 dans le théoreme principal de [Mé2] :

Nl(uv CI), s T) = f}/HuHES,fy,T + ’71/251/2|FU|23,%T

(3.3.11)
+ Y PeT s 11 + 72 TP s

Théoréme 3.3.2. Il existe des fonctions ,(-), 7.(+), C(-) telles que pour tout T' > 0, tout
e €]0,e,(M)][, tout couple (u,®) € F.(s,T) vérifiant M>®(u,®,T) < M, alors on a pour
tout v > 7o(M)

Nl(u7 ®7’77T) S C(M>{N1(U’CI)7/Y7 0) + ||f”§s,’y,T + ||U||237%T
(3.3.12)
Y Bllasr + 7222 [ /elas s r }

Ce théoreme sera démontré au paragraphe 8 en utilisant, comme mentionné plus haut,
une paralinéarisation de I’équation qui sera menée au paragraphe 7. Au paragraphe 9, nous
estimerons les dérivées normales de u, puis le saut de u et enfin la fonction ®. Pour énoncer
le résultat, nous introduisons les expressions suivantes :

Na(u, ®,7,T) = 7llull 26,7 + Y|®ll26,7 + 7" [Tttfas 7
(3.3.13) + ’71/2€|FCI)|23+1,7,T + 73/251/2|F®|2377,T
+ 7‘ [u]/6|28*37%T + 76”8“@”;3—1,7,T )

(3.3.14) Ns(Wa, ) = [Wallasnm + 102 Wallos—1y.70 + |[walasqm -

Théoréme 3.3.3. Il existe des fonctions e,(-), v,(+), C(-) telles que pour tout T' > 0, tout
e €]0,e,(M)][, tout couple (u,®) € F.(s,T) vérifiant M>(u, ®,T) < M, alors on a pour
tout v > ~,(M)

N2(“7®777T) S C(M){NQ(U,@,’Y,O) +e€ N3(Wa7’7)

(3.3.15)
1 Fllounir + 1[F)/eloe-sr -

3.4 Théoreme de prolongement a ¢ fixé

Compte tenu des estimations a priori uniformes, pour construire des solutions, il suffit
de montrer un théoreme d’existence a ¢ fixé, sur un intervalle de temps pouvant dépendre
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de . En effet, comme on le verra au §3.5, les estimations uniformes permettent d’itérer
I’application du théoreme d’existence et de pousser la solution sur un intervalle indépendant
de €.

On désigne par s un entier tel que 2s > n/2440. Nous énongons maintenant le théoreme
de prolongement. Rappelons que M, est défini en (3.3.10). Par ailleurs, on se donne un réel
H > 0.

Théoréme 3.4.1. Soit (uy, ®y) € F.(s,Ts) une solution exacte du probléme non-linéaire
(3.2.3)...(3.2.10) avec Ty € [0,T1] telle que M (uy, ¢1,12) < M, + H/2. Alors il existe un
temps Ty €|Ty, T1] (qui dépend de ¢) et une solution exacte (u, ®) appartenant a F.(s,T3)
et prolongeant (uy,®y), c’est a dire :

(3.4.1) U= up o =P, sur Qp
De plus (u, ®) vérifie la condition M (u, ¢, T3) < M, + H

Comme indiqué au §1.2.11, les solutions des équations linéarisées en (u, ®) sont moins
régulieres que (u,®). On ne peut donc pas construire la solution par un schéma itératif
de Picard. Comme S.Alinhac dans I’étude des ondes de raréfaction, nous construisons les
solutions a l'aide d’un schéma itératif de type Nash-Moser. Nous suivrons la présentation
de cette technique qui est faite dans [Al], [Al-Gé], [Ho1].

La preuve de ce théoreme comporte deux étapes. Au paragraphe 10 , on montre que si
(ur, ®1) € Fo(s,Th),il existe une solution exacte (u, ®) € F.(s — k,T3), définie sur Qp, avec
T3 > T, et qui prolonge (ui, ®1). Ensuite, au paragraphe 11, on établit un théoreme de
propagation de la régularité et on montre qu’en fait la solution (u, ®) est dans F.(s,T53).

3.5 Temps d’existence a priori et preuve du théoreme 2.6.2

L’estimation a priori principale (3.3.15) permet de définir un temps d’existence a priori
pour la solution du probleme non-linéaire, indépendant de €. On note N (u, ®,T") 'expres-
sion
N(u, @,T) = |[ullzsr + [ @ll2s0 + €*|TCulosr + [T Plog iz

(3.5.1)
+ 2 0®| a1 + | [ul/El2s—3,7 + €[00 |5y 1.1

Théoréme 3.5.1. Il existe une constante Cy et un temps T} €]0,T}] tels que pour tout
T € [0,7Ty], tout € €]0,¢,] et tout couple (u,®) € F.(s,T) vérifiant M>®(u,®,T) <
M, + H, on a les estimations suivantes :

(3.5.2) N(u,®,T) < C,

(3.5.3) M>®(u,®,T) < M,+ H/2.
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Preuve. On applique le Théoreme 3.3.3 avec M = M, + H et vy = v,(M, + H). Par
construction, f =0sit>0et f = f, si t <0. L'inégalité (3.3.15) implique que

N2(u7q)7717T> S CQ{NQ(U’tmq)aafyhO) +e€ N3<Wa7fyl)
(3.5.4)
+ Wallzsmo + ILfal /2las-s o0} -

Compte tenu des propriétés des solutions approchées décrites au paragraphe 3.1, existe une
constante M telle que :

(355) NQ(u7 q)/‘)/la T) < Ml .

L’estimation (3.5.2) en résulte. Pour la suite, on note aussi qu'il existe une constante Cj
telle que

(3.5.6) |lalas—s,r < Cs[u1]/elas—s,r -
Pour démontrer (3.5.3) on utilise le lemme suivant, démontré au paragraphe 4.
Lemme 3.5.2. Soit k un entier positif.

i) Pour tout entier ¢ > n/2 + k + 1, il existe une constante C' telle que pour tout
T > 0 et pour tout u € H?(wr) on a

(3.5.7) lulpr < ulpo +C T |ulor.
ii) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2 il existe une constante C' telle que
pour tout T > 0 et pour tout u € W?*(Qr) on a :
(3.5.8) luller < llullzo +C T [luflasr -
D’apres ce lemme, il existe une constante C telle que
(3.5.9) [0, ® — 0, Pallor < CuT .
D’apres (3.1.3) on a 0,®, > J; et en posant 7] = Inf{Ty,0,/2C,} on déduit de (3.5.7)

Pestimation

1 204,T
(3.5.10) | Cs

Lo
55 ﬁ”o,T < 5
Il en résulte qu’il existe une constante Cjy telle que
1
I35 -
En utilisant (3.5.2) (3.5.6) (3.5.11) et le Lemme 3.5.2, on montre qu'’il existe une constante
Cs telle que

(3.5.12) M®u,®T)<M,+Cs T si 0<T<T.

si OSTST{.

1
(3.5.11) Wor < ll5g = oo +CsT st 0T <TY.

On définit alors le temps d’existence a priori 77 par :
(3.5.13) Ty = Inf{T}, H/(2Cs) }
et on a bien M*(u,®,T) < M, + H/2 ce qui prouve (3.5.3) et le théoreme 3.5.1.
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On déduit des Théoréemes 3.4.1 et 3.5.1 D'existence des solutions sur un intervalle de
temps uniforme.

Théoréme 3.5.3. Soit T} le temps d’existence a priori défini par (3.5.13). Pour tout
e €]0,¢,] et toute solution approchée (u,, ®,) € F(2s + 1), il existe une solution exacte
(u, @) € Fo(s,T7) telle que u = u, et & = @, pourt < 0.

Preuve. On se donne une solution approchée (u,, ®,) € F2(2s + 1) et on désigne par Z
I'ensemble des T' € [0, 7] tels qu'il existe une solution (u,®) appartenant a F.(s,T) et
vérifiant :

u=1u,, P=&,, pour t<0,
(3.5.14)

M*>®(u,®,T) < M,+ H .

On remarque que Z est non vide puisque (uq, ®,) € F-(s,0). On note T* = Sup Z. Le
Théoreme 3.5.1 entraine que 7% € Z. Supposons que l'on ait 7% < T}. Dans ce cas le
Théoréme de prolongement 3.4.1 s’applique. Il existe T > T | et une solution (uy, ®3) €
F.(s,T5) qui prolonge (u, ®) et vérifie (3.5.14), ce qui contredit la définition de T*. On a
donc T =TT et le Théoreme 3.5.3 en résulte.

t

Preuve du Théoreme 2.6.2.
Considérons un couple de données initiales (u,, ®,) € F2(2s + 3). D’apres le Théoréme
3.2.1 il existe une solution approchée (uq, ®,) € F2(2s + 1) telle que (ugp=0, Pajt=0) =
(to, Dy). Il résulte du Théoreme 3.5.3 et de la Remarque 3.2.2 que la solution (u, ®) €
F.(s,Ty) est aussi solution du probleme de Cauchy (2.3.2) (2.3.3) ce qui prouve le Théoreme 2.6.2.

O

3.6 Prolongement d’un choc faible. Preuve du théoreme 2.7.1

Soit , un ouvert de la forme Q, =|T,,0[xw, x J, (cf Définition 2.2.1). Soit (u,, P,)
un élément d’une classe de chocs faibles de classe C?* définis sur €,. Par changement
de variables, la Proposition 2.3.3 fournit une solution locale (uy,®;) dans une famille de
solutions de classe C%* pour le systeme (Sg), au sens de la Définition 2.3.1. Ces solutions
locales sont définies sur un ouvert |77, 0[x 2y avec T, < T/ <0 et 'Y = w1 C w,.

Puisque € est un ensemble borné, on a CZF(]T7, 0[x Q) € H?*(|T!,0[xQf) et d’apres
la Proposition 3.1.5, il existe Ty > 0, 25 C €y, une famille de solutions approchées F*(2k —
2,]T! T5[x ) et un élément (u,0, Pyo) dans cette famille tel que (uqg, Po2) = (ug, P1) sur
|77, 0[x .

En posant s = k — 3, la Proposition 3.1.4 fournit une famille de solutions approchées
globales F*(2s + 1,] — T3, T3[xXR") et un élément (u,3, Po3) de cette famille qui coincide
avec (Uqz, Pg2) sur un ouvert | — Ty, T3[x Q3 avec Q3 C (.
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Le Théoreme 3.5.3 implique qu’il existe 7" > 0, un ensemble F(s,T") de solutions et
(u, @) € Fo(s,T) tel que (u, P) = (ua3, Puz) = (uy, P1) sur | =75, 0[x 3. Alors, la restriction
(W, ®) de (u, ®) & ]—Ts, T[xQy est une solution locale exacte du systéme (Sg) qui prolonge
(u1, ®1).

Etant donné que (u, ®) € W2(] — Ty, T[xR") C H*(] — T3, T[xR"™) et que H* C Cf
pour K < s — (n+ 1)/2, on voit que (&, ®) est une solution locale de classe C* avec
k' <k —3—(n+1)/2. En revenant par changement de variable (cf Remarque 2.3.2) on a
donc construit une famille de chocs faibles qui prolongent ceux de la famille donnée dans
le passé, démontrant ainsi le Théoreme 2.7.1.

Remarque 3.6.1. 1l est possible de déterminer une solution exacte pour le systeme
(Sr) et prolongeant (u;, ®1) en procédant de maniere un peu différente. Puisque (uy, 1)
est solution locale ( cf définition 2.3.1), il existe une fonction p; = —e et définie sur
|T,,0[x$, telle que 'A; = a; = In(—[u11]/€), ou [u11] désigne la premiere composante du
saut de ;.

En prolongeant A; et en prenant les traces (uio, ®19) = (@1p=0, P1j=0), on obtient
des données initiales compatibles locales associées a cette fonction p;. En appliquant
le Théoreme 3.1.2, on construit alors une solution approchée globale que nous notons
(Uaa, Pas) et qui peut étre différente de celle déja construite en appliquant les Propositions
3.1.5-3.1.4 que nous avons notée (ug3, Py3) -

Cependant, si on prend la méme fonction p; pour construire les deux solutions ap-
prochées, le Théoreme 3.5.3 donne deux solutions (uy, ®4) et (uz, P3) qui sont identiques
localement, grace a la vitesse finie de propagation, c’est a dire sur un ouvert de la forme
10, T[x 3 ou Q3 est une boule ouverte centrée a l'origine.
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4 Estimations préliminaires

On regroupe dans ce paragraphe quelques inégalités utiles. Ce sont des variantes des
inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de Sobolev associées aux espaces W2 et H%* (voir
par exemple [Ma3] ou [Mé1]).

4.1 Inégalités non linéaires

Rappelons que T, < 0 est fixé et que Qr est défini en (3.2.1). En désignant par Ly
I'espace LP associé & la mesure e=2" dx, nous commencons par rappeler les estimations de
type Gagliardo-Nirenberg valables dans les espaces H**(Q7) et W2 (Q7).

Lemme 4.1.1. Soit s un entier positif.
i) 11 existe une constante C telle que pour tout T' > 0, tout vy > 0, tout u € L>(Q7)N
H*$(Q7) et tout multi-indice (u, ) vérifiant (i + |a])/s <2/p <1, on a

2/p
8,75 T] :

ii) 1l existe une constante C telle que pour tout T' > 0, tout v > 0, tout tout
u € L>®(Qr) NW2(Qr) et tout multi-indice (p, o, k) vérifiant (u+ || +2k)/2s < 2/p < 1,
on a

-~ 1-2
(4.1.1) P 0% |z < C Nl u [ [H

a 1-2 2
(4.1.2) P 60w (| pan < C Il (i Il 522, 7

Preuve. Par prolongement ( cf [Mél]) on se ramene a démontrer ces inégalités pour des

fonctions définies sur R™*!. En intégrant ¢;{e *""u.d;u.|0;u[P~?} on obtient 'estimation :
@13 NGul<Clluly {32 6% s} avee 1g+1/r=2/p.
loe| <2

On montre de méme en introduisant les normes :

(4.1.4) lwllgay= D> A 0% |1z

<k
I'inégalité :
(15 Neulp< O w52 [luly,]” pour (utlah/k=2/p<1.
Par ailleurs I'estimation (4.1.1) est évidente pour p = 2. On l'obtient alors grace a 'inégalité

de Holder dans le cas général (u+ |af)/s <2/p<1.
Pour établir (4.1.2), on démontre d’abord que

(4.1.6) 10w < Cllvllggll 2ull;  pour 1/g+1/r=2/p.
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La démonstration est identique a celle de (4.1.3). On en déduit, en procédant comme pour
établir (4.1.5) :

1-2 2
(4.1.7) |00 lliz< C v 5271 930 22 pour 2/p=k/s.
D’autre part, a partir de (4.1.3), on obtient I'estimation :
(418) Pl e < C el |l

ou o > 0 est un entier donné, k = (u + |a|)/o, 0 < pu+ |a] < o, ¢ = 2(0 + ko) /k, avec
k, entier > 0 et p est défini par 2/p = 2(1 — k)/q + k. On applique ensuite (4.1.7) & 9*u
avec ¢ défini par 2/q = k/s. En posant v = 0%u, et en appliquant (4.1.8), on obtient :

(4.1.9) | 80k g < C ) A 1™ |1 O L,

On estime ensuite || 0%u [ze par (4.1.7) et on obtient I'inégalité (4.1.2) dans le cas limite
2/p = (n+ |a| +2k)/2s.
Le cas p = 2 est trivial et le cas général (1 + |a| 4+ 2k)/2s < 2/p < 1, s’obtient grace a
I'inégalité de Holder.
U

On déduit du lemme 4.1.1 les trois lemmes suivants.

Lemme 4.1.2. Soit F' une fonction C* de ses arguments telle que F(0) = 0. Pour tout
entier s > 0, il existe une fonction C(-) telle que pour tout T'> 0 et pour tout vy > 0 on a :
i) pour tout u € L*®(Qr) N H%(Qp) vérifiant || u || o< M,

(4.1.10) I F(u) sy r< COM) Tullsqr -

Y

i) pour tout  u € L®(Qr) N W (Qq) vérifiant || u || pen< M,
(4.1.11) | F(u) ll2syr< C(M) [ w |21 -

Lemme 4.1.3. Pour tout s, il existe une fonction C(.) et une constante C telles que :

i) pour tout uy,us,...,u, € L®(Qr) N H*(Qr), le produit u;.us.....u, est dans
L>(Qr) N H**(Qr). De plus, pour tout (u, oy, ag, ..., ;) tel que p+ 7 || = s, on
a

P

(4.1.12) P 8% x 8 X x %% [l < CON{ Y i I 1}
=1

et, en posant |a| =Y F_, |ay|,
P

(4.1.13) | 6% x 82w X oo X 5% Ly < (J(M){Z | u; ||§,77T} .
i=1
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ou M est tel que Y 7, || w; ||%, < M
ii) Pour tout a et tout u dans L>(Q7) N W2 (Q7) le produit a.u est dans L>(Qr) N
W2 (Qr). De plus, pour j + || + |3 +2(k +1) = 2s, on a :

(4114) ) 6°0ka x 80k o< Crf{ll @ Wyl w o + 11w 5l @ e }

Lemme 4.1.4. Il existe une constante C' telle que pour a € L>(Qr) N H***(Qr), u €
L= (Qr) N W2(Qr) et p+ |a] + |3] + 2k = 2s on a

(4114) 9 8% x 8%05u llopr= C{lla Izl v losr + Nl sl @ o}

4.2 Estimations L

On utilisera différentes variantes des injections de Sobolev.

Lemme 4.2.1. Soit k > 0 un entier. Il existe une constante C' telle que pour tout T > 0
et tout v > 0 on a les injections et les inégalités suivantes.
i) Pour tout entier o > n/2 + k et pour tout u € H? (wr) on a u € W (wr) et

(4.2.1) ulir < C 7 |uloqr.
ii) Pour tout s tel que 2s > n/2+2k+1 et pour tout u € W?*(Qr) on au € Wk (Qr)

(4.2.2) [ ullfr<Ce™ | ullasyr -

Preuve. 1l existe un opérateur de prolongement par réflexions, Er, de H? (wr) dans H? (R")
tel que

(423) ‘ET(UNU S C|U‘O',T7

(4.2.4) ulor < € Juloqr,
oti C est une constante indépendante de T'. D’autre part, si o > 5 + k,
(4.2.5) I Er(u) [[x< ClEr(u)l, -

L’inégalité (4.2.1) en résulte.
Pour établir (4.2.2), on considere (cf [Mé1] ) I'espace E*!(R™) muni de la norme :

(4.2.6) lvllsa= D> 119505 |12
|a|4+2k<s
k<1
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Par transformation de Fourier, on obtient une norme équivalente a (4.2.6)

(4.2.7) v lI32= /[(1 +IEP) + &P+ [E7) 7 [a)]” dé -
Pour 2s > 4 + 2k + 1, on en déduit I'inégalité :
(4.2.8) [0 [[z< Cllolas -

Comme précédemment, on conclut en utilisant un opérateur de prolongement, Ep de
W2 (Q7) dans W2 (R"*!) ainsi que I'inégalité :

(4.2.9) | lasr< e || [lasqr -

On en déduit immédiatement le lemme suivant.

Lemme 4.2.2. Soit k un entier tel que k > 0.
i) Pour tout entier o > n/2 + k + 1, il existe une constante C' telle que pour tout
T >0, tout Ty € [0,T], tout v > 0 et tout u € H?(wr), on a

(4.2.10) ulir < Julig, + O ~T) €7 Julgsr.

ii) Pour tout entier s tel que 2s > n/2 + 2k + 2, il existe une constante C' telle que
pour tout T > 0, tout Ty € [0,T], tout v > 0 et tout u € W?*(Qr), on a

(4.2.11) lullir<llwllin +C(T=T1) " |l ullzsqr -
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5 Opérateurs de traces et de relevement de traces

Dans ce paragraphe on introduit et étudie les opérateurs de relevement de traces qui
sont utilisés pour définir les fonctions p* qui interviennent dans les équations de ®. On
montre qu'ils vérifient la propriété (3.2.2) de la Proposition 3.2.1.

5.1 Un lemme de trace

On se donne T, < 0 et pour T' > 0, Qp est défini par (3.2.1). Pour u définie sur {27 on
note u* la restriction de u & QF et Tu™ la trace de u* sur wr (lorsquelle est définie). On
convient de noter T'u le couple de traces (T'u™, T'u™).

Lemme 5.1.1. Pour u € W*(Qr) avec s > 1, les traces Tu™ sont bien définies dans
H?"Ywr) et on a

(5.1.1) Tulas—147 < Cllull2ss,r
ot C est une constante indépendante de v et de T'.

Preuve. 11 suffit de faire la démonstration sur R"™! et d’étudier la trace de v = e u
(voir la Proposition 7.2.1 de [Mé1]). On considére d’abord I'espace E2*'(R™*!) muni de la
norme :

(5.1.2) lullosnn = >~ (L+2)*105 %] 2
|| +2k<s
k<1
En notant [|ul]ss, la norme de W2*(R™!), on a clairement :

(5.1.3) ullas 1 < Cllullzsy

ou C est une constante indépendante de ~.
D’autre part, la norme |[ul|ys .1 est équivalente, avec des constantes indépendantes de
v, a la norme

25—2
(5.1.4) ||u||§w2:/ [(1+7)2+|§’|2} [(1+7)4+|€’I4+(1+7)2€2 D6 de .

]Rn+1

De méme, dans H2*~'(R") la norme de T'u s’écrit

(5.1.5) Tulpe 1y = Y. (1+7)"|e 0ulL.

pt|o]=2s—1

Cette norme est équivalente, avec des constantes indépendantes de v, ala norme |I'ufas_1.1
définie par

(516) ’Fubs,l’%l = /Rn |:(1 _|_fy>2 + |€/‘2i| 25—1 ’f‘\v(fl)‘Q d£I
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On remarque ensuite que :
— ]_ o
(5.1.7) Fo() = - [ 96 déo.
T JR
En posant ¢(¢',&,,v) = (1+7)? + || + (1 + 7)%&2, on obtient la majoration :

(5.1.8) ITo(¢))? < C/R[g(g’,gn,v)]ldgn X /}Rg(é,fm)lﬁ(f’ﬂ2 A& -

En reportant cette estimation dans (5.1.6), on voit que le second membre est majoré par
(5.1.4), ce qui prouve le lemme.

g

5.2 Construction d’un opérateur de relevement de trace

On se donne un entier m > 2s. On choisit une fonction x(y) € S(R™) vérifiant

(5.2.1) Supp x C{t =1y, >0},

(5.2.2) la fonction 0(y) = x(y) —27™x(y/2) peut s’écrire sous la forme :
o) = 3 0°fuly)  avec fu€ S(RY),

|a|=m

~

(5.2.3) il existe une constante C' > 0 telle que la transformée de Fourier-Laplace 8(n—ivy) =

5(770 —i7,1') de 0 vérifie

0(n —iy)| < Cnp—iy[™  si |np—iy| <1,

Un exemple de fonction y ayant ces propriétés, s’obtient de la maniere suivante. On
considere d’abord une fonction g; € C*(R"™1) telle que g1(n') = 1 sur un voisinage de 0.
On définit ensuite dans le demi-plan D := {Im7 < 1} la fonction de la variable complexe 7

1
(5.2.4) ga(7) = exp<—5 In(1 +¢T)> .
Les fonctions g, et 1/gy sont holomorphes dans D et il existe un polynoéme P, de degré
m, ainsi qu’une fonction gz holomorphe dans {|7| < 1}, tels que :
(5.2.5) Ga(7) = Pp(7) + 7" gs(7) .
Pour 7 € D, on définit la fonction
(5.2.6) h(1) = g2(T) Pp(T).
On définit x au moyen de sa transformée de Fourier
(5.2.7) X(m.0') = h(7) g:(n)

et on vérifie en utilisant (5.2.5) et (5.2.6) que x vérifie les propriétés (5.2.1) (5.2.2) et
(5.2.3).

t
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On se donne d’autre part une fonction p(z,) € C*°(R) a support dans {|z,| < 2} et
qui vaut 1 pour |z,| < 1. On note xx(y) la fonction  xx(y) = 2% x(2%y) et pour k > 1,
on note  Ox(y) = xx(y) — xx—1(y). On désigne alors par R;(y, z,) la fonction

(528)  Ri(y,wn) = @(n) x(y) + D92 x,) Oc(y)  pour (y,x,) € R
k=1

et on note R; l'opérateur de convolution :

(5.2.9) Ruly, x,) = / Ri(y—y, x,) uw(y) dy .

n

Lorsque u € S(R™), on définit Ru  par la formule :

(5.2.10) Ru= lim Rju.

J—+00

On a alors Ru(y,0) = lim; 4« Rju(y,0) = u(y)

Dans les paragraphes suivants, nous montrons qu’il est possible d’étendre la définition
de R aux espaces W (wr) et H*(wy). Pour cela nous utiliserons des opérateurs de pro-
longement dont les propriétés font 'objet du lemme suivant.

Lemme 5.2.1. FEtant donnés s et i, il existe des une constante C' et des opérateurs de
prolongement Ep de W*>(wr) dans WH*>(R x R""!) et de H*(wr) dans H(R x R*"1)
tels que pour tout T' > 0 et tout v > 0,

(5.2.11) |Er(u)];, < Clul}, 7,

(5.212) [Br(w)ly < CLe™ Julyyo+ lulsrr |
De plus, si 0 < T < T", alors,

(5.2.13) Er(u) = Ep/(u) sur | —oo0,T] x R*1.

Preuve. On désigne par x(t) une fonction C*°, nulle pour t < T, et valant 1 pour ¢ > 0.
On prolonge u; = x u par 0 pour t < T,, puis par réflexion pour ¢t > T :

K
(5.2.14) Uy :ch w (T — k(t—T),2") pour t>1T,
k=1

ou les ¢, sont les coefficients usuels vérifiant

K
(5.2.15) cr (kY =0 pour 0<j<K-1.
k=1
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De méme uy = (1 — x) w se prolonge par 0 pour ¢ > 0, puis par
K

(5.2.16) Uy = ch uo(T, — k(t —T,),z") pour t<T,
k=1

Alors, si K > s et K > u, 'opérateur

vérifie les propriétés annoncées.

5.3 Action de R dans les espaces W #>
Proposition 5.3.1. i) L'opérateur Ry = R o Er opere de L™ (wy) dans L*>(Qr) et

(5.3.1) IR (u)llor < Clulgr

i) Siu € Wk (wp) on a §*Ry(u) € L>®(Qr) pour |a] < k et
(5.3:2) 10°Rr(u)llor < Clulir -

iii) Pour 2k < m, O*Ry opére de W?**°(wr) dans L>=(Qy) et
(5.3.3) 10 Rr (w57 < Clulsyr-

iv) Si0 <T <T’', on a pour tout u € L*®(wr)

(5.2.4) {RT(“le)ZRT/(U) sur Qr

Rr(u)=0 surQp si u=0 sur wr
Dans (5.3.1)(5.3.2) et (5.3.3), C' désigne une constante indépendante de T' > 0.

Preuve. Grace au Lemme 5.2.1, il suffit de montrer des estimations analogues pour Ru,
lorsque u est définie sur R™. En posant ¢ (z,) = ¢(z,) — ¢(4x,), on a d’apres (5.2.8) :

(5.3.5) By(y.aa) = 3 0(2% ) xaly) + o(292) ;(y).

o

.

£
Il

Puisque 1 est & support dans la couronne {1/4 < |z,| < 2}, on a (2%x,) # 0 pour au
plus trois entiers k& de la somme. D’ou :

(5.3.6) IRjullzoe < 3l llzee llull Lo Ixlr + [l oo ]| oo [[ ] 1
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ce qui prouve (5.3.1) .
Pour établir (5.3.2), on remarque d’abord que R; commute aux dérivations tangentielles
0, Pour les dérivées conormales, on a

(5.3.7) PRy, x,) = R} (y, ) * u(y)

ou R}(y,x,) a la méme forme que R;u(y, x,). L'estimation (5.3.2) en découle.
En notant ¢; = 9%y, on obtient

(5.3.8) ONR;(y, ) = 1 (n)Xo(y) + 222”’“ (2220, (y) -

Si 2k < m, on peut alors écrire en tenant compte de (5.2.2) :
(5.3.9) Oy) = DY 0.(y) avec 0, € SR").
|a|=2k

On en déduit que

(5.3.10) 2750, (y) = Y 270{6a(2"y)}
|a|=2k

et en posant wu,(y) = 22750, (y) * u(y), il vient

(5.3.11) ONRyu(y, ) = ¢1(x)Xo(y) * uly) + Y 0127z )up(y) -

p=1
Avec C1 = 37, o, 10a][ L1, (5.3.10) implique que
(5:3.12) i < C Juls,.
Comme les supports des fonctions ¢;(2%1,,) sont deux & deux disjoints, on en déduit que
(5.3.13) 103 Rjullree < lloallzee [l o [ Xoll 21 + Cllon | pos [lull5

et I estimation (5.3.3) en résulte .
Enfin, (5.3.4) découle du fait que R est un opérateur de convolution par un noyau a
support dans {t > 0}.

O

On déduit immédiatement de la proposition (5.3.1) le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.2. L’opérateur Ry opére de W2 (wy) dans W**°(Qr) et on a I’ estima-
tion

(5.3.14) [Re(u)ller < C lulzr,

ou C' désigne une constante indépendante de T > 0.
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5.4 Action de R dans les espaces H*
Proposition 5.4.1. i) Pour tout entier s > 0, Ry opére de H*(wr) dans H**T1(Qr) et

(5.4.1) IR (@1 € C{e™™ Juluso + lulsir
i) Pour 2k < s, ¥Ry opére de H*(wr) dans H**T1=2%(Qr) et

(5.4.2) ”asRT(U)HZH—Qk,%T < 0{6727% |“|s,%0 + |u|s,%T}
iii) Si0 < T < T on a pour tout u € H*(wy)

(5.4.3) { Rr(tw,) = Ry (u) sur  Qr,

Rp(u) =0 sur Qr si u=0 sur wr.
iv) Pour tout u € H*(wr),
(5.4.4) I'Ry(u) =u.
Dans (5.4.1) et (5.4.2), C' désigne une constante indépendante de vy et T

Preuve. En utilisant le Lemme 5.2.1 | on se ramene au cas ou u est définie sur R™. En
posant R} (y, v,) = e " R;(y, ), on définit d’abord l'opérateur de convolution

(5.4.5) Riu(y, vn) = R} (y,zn) * u(y)
On a alors
(5.4.6) Rju = "R (e u)

La transformée de Fourier en y de R} (y,x,) s” écrit

-1

(5.4.7) Y (n,xn) = ) 0(2%2)X2 " (0 — 7)) + 027 2,)X(277 (1 — i7))

o

.

B
Il

ou 'on a noté n — iy = (1, —iv,n’') et X(n —i7v) la transformée de Fourier-Laplace en y de
x. On désigne par @] ;(n, x,) 'expression :

37 (.1 = 3 (2 ) 220 — 7))

o

<.

e
Il

et (5.4.7) s’écrit sous la forme :
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La condition de support sur ¢ implique que :

J
(5.49) / B (1, 2)[2 oy < C S 2 H1R(2 7y — i) 2
R k=0

On utilise ensuite I'estimation
(5.4.10) X =) <Clnp—in|? i In—iy|>1
pour majorer |X(27%(n — iv))|par :

C, s 270 Ip—iy| <1
C2%|n—iy|™2, st 27%|n—iy]>1

On en déduit qu’il existe une constante C' telle que :
(5.411) [ 103 doy < L1+ )4 )
R

En posant v = e "*u, il en résulte que

(5.4.12) (L +NIRjvl|r2 + [[0,Rvze < C |v]gz.
Compte tenu de (5.4.6) on obtient :

(5.4.13) (1 + IR yulory + 10,Ryullory < C lulos
Comme 05 R} (y, v,,) a la méme forme que R} (y,v,), on a de méme :
(5.4.14) (1 + IRl + 10,02 R1llon < C lulos

Par ailleurs, R; commute aux dérivations d,. On en déduit I’estimation :
(5.4.15) ||Rju||l;+1,’y < Culsy

ou (' désigne une constante indépendante de v et j.
On définit ensuite

(5.4.16) O(n,x,) = > (2%2,)R(27F(n — iv))
k=o
et, en désignant par R?(y, z,) la transformée de Fourier inverse en de ®7(n, x,,), on définit
I'opérateur
(5.4.17) R0(y, xn) = R (y, ) x v(y).-

Avec(5.4.15), on vérifie que si u € H3(R™) alors Rju converge vers Ru dans H)**H(R")
que I'inégalité (5.4.15) est encore vérifiée pour Ru avec la méme constante C'. L’estimation
(5.4.1) découle alors de (5.4.15) et (5.2.12).
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Pour établir (5.4.2), on introduit ®7(-, z,,), la transformée de Fourier O RY(-, z,,). On a
(5.4.18) 7, x0) = @1 ()X (0 — i7) + Z 220, (2%2,)0(277 (1 — i7))
ott ;= OFp est & support dans la couronne {1 < |z,| <2}. On a

5419) [ @) de, < C{Ijl m2+224“p\e<2 - )}

En utilisant (5.2.3) on majore les termes |§(2_7’(77 —i7))| par

C 277 —in|™ i 27Pn—iy| <1,
C si 27Pp—iy| > 1.

On déduit alors de (5.4.19) I'estimation :

(5.4.20) [ 10310 dy < Ol )24 7
R
Il en résulte que
(5.4.21) L+ NER | 2 + 050, RMv[|z2 < C Y (1+7)"|050] e
|oe|+pu=2k

Compte tenu de (5.4.6) on obtient, en notant v = e~ "y,
(5.4.22) (14 DRl + 10,5 Rutlory < C s

En commutant ensuite 9;R avec les dérivées 0 et en remarquant que I'opérateur 620FR
est de la méme forme que ¥R, on obtient

(5.4.23) 1op R (W)l es1-2k < C Julssy -
L’estimation (5.4.2) découle alors de (5.4.23) et (5.2.12).

On déduit de la Proposition 5.4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 5.4.2. Pour tout entier s > 0, Ry opére de H**=(wr) dans W?¥(Qr) et

(5.4.24) IR (@)lasrr < CLe™>™ fulsary + fuls-1rr

En outre, pour toute dérivée conormale §, dRr opére de H**(wy) dans W2 (Qr) et

(5.4.25) JR 2 (W)llasrr < CLe™ ™ Julasiyo + [ulz0}

Au paragraphe 6, nous utiliserons le lemme suivant.
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Lemme 5.4.3. Soit s > 1 et soit k tel que 1 < k < s — 1. Pour tout u € H*7(
trace de ORr(u) est bien définie dans H*~**~1(wr) et on a :

(5.4.26) TO"Rr(u) =0
Preuve. Siu € S(R"), on vérifie que :
(5.4.27) TOER;(u) = 0

I en résulte que TOIR (u) = 0 pour u € H2*~'(R™).
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6 Compatibilités. Constructions de solutions approchées

Dans ce paragraphe, on analyse les conditions de compatibilités que doivent vérifier
les données initiales pour que la solution du probleme mixte soit réguliere de chaque coté
{£z, > 0}. La problématique a été présentée au §1.2.9. L’idée générale est simple : le
développement de Taylor en t = 0 de la solution (u, ) est déterminée de maniere unique
par la donné initiale (ug, ®g) et ce développement de Taylor doit satisfaire les conditions
aux limites au sens des développements de Taylor (voir par exemple [Ch-Pi], [Ma-Ra]). L’-
analyse est semblable a celle de [Ma2], a ceci pres que nos équations pour ® sont différentes.
On peut aussi voir les calculs comme une extension aux chocs faibles de I’analyse des con-
ditions de compatibilités pour les ondes soniques faite dans [Mé1]. On renvoie aussi a [Al]
pour une I’étude analogue des conditions de compatibiltés pour les ondes de raréfaction.

Au §6.1 on explicite la forme du développement de Taylor des solutions. Les conditions
de compatibilités sont énoncées au §6.2. Elles sont analysées au §6.3, ou 'on construit
des familles de données initiales compatibles (Proposition 6.3.1). Au §6.4, on démontre
le Théoreme 3.1.2 qui construit des familles de solutions approchées a partir de données
initiales compatibles. La version locale de ce résultat (Proposition 2.4.1) est démontrée au
§6.5. Enfin, on montre au §6.6 que I’on peut prolonger des solutions approchées locales en
des solutions approchées globales et au §6.7 que ’on peut prolonger des données initiales lo-
cales compatibles en données initiales globales compatibles. Ceci démontre les Propositions
3.1.4 et 3.1.5.

6.1 Développement de Taylor des solutions

Soit (u, ®) une solution exacte du probleme (2.3.2) (2.3.3) (2.3.8) (2.3.9) sur [T5,, T']xR"™.
On définit z = 0,u/0,¢. En notant a = In(—[u1]/¢) et A une fonction telle que 'A = a
comme en 2.3.11) (2.3.12) ), on définit p = —e e?. Les équations (2.3.2) (2.3.3) (2.3.8)
(2.3.9) s’écrivent

(6.1.1) Ou = Z At u)Oju — Ayt (u) M (u, 0,®)z sur Qr,
(6.1.2) Ot = Fr(ut, 9,07, p)  sur  QF,

(6.1.3) 0,0 =F (u=,0,97, p) sur Q7

(6.1.4) @] =0, Pu,—0=0¢ et Ohd=Au",u,99¢) sur wr,
(6.1.5) W] =p U (u=,0,6,p)  sur wr.
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En définissant Uy (u™, 0,0, p) := pU~(u™, 0,0, p), (2.2.6) implique alors que
(] =p et Fr(u™ +U(u™,0y0,p), 0,2, p) = F (u",0,97,p) swr wr,

ou [u1] désigne la premiere composante de [u].

~ On désigne par u;, ®;, ¢;, zj, p; les traces sur {t = 0} des dérivées en temps 8,5]@, 3g<1>,
/¢, 0/z, 0] p. En dérivant par rapport a t les équations (6.1.1) & (6.1.5), on obtient les
relations de récurrence suivantes :

J
(6.1.6) Ujy1 = Z le-.Aj_lzl + B; sur {£x, > 0} pour j >0,
1=0
(6.1.7) 20 = an:;)(()) et z;= angjo + 2Z; sur {£x, >0} pour j > 1,

(6.1.8) @5, =F(ug,....,u],0,95,...,0,®F, po, ..., p;)  sur {x, >0} pour j >0,

(6.1.9) @5, =F; (ug,-yuy, 0,80, ..., 0,97, po, ..., pj)  sur {x, <0} pour j >0,

j oy Ugy

(6.1.10) [uo] = Uo(ug,0,Po, po),  [uj] = p;jOUs +U; sur {t =z, =0} pour j > 1,
ou , /
Aj(UO, ceey Uj,y 8y<I>0, ...8y<I>j, (I)j+1) ,
Bj(UO, cey Ug,y 8,yU0, ceey a’yuj) s
(

Z; Gnuo, ceey ant_l, 8n<1>0, ceey 8nCI>]) 5
+

<

kﬁ

<

s ceey J )
u;,d,Pp, ..., 8@,@;, 005 s P) 5

y ey Wy

Z/{O(u(;’a,y@()apo)?
Ui(Ug sy, 0y By s oy Oyd5 s pos e 1) pour j > 1,

sont des fonctions C* de leurs arguments.
On note que Uy = 0 quand pg = 0 et que pour j > 1, on a

+ + o I &t
Uy s ooy 50y @y, Oy @, pos s pj)
0

(
i (

kﬁ

<

U,

La condition (6.1.4) entraine aussi que ] = ®; = ¢; sur {t =z, = 0}. Les fonctions
F;" et F; vérifient en outre sur {t = x,, = 0} la propriété suivante :

Frug,...,uf 8/(133,...,8;<I>;r,,00,...,pj) =

(6.1.12) JAbr o .
f. (UO,. U, a'CI)O,...,(%(I)j ,po,...,pj)

J 0Ty

lorsque les u} , u; sont liées par (6.1.10). On a alors [®;] =0 pour 0 < j < 2s — 1.

J )
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6.2 Conditions de compatibilités

On reprend dans ce paragraphe les notations introduites au paragraphe 2.4. On se
donne des parametres réels 7. < 0 < 7] et on désigne par € un ensemble ouvert qui sera
soit une boule ouverte de R" centrée & l'origine, soit R”. En désignant par QF et w les
ensembles ouverts définis au paragraphe 2.4, on se donne des ensembles By, By, B3 bornés
respectivement dans p— H?T3(Q), p— H*+4(Q) et H*3(]T!, T{[x). Pour ¢ donné dans
10, &,], on considere ensuite des fonctions (ug, ®¢ , p) vérifiant les conditions suivantes :

(6.2.1)
(6.2.2)  (ug —ul , uy) € By,
(6.2.3)  (®F — . Og —a,) €By
(6.24) [Bg] =0 .

p est delaforme p=—cet, A€ B,

Les relations de récurrences (6.1.6) , ... , (6.1.9) permettent alors de construire pour

1 <j <2s—1 des fonctions qu , @f , zﬁl définies sur R} et R".

Définition 6.2.1. Les données initiales (ug, ®g) sont compatibles a I'ordre 2s — 1 s’il
existe une fonction p de la forme (6.2.1) telle que les conditions (6.1.10) sont vérifiées sur
laréte {t = x,, = 0} pour tout j € {0,...,2s — 1}.

Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que les données initiales (ug, Py) appartiennent a
I'ensemble F2(2s+3, ) (noté simplement F?(2s+3) lorsque 2 = R"). Nous dirons que la
fonction p est associée a (ug, ®g) et, par abus, on écrira encore (ug, Do, p) € F2(2s + 3,9).
D’apres (2.2.6) et (6.1.12), on a dans ce cas :

(6.2.5) po = [uo,1]
ou ug,; désigne la premiere composante de uy. De plus,
(6.2.6) [q)j]|{t=xn:0} =0, je€ {0, cee 28— 1} .

Nous explicitons maintenant les conditions (6.1.10), afin de construire de larges classes
de données compatibles. On vérifie par récurrence les formules suivantes.

Proposition 6.2.2. Soient (ug, Py, p) des fonctions vérifiant les conditions (6.2.1)...(6.2.4).
Pour j € {1,...,2s —1}, il existe des fonctions C* de leurs arguments B;, Q;, F;“ et I,
telles que

(6.27)  wj; = (0,P0) TAJ ug + Bj(0%ug, 02Dy, 0%p)  sur QY et Q7
ou B; est une somme de termes

O(Uo, é@g) 3Q1U0 80‘2@0 8a3pk
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avec |ay| < J, 0% £ 00 | ag| < j+1et |ag| +k<j—1.
(6.2.8) 21 = (0n®o) A Hug + Q;_1(0%1ug , 922D , D% py) sur QF et Q7

ot (Q;_1 est une expression de la méme forme que B;.

@4‘ F+ %1 agq)'f' s Q-i—
(6.2.9) { (0“ug , 0 0%p)  sur :

CIY —F (8a1u0 , 8‘12@* , 0% py) sur 7,

01?1 Fjﬂ F;” sont des sommes de termes C(ug, 0P) 8a1u3: 02Py 0% py, avec || < j, 01 #
) ’ |Oég| S.]}@aQ;éagL et |Oé;3|+k§j—1

On notera que sous les hypotheses (6.2.1) a (6.2.4) avec 2s+3 > 7, les formules ci-dessus
définissent bien u; € p—H*T371(Q), z; € p—H*1*77(Q) et ©; € HEsti-d)

On rappelle que Ay (ug, 9, Po, P1) = ®11 — G(ug, 9, Pp). Sur {t = x, = 0} on introduit
la matrice :

(6210) AJF = Ag (Ug, 3;@0, le) lel G(UO 78/ )

En notant go = ¢1 — Mug, 0, ®o) et My = Aug, 0, ®o)I — G(ug,d,Pg), on réécrit cette
matrice sous la forme :

(6.2.11) Al = gol + M{

Par hypothese, la matrice M a un noyau de dimension un dont un vecteur de base a
été noté R(ug, 0! ,®o) au paragraphe 2. Elle est conjuguée a une matrice symétrique. On
désigne par p; = p;(ugd ,8;@0) le projecteur sur le noyau de M{ parallelement & l'image
de Mg. On note p; = pa(ug, 9,®o) = Id — py le projecteur sur 'image de M.

Proposition 6.2.3. Il existe des fonctions C* de leurs arguments jiy, F1 et pour j > 0,
Ej, R;r et Z;, telles que si € est assez petit et si (ug, ®o, p) vérifient les conditions (6.2.1)
a (6.2.4), les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Les données (ug, ®g, p) appartiennent a la famille F?(2s + 3,Q)

i) La condition [ug] = Uop(ug , 0, Po, po) est satisfaite, et pour j € {0,...,2s — 2} il
existe des fonctions (; appartenant & H*T'7J(w) telles que :

(6.2.12) pi+1(2',0) = G(a")po(2, 0)po(ug , 9, Po, po) + Fi(ug , 9,Po, po)-Lj ,

(6.2.13) ZOIQ R, +7;.

Les fonctions L}, Rj et Z; vérifient les propriétés suivantes.
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a) E; prend ses valeurs dans RY et est une somme de termes de la forme

C(ua7 aq)[)a pO) o u]; ) aa2¢k’27 aa3pk37 Zk_47 Ck5

avec
lon| + k1 <j+1, lay| <1,
o+ ke <j+2, <2,  k<j+1,
o3| + k3 <j+1, ks <3y,
ks <j, ks <j—1.
En outre, F; = 0 quand pg = p1 = ... = p; = 0.
b) R} est la fonction de (ug, ....,u],0y¢0, ..., Oy¢;) telle que

RE(uf, ooy}, 0o, .o, Dyy) = DI R(u™, 0,0) 10

SN TAINGH
¢) Z; désigne une fonction prenant ses valeurs dans R de la forme :
Zj = po(x’,0)¢(2") Fa(ug , 0, o, po) + Ma(ug , 0o, po) Ej

ot F, désigne une fonction prenant ses valeurs dans RY et M, une matrice de taille N. De
plus les fonctions Z; vérifient p,(Z;) = 0.

Preuve. a) On suppose que [ug] = Uop(ug ,d;,Po, po), et on montre que la condition de
compatibilité (6.1.10) pour j = 1 est équivalente & (6.2.12) (6.2.13) pour j = 0.

La relation (6.1.6) pour j = 0 implique que [u;] = Ag [20] + [Ao] 25 + [Bo]. Donc (6.1.10)
pour 7 =1 a lieu, si et seulement si

(6214) \IJQ = .Aa_ [Zo] — leo — EO =0

ot 'on a posé Hy = 0,Uy(uy , 0, Po, po) et Ey = Uy — [ Aoz, —[Bo]. Compte tenu de (6.2.11),
on a :

(6.2.15) Wy = Mg [20] + golz0) — p1Ho — Ep .
En projetant sur le noyau de M, il vient
(6.2.16) »1Wo = gopi[z0] — p1p1Ho — p1Ey.

Comme R{ est une base de I'image de py, il existe une unique fonction scalaire (o(2') €
H?$TH(w) telle que

(6.2.17) pil20] = Co(z') Ry -

Pour g assez petit le produit scalaire a := (p; Ho) - R§ est non nul et 'équation p; ¥y = 0
équivaut a

Ry > (pEo) - Ry

Qo &%)

(6.2.18) P = goCo(I’)
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On a remarqué apres (6.1.12) que [®1] = 0 quand py = 0 et [ug] = Up(uy ,d;Po, po). On
en déduit que go/an = popio(y , 9, Po, po) et la relation (6.2.12) pour j = 0 en découle.
En outre, définition de Ej, la condition [ug] = Up(uq , 9, Po, po) et (6.1.11) impliquent que
Ey =0 quand py = 0.

Pour établir (6.2.13) on applique & (6.2.14) le projecteur p, qui commute avec AJ. On
obtient

(6.2.19) paVo = Agp2lz0] — prp2Ho — p2Eo

Si gy est suffisamment petit, (6.2.1) implique que A reste un isomorphisme de 'image
de M{ sur elle méme. En désignant alors par (AJ)~! I'isomorphisme réciproque et en
définissant Zo = paZo = (Ag) ' (p1p2(Ho) + p2(Eo)), on a

(6.2.20) (Ag)'p2a¥o = palz0] — Zo
Avec (6.2.17), on en déduit que si ¥y = 0 alors
(6.2.21) [20] = Co(2") RS + Zo

ce qui est I'expression de (6.2.13) pour j = 0.

Réciproquement, compte tenu de la définition de Zj, si (6.2.21) a lieu, en projetant par
po on voit que poWy = 0. De plus, comme p;Zy = 0 on a nécessairement (6.2.17) et, compte
tenu des définitions de pg et Ep, (3.2.12) implique que p; ¥ = 0.

b) Pour les compatibilités d’ordre supérieur la démonstration se fait par récurrence sur
j. Par (6.1.6), on a

J
(6.2.21) ] =) CHA; 1) + [B)]
l=o
alors que la j + 1-eéme condition de compatibilité (6.1.10) s’écrit.

(6222) [’LL]'+1] = pj+1H0 + Z/{j+l

En utilisant I'hypothese de récurrence, on voit que (6.2.22) est équivalente a une équation
de la forme

(6223) Agw - pj+1H0 = Ej

. i—1 N : . .
o w = [z] =Y 1_, Cf{kRj_k et ou E; est une fonction de la forme annoncée. On raisonne
comme dans a), en projetant par p; et ps.

O
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6.3 Construction d’une famille de données initiales compatibles
globales

Pour chaque ¢ €]0, €, on se propose de construire des fonctions (ug, ®g) € F2(2s + 3).

Proposition 6.3.1. On se donne des ensembles By, By et By bornés respectivement dans
H*H(R™), H*T(R%) et H*T3(R™1). Alors il existe g9 > 0 et une famille de données
initiales compatibles F°(2s + 3) telle que pour tout £ €]0,g0] et tout (uy, ®f, Dy, bo)
vérifiant

(6.3.1) u, € By

(6.3.2) dF —w, € B |

(6.3.3) (@ =0] ,

(6.3.4) bo(z") € Bs

il existe une fonction p(t, ', x,) de la forme (6.2.1) vérifiant p(0,2’,0) = —¢ €@ et une

fonction ug telles que (ug, ®o, p) € F°(2s + 3). De plus, on peut choisir p de sorte que :
(6.3.5) Ol p(0,2',0) =0 pourk>1 et k+j<2s—2.

Pour établir cette proposition, on définit

po(a’,0) = —ee?@) | ud (2’ 0) = ug (2',0) + Uy (ug, 9, %0, po)

et on démontre d’abord le lemme suivant.
Lemme 6.3.2. Il existe des fonctions

(@) s 274(@0) 5w (@0) 5 Gl py(@0) s u(@0), 5], Buid(+,0)
définies sur 'aréte {t = x,, = 0} pour j € {1,...,2s — 1}, vérifiant les relations (6.1.10)

(6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) (6.2.12) (6.2.13). De plus, les ¢; restent bornées dans H**™~J(R"~1)

et les fonctions z;_y,u; , (i1, u;,[2j-1], & ug sont dans un borné fixé de H***3~I(R"1).

La fonction pj(x',0) est de la forme
(6.3.6) pi(a',0) = & e®@ g (")
o g; appartient & un borné fixé de H*T3~J(R"1)

La notation dJug (z',0) ne désigne pas ici une dérivée normale de ug, mais une fonction
définie sur 'aréte, qu’on substitue a '’endroit voulu dans les formules (6.2.7) et suivantes.
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Preuve. La construction se fait par récurrence sur j.
a) Pour j = 1, on définit, en utilisant les relations (6.1.6) a (6.1.9)

¢1 _ f;(ua7a/y®0’po) c H2s+3(]Rn71)
2y = Onuy [0, @y € H*T(R™)
u; =Ay 2, + B,

On se donne arbitrairement (o dans un ensemble borné de H*2(R"!) et on utilise (6.2.12)
pour définir

p1(x',0) = Co(x") po(x’, 0) o (g , 0, o, po) + Fi(ug , 0, Po, po)-Eo -

On note que p; est bien de la forme (6.3.6) puisque Fy = 0 quand pg = 0.
On détermine u; (z/,0) de sorte que (6.1.10) soit vérifié

ul (2',0) = uy (2/,0) + p1 Ho + U, .
Enfin, [z] est défini par (6.2.13)
[20] =GRy + 20

et on pose
Ohug (2',0) = 0,4 (2',0)[z,] + 0nPF (2/,0)z, .

b) Supposons que 'on a construit sur {t = x,, = 0} les fonctions :
gbka Zk—1, u];7<-];_17 Pk, UZJ [Zkfl]a aﬁugv

avec les régularités indiquées dans le Lemme 6.3.2, pour tout k tel que 1 < k& < 7. On pose

wji(a:’ ) = (0,9F) 7 ui (2',0). On construit alors dans cet ordre les fonctions

¢j+17 Z;7 U;+17 Cj7 Pj+15 u;r+17 [Zj]a [wj+l]7 agLJrlu(J)r .
Suivant (6.1.8), on définit
¢j+1 = f.j_(u(;v s 7u]‘_78;q>07 B 783//¢j’p07 s 7p]> :

Les fonctions uj,, et z;,, sont définies par (6.2.7) et (6.2.8). Suivant (6.2.8), on pose

J

wij+l= A" w, + B,
2 = (AyVwi, +Q;  avec w; = (9,%5) 71 g .

On détermine maintenant ¢; de sorte que les projections par p; des équations (6.2.8) et
(6.2.13) soient satisfaites. On choisit arbitrairement une fonction scalaire a; dans un borné
de H?T277(R™ 1) et on définit

(6.3.7) pilwin] = a;(2") Ry .
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En utilisant les relations 8 ug = (0,5 ) wjp1 = (0nP )+ ([wj41] +wj, ), on voit que
I'équation (6.2.8) a satisfaire s’écrit

(23] = (AT Y [wja] + [Ad]wi, + (@]
Comme Aj et p; commutent, sa projection par p; donne
(6.3.8) nlz) = (AT Y pilwj] +Hy = a;Rg + H;,

ou H; = pl([Aé]w; 11 +[Q;]) est déterminé grace aux étapes précédentes et @; s’exprime a
I'aide de «;.
Par ailleurs, la projection de (6.2.13) par p; s’écrit

j-1
(6.3.9) mlz] = GRY + Z CJZ‘Q@/)R;—l :
1=0

Les R;Ql sont déterminés par les étapes précédentes. Comme p; projette sur RRj, on voit
qu'il existe un unique (j(z') tel que (6.3.8) et (6.3.9) soient satisfaites. En outre, (; reste
dans un borné de H*+27J(R"1).

Connaissant (;, on détermine ensuite p;1; par (6.2.12). En utilisant I'hypothese de
récurrence, on remarque que p;4q est bien de la forme (6.3.6) car E; = 0 quand py = p1 =
... = pj = 0. En projetant (6.2.13) par ps, on détermine p[z;]. Avec (6.3.9), on en déduit
que I'équation (6.2.13) est satisfaite.

On définit alors u},(2,0) de sorte que la relation (6.1.10) soit satisfaite

ufir = ujiy + pieHo + U
Il reste & déterminer & uf = (9,9 )" ([wj41] + wi ;) pour que la relation (6.2.8)

soit satisfaite. Par (6.3.8), on sait déja que sa projection sur p; lest. Comme A est un
isomorphisme de 'image de M{ sur elle méme, la projection par p, de (6.2.8)

(6.3.11) palzs] = (AG ) paluw] + pa ([ Ay, + [Q5])

détermine pofw;y1]. Avec (6.3.7) on connait donc [wjy4], et donc &4 ug .
On a construit ®;,; = ®;,, par (6.1.8). La propriété (6.1.12) montre que ®;,, = &,
vérifie aussi (6.1.9).

O
Pour construire p(t, 2’ z,,), on utilise le résultat suivant.
Lemme 6.3.3. Pour j € {0,...,2s — 1}, considérons p; vérifiant (6.2.6). Il existe une
fonction p(t,x") de la forme
(6.3.12) pt, ') = —eete)

ott a(t,x’) appartient & un borné fixé de H**T3(R"), telle que :

O pli—o = pj(2',0) pour 0<j7<2s—1.
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Preuve. Si h < 0 et si a = In(—h/e), il existe des fonctions C* de leurs arguments, f;,
telles que :

8ja‘t:0 = fj(ho/{f hl/E h/&)

Connaissant les p;, on définit les fonctions a;(2') = f;(po/e, p1/e, ..., pj/€), pour 0 < j <
2s — 1. Alors, a; € H*T3J(R"!) et il existe a(t,z’) tel que djay—o = a;. La fonction
p(t,x") = —66“@’“3/) vérifie les propriétés annoncées.

U

Preuve de la Proposition 6.3.1.

Une fois que l'on connait les fonctions hj(z') = diug (z/,0) € H?+37J(R""!) on définit

ug (2, z,) sur R? en relevant de maniere classique les traces h;(z’). On obtient ainsi une

fonction uf (', z,) appartenant & un borné fixé de H**T3(R").
Pour construire p, on détermine a comme au Lemme 6.3.3 et on détermine A €

H?$T3(R") vérifiant

(6'3'13) A|1'7L:0 =a et 3§A|xn:o =0 pourk>1.
On définit
(6.3.14) p(t, @ xy) = At an)

Il en résulte que pour £ >1let j+k <2s— 2,
(6.3.15) O pi(z',0) =0

On construit ensuite les fonctions u] (IDi i ", sur R? et R A partir de ug, ®F et p

au moyen des formules (6.2.7) ( 6.2.8 ) et (6 2. 9) La constructlon et la Proposition 6.2.3
impliquent que (ug, Po) € F2(2s + 3).

U

6.4 Construction d’une famille de solutions approchées

Le but de ce paragraphe est de démontrer le Théoreme 3.1.2. Pour cela, on se donne une
famille de données initiales compatibles F°(2s + 3) et on considere (ug, Po) € F2(2s + 3).
On désigne par p = —e e la fonction associée comme indiqué en (6.2.1). On construit
alors dans cet ordre les fonctions :

u”(t, 2’ x,) , (Ll x,) , 27 (2 xy,) , ut(t,2,0), ®7(t,2',0),
2 (t,2',0), 0,0 (t,2/,0), Ou™(t,2',0), u(t, 2, x,) , ®T(¢t, 2, 2,).

a) Construction de u™ (¢, 2', x,,).
On détermine ui(a: xn) @i(x a:n),zji (x’,xn) sur R et R™ a partir de (ug, @, p)
en appliquant les formules (6. ) 7) (6.2.8) (6.2.9). Puisque u, € H*™3, &5 € H*™ et

70



p=—c et avec A € H*3(Qpyq), les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9) montrent que :
2) wu; est dans un borné fixé de H***7I(R") pour 1<j<2s5—1,
. uS est dans un borné fixé de H**/(R}) pour 1<j<2s—1,
4) @] —o. est dans un borné fixé de H*T?(R") ,
¢ — 0. est dans un borné fixé de H***(R%) ,
@ est dans un borné fixé de H**37J/(R") pour 2<j<2s—1,
@' est dans un borné fixé de H*™3J(R?) pour 2<j<2s—1,

J

(6.4.5) z;_, est dans un borné fixé de H*T*J(R") pour 1<j<2s5—1,

2, est dans un borné fixé de H*™J(R%?) pour 1<j<2s—1.

On définit u=(t,2',2,) en relevant de maniere classique les traces u; € H**3~/(R")
pour 0 < j < 2s — 1. La fonction u™(¢,z'z,) ainsi obtenue est dans un borné fixé de
H2s+3(Rr_z+1)

b) Construction de &~ (¢, 2/, zy,).

Lorsque u~ est connue, on détermine ®~(¢,2',2,) sur Qp . =|T,, Ti[xR" avec T, et

Ty tels que T) < T, < 0 < Ty < T en résolvant I’équation du premier ordre

(6.4.6) 90" = NMu™ +Uo(u™, 0,27, p),u”,0,®7) sur Qp 1, ,
avec la condition initiale :

(6.4.7) im0 = ®o (2, 20) -

Pour T, et T} assez petits, on obtient une solution ®~ (¢, 2', x,,) telle que
(6.4.8) &~ —d_  appartient & un borné de H2S+3(Q;OT1) :

c) Construction de 2™ (t,2', x,).

u~ et &~ étant construites, on définit
Opu™
0,9~

(6.4.9) 2=

qui appartient & un borné de H 23+2(Q;0T1).

d) Construction de u*(t,z’,0).
On définit u*(t,2',0) par la formule :

(6.410) ' (t,a,0) = u(t,2',0) + Up(u™, 6™, p) = u (£, 2',0) + p U~ (u", 96", p) .

D’apres (6.1.5) on a [u1] = p(t,2,0) et d’apres (6.4.8) on a 9,¢™ (t,2/,0) € H*™(wr, 1,)-
Il en résulte que

(6.4.11) ut(t,2',0) —uf  appartient a un borné de H**'(wy, 1)

e) Construction de ®*(¢,2',0).
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On définit ®* (¢, 2’,0) par la formule :
(6.4.12) Ot(t,2',0) = (t,2/,0) = ¢(t,2') .
On remarque que sur {z, =0}, ¢ est solution de :
D = ANu",u™,9,0)
avec la condition initiale ¢p—o = @7 (2/,0) = @7 (2/,0).

f) Construction de z*(¢,2/,0).

On utilise les notations de la Proposition 6.2.3. Sur {t = z,, = 0}, les fonctions [z;]
vérifient (6.2.13) pour 0 < j < 2s5—2. On construit par relevement des traces, une fonction
C(t, x") telle que :

(6.4.13) 8,{{‘,5:0 = (j(2") pour 0<j<2s—2.

On peut choisir cette fonction de sorte qu’elle reste dans un borné de H**T1(R™).
On construit de méme une fonction wsy(t,2’) telle que :

(6.4.14) ngmtzo =Zj(2') pour 0<j<2s—2.

D’apres la proposition 6.2.3, les fonctions Z; sont de la forme Z; = ¢ g; avec g; dans un
borné de H**1(R"!). Avec le Lemme 6.3.3, on peut choisir wy de la forme :

(6.4.15) wy(t,2') = ¢ g(t,2’)

ol g appartient & un borné de H**(R"). On définit ensuite la fonction :
(6.4.16) w(t, ') = C(t, 2" )R(u™(t,2',0), 9,0(t, ")) + wa(t, 2') .

Il est clair que :

(6.4.17) N wjmo = [7] -

Finalement, on définit

(6.4.18) 2H(t,2',0) = 27 (¢,27,0) + w(t, ') .

g) Construction de 9,9 (t,2’,0).
La fonction @ (¢, 2/, x,,) doit étre solution de

(6.4.19) PT = MNut,ut — p UT(u", 0,07, p), 0, d%) = F(u", 0,07, p)

sur {z, > 0}. En dérivant cette équation par rapport & z,, on obtient pour ¢,(t,z') =
0, ®T(t,2',0) une équation de la forme :

n—1
/ 6F+ /
o= _ ni(u", 00", 0)0jon + —5—(u*, 06", p)Opu’*
(6.4.20) j=1
OF+ )
+ a—p (u+7 ay¢+7 p>anp :
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On exprime d,u™(t,2’,0) en fonction de 9,,P* (¢, 2,0) en posant
(6.4.21) Out =270, = 279, sur {z, =0}.

Etant donné que 2+ (t,2',0) a été déterminé en f) et que d,p(t,z’,0) = 0, on obtient pour
on(t,2") une équation linéaire du premier ordre

/ af+ /
(6.4.22) 01y, = Z py(u™, 96", p)0idn + W(UJF7 &Ao", p).2" o
et la condition initiale :
(6.4.23) Pji—o = 0Py (2/,0).

On résout cette équation sur [7T,,7}] et on utilise la notation 9,97 (¢,2',0) = ¢, (¢, z").
Alors

(6.4.24) 0,®"(t,2',0) — 0,®. appartient & un borné de H**(|T,, T)[xR" ).

h) Construction de 9,u™(t,’,0).
On définit d,u™ (¢, 2’,0) par la formule :

(6.4.25) Oput (t,2,0) = 2" (t,2',0)0,9"(¢,2',0),
et O,ut(t,2’,0) appartient & un borné H*T!(]T,, Ty [ xR"™1).
i) Construction de u* (¢, 2/, z,,).

On construit u™ (¢, 2', x,) en procédant comme dans [Mél]. On désigne par gy et g; les
fonctions définies par :

(6.4.26) go(t, ') =ut(t,2',0) € H*T(R™),

(6.4.27) gi(t,2") = n(t,2") 2" (t,2',0) € H*Y(|T,, T1[xR"1).
On utilise ensuite le ensuite le lemme suivant.

Lemme 6.4.1 Les fonctions gy et g; vérifient sur 'aréte {t = x, = 0} les conditions de
compatibilités suivantes :

(6.4.28) 8ggo|t:0 = ujﬂmnzo pour 0<j<2s—1,

(6.4.29) 0 g1ji=0 = (Ont] )jza=0 pour 0<j<2s—1.
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Preuve. Puisque les données (ug, Pg) sont dans F?, la condition (6.4.28) découle de

(6.1.10). Pour établir (6.4.29), on remarque d’abord que :
J

(6.4.30) Opuf = Clzfo,9F .
1=0

En dérivant (6.4.27) par rapport a ¢, il vient
(6.4.31) O gip=0 = Z Clzf (2, 08 ¢, (0, z") .
1=0
La relation (6.4.29) résulte alors de 1’égalité :
(6.4.32) & (0, ") = On®F(2,0) pour 0<j<2s—1

O

Par relevement de traces (voir par exemple [Li-Ma|, chapitre.4), le Lemme 6.4.1 montre
qu’il existe une fonction u*(t,2’, z,) € H**(|T,, T1[xR") telle que :

L.(0u™) = gi(t,2") sur |T,, Ti[xR*1,
(6.4.33) Lp(u®) = go(t,2') sur T, Th[xR"1,

Hut  =ul(2',x,) sur R? pour 0<;j<2s—1.
t Y=o j + J

j) Construction de ®* (¢, 2/, x,,)
La fonction u™ étant déterminée sur Q;(,Tl =|T,, T;[xR", on détermine ®* en résolvant
I’équation :

(6.4.34) 0 ®" = MNu®,ut = Uy (ut, 0,07, p),0,0T)
avec la condition initiale :
(6.4.35) PF g = Of (2, ) .

Quitte a diminuer T}, et T}, mais uniformément par rapport aux données, on obtient alors
: + .
une solution sur Q7. . telle que :

6.4.36 d+ — ®_ appartient a un borné de H>*T1(Qf..).
€ ToTy

Les fonctions u, ® et p que nous venons de construire, vérifient bien les conditions
(3.1.1) a (3.1.8) du paragraphe 3.1. Pour terminer la preuve du Théoreme 3.1.2, il reste a
démontrer (3.1.9) ce qui est 'objet du lemme suivant.

Lemme 6.4.2. Le saut de F = Z;:OI Aj(w)oju + M(u, 0,®)(0nu/0,P) est de la forme :
(6.4.37) [Fl=¢ H

ot H reste dans un borné fixé de H**~!(wr,1,)

74



Preuve. D’apres (6.4.10), [u] = pU~(u, 0, ®, p) et p = —ee®. Les termes [A;(u)0;u] sont
donc bien de la forme (6.4.37). Comme [Mz] = M*[z] + [M]z~, il suffit de prouver que
MT[z] est aussi de la forme (6.4.37). Compte tenu de (6.4.16) on a :

(6.4.38) MF[2] =M RT + MTw,

avec M = Ag(u")(G(u",0,¢) — 0,pI) et RT = R(u™,0,¢). Le lemme découle alors de
(6.4.15) et de I'identité

(6.4.39) MR = (Mu™,9,0) — AMu",u™,0,0))Ag(u”)R".

6.5 Données initiales compatibles locales. Prolongement.

Dans ce paragraphe, on se propose de construire des données initiales compatibles
globales qui prolongent des données initiales compatibles locales données ce qui établira la
Proposition 2.4.1. Soit € une boule ouverte de R" centrée a l'origine et F°(2s + 3,(2), une
famille de données initiales compatibles sur 2.

Proposition 6.5.1. Il existe une boule ouverte €y C Q centrée a 'origine, T. < 0, T} > 0
et une famille de données initiales globales F°(2s + 3), tels que pour tout € €)0,¢,| et tout
(ug, Po, p) € F2(2s + 3,Q), il existe (U, Po, p) € F2(2s + 2) tel que

Uy =ug, Q5=  sur Qf,
Uy =uy, 9=, sur Qr,
p=0p sur |10 TV[x8,
et pour 0 < j3<2s—1
~+ _ & FE _ Bt >+ _ ot +
u; = u; =0, 21 =21 sur €.

Preuve. a) Construction de p, u;, ®7, z;, 53“ .
On se donne une fonction de troncature x(z’, z,) € C§°(R™) telle que :

X, x,) =1 si (', x,) € Oy,
x(z',x,) =0 si (', x,) & ).

On définit p = —ee? sur |1/, T{[xR™ avec

At 2 xy) = x (2, ) At 2! )

On définit ensuite g , 55 , 55“ sur R"™, par troncature et prolongement en posant

/>$n) = X(:L'/,In) UE(QU/,%) )

(6.5.1) &)5(35’, x,) = x(2',x,) Og (2, 2,),

CT)(T(JCI, z,) = x(2',2,) OF (2, x) .

ug (z
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Par construction, on a bien @y = uy, ®F = &F sur QF. Les relations (6.2.7) (6.2.8) et
(6.2.9) permettent de construire pour 1 < j < 2s — 1 des fonctions u;, ®; et 2;_, sur R”
telles que

(6.5.2) U o=u; O =0, I =z, su Q

b) Construction des fonctions @ (z',0) et dJug (z',0)

On construit d’abord les traces sur {x, = 0} des fonctions d2ug et 75;-’, ou l'on utilise
la notation w; = (9, o) 70l ug. En notant p; = p;(ug, 0, ®o) le projecteur sur KerM7 =
RR§ = R(ug,d,®) parallelement & ImMg, il existe une fonction (') € H**!177(w)
telle que :

(6.5.3) pilwj] = ay(2")Ry
On définit alors
(6.5.4) a;(z") = x(2',0) aj(2')

On pose Co(#') = @,(x') et on construit & (2/,0), [Zo(2',0)], dnug (a/,0) en utilisant les
formules (6.1.10) et (6.2.13). On construit ensuite dans cet ordre, par récurrence sur j et
en procédant comme au paragraphe 6.3 les fonctions :

Cioa(a), uy (2',0), [Z-1(2,0)], 9, (2/,0) pour 1<j<2s5—1.

La ou x = 1, on retrouve évidemment les fonctions associées a (ug, o, p).

c¢) Construction de ug (2, x,)

A partir des hj(2') = 0y (¢/,0) € H**?7/(R""1), sachant que h; = dug sur O N
{z, = 0}, on détermine ug sur R? en construisant, par relevement des traces hj, une
fonction qui coincide avec la fonction ug (', z,,) sur une demi-boule Q5 . Cette construction
est possible grace au lemme suivant que 1'on démontre en utilisant une partition de I'unité

de 'ensemble compact ﬁf C R%.

Lemme 6.5.2. Il existe une boule ouverte centrée a l'origine {2y C €); et une fonction
v(a!,x,) € H*2(R?) telle que
D)o, z,) =ud (2, 2,)  sur QF

i) @o(2,0) = hy(z/)  sur R pour 0<j<2s—1
On définit alors ug (2, z,) € H*T*(R) en posant g (2/,x,) = v(z’,2,) et la Propo-
sition 6.5.1 est démontrée.

O
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6.6 Solutions approchées locales. Prolongement.

Le but de ce paragraphe est de construire des solutions approchées globales qui prolon-
gent des solutions approchées locales données ce qui établira la Proposition 3.1.4. On se
donne donc une famille de solutions approchées locales F*(2s + 4, ]T,, T1[x2) au sens de
la Définition 3.1.1.

Proposition 6.6.1. Etant donnés T, < 0 < T3, et une boule ouverte 2; C R™ centrée a
lorigine, il existe Ty > 0, une boule ouverte ()3 C R" centrée a l'origine et une famille de
solutions approchées globales, F*(2s + 1,| — Ty, To[xR™) tels que

DT, <-To<0<To<Ty et §yCQ.

ii) Pour tout € €]0,,] et tout (ug, ®,) € F4(2s + 4,]T,, Ty[x) il existe (U, By) €
F(2s+ 1) telle que

Uy =1, et ®,=d, sur | — Ty, To[xs .

Preuve. Pour simplifier, nous noterons (u, ®) au lieu de (uq, ®,). Le couple (ug, Py) =
(ujt=0, Pji=o) est un couple de données compatibles locales et en appliquant la Proposition

6.5.1, on peut construire des fonctions uy, ZIVDO et p telles que

(6.6.1) (g, o) sont des données compatibles globales appartenant & F2(25+3)
De plus, il existe une boule ouverte €2 C €27 telle que

(6.6.2) U =uy, =0, surQy, p=p surlT,,Ti[xQy.

Nous construisons maintenant les solutions approchées u* et ®* en procédant par étapes.

a) Construction de u=(t,2', x,).

On construit tout d’abord les fonctions ﬂj[(x’, Tn), cT>ji(oc’, Tn), 'zvji_l(x', x,) sur R} et R
A partir de (g, o, p) en appliquant les formules (6.2.7) (6.2.8) (6.2.9). En utilisant une
partition de 'unité de ’ensemble compact ﬁ; C R”, on démontre le résultat suivant.

Lemme 6.6.2. 1] existe 15 > 0 vérifiant T, < —1T5, < 0 < Ty < T et une fonction
u (t, 2, x,) € H*T3(] — T, Ty[xR") tels que
i) u =u sur|— T Th[xQy,
ii) pour0<j<2s—1, 85@2:0 = u; (7', x,) sur R").
b) Construction de &~ (¢, 2/, x,,).
Lorsque u~ est connue, on détermine &)_(t, 2’ x,) en résolvant I’équation du premier
ordre

(6.6.3) 0P~ = AU~ + Up(u, 9,9, p), 0, 9,87),
avec la condition initiale
(6.6.4) Oy =P, (2, 2)



Il existe T > 0, avec T, < —T] < 0 < T} < Ty, tel que la solution de (6.6.3) (6.6.4) existe
sur | — 7], T{[xR™ et vérifie

(6.6.5) ®~ — ®_ appartient & un borné de H**3(] — T}, T/[xR™).
De plus, par vitesse finie de propagation, quitte a diminuer 75 et 29, on a d = d sur
] — TQ, TQ[XQ;

c) Construction de z~ (¢, ', z,).

u~ et @~ étant construites , on définit
_ Ogu
9,0"
qui reste dans un borné de H*%2(] — Ty, To[xR™).

d) Construction de u™ (¢, 2’,0).
On définit u™t(¢,2’,0) par la formule :

(6.6.5) 7

(6.6.6) Tt (t,a’,0) =T (t,2/,0) + p U (U, 007, 7p).
D’apres (6.1.5), on a donc [u1] = p(t, 2’,0). De plus

(6.6.7) ut(t,2',0) —u' appartient & un borné de H*™'(] — Ty, To[xR" 1) .

€

e) Construction de &+ (¢, 2',0).
On définit T (¢, 2',0) sur | — Ty, To[xR*™!  par la formule :

(6.6.8) Ot (t,2’,0) =D (t,2/,0) = ¢(t, ).
D’apres (6.6.3) et (6.6.6), ¢ vérifie sur {z, =0}
O = Na*, i, 00)

avec la condition initiale qg|t:0 = & (/,0) = By (2, 0).

f) Construction de z* (¢, 2/, 0).

On considere la matrice M7 = A(u™, 0;¢) — G(u*, d,¢) dont la restriction a t = 0 est
la matrice Mg de (6.2.11). On note encore p; le projecteur sur Ker M parallelement &
ImM;7.

Sur ouvert | T, T [ xws, le saut [z(t, 2',0)] est défini et appartient & H**™1(|T,, Ty [xw;).
On décompose [z(t,2/,0)] en

(6.6.9) [2] = palz] + (I = po)[z] = w1 + wy.

Etant donné que F, est engendré par Rt = R(u*,0,¢), il existe une fonction ((t,2") €
H*TY(]T,, T1[xw;) telle que

(6.6.10) wy = pilz] = C(t, 2" )R(u™, 8,¢) sur |T,, Ty[xw; .
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Puisque les fonctions g et 50 sont des données compatibles, il existe, d’apres la Proposition
6.2.3, des fonctions (;, Z; € H*T1I(R™ 1) telles que

J

J
(6.6.11) Z1=> CLGRI,+Z; pour 0<j<2s5—2.
=0

En comparant avec (6.6.10), on montre que

(6612) Zj = 8;ZC|t:0 et Zj = 8gw2|t:0 pour LL’I cwy Cwy.

Quitte a diminuer wy, on construit alors des fonctions ((t, ") et wy(t,z’) définies sur R"
et telles que

(6.6.13) Ct,x)y=C((t,x") et wat,z") = wa(t,2) sur | — Ty, To[xws,

(6.6.14) Cimo=C; et HWapeo=2Z;  sur R™1.

D’autre part, comme (u, ®) est une solution approchée locale, ws est de la forme wy =
e g, avec g dans un borné de H***(]T,, Ti[xw1). On peut alors construire w; tel que

(6.6.15) wa(t,2") =€ g(t, ")
avec g appartenant a un borné de H***1(] — Ty, To[xR*™1). On définit alors
(6.6.16) (2, 0) = 27 (t,2/,0) + ¢ R(T,0,0) + Wu(t, 7).

Sur | — Ty, To[Xws, on a bien z* (¢, 2',0) = z*(t,2/,0).
g) Construction de 8, (¢, ', 0).
La fonction ®* (¢, 2/, x,,) que 'on veut construire doit étre solution de :

(6.6.17) 0" =A@, ut — Uy (ut, 0,0, 5),0,0").

En dérivant cette équation par rapport a x,, on obtient pour ¢, (¢, ') = 8n<5+(t, x’,0) une
équation de la forme (6.4.20). On détermine ainsi 9,7 (¢,2/,0) en résolvant les analogues
de (6.4.22) (6.4.23) sur | — Ty, Ty[xR™1.

h) Construction de d,u*(t,’,0).
On définit

(6.6.18) Ot (t,2',0) = 3F(t, 2/, 0) 8,8 (¢, 27,0)
i) Construction de u™ (¢, 2, x,,)

On définit alors u* (¢, 2, z,,) comme la solution v(¢,z’, x,) du probleme de relevement,
de traces suivant.
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Lemme 6.6.5. Il existe 0 < Tj < Tj et une fonction v € H**(] — Ty, To[xR") tels que :
i) wv=ut sur]—Ts, T3[xQ;,
ii) (9tjv/tzo = ﬂ;’(x’,xn) sur R? pour 0 < j <2s—1,
i) w(t,2’,0) =ut(t,2,0) sur | — T3, T3[xR" 1,
iv)  Oyu(t,a’,0) = d,ut(t,2',0) sur | — T3, T3[x R* L.

j) Construction de ®* (¢, 2/, z,,).
u" étant connue sur | =715, To[ xR’} , on détermine @ sur | -1, T5[ xR, avec 0 < Tj < T
en résolvant ’équation (6.6.17) avec la condition initiale

(6.6.19) Oty = f (', ).

Quitte a diminuer 75, on obtient une solution o+ telle que

(6.6.20) ®* — &, appartient & un borné de H***1(] — Ty, Ty[xR")

En comparant les équations (6.6.3) et (6.6.17), on vérifie que la trace de ®* sur {z,, = 0}
coincide bien avec la fonction ¢ de (6.6.8). En particulier le saut de ® est nul.

On vérifie que les fonctions u, D et p que nous venons de construire sont bien des solu-
tions approchées globales prolongeant u, ® et p, ce qui termine la preuve de la Proposition
6.6.1.

O

6.7 Solutions locales exactes dans le passé. Prolongement

Dans ce paragraphe nous montrons que toute solution locale du systéeme (Sg) définie
dans le passé se prolonge en une solution approchée locale, ce qui établira la Proposi-
tion 3.1.5. Pour cela, on se donne une solution locale (u;, ®;) de classe C** du systéme
(Sg) définie sur ouvert |T,,0[xQ4) et on construit un prolongement (u,,®,).

a) Construction de u; et p,.

On prolonge u; en une fonction u, € H*(]T,, T1[x€5) avec T} > 0 et Qy C Qy, telle
que u, = uj sur |T,,0[xQs). En prolongeant A on obtient de méme un prolongement p,
de p; = —ee?.

b) Construction de @ et z, .

On détermine @ en résolvant I’équation (2.3.16)

(6.7.1) h® = Nu, + pU" (uy,0,®, pa),u, ,0,®), Pyeq= ;.

a’r~y a’r~y

La solution obtenue @, est définie sur un ouvert inclus dans |7, 71[x€2;, mais que nous
noterons encore |1y, T1[x ;. On construit ensuite z, en posant z, = dyu, /0, P, .
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¢) Construction de u} (¢, 2',0), ®F(¢t,2',0) et 2} (¢, 2',0).

On définit
(672) U:(t, xlv O) = U; (tv (L'/, 0) + ani(U;, 87;(1);7 pa)
(6.7.3) O (t,2',0) = @, (t,2',0) = da(t,2)

Ces fonctions sont bien définies sur un ouvert de la forme |7, 71 [Xws ou T} > 0 et wy est une
boule ouverte de R"~! centrée & l'origine. Afin de construire z; (¢, 2’,0) nous introduisons
les notations suivantes

(6.7.4) A, 0,0) = — A3 (W) M, 0,6)
(6.7.5) B(u, Gju) = — Z Ayt (u) Aj(u)dju,
(6.7.6) M (1, 8y6) = Mu, 8,6)T — G(u, 9,).

On note A%, B, M7 les matrices :

Ai = A(u;t’ ay¢a) ) Bi = B(ui alui) ) Mi - Ml(uzzzt? ay¢) :

a’Yy“a
Ces matrices sont bien définies sur |T,, T1[Xws . On considere (cf paragraphe 6.2 ) le
projecteur p; sur Ker M| parallelement & ImM; . On note py le projecteur py = I — py.
On définit ensuite la fonction E(t,z’) sur |T,, Ti[xws en posant :

(6.7.7) E(t,x') = [Owu,] — [A]z; — [B]
Puisque u, est solution exacte dans le passé, on a
(6.7.8) Atz = FE sur|T,,0[xw; .

Par ailleurs, il existe une fonction ((t,z’) définie sur |1y, 0[xws telle que

b1z = C(t,x’)R(uf, g/;¢1) )
ol z = Opuy/0,P1. Soit (,(t,2’) une fonction définie sur |T,, Ti[xws qui prolonge ((t, ).
On définit un prolongement vy de p;[z] en posant

(6.7.9) v = Colt, 2") R(uy , Oyba) -
En notant g = 0i¢a — Auy, 9,0a4) = Aug ,ug , 0y ¢a) — Mug, 0y¢a), on a
(6.7.10) At =gl + M7 .

Comme g est d’ordre €, A" est un isomorphisme de ImM; sur lui méme et en notant
(AT)~! I'isomorphisme réciproque, on définit un prolongement v, de po[z] en posant

(6.7.11) vy = (A ';E.
La fonction
(6.7.12) 2 (t,2',0) = 2z, (t,2',0) + vi (¢, 2") + va(t, 2')

est définie sur |T,, Ti[Xw, et prolonge a des temps positifs la fonction donnée z(¢, 2/, 0)
donnée dans le passé.
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d) Construction de 9, @7 (¢, 2,0), u} (t, 2, x,), ®F (¢, 2/, x,).

On construit ces trois fonctions en procédant exactement comme au paragraphe 6.4. On
définit tout d’abord 9, @ (¢, 2’,0) comme solution de I’équation linéaire du premier ordre
(6.4.22) avec la condition dans le passé 9,0 (t,2',0) = 9,07 (¢,2',0).

On désigne ensuite par go(t,z’) et g1(¢,2’) les fonctions définies par

go(t,z") =ul(t,2',0)  gi(t,2)) = 0,9 (¢,2",0)z] (t,2',0)
et on construit u} (¢, ', x,) de sorte que :

uf(t,2',0) = go(t, 2)
(6.7.13) Oput (t,2',0) = g1 (¢, 2") pour t < 0.
ul(t, 2/, z,) = uf (t, 2, x,)

Enfin, on construit ®; (¢, 2, z,,) en résolvant I’équation eikonale (6.4.34) avec la condition
dans le passé @} (t, 2, x,) = O] (t, 2/, 1,).

Le couple (ug, ®,) ainsi construit est défini sur un ouvert de la forme |7, T1[x 29, avec
Ty > 0 et Qy C Qy, et il est clair que (u,, P,) = (ug, P1) sur |T,, 0[xs.

De plus (u,, ®,) € p—H?*~2(]T,, T1[x)s). Nous terminons ce paragraphe en montrant
que (uq, P,) est bien une solution approchée. Il est facile de voir que les conditions (3.1.1)
a (3.1.8) du paragraphe 3.1 sont réalisées et il reste a établir (3.1.9). Pour cela, on définit :

n—1
0, Uy,
(6.7.14) fo= ; A (1a) Oyt + M, 0, 20) 575

et on doit montrer que [f,] est de la forme
(6.7.15) [fol=¢ H

avec H appartenant & un borné de H?*=2(]T,, Ti[xwy). Le dernier terme de la somme
[fa] sécrit [M(uq, 0,®q)z,] = MT[z,] + [M]z, et d’apres (6.7.2) les termes [M]z, et
[A;(u,)0;u,) sont bien de la forme (6.7.15).

Enfin M*[z,] = —Ao(ul)At[z,] et on a AT [z,] = ATv; + AT vy ol v; et vy sont donnés
par (6.7.9) et (6.7.11). Etant donné que g = A(ul, ug, yta) — Mg, 0, ¢a) et E donné par

(6.7.7) sont de la forme (6.7.15), il en est de méme des termes AT v; = gv; et ATvy = po(E).
La condition (3.1.9) est vérifiée et la Proposition 3.1.5 est démontrée.

O
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7 Paralinéarisation

Le but de ce paragraphe est de préparer la démonstration du Théoreme 3.3.2 en par-
alinéarisant I’équation (3.3.2). Le besoin du recours au calcul paradifférentiel a été expliqué
au §1.2.7. Comme indiqué au §1.2.8, la paralinéarisation permet de découpler les régularités
limitées nécessaires au calcul de commutateurs et la régularité effective, beaucoup plus
grande, des solutions. Les principes du calcul ont été posés par J.M.Bony [Bo] (voir aussi
[Mey], [H62]). Nous utiliserons un calcul paradifférentiel conormal & parametre et localisé
en temps introduit dans [Mé1]

Dans un premier temps (§7.1) nous rappelons les définitions et résultats tirés de [Mé1].
Puis dans la suite du paragraphe, nous paralinéariserons les équations et les conditions aux
limites, dans I'esprit esquissé au §1.2.8.

7.1 Le paraproduit

On se donne deux réels T, < Ty < 0 et un entier m (tres grand devant 2s ). Les ouverts
Qr = QF UQ7 sont définis en (2.6.1). On note aussi wy =|T,, T1[xR" . Pour y entier > 0,
on note A*Qr) 'espace des fonctions a € L*>(Q2r) dont les dérivées conormales 0“a sont
dans L*°(Qr) pour |a| < p. Ces espaces sont munis de la norme évidente que 'on note
[|u[|7. Parallelement, on notera aussi A*(wr) Uespace W (wr) et sa norme est notée
[ul’ 7 (voir 3.3.5 ).

Les espaces H% ont été définis au paragraphe 3.3 pour o entier > 0. La définition
s’étend de fagon habituelle aux o < 0 (voir [Mél] ).

Dans [Mé1] sont construits des opérateurs de paraproduits “conormaux, & parametre
v et localisés dans les bandes T, < ¢t < T' . Ils sont notés PHT dans [Mé1], et nous les
noterons plus simplement P77 ci-dessous.

Ce sont des applications bilinéaires de A°(Q27) x H%™(Qr) dans H® ™(Q7) définies
pour 7' > 0 et v > 0 dont nous rappelons brievement la construction.

On note * = (,,...,2,) = (y,z,) la variable de R"™ et on fixe une décomposition
dyadique en se donnant une fonction ¢ € C§°(R™*!), positive ou nulle, a support dans la
boule de rayon 2, et valant 1 sur la boule de rayon 1. Pour 7 > 0, on note :

(7.1.1) pi€) =978,  Si=wi(Ds),  Aji=Sm S
Pour 7 > 3, on définit le paraproduit

(7.1.2) Ul = Uj(a, u) = Sj_ga.Sju + Z Si_3a.ALu

a
k>j

On définit maintenant un paraproduit noté U?(a, u) qui dépend du parametre v > 1. Afin
de rendre la dépendance en 7y réguliere, on se donne une fonction ¢ € C§° € R, a support
dans ]1/4, 1], et telle que Z;’;OC(2_j7) = 1. On définit alors :

(7.1.3) U'(a,u) = Z C2773 U (a,u) .
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On introduit ensuite le conjugué de U par le poids €7, :
(7.1.4) Z(a,u) = U (a, e ).

D’apres le lemme 6.3.1 de [Mé1], il existe des opérateurs de prolongement notés 7y et m.,
opérant de WH(Qr) dans WH(R"1) et de H*(Qr) dans H*(R"™!). Pour s et u entiers > 0,
on a noté H*(Qy) et WH(Qp) = WH(Qr) les espaces de Sobolev usuels. Ces opérateurs
de prolongement permettent de définir pour (a,u) € W*(Qr) x H*(Qr) le paraproduit
localisé

(7.1.5) Z7 (a,u) = {Z”(WT(L,W%TU)}

jor

On se donne d’autre part une partition C'*° de 'unité :
(7.1.6) 1= 0g(z,) + > _0(2x,)

ou 6, est une fonction a support dans |z, | > 2/3 valant 1 pour |z,| > 1 et 6 est a support
dans 1 < |x,| < 2. Pour j > 1, on note 0;(z,) = 6(2z,).

Par ailleurs, on se donne des fonctions 1)y et 1. 1)y vaut 1 pour |z, | > 1/2 et est a support
dans |z,| > 1/3. ¥ est a support dans 1/2 < |z,| < 4 et vaut 1 pour 2/3 < |z, | < 3. Pour
j > 1, on note ¢;(z,) = Y(2x,).

En outre, pour j € Z, on introduit les dilatations M; définies par

Mju(y> xn) = u(yv 2_jxn) .
On définit alors le paraproduit
(7.1.7) P Zek W 27T (Myabra, Mytpu) .}
On notera aussi P (a,u) = P} u

Les propriétés suivantes sont démontrées dans [Mél].

Action. P»T opere de H%*(Qp) dans lui-méme pour s € [—m,m] et il existe une
constante indépendante de T',7,s et de (a,u) telle que :

(7.1.8) 1P (a, w5z < Cllallgrllull,

De fagon générale, on désigne ci-dessous par C' des constantes indépendantes de 7' >
0,7 > 0 et des fonctions a,u,... qui interviennent. Nous remarquons d’autre part que
W= (Qr) C A*(Qr) de sorte que toutes les propriétés énoncées ci-dessous restent valables
en remplacant partout les normes ||al|%"7 par |[al]}, 7.
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Localisation. Pour 0 < < m, 0<s<m, a€ A(Qr) et u € H>#(Q7) tel que u =0
pour t < Ty, la restriction de P (a,u) & Qp, appartient a H%*(Qr,) et

(7.1.9) 1P (a, w)lls 7y < Cllallipllull:

sy, 11 — s—p,y, T *

Calcul symbolique. Pour a et b dans A*(Qr), avec 0 < u < m, P}To Pb%T — PJ&T opere
de H%*=#(Qr dans H**(7) pour 0 < s < m et

(P27 0 BT =Pl <

C{llallz bl + lalls bl el

Commutation aux dérivations conormales. Pour a € AY(Qr), 0 < s < m et |a| <
s+ 1, le commutateur [0%, P'T] opere de H%*(Qr) dans H*~1*+1(Qp) et

(7.1.10)

(7.1.11) 6%, PY*] ulll sz < CllallFzllullsyr -

a

Paralinéarisation 1. Pour a € A'(Qr) N H%(Qr) et uw € AY(Qr) N H>#(Qr) avec
p>0et0<s<m,ladifférence r = a u— P (a,u) est dans H>*(Qr) et :

(7.1.12) Il < Ol Nl + Nl Nl

Paralinéarisation 2. Pour a € A*(Q7)NHY " (Qr) et u € AY(Qr)NH**#(Qr) avec u >
0,v>0, u+v <s<m,etu=0pourt < Ty, ladifférence r = a u— P (a,u)— P (u,a)
est dans H%*(Qr) et :

(7.1.13) 17l < C{llallz Nl + Nl ol r }

Paralinéarisation 3. Pour a € AY(Qr), u € L?*(Qr) et 0 < j < n — 1, la différence
r = adju — PPTu est dans L*(Qr) et :

(7.1.14) 1116 < Cllal Tz lluloq.r

Paralinéarisation 4. Si F' est une fonction C'™ de ses arguments, telle que F'(0) = 0, si
u € A (Qr) N H®=#(Q7r) et si x(t) est une fonction C* nulle pour ¢ < T} et valant 1 pour
t > 0, alors la différence r = x F(u) — PYT(F'(u), xu) est dans H%*(Qr). En outre

(7.1.15) 17l < Clully) ullo— -

Paralinéarisation 5. Si a est une fonction C*, alors pour v € H%™(Qr) la différence
r=au— PP u est dans HO™(Q7) et

(7.1.16) el

iz < Cllalizy, pllul

—myy, T-

La quantification P a I'inconvénient majeur de mal commuter a la dérivation 9,. Pour
contourner cette difficulté, on a construit dans [Mé1] une autre quantification 17 Pour
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I'introduire, nous devons d’abord rappeler la définition du paraproduit tangentiel, noté
PI7T dans [Mé1]. On commence par fixer une décomposition dyadique tangentielle en se
donnant une fonction ¢’ € C§°(R"), positive ou nulle, & support dans la boule de rayon 2,
et valant 1 sur la boule de rayon 1. En notant n = (1, ..., 7,—1) les variables duales dans
R™, on définit pour j > 0,

(7.1.17) Py =¢'(277n),  S;=¢}(D,), 1= S = 55

Comme précédemment, on définit ensuite les paraproduits :

(7.1.18) T8 =T (a,u) = S} sa.Sju+ Y _ Sp_ga.Aju,
k>j
(7.1.19) TV(a,u) =Y _CQ27)T (a,u),
j=0
(7.1.20) P (a,u) = T (7).

Pour s entier, on note E%*(Q7) I'espace des fonctions u telles que
(7.1.21) e "opu € L*(Qr) pour |ao| <s.

ou 0y désigne un produit de dérivées tangentielles d, d1, ..., Op—1. D’apres le lemme 6.3.1
de [Mé1], les opérateurs de prolongement notés mr et m,r, operent aussi de A*(€2r) dans
A*(R™) et de E%*(Qr) dans E%*(R"™), ce qui permet de définir un paraproduit localisé
sur AM(Qrp) x E%(Q7),

(7.1.22) P (g, u) = {PI"Y(WTCL,W%TU)}IQ
T
Ce paraproduit jouit de propriétés analogues a celles listées plus haut, pour le calcul tan-
gentiel, dans la chaine des espaces H"*.
On définit ensuite les espaces A*!1(Q7) [resp. E*'(Qr) | des u € A*(Qr) [resp. u €
H%(Q7) | tels que d,u € A*72(Qp) [resp. O,u € H**72(Qp) |. Pour a € A*Y(Qy), avec
[ > 2, on note

Oy, 1) = a(y,0+) sixz, >0 ot oa—a—d.
a(y,0—) siz, <0

ou a(y,0+) désignent les traces de a sur {x, = 0}, a droite et a gauche.

Pour u € E%1(Q7) on note ['u les traces (& droite et a gauche) de u et p*Tu = R*1Tu,
ot BT est Popérateur de relevement de trace défini & la Proposition 7.2.2 de [Mé1]. En
posant 07Ty = u — p?Tu, on peut maintenant définir pour a € A2*(Qr) et u € E>1(Qy)

(1123) () = P00 ) + P00, 0 ) + P, )

Ce paraproduit jouit des propriétés suivantes (cf [Mél]).
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Comparaison de 1T et P. Pour 2 < pu < m,2 < s <m, T >0,a € A(Qr) et

u € E*(Qr), la fonction f = II"7"(a,u) — P""(a,u) est dans H>*T#(Qr) et

v Il + 10wl

Commutation de 1T & 9,,. Sia € A>Y(Qr) et u € E51(Qy) avec s > 0, alors la différence
r = 0,11 (a,u) — P¥T(a,d,u) est dans H%*(Qr) et

(7.1.25) 17l < C{llallsiy + Nonalls H{ el + 10wl g} -

La regle suivante se déduit aisément de (7.1.8), (7.1.10) et (7.1.16)
Commutation avec une fonction lisse. Si p est une fonction C*° et bornée ainsi que

toute ses dérivées, sia € A*(Qr) ot 0 < p < metsiu € H*HQr)on 0 < s <m,la
différence r = PYT(ap,u) — P71 (a, pu) est dans H**(Qr) et

(7.1.26) 7l < Cllallzllulli .z

(7.1.24) £l < Clla

S+H7’Y7T -

ou C est une constante qui ne dépend que de p.
On déduit également de (7.1.8) et (7.1.24) laction de IT"T" dans E*(Q7).

Action. Pour 0 < s <m, T >0, a € A*(Qr) et u € E>Y(Q7), II'T opere de E*1(Qr)
dans H%*(Qr) et

(7.1.27) Il < Cllallsi { ull o+ 0l o}

Notons que la construction de P et IT est faite séparément sur 2. et Q.. Par conséquent,
tous les résultats rappelés ci-dessus sont vrais sur 0} et 0 séparément.

On introduit de facon similaire sur les ouverts wr des paraproduits tangentiels, encore
notés P77, Tls sont définis comme en (7.1.22) et agissent sur les fonctions de y. Ils operent
dans les espaces W™ (wr) et H*(wr) . Ils possedent des propriétés analogues a celles
décrites ci-dessus. Les estimations (7.1.8) a (7.1.16) sont valables pour ce paraproduit
en remplagant toutefois dans (7.1.11) les dérivations conormales 6% par les dérivations
tangentielles 9.

Enfin, en notant comme ci-dessus 'u les traces sur {z,, = 0} de la fonction u, on a :

Traces. Sia € A>Y(QF) et u € E'(QF) on a

(7.1.28) " (a,u) = P (TCa,Tu).

7.2 Généralités sur ’équation (3.2.3)

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a l'opérateur linéaire associé a 1’équation
(3.2.3). Il est défini par

n—1
Opv
(7.2.1) Ly = ; Aj(w)djv + M(u, 3@/‘1))871—@ :
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Puisque A(u, 0, ®) est valeur propre de G(u,d,®) et que
M(u,8,®) = Ay(u) [G(u, D) — 0, d Id} ,
il existe des matrices W (u,0) et V(u, ), C> sur U x O, inversibles et vérifiant :

(7.2.2) W (u, 0, @) M (u, 0,2)V (u, 0,®) = [g IO ] !
N-1

ou h est la fonction
(7.2.3) h = \u, 8;@) — 0.

On se donne une famille de solutions (3.2.3) ... (3.2.10) notée F(s,T), comme indiqué
au paragraphe 3.3. Lorsque (u, ®) € F.(s,T), on a, d’apres (2.3.13),

(7.2.0 W= Au®,0,97) — ANu™,ut —p",0,0T) sur QF,
o h™=MNu™,0,97) = Au~ +p ,u",0,07) sur Qp,
avec pt = —g e Ut (uF,0,0F, —c e?) et p~ = —c e U~ (u, 8,8, —¢ ).
En effectuant un développement de Taylor on obtient :
1 e
Wt = optd AWt 0,00 + Y () gl (utp, 9,01,
|a|=2

(7.2.5) 1

W= —opduA w907 + > ) ga(um,pm,0,07),

|a|=2

ott les g= sont des fonctions C*° de leurs arguments.
En considérant d’autre part le choc plan (u., ®.) associé a (u,P), on définit les con-
stantes

pr=p. =[u],
(7.2.6) bt = Mut,0) = AMul,0,0), ho = \0,0) — A(ut,0,0),
bl =In(=h!/e), b =In(h, /e).

Lemme 7.2.1. Si (u,®) € F.(s,T), il existe des fonctions b™, b~, g, g1, g3 et g5 telles
que :

W=—ce  surQF,
(7.2.7) h™=ce sur 27,
V= A+1In(¢E/2 +¢ et gF).

Dans (7.2.7) a = In(—[w]/e) et A =Rr(a), ot Rr est I'opérateur de reléevement de traces
défini au paragraphe 5.3. De plus, gi et g sont des fonctions de la forme gf(ui, a;fbi) et
il existe une constante §; > 0 telle que g > §; > 0.

En outre, il existe une fonction C(-) telle que b’ = (b't,b'~) = b — b_ vérifie

(7.2.8) 1[5 < C(M)
ou M = M>®(u,®,T) est défini en (3.3.9).
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Preuve. On écrit p* sous la forme :

(7.2.9) pt=—cet UT(u",0,0",0) +&” > gs(u’, 8,07, —ce).
En vertu de ’'Hypothese 2 (cf paragraphe 2), il existe 6; > 0 tel que :
(7.2.10) Ut (ut, 8;@*, 0) - dA(u™, E)Z’/Clﬁ) > 01 .

En reportant (7.2.9) dans (7.2.5), il vient

1
(7.2.11) ht = —5¢ etgr(ut, 0,0") + &% gy (ut, 00T, —ee?)

ou g vérifie g;(u™, 9, ®") > ;. On en déduit (7.2.7).
D’apres le Corollaire 5.3.2, on a

(7.2.12) [All2,7 < Clalyr

L’estimation (7.2.8) en résulte.
U

Nous utiliserons en outre les estimations suivantes de p’ = p— P W =h—h_ bV =b—b,
qui résulte directement de ’hypothese (u, ®) € F(e,T).

Lemme 7.2.2. Sous les hypothéses du Lemme 7.2.1 et pour o entier dans {1,...,2s},
on a les estimations

(7.2.13) 191 < & COD{Itr] felo-1r + Tully i + @11z

(7.2.14) 1 < & COD ] felomsr + Nl + 1011}

(7.2.15) W1 < COD{Iml/elo1aa + Tulls i + 191100 }

(7.2.16) T80z < CON{IEa)/eloair + ITuloar + [T@los1r}

Si (u, ®) € W2 (Qr) n’est pas solution du probléme non-linéaire, nous supposerons que
h s’écrit encore sous la forme (7.2.7). En introduisant la matrice :

e 0
parm e[ 0w
la formule (7.2.2) implique que
(7.2.18) Wi(u, b, 0, @) M(u, 0,®)V (u, 9,®) = J
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ou J désigne la matrice :

J:J+:[_O5 ]]\?_1} sur QF J:J:[g 113_1} sur Q.
Pour 0 < 57 <n —1, nous définissons les matrices B;
(7.2.19) B; = (0,2)W1A4;V .
On introduit 'opérateur paradifférentiel :
n—1
(7.2.20) Ly =" PY(B;, 00) + Jo,v.
j=0

Comme dans [Mé1] et [Al], nous définissons maintenant la bonne inconnue
(7221) v = H%T(Vilu X U) - HW’T(C7 X q)/) )

ot ( =V 10,v/0,9), ® = & — &_ et la fonction x(t) est comme indiqué au paragraphe
paralinéarisation 4.

Dans les formules (7.2.20) (7.2.21), P*T(B;,.) et IIT(V~!,.) sont des matrices N x N
d’opérateurs agissant sur des fonctions vectorielles & N composantes, alors que T17"7((, )
est un vecteur colonne d’opérateurs agissant sur des fonctions scalaires.

7.3 Paralinéarisation de I’équation pour le probleme linéaire

On se donne une famille de solutions approchées et des fonctions (u, @, F) telles qu’il

existe € €]0,&,] et des fonctions (uq, Do) € F& vérifiant

(7.3.1) u=1u,, =, sit<0,
(7.3.2) (u, ®) € W*(Qr),
(7.3.3) F e W*(Qr).

On considere alors une fonction v € W?2*(Qr) solution de 1'équation
(7.3.4) Lv=F

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme de paralinéarisation suivant.
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Théoréme 7.3.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T' > 0 et si (v,u,®, F') vérifient
(7.3.1)...(7.3.3) et I'’équation (7.3.4), alors la bonne inconnue v, définie en (7.2.21) vérifie
pour tout v > 1, L"Tv; € H*?(Qr) et

1L () s <

(7.3.5)
COD{I1ellz0nr + 1F i + Kol 6l + 192573}

ou M est tel que :
(7.3.6) [l + 1957 + 161150 < M

et o Ko = ||F[|57 + [lv

*
3,7

Pour alléger les notations, nous omettons d’écrire les parametres v et 1" dans les para-
produits. D’autre part, on dira qu'une expression e est un reste si e € H%*(Qr) et si
€]l - 7 est majoré par le membre de droite de (7.3.5) pour une certaine constante C'(M).

La démonstration comprend plusieurs étapes. On écrit la bonne inconnue sous la forme
n=v—douv=IV""1xv)et ®=T1I(,x D).

Proposition 7.3.2. v =II(V~!, y v) vérifie

n—1
(7.3.7) L(@) =" Pw, 0 Py,a.4,0;(x v) + P, © PrOn(x v) +7
j=0

ou r est un reste.

Preuve. L7 () est donné par la formule (7.2.20). On étudie chaque terme.
Notons v = P(V~1, x v). La régle de commutation (7.1.11), implique que

(7.3.8) 180 = PV, 05(x 0))llasqr < Cll(w, 3 @) 17 llvll34 7 -

Ensuite (7.1.10) implique que

(7.3.9) 10;(x v) = Pv(950)laanr < Cll(w, Oy @) rllvll34 0 -

Puisque 9,®, W1, A; et B; sont bornés dans W (Qr), on voit que 9;(x v) — Py (9;0) est
un reste et en appliquant 'opérateur P(0,,® Wi A, ,.) et le calcul symbolique il en résulte
que

(7.3.10) Pw, o Py, 0.4,0;(x v) — P(B;,0;u) est un reste.

On compare ensuite P(B;, 0;0) a P(B;,0;v). On a d’apres (7.1.24)

19 = Wassrnr < CIV 521012000 + 1000 ll502 1}
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ce qui prouve que 0;(V — v) est un reste. Il en est de méme de P(B;,0;v) — P(Bj,0,0).
Avec (7.3.10), cela implique que

(7.3.11) P(Bj,0;0) — Pw, o Py,0.4;0;(x v) est un reste.

On étudie ensuite la différence 9,0—P(V 1, 9,(x v)). En commutant II et 9, on obtient
d’apres (7.1.25)

10,7 = PV, 00 (x )35 < CIVTHE 2 {0l 0 + 1000l 57}
On en déduit que
(7.3.12) JO, v — JP(V™1,0,(x v)) est un reste.

Puisque J est une matrice constante, on a JP(V=1 ) = P(JV~L ) et d’apres (7.2.25)
JV=1 =W M. 1l en résulte que

(7.3.13) JO,v — Py, 0 PpO,(x v)  est un reste.

ce qui, compte tenu de (7.3.11) acheéve la démonstration de la Proposition 7.3.2.
O

On évalue ensuite L%T(ED) en commencant par le terme J8,%. On note que y v vérifie
I’équation

(7.3.14) L(xv)=f=xF+(0x)Ao(u)v.

En désignant par w la fonction
n—1

(7.3.15) w=f =Y A;(u)d;(x v)
j=o

et en tenant compte de (7.3.14), on obtient :

(7.3.16) w = (0,®) " M(u, 0,®)0n(x v) .

Il en résulte immédiatement que

(7.3.17) Wiw=WMV(x () =J(x ().

Lemme 7.3.3. Avec les notations précédentes, ® = I1(¢, x @) vérifie I'estimation

(7.3.18) JO,® — Py, o P, 0,9" est un reste.
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Preuve. Puisque W; et w sont bornés dans W?2°(Q27), on a par le calcul symbolique :
(7.3.19) [P, © Py0n® — PowywOn®'[[5 7 < C(M) Kol|0n® |55 _s 7 -
D’apres (7.3.17), on a d’autre part :

(7.3.20) P(Wyw,d,8) = P(Jx C,0,8') = JP(x C,,').

En utilisant (7.1.26) et I'estimation ||¢[|3, < C(M)Ky, on obtient

(7.3.21) P(x ¢,0,9") — P(C,0n(x ®')) est un reste.

La régle de commutation (7.1.25) implique que

(7.3.22) P(C,0n(x @) — OuII(¢, x @) est un reste.

Il résulte alors de (7.3.20) (7.3.21) et (7.3.22) que

(7.3.23) PO ® — JOLII(C, x @) est un reste,

ce qui prouve le Lemme 7.3.3.

t

Lemme 7.3.4. Pour 0 < j <n —1 la différence P(B;, @5) — Py, 0 Paja,(y v)0;®" est un
reste.

Preuve. D’apres (7.1.24), 8]-&)—8]-P(C, x ®’) est un reste. En commutant d; et P on obtient
que

(7.3.24) 8;® — P(C,8;(x @) est un reste.

En appliquant l'opérateur P(Bj,.) on en déduit que

(7.3.25) P(B;,d;®) — P(B;C,d;(x ®')) est un reste.
Comme B;( = W1A;0,v on a

(7.3.26) P(B;(,0;(x ®')) — Pw, 0 Pa,5,00;(x ®') est un reste.
En commutant x et 0; et en appliquant la regle (7.1.26), il vient
(7.3.27) Pajo,0 X 05" — Pajo,( 0;®"  est un reste.

Il résulte alors de (7.3.25) (7.3.26) et (7.3.27) que

(7.3.28) P(B;,0;®) — Py, o Py,o,(x v)0;®"  est un reste,

ce qui prouve le Lemme 7.3.4.
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En rassemblant les résultats de la Proposition 7.3.2 et des Lemmes 7.3.3 et 7.3.4, on
obtient que

(7.3.29) LY (v) = P(Wh,g) +r

ou r est un reste et

n—1 n—1
(7.3.30) 9= Pa.a,0;(x v) + Prdn(x v) — {Z P ony )05 + Pwanq)/}
j=0 j=o

Le Théoreme 7.3.1 sera donc entierement démontré si on prouve que g est un reste. Pour
cela, nous reprenons les termes Py, e.4,0;(x v) et Py0,(x v) figurant dans g et nous
comparons le produit et le paraproduit.

On utilisera le résultat suivant qui découle directement de la regle (7.1.13).

Lemme 7.3.5. Soit A(u) une matrice N x N, C* en u. On note A(u) = A(u) — A(0) et
tA la matrice transposée. Pour u € A*(Qr) N HY*7¥(Qr) et v € A(Qr) N H*#(Qr) la
différence : N

r=Auw) x v— P (Aw), x v) = P((x v),"Au)

est dans H**(Qr) et on a l'estimation

(7.331) Il < {IACII i+ I i}
Lemme 7.3.6. On a

(7.3.32) Py,o.a;w0i(x v) = On®.A;j(w)0;(X v) = Pa, o, x v)On® +7
ou r est un reste.

Preuve. En appliquant la regle (7.1.13) on obtient tout d’abord :

(7.3.33) 0, ®".0;(x v) = P(0,9",0;(x v)) + P(9;(x v),0,®") + 11

ou r; est un reste. On applique ensuite a (7.3.33) opérateur P(A;(u),.) et on obtient en
vertu du calcul symbolique (7.1.10) et du fait que 9,,® =1+ 0,9’

(7334) P8n<I’.Aj(u)8j(X U) = PAj(u)an(I).aj(X U) — PAj(u)aj(X U)ﬁnq), + 79
ol 1 est un reste. En utilisant le lemme 7.3.5, on obtient que

(7.3.35) P ()0, P.0;(x v) = 0,9.4;(1)0;(x v) — "Pa,aro,(x v) Aj(u) + 73

ol g](u) = Aj(u) — A;(0) et r3 est un reste. En utilisant (7.1.8), on en déduit que
Py, at9;(x v)' Aj(u) est aussi un reste et le lemme résulte alors de (7.3.34) et (7.3.35).
U
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Lemme 7.3.7. On a

n—1
(7.3.36) PrOn(x v) = MOp(x v) + Z Pu,w)on(x 003 ®" + 71
j=o
ol r est un reste.
Preuve. On part de I'identité
n—1
(7.3.37) Pr0n(x v) = Pa,0Oa(x v) — {Z Po@4;()On(X v)} :
5=0
Le lemme 7.3.5 implique que
(7.3.38) Pa,On(x v) = Ap(w)0n(x v) + 11

ol 7y est un reste. Etant donné que ® = & + ot + z,, et que, d’apres (7.1.16), 00,(x v) —
P(ol,0,(x v)) est un reste, on obtient en appliquant (7.1.13)

(7.3.39) 0,90, (x v) = P(0;®,0,(x v)) + P(On(x v),0;9") + 72

ol ry est un reste. On applique ensuite a (7.3.39) 'opérateur P(A;,.) et on obtient par le
calcul symbolique :

(7.3.40)  P(0;RA;(u), 0n(x v)) = P(A;(u), 0;00,(x v)) — P(A; (1), (x v),0;9) + 13
avec un reste r3. D’apres le lemme 7.3.5 , on a de plus :
(7.341)  P(A;(w),0;00,(x v)) = 9;0A;(u)d,(x v) = "P(9;00," (x v)," A;(u)) + 4

avec un reste r4. En utilisant (7.1.8) on voit que le terme 'P(9;®8,(x v),'A;(u)) est aussi
un reste. En revenant a (7.3.37) et en tenant compte de (7.3.38) ... (7.3.41), on obtient
(7.3.36) et le lemme est démontré.

O

En reprenant maintenant (7.3.30) et en appliquant les Lemmes 7.3.6 et 7.3.7, on obtient
apres simplification :

(7.3.42) g=0,9.L(xv)— P(f,0,9)+nr
ou f’ est donné par (7.3.14) et 71 est un reste. On en déduit que
(7.3.44) g=f"+0.2 f = P(f,0.9) + 1.
En appliquant (7.1.13), on montre que

(7.3.45) Oh® f'— P(f,0,9") = P(0,P, f') +ro

avec un reste 7. Enfin, en remarquant que f' = x f + Oyx.Ao(u)v est aussi un reste,
il résulte de (7.3.44) et (7.3.45) que g est un reste, ce qui acheve la démonstration du
théoreme 7.3.1.
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7.4 Paralinéarisation de I’équation pour le probleme non-linéaire

On se donne maintenant un couple de fonctions (u, ®) € F.(s,T). Alors, d’apres (3.2.3),
v =1u" = u — u, est solution de (7.3.4) avec F' = f, le prolongement par 0 pour ¢ > 0 de la
fonction f, de (3.1.8). On désigne ici par v; la bonne inconnue associée a v = u' = u — u,

(7.4.1) vy =TTV o) =TT (¢, x @)
avec
(7.4.2) ¢ =V~H(0u/0,9)

En appliquant le théoreme 7.3.1 nous obtenons alors directement le corollaire suivant.

Corollaire 7.4.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T > 0 et si (u,®) € F.(s,T),
alors pour tout v > 1 on a LV (v)) € W*(Qy) et

(7.4.3) 1277 @00) i < COD{ltllssriz + 1@l + 1120}

ou M = M>(u,®,T) est défini en (3.3.9).
Preuve. On sait que f est nulle pour ¢ > 0 et que sur €y, f ne dépend que de (ug, Dy).
Comme M (u®, ®%,0) est uniformément borné, ceci implique que

(7.4.4) 1l <C.

Ceci entraine que Ko < C + [[v]|5 7 < C(M) et 'estimation (7.3.5) donne le résultat.
U

7.5 Paralinéarisation des conditions aux limites pour le probleme
linéaire
On reprend les notations du paragraphe 7.3. On se donne a nouveau des fonctions
(v,u,®, F) vérifiant les conditions (7.3.1) & (7.3.4) et on suppose en outre que

v € H*(wr), T® € H* Ywyp), TV € H*(wr)

On se donne de plus deux autres fonctions g et ¢ appartenant & H?*(wr) et on suppose
que (I'v,v) vérifie sur wr I’ équation :

(7.5.1) [(M(Tu, 9y¢)Tv] = Xu(¢) = g

ou X, désigne 'opérateur du premier ordre :
n—1

(7.5.2) Xu(W) =) 051f(w)].
j=o
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L’opérateur linéaire en (I'v, 1)) qui apparait au premier membre de (7.5.1) est le linéarisé
de 'opérateur

(T, 0) = [Fulu)] — 32 04610

que l'on trouve au premier membre de (3.2.4) (conditions de Rankine-Hugoniot).
On désigne par v; la bonne inconnue (7.2.21). D’apres (7.1.28), on a

(7.5.3) Tvy = PPV x To) = PYI(TC, x ¢) .
En multipliant (7.5.1) par x W, on obtient 1’équation équivalente
(7.5.4) [J vs] + E vy — Xi(x ¥) =G,

ou l'on a posé :

(7.5.5) vy =V IxTw,

(7.5.6) Xi(x ) = Wi Xu(x ¥),

(7.5.7) E=J —WiM V™ ={I-W{(Wy)}J,
(7.5.8) G = x Wi g+ Wi (9x) [ fo(w)] .

Nous introduisons d’autre part 'opérateur paradifférentiel X T associé A X 1,
n—1
7T 3
(7.5.9) X7 () =) PP (b, 010)
§=0

ot by = Wi [f;(u)].
Enfin, on note Q7' I'opérateur paradifférentiel associé a I'opérateur figurant au premier
membre de (7.5.4),

(7.5.10) Q" (v, ) = [J v] + PPT(B,v7) = XT7 (¢) .

Proposition 7.5.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T > 0 et si (I'v, ¥, Tu, ¢, g)
vérifient (7.5.1) et les hypothéses ci-dessus, alors pour tout v > 1 on a Q"1 (Tvy,x ¢) €
H?*(wr) et

’Q%T(Fvla X ¢) ’25,7,T §C<M) { ‘Fvbs—l,’y,T + ’wbs,’y,T + ’g‘Qs,v,T

(7.5.11)
+ Kl{‘rbbs,'y,T + |Fu|25,’y,T + |¢’2s+1,'y,T}} 3

ot M est tel que
(7.5.12) 130+ 1975+ 16150 < M

et ou Ky =[]} + [T0]] 7 + |9} 7-
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Preuve. Dans la preuve, et afin d’alléger les notations, nous écrirons v au lieu de I'v.

D’autre part, nous dirons ici qu’une expression e est un reste si e € H*(wr) et si |€]s .1

est majoré par le membre de droite de (7.5.11) pour une certaine constante C'(M).
D’apres (7.1.12), P77 (b;,0;(x ¥)) — b; 9;(x 1) est un reste. Cela implique que

(7.5.13) X7 (x ¥) — X1(x @) est un reste.

Par ailleurs,
V] — U2 = P%T(VA,X v) — Vﬁl(X v) — P%T(C}X ¢).

D’apres (7.1.12), PYT(V=L y v)=V~1(x v) est un reste et il en est de méme de P*7({, x ¢').
On en déduit que

(7.5.14) [Jv1] — [Jvg] est un reste.

On remarque que PYT((,x ¢') est lui méme un reste. En outre, (7.1.10) et (7.1.12) im-
pliquent que ,
ProPya(xv)—EV ' (xv) estun reste.

On en déduit que

(7.5.15) PYT(E v7) — Evy est un reste.
On déduit alors de (7.5.13), (7.5.14) et (7.5.15) que :

(7.5.16) QT (0, x ¥) =G +1

ou r est un reste.
On vérifie directement d’apres la définition (7.5.8) que G est aussi un reste. La propo-
sition 7.5.1 en résulte.

t

7.6 Paralinéarisation des conditions aux limites pour le probleme
non-linéaire

Dans ce paragraphe, nous paralinéarisons les conditions aux limites (3.2.4). Comme au
paragraphe 7.4, on se donne un couple de fonctions (u, ®) € F.(s,T) et nous désignons par
v1 la bonne inconnue (7.4.1). D’apres (7.1.28), on a

(7.6.1) Tvy = PPI(CVTY x Tu') — PPI(IC x &)

avec I'¢ = TV~1(9,u/d,®). On rappelle que QT est opérateur paradifférentiel défini par
(7.5.10).
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Proposition 7.6.1. Il existe une fonction C(.) telle que si T > 0 et si (u, ®) € F.(s,T),
alors pour tout v > 1 on a Q¥ (Twy, x ¢') € H*(wr) et

(7.62) Q7T (o1, x ¢lasnr < & CON{ITulag 1+ [Blaosr + [[u]/2las-sr |
ou M est tel que

(7.6.3) M>®(u,®,T) < M

Nous dirons ici qu'une expression r est un reste, si r € H*(wr) et si |r|as 1 est majoré
par le membre de droite de (7.6.2) pour une certaine constante C'(M). Dans les calculs qui
suivent, on notera 7, 7o, ... différents restes. Pour alléger les notations, nous écrirons u
au lieu de u. et ¢ au lieu de ¢_. Nous omettrons aussi d’écrire 'opérateur de traces I'.

Lemme 7.6.2. Soit F' une fonction C* de ses arguments. Alors I’expression
(7.6.4) r=x [F(u) = Fu)] — [P (F'(u), x )]
est un reste.

Preuve. On a [F(u)] = G(ut,u
Gi(wtu™) =Gt u) -G

“)[u] ou G est une fonction C* de ses arguments. Soit
,u~). Alors, en notant v’ = u — u,

(ut
(7.6.5) X [F(u) = Fw)] =y Glu™,u )]+ x Gi(uw'™",u/')[u].
Les propriétés de paralinéarisation des produits, impliquent que
(7.6.6) x Glut,u)[W] =P (W], x tGy) + PYT(G, x [W]) +

avec un reste r1. En remplacant [u/] par [u] —[u] et en remarquant que P (*[u], x 'G;) —
X G1lu] est un reste, (7.6.6) implique que

(7.6.7) X Gt un) W] = "Pr("[u], x 'Gr) + PY(G, x [W]) — x Galu] +7s.
On note Gj; le terme d’indices (7, j) de la matrice G(u™,u™). Si v est une fonction a
valeurs dans R, on désigne par P7T<§L—Ci, v) la matrice N x N dont le terme d’indices

(1,7) est donné par :

iPW’T(Z)Gfa k>

k=1

On procede de facon analogue pour P7 (88“—%, v). En utilisant (7.1.15) on obtient,

NG oG _
t v, T 1 1+ ~, T 1 /
(7.6.8) x 'Gi=P (aqu,xu )—i—P <8u*’XU >+7"3.
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En écrivant ensuite la formule explicite :
1
(7.6.9) Glut,u~) = / Flu™ +t[u]) dt

on voit que pour tout triplet (i, 7, k) on a :

ouyf B 8u;r ouy, N u

En posant By = 0'G1/0u™ et By = 0'G1/0u” et en utilisant le calcul symbolique, on
obtient les formules :

oG
T A , 1
(7610) t(Pt’)[/u} o} P;l (X UI+)> = _P’YT<%7 X Ul+> + Ty,
_ oG _

(7.6.11) t(Pﬁ[ﬁ o P (y u! )) _ p%T<8T_1’X o ) o
En appliquant l'opérateur tP,?[l’L]T a (7.6.11), on obtient ainsi

oG oG .

t pvy,T [t t _ T 1 1+ T 1 /

(7.6.12) P (*lul,x 'Gy) = P <_8u+’X u ) + P (—au_,x u ) + 76 .
En dérivant sous le signe somme dans (7.6.9) on obtient d’autre part :

0G,

+ - — Byt
(7.6.14) Glut,u™) — ?[u] =F'(u™).
u

En reportant ces relations dans (7.6.12), on obtient

(7.6.15) P ([u), x "G = [PY(F (w), x )] = PY(G X W) + e
Enfin, en revenant a (7.6.7) et en tenant compte de (7.6.15), il vient

(7.6.16) X Gut un) ] = [P (F'(u), x o)) = x Gulu] +7s.

Compte tenu de (7.6.15), le lemme en résulte.
U

Lemme 7.6.3. Soient a = I'F(u,0,®) et B = I'G(u,0,P) ou F et G sont des fonctions
C de leurs arguments. Alors

[PYT o PP (x u')] — [FY (x )]

est un reste
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Preuve. En notant £ =I'xy «/, on a

(7.6.17) [PYT o BJTe) = Pl o PRI + P10 PLTET + P10 PRI,
(7.6.18) (PYRe) = PUl et + Pl et + PYTfe].

On remarque que «, § et [a]/e sont bornés dans W1 (wz) par C(M). En appliquant
(7.1.10), on en déduit que

(7.6.19) Prlo PRIe = Pl 6" +
(7.6.20) PYTo PLTET = PYI 6T 4 1y

D’apres (7.1.10), et en remarquant que |a~ |5, + |57[5 7 < C(M), on en déduit que

(7.6.21) |PYT o PYTIE] =PI [Ellas i < C(M) el[u]/elas—snr

et le lemme suit.

Lemme 7.6.4. Pour 0 < j < n —1 on pose d; = [f;(u)], d; = [f;(u)] et d; = d; — d;.
Alors
X 0,0 dj — x 8;¢ dj — PV (9;0, x dj) — P (d;,0;(x ¢'))

est un reste

Preuve. En utilisant (7.1.13), et I'estimation :

(7.6.22) X ez < & COD{llul/ela-soiz + [Pulsorr

on vérifie que

(7.6.23) x 0;¢' dy = PYT(9;¢', x di) + PV (x d},8;¢') + 11

D’autre part, on a

(7.6.24) X 0;¢ dj — x 0;¢ d; = x 0;¢" d; + x 0;¢ d; + x 0;¢' d; .
D’aprés (7.1.26), et en remarquant que P*7(d}, (9;x)¢’) est un reste, on obtient

(7.6.25) PP (x d},0;¢") = PY(d}, 9;(x ¢')) + 12
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Puisque d; est un vecteur fixe et que P%T(glj, (0;x)¢') est un reste, on a :
(7.6.26) x 0;¢" d; = PV (d;,0;(x ¢')) + 3.

En reportant dans (7.6.24) et en tenant compte de (7.6.23) (7.6.25) et (7.6.26), on montre
que

(7.6.27) X 06 dj — x 9;0 d; = PP (9;¢', x dj) + PYT(d};, 05(x ¢)).
+ P%T(c_ij,@j(x ¢/)) + X @Q d; +1ry.
Par ailleurs,

(7.6.28) X 0;0 di = PV (0;0,x ) + 15

En reportant dans (7.6.27) on obtient

(7.6.29) X 00 dj — x 0;¢ d; = P (0;0, x d;) + P (d;, 05(x ¢)) + 6,

ce qui prouve le lemme.

Lemme 7.6.5. L’expression

n—1

r =[PP (M(u, 8,0), x u)] =Y P"T(d;, 05(x ¢))
j=o
est un reste
Preuve. On part des conditions de Rankine-Hugoniot (2.3.3) que nous multiplions par x ()
n—1
(7.6.30) 2 X 00lfi(w)] = x [fa(w)] =0
=0

nous appliquons le Lemme 7.6.4 a chaque terme y 0;¢[f;(u)] et au terme x [f,(u)]. 11 vient
n—1 n—1

(7.6.31) S P06, x dy) + Y PY(dy, 05(x @) — [P (An(u), x )] =1
=0 =0

D’apres le lemme 7.6.2,
(7.6.32) X & =[PV (Aj(u),x u)] +72.
On en déduit que
(7.6.33) PYT(0;0,x dj) = [Pyrg o Pyiyx u/] 475,
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En appliquant le Lemme 7.6.3, cela implique que
(7.6.34) P10, d;) = [PYT(0;0 Aj(u), x u)] +ry.

Enfin, en revenant a (7.6.31) on obtient :
n—1

(7.6.35) > PPy, 05(x ¢) = [P (M, 0,0), x )] =75,
=0

ce qui prouve le lemme.

En notant @ = P*T (V=1 x /) , la bonne inconnue v; s’écrit sous la forme :
v =1u— P (¢ x ¢)
En posant Z = (W)~
Lemme 7.6.6. L’ expression
r=[Ju] — P‘Xﬁz o Pyl
est un reste.
Preuve. Sur {z,, = 0} la fonction b est de la forme
(7.6.36) b= f([ul/e, u,0,0)

ou f est une fonction C* de ses arguments. En utilisant (7.1.10), et la majoration [b]3 , <
C(M), on obtient

(7.6.37) Pl o PRI [Ja) =[] + 1,
ou ry vérifie I’ estimation :
(7.6.38) 71]2sy,0 < C(M)|[JU]|25-3~,7
Par ailleurs,
(7.6.39) [Ju) = JH[u] + (J©F = J)u .
En tenant compte de la forme de la matrice J* — J~, on obtient :
(7.6.40) [(JF = T as—s300 < € C(M)|TU25-3.7 -
D’autre part :

(7.6.41) [@ = PV I w]) + PV x )
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En remarquant que [V 1] peut s’écrire sous la forme :

(7.6.42) V= [u] gu®,u,8,0),

on en déduit que

(7.6.43) @237 < COM){|[w]|2s-357 + € [T 25577}

En revenant a (7.6.38) et en tenant compte de (7.6.40) et (7.6.43) on en déduit que ry est
bien un reste, ce qui prouve le lemme.

O
Lemme 7.6.7. On a l'estimation

211 < e C(M)

Preuve. Sur {z, = 0} on a, d’apres (1.2.6), p™ = p~ = [u] = [wi]R(u™,u™,0,¢). Avec
(2.3.13) et (7.2.6) (7.2.7), on peut alors écrire

1

(7.6.44) Tt = Slmlgi(u", 9,6) + [m]*g5 (u", )¢, [w])
(7.6.45) 'h™ = _%[Ul]gl(ua 8;@ + [w)?gs (u™, 8;@ [u1]),
ou :

(7.6.46) 91(u, 0,¢) = R(u, 0,p) - dyA(u,d,¢) > 61 > 0

et go est une fonction réguliere de ses arguments. Puisque I'b" = In(—T'h*/e) et Tb™ =
In(T'h™ /), on en déduit 'estimation

(7.6.47) IThT — Fb_H’T <eC(M)
On écrit ensuite
(7.6.48) (Z) = Z(u", bﬂ%qﬁ) —Z(u",b7, 8;¢)

et le lemme résulte alors de (7.6.47) et de la majoration |[u]|}, <& C(M).

Lemme 7.6.8. L’ expression

r=Pylo Pyl (J u) — Py(u)

est un reste.
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Preuve. L’identité E = W, [Z]J~ implique que

(7.6.49) Pyt =Pt

wi'[Z)

(Ju).
Le Lemme 7.6.7 et le calcul symbolique donnent ensuite 1’estimation

(7650) |T|2s,'y,T S £ C(M)|J7a7‘2571’%T.

Lemme 7.6.9. L’ expression
v, T ~— v, /
T:[Jm+PE (u) = X" (x ¢)
est un reste.

Preuve. Légalité P)[Ju] + Py (J =) = [PY"(JW)] et les Lemmes 7.6.6 et 7.6.8, im-
pliquent que

(7.6.51) [Ju] + Py () = Py o [PRT(JW)] + 1y

ott 71 est un reste. Comme J = Wy MV, Py7 (J)— P, (1) est un reste, avec le Lemme 7.6.3
on obtient

(7.6.52) [Py (Ja)] = [P (x )] + 72

avec un reste ro. Le lemme 7.6.5 implique alors
(7.6.53) [Ja] + PYT( Z P’YI o P 0;(x @) + 73

D’autre part, on a

n—1
(7.6.54) XTI (x ¢) =Y PYT(Wid;, 05(x ¢)) .

Jj=0

Puisque d; = [f;(u)], on a la majoration |d;|} < e C(M) et en utilisant le calcul symbol-
ique on obtient

(7.6.55) Z Pyio PPT0;(x ¢) = XTT (x ¢) + 14

Le lemme découle alors de (7.6.53) et (7.6.55).
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Lemme 7.6.10. L’ expression
[T P (¢, x ¢)]

est un reste.

Preuve. On remarque d’abord que

(7.6.56) [ PY(¢,x @) = PP([J ¢lx ¢),
et
n—1
(7.6.57) J(=Wif =) WiA;(u)d;u.
j=0

En utilisant I'estimation (7.6.47), on obtient :

(7.6.58) Wllor <e C(M).

Comme [Wyf] = Wit[f] + [Wi]f~, Pestimation (3.1.9) sur le saut de f implique que
(7.6.59) Wil < = C(M).

On montre de méme que

(7.6.60) W14 (u)Oullsr < e C(M).

Il en résulte que |[J (][ < e C(M) et, avec (7.1.8), que P ([.J (], x ¢') est un reste.
U

Preuve de la Proposition 7.6.1.
On part de 1’égalité

(7.6.61) Q" (Tor, x ¢') = Q" (@, x &) = [J PPT (¢ x ¢)] = P o PXM(x ¢').

D’apres les Lemmes 7.6.9 et 7.6.10, les deux premiers termes du membre de droite sont des
restes.
En utilisant (7.1.8), on obtient les deux estimations :

(7.6.62) (B2 (X )lasr < C(M)|& |26,1,

(7.6.63) |Po o PEY(X ¢)lasnr < C B[ 7] |asr -
Etant donné que E = WiH[Z)J~, on a |Elgp < e C(M). Il en résulte que P o Pg_’T(X @)

est un reste, ce qui termine la preuve de la proposition 7.6.1.
O
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8 Estimations d’énergie conormales

L’essentiel de ce paragraphe est consacré a la démonstration du Théoreme 3.3.2 qui
donne une estimation a priori des dérivées conormales de la solution (u,®) . Comme in-
diqué au §1.2.8, I'avantage crucial de la forme paradifférentielle des équations obtenues au
paragraphe 7, est qu’elle résiste bien aux dérivations tangentielles et conormales, ce que ne
fait pas la forme initiale. En effet, dans la forme paradifférentielle, les commutateurs sont
uniformément bornés des que l'on controle un nombre fini, indépendant de s, de dérivées
des coefficients. On obtient donc assez facilement les estimations conormales a partir des
estimations L? de [Mé2].

8.1 La stabilité L2

Dans ce paragraphe, nous commencons par rappeler l'estimation L? qui constitue
I'inégalité de base et qui est aussi le prototype des estimations d’énergie que nous voulons
établir.

Nous considérons le probleme linéaire suivant, qui est une linéarisation de (3.2.3)
(3.2.4) :

Luo=Ff
(8.1.1) { (M(u, 9,®)v] — Xu(¥) =g

ou L v est donné par (7.2.1) et X, (¢) par (7.5.2).
On se donne T, < T? < 0, et on utilise les notations des paragraphes précédents.

Théoreme 8.1.1. Sous les Hypothéses 1 a 4 du paragraphe 1.1, il existe un voisinage
compact U de 0 dans RY, un voisinage compact O de 0 dans R"™!, un voisinage compact
I de X(0,0) dans R, et des fonctions €,(.) , 7.(.) , C(.) telles que pour tout T' > 0, tout
€ €]0,60(M)], u € W(Qr) prenant ses valeurs dansU, ® € W**>(Qr) tel que (9,®, 0, P)
prend ses valeurs dans I x O, vérifiant

(8.1.2) Lulsr+ | VO 50 + | (0,2)7" [50< M
et
[®] =0,
(8.1.3) [u] = —¢ ¢* R(u™,0,®@) + %ay
Lht = Au™, 0,¢) — 09,
I'n™ = )‘(u_’ QLQS) - at¢7
avec
(8.1.4) laft g+ lar | + 0550 < M,
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alors, pour toute solution (v,v, f,g) de (8.1.1) nulle pourt < T’ on a pour tout y > v,(M)
I’estimation suivante

Y0 o0 +7"% 2 T0loqr + 712l r + 426 2[00
< COD{I| £ llsz +21%7 Ig

O,V,T} :

Ce théoréme est démontré dans [Mé2] pour T' = oo avec des coefficients donnés sur R
et des solutions dans les espaces & poids e?*L?. Suivant la procédure habituelle, on montre
que v et ¥ sont nulles pour ¢t < T'si f et g le sont. Cela implique aussi que ’estimation se
localise en temps sous la forme (8.1.5) (cf [Ch-P1i]).

Pour ¢ fixé, on retrouve l'estimation L? donnée par A.Majda ([Mal]). Ce théoréme
précise le comportement des constantes lorsque € tend vers 0. Il analyse ainsi la perte de
stabilité des traces I'v et du front v lorsque la force du choc tend vers zéro.

8.2 Estimations pour le probleme paradifférentiel

Pour toute la suite du paragraphe 8, on suppose donnée une famille F%(2s 4 3) de
solutions approchées au sens de la Définition 3.1.1. Avec les notations du paragraphe 3.3,
on se donne une solution exacte (u,®) € F.(s,T) du probleme non-linéaire (3.2.3) ...
(3.2.10) et on se propose d’obtenir des estimations d’énergie pour la solution (v,1) du
probleme paradifférentiel

L%TU = F7
(8.2.1) { [J o] + Pyt (Pom) = X7 (0) = G,

ou 7T, X7'" et E ont été définis respectivement en (7.2.27) (7.5.9) et (7.5.7).
Nous comparerons aussi (8.2.1) au systeme différentiel :

Lv=1F,
(8.2.2) { [J o]+ ETv — Xi(¢) =G,

ou L et X sont les opérateurs :

n—1

(8.2.3) Lv =Y B;ojv+ Jowv,
j=0
n—1
(8.2.4) Xi(¢) = b0
=0

L agit sur des fonctions vectorielles, alors que X; agit sur des fonctions scalaires.
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Nous considérons maintenant des fonctions v, 1, F' et G telles que

(8.2.5) v e W*(Qr), Tve H*®wr), ¢ H* Y wr),

(8.2.6) FeW*Qp), GeH*wr).

Théoréme 8.2.1. I existe des fonctions &,(.), Yo(.), C(.) telles que si T > 0 et si
(v,9, F,G) vérifient (8.2.5)(8.2.6) et (8.2.1), alors, pour tout v > v,(M), on a

(27) N3 T) < CON{N(0,6,7,004+ | F i 49772 Glasrr
ot M est tel que

(8.2.8) M>(u,®,T) <M

et ou I'on a posé

Ni(v,,7,T) =~ || v Hgs,'y,T +’71/251/2|FU’28,%T

(8.2.9)
+ ’71/25|¢|25+1,7,T + ’73/251/2|¢|25,7,T .

Nous commencons par établir le lemme suivant.

Lemme 8.2.2. Si (v,1, f, g) sont solutions du systeme (8.1.1), alors

(8210)  No(o,,%,7) < CON{No(,0, 3,00+ || o 44727 lglar )

ot No(v,1),7,T) désigne 'expression définie par (8.2.9) pour s = 0.

Preuve. Soit x(t) une fonction C*°, nulle pour ¢t < 77 et valant 1 pour ¢ > 0. En posant

F=x f+Aw)(@x)v et § = x g— [fo(w)](9x)¢, on voit que (x v, x ¥, f,7) sont solutions
de (8.1.1). Ces fonctions sont nulles pour ¢ < 77. De plus les conditions portant sur u et

® impliquent (8.1.2) (8.1.3) (8.1.4). D’apres le Théoreme 8.1.1, (x v, x ¥, f,§) vérifient
(8.1.5) et (8.2.10) en résulte.

O

Lemme 8.2.3. Si (v, v, F, G) sont solutions du systéme (8.2.1), alors I'estimation (8.2.10)
est satisfaite.
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Preuve. Soit (v, 1) une solution du systeme différentiel (8.2.2). Puisque B; = (0,,®)W1A;V
et J =W MV, ona

(8.2.11) L(Vv) = F := (8,9)" (W) 'F + Dv

ot D est une matrice dont les coefficients sont des fonctions de u, b, 3%u, 3°® avec |a| < 1
et [G] <2. On a donc

(8.2.12) | D [[5r< C(M).

On a d’autre part

(8.2.13) [J v] 4+ ETv™ — X (¢) = WiH{[M(u, 8,P)v] — X, ()}

On en déduit que (Vv,7) est solution du systeme différentiel :
L(Vv)=F,

8.2.14 ~

( ) { (M(u, 0,®)v] — X, (¢) = G := (W) 'G.

Le Lemme 8.2.2, implique que (v, ) vérifie I estimation (8.2.10).
On consideére maintenant une solution (v, ) du systeéme paradifférentiel (8.2.1). Alors

{L’U:Fl,

(8.2.15) J o]+ ETv- — X,(4)) = G
ou I’ on a posé :

(8.2.16) P =F+Lv— L ",

(8.2.17) Gy =G+ {ETv — P To} — {X3(¢) — X" (¥)}.

La premiere partie de la preuve implique que

(8:218)  Na(v,1,7,T) < CON{ Naw,,7,00+ || F [0 #7727 Glonr |

En utilisant le résultat de paralinéarisation (7.1.14) et l'estimation || B; [|5 < C(M), on
obtient

(8:2.19) I Es I F oz +COD) 0l

Comme E = W [Z]J~, on a par le Lemme 7.6.7, |E|; < & C(M). En appliquant (7.1.14),
on obtient

1
(8.2.20) |ETv™ — Py Tw |oqar < e C(M){ [Tv™ |00 + ;]FU_M%T }.

On remarque ensuite que b; = Wi"[f;(u)] factorise par [u], et donc que |b;[;, < e C(M).
En appliquant & nouveau (7.1.14) on obtient :
(s.2.21) X1(8) = X7 (Wloar < & COM) [lonr

Finalement, en reportant dans(8.2.18) les estimations (8.2.19) (8.2.20) et (8.2.21) et en
prenant 7y assez grand pour absorber les termes || v |l 7, 77/?eY2|[Tv™|o .1 et /2 2[¢)o 5.1
du second membre, on obtient que (v,1)) vérifie (8.2.10).

U

110



On commute maintenant les dérivations conormales au systeme paradifférentiel (8.2.1).

Lemme 8.2.4. Si (v,%) est solution de (8.2.1), pour tout « tel que |a] < 2s, on a
(8.2.22) P 6%, Lo 6 < COM 0 loa + I F loan )

07, P I o+ (0 X7 o
<e C(M){ T |as—10,0 + |¥l2syr ) -
Preuve. En appliquant (7.1.11), on obtient que
S—|o @ vT
(8.2.24) el 6%, P10 [l COM) [0 [y -

On commute ensuite 0% a

(8.2.23)

n—1
(8.2.25) Joww=F—=> Pylou.
j=o
On obtient 'estimation
n—1
s—|a « s—|a T
(8226) A [0, J00 s ST A F Y0Py 0p i
1B1<]al-1 j=0

Avec (7.1.8), il vient :
(8.2.27) vl 6%, T o< CODAN v e + 1 F Iloan -

L’ estimation (8.2.22) découle alors directement de (8.2.24) et (8.2.27).
La seconde partie du lemme résulte immédiatement de ’estimation

(8.2.28) |ElLr+ bl < e C(M)
et de la regle (7.1.11) pour le paraproduit sur le bord.

O
On considere maintenant une solution w du systéme paradifférentiel :
L%Tw:l: — F:t ,
(8.2.29) { ot — 0.

Lemme 8.2.5. Soit w € L*(Qr) une solution de (8.2.29) nulle pour t < T!. On a
l'estimation d’énergie suivante

(8.2.30) VI w lloqr< C(M) || F [loqr

Preuve. Comme pour le lemme 8.2.2, il suffit d’établir (8.2.30) lorsque w est solution du
systeme différentiel :

(8.2.31)

Lw* = F*,
T'w* =0.

Le systeme initial étant supposé symétrique, 'opérateur L est symétrisable et une intégration
par parties standard conduit a (8.2.30).
O
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Preuve du Théoréme 8.2.1.

Soit (v,7) une solution de (8.2.1). Pour |a| < 2s, on note w, = y*714§*v et v, =
723—\a|5a¢‘

Supposons d’abord que 0% ne contient pas de dérivée 9,,. Alors on peut commuter
0% = 0, a I'équation et aux conditions aux limites. On a

L%Twa - Fa7
(8232) { [J wa] + Pg"T(Fw(;) - XY’TCch) = Ga’

avec

F, = 728—'6“'{5@1«" o, L%T]v} ,
Go == 6°G — (5%, PLTIT0™ + (0%, X" |
En utilisant le lemme 8.2.4, il vient :
(8.2.33) I Fa o< CODLN 0 llognr + 11 F 13600} -
En utilisant estimation (8.2.23) du lemme 8.2.4, on obtient
(8.2.34) Galoqyr < |Glasyr +& CM){ |Tv |as—147 + [Y|osrr }-

Le lemme 8.2.3 implique alors que

NoWa a0, T) < CON{ No(uta, Y 7,0+ |0 sz + | F P

(8.2.35)
+ 22 Gas i + 42TV as 1 71/251/2|¢|25”’T} '

Supposons maintenant que §¢ comporte une dérivée 9,,. Dans ce cas on a ['w, = 0 sur
{z, =0} et w, vérifie
VT, _
L wy = FLF
Twf=0.

F,, vérifie encore 'estimation (8.2.33) et le Lemme 8.2.5 implique que

(8.2.36) Y I wa l1650< COD{N 0 sz + I F 13507}

En sommant les estimations (8.2.35) (8.2.36) pour tous les « tels que |a| < 2s, et en
choisissant 7y > 7,(M) assez grand pour absorber les termes || v ||4, . 7, v*/*"/2|Tv " |2s—147

et y1/2/ 2W|25,7,T du membre de droite par le membre de gauche, on obtient I'estimation
(8.2.7) et le théoreme est démontré.

t
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8.3 Estimation d’énergie pour le probleme non-linéaire

Nous démontrons ici le Théoreme 3.3.2. On considere une solution (u,®) € F.(s,T)
du probléme non-linéaire (3.2.3) ... (3.2.10). On introduit la bonne inconnue v; comme en
(7.4.1) et on pose F' = LV (v;) et G = QT (Twy, x ¢).

a) Estimation d’énergie pour (v1, x ¢).
D’apres le Corollaire 7.4.1 et la Proposition 7.6.1, F € H**(Qr) et G € H*(wr) avec

(3.1 | F Wi COD{ N o + 11 @ aosir + 1 £ asr

(832) ‘G‘2s,'y,T S € C(M){’Fubs—l,%T + ‘¢|25,7,T + |[u]/5’2s—3,7,T}'

D’apres le Théoreme 8.2.1, on a alors

Mo x 7, T) < CON{N (01, x 6.7, 01+ || sz + 1| ® s

(8.3.3)
+ [ f N2smr +772 2 {|Tulas—107 + |l2s7 + |[U]/5’2s—3mT}} :

b) Estimation de 7y || x ' ||, - 7 +711251/2’X Tu|os~ 7 N
On note u = T (V™ x o) et @ = II7(¢, x ). Alors, v; = 4 — ®. En appliquant
(7.1.8) et (7.1.24), on obtient

(8.3.4) 1@ [[5r< COM) || @ [laanr

(8.3.5) 18 50 CODLN 130570 + 1 Onte 55252} -

Comme y v/ — PYT(V,u) = x o' — PYT(I,x v')+ P (I, x ') — P»T(V,u), on obtient en
utilisant (7.1.16),

(83.6) VX = PYTCLX ) [y COD) [ [y
et d’apres (7.1.10) et (7.1.24) :

(8.3.7) v | PP X ) = PPV [l S CM) [t 267 -
On en déduit que

(835) ! = PPV € COD) | i
D’autre part, puisque @ = v; + @, on tire de (8.3.4) que l'on a

(8.3.9) VI PPV sy < v CODL @ Nlzsr + [l 01 e} -
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Compte tenu de (8.3. 8), il vient

(8310) I xW IS CON{N 0 2oz +7 I @ lasir +7 01 [z }
On obtient des estimations similaires de la trace y I'u/. On a successivement

(8.3.11) Ix T/ — PP (V,T%) g < C(M) |x T |2s- 147,

(8312) ’P’Y’T(V, FTL\L/NQ&MT < C(M) { ’Fﬁ — F'U1|257%T + |F1)1‘257%T , }

(8.3.13) Y22 |x T |geyr < yV/2e1/? O(M){Ix D o511 4 [D®|2s 07 + \Fvllzs,%T} :
On déduit alors de (8.3. 3) (8.3. 10) et (8.3. 13) que
N ', x ¢,7,T) < COD{Ni (o1, X ¢',7,0)+ |t fasnr +7 | @ lascyr

+ | £ llasr +772€*{ [Tulasc100 + |Blasqr + |[u]/5|28—3mT}}

c) Estimation de Ny (vi, x ¢',7,0).
Onau=I"V"1 xu)—PrT(V xy o)+ PPT(VL x o) et par suite

(8.3.14)

(8.3.15) Y1 e 0= CODLY X U Nlg0y0 + [t ll250,7} -

Puisque v; = & — ®, on a d’aprés (8.3. 4) et (8.3. 15)

(8.3.16) Yo llasn0= CODY X v a0 + 1Tt l2sya +7 1| @ [l2syir -
On obtient de méme

(8.3.17) Y22 Dy a0 < 422 C(M){ Ix T |20 + | 25,77} -

On déduit alors de (8.3. 14) (8.3. 16) et (8.3. 17) I'estimation
Moyl x 1. T) € COD{ M X 6701+ [ o +7 [ @ e

15 o 492 T+ Wl + [ e} -

d) Estimation de Ny(u/,¢',~,T).
Onavw =xu+(1—x)u et ¢ =x ¢+ (1 —x)¢. Comme 1 — x(t) =0 pour t > 0,
on a donc

(8319) Nl(ula QS/”Y)T) < Nl(X ul7 X qblvf)/v T) +C Nl(u/’ qﬁ/a’% O) :
on déduit alors de (8.3. 18) :
MW, 8,3, T) < COD{ Nt 63,014 1 e +7 1@ a1 £ llanrr

22V 2| Dula 11+ Blaar + ] elas st}

(8.3.18)

(8.3.20)

En prenant v > v,(M) assez grand, les termes y'/2e'/2 [Tuly, 1,7 et /22 |@los 1
s’absorbent de droite a gauche et la démonstration du Théoreme 3.3.2 est achevée.
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8.4 Estimation d’énergie pour le probleme linéaire

Dans ce paragraphe, on donne une variante des estimations ci-dessus, qui nous sera
utile dans la démonstration du Théoreme 3.4.1 de prolongement des solutions.

On se donne T3 et T tels que 0 < Ty < T} et, avec les notations du paragraphe 3.3, on
considere une solution exacte (u1, ®1) € F.(s,Ts) sur Qr, du probleme non-linéaire. Nous
supposerons de plus :

(841) MOO<U1,CI)1,T2) SMO—FH/Q

ou M, est défini en (3.3.10) et H > 0 est fixé.

On considere (a1, ®1) € W2(Qr,) un prolongement de (u1, ®1) & Q7,. On considére un
couple (u,®) défini sur Qp pour un T €]Ts, 71| et vérifiant les hypotheéses suivantes :

(8.4.2) (u,®) € W*(Qr)  Tue H*(wr) I'deH*(wr)

(8.4.3) U=1uU = U b= = 2151 pour t < T,
La proposition suivante est une version a ¢ fixé du Théoreme 8.2.1. Elle nous permettra

d’obtenir, au paragraphe 8.5, une estimation d’énergie pour le probleme linéaire a ¢ fixé.

Proposition 8.4.1. Il existe des constantes positives C,, v,, My et T| €|T5,T1] telles que :
i) pour tout couple (u, ®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3) avec T' €|T», T}] ainsi que la condition

(8.4.4) Ju—uy [[fp+ 1| @ =Py [[17< My,
on a
(845) Moo(uvq)7T) S MO + H :

ii) pour tout couple (u,®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T €|T5,T]], pour tout
couple (v, 1) solution du probleme (8.2.1), on a pour tout v > =, I'estimation :

(846) N1(1J7¢,’}/,T) < CO{Nl(U7w77>O)+ || F ”;s,'y,T +/71/2 |G‘237%T}
ot Ni(v, 1,7, T) est défini ici par

(8.4.7) Ni(v, 9,7, T) =7 || v 5,0 +72T0 2507 + 720|254 1,1

Nous reprenons dans ce paragraphe les hypotheses du paragraphe 8.3. Pour € €]0, &,]
et Ty € [0, T}] fixés, on considere un couple (u, ®) vérifiant (8.3.2) (8.3.3) et on se donne
des fonctions F' et G telles que

(8.4.8) FeW*Qr) GeH*wr).
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Afin de préparer la démonstration du Théoreme 3.4.1, nous établissons des estimations
d’énergie pour les solutions (v,?) du systeme différentiel linéaire :

Lv=F,
(8.49) {MM%%@ﬂ—XMMZG

Théoréme 8.4.2 Il existe des constantes positives C,, 7,, My et T} €Ty, T}| telles que
pour tout couple (u, ®) vérifiant (8.4.2)(8.4.3)(8.4.4) avec T' €]T5,T]] et pour tout couple
(v,%) solution du systeme (8.4.9), on a pour tout v > ~, l'estimation

N(©,,7T) < Cod N (0,0,7,0)+ 10 lzonir + | F sz

(8.4.10)
9 |Glaseyir + Ko T)KA(T) |

ot I'on a posé

(8411) N<U7¢777T) =7 || v ||§s,'y,T +71/2|FU|28:%T + 71/2|w|28+17’77T7

(8.4.12) Ko(T) = |1F |z + vllsr + [0hr +1G

*
0,7 >

(8:4.13) Ki(T) = lJullssyr +7"*ICutlsnz +7 | @ losnir +71%0l26410 +7"*[Tblassr
Preuve. On désigne par v; la bonne inconnue, définie ici par
(8.4.14) v =TV y o) =TT x @)

avec ¢ = V~1(0,u/0,®). La démonstration suit les mémes étapes que celles du Théoreme 3.3.2.
La premiere étape consiste a établir une estimation d’énergie pour (vy, x ). La Propo-
sition 8.4.1 s’applique et fournit les constantes M; et T]. Pour T €]T5,T]], on a alors
M>(u,®,T) < M, + H. Le Lemme 7.2.1 s’applique et, avec les notations de ce lemme, on
en déduit 'estimation

(8.4.15) |0 [f5< C(M, + H).

D’apres le Théoreme 7.3.1, il existe une constante C qui ne dépend que de M, et H, telle
que :

(8:416) | 277 (1) iz < Co{l 0 ot + | F sz +Eod 0 Bz + 1| ® e} }

ou K, = ||F||5 7+ [|v][5 7. De méme, en appliquant la Proposition 7.5.1, on voit qu'il existe
une constante Cy telle que :

|Q7’T(F1)17 X ¢)|23,7,T < 02{|FU‘2571,7,T + |¢|23,7,T + |G|2s,7,T

(8.4.17)
+ K2{|Fb|25,7,T + |Fu|23,7,T + |¢|2s+1,w,T}} .
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ou K| = |¢|i 7 + |T'v|i 7 + |G[; 7. La Proposition 8.4.1 donne alors I'estimation

(8 4 18) N(UbX %%T) < CS{N(UbX %%0)—1- H v HQs,’y,T + ” F H2s,’ny
4 ~1/2 IT|9s—14,7 + 172 V|25 1 + Ko(T) K4 (T)}} .

ou N(vi,x ¥,7,T), K,(T) et K1(T') sont définis par (8.4.11) (8.4.12) et (8.4.13). La suite
de la preuve est en tout point identique a celle du Théoreme 3.3.2.

O
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9 Estimations a priori pour le probleme non-linéaire

Dans ce paragraphe, on démontre le Théoreme 3.3.3. Comme indiqué au paragraphe 3,
on commence par estimer les dérivées normales de u. On majore ensuite le saut de u, puis
les fonctions p, h et b définies au paragraphe 7.2 et enfin la fonction ®.

Toutes ces estimations, ainsi que 'estimation d’énergie donnée par le Théoreme 3.3.2
seront alors utilisées pour établir 'estimation a priori principale constituant le Théoreme
3.3.3 . Dans tout le paragraphe 9, nous supposons que (u,®) € F.(s,T) est solution du
probleme non-linéaire.

9.1 Estimation de 0,u

Pour un probleme non caractéristique, il est clair qu’une régularité tangentielle d’ordre
2s se traduit par une régularité du méme ordre dans les dérivées normales. Par contre,
pour un probleme caractéristique, on sait qu’en général il faut deux dérivées tangentes
pour estimer une dérivée normale (cf par exemple [Ma-Os|, [Ra-Re], [Al] ou [Mé-Ra] pour
une illustration de cette regle).

Pour chaque € > 0, le probleme (3.2.3) est non caractéristique, et les solutions H%2
de (3.2.1) sont automatiquement H?*. Néanmoins, pour avoir des estimations uniformes
en ¢ > 0, nous devons travailler dans les espaces W?2°. Dans ce paragraphe, nous nous
intéressons a la premiere dérivée 0,u, les dérivées normales d’ordre supérieur seront es-
timées au paragraphe suivant.

Proposition 9.1.1. Il existe des fonctions €(-) > 0, C(-) et 7,(-) telles que si T > 0 et si
(u, ®) € F.(s,T), on a pour tout v > 7,(M) et tout € < e(M), I'estimation suivante

YOnullyg s < C(M){VIIUHQSW +ullysnr + V@25

(9.1.1)
201005y 1+ 1Bl + [ Fllasinr }
ou M est tel que :

(9.1.2) M>®(u,®,T) < M.

Au paragraphe 7.2, on a vu qu'il existe des matrices W (u, 9,®) et V (u, 0, ®) telles que
h 0
(9.1.3) WMV = [ 0 In., }
ou h = )\(u,ag’J(I)) — 0;$. En outre, le premier vecteur colonne de V est le vecteur propre
r(u, 0, ®) associé a la valeur propre A(u, d,®) de la matrice G(u, 9,®) introduite en (2.1.2)
et normalisé par (2.1.3). On a donc :

(9.1.4) M(u, 0,@)r(u, 0, ®) = h Ag(u)r(u, 0, ®) .
De plus, le premier vecteur ligne de W (u, 9,®), noté I(u, d,®) est choisi tel que :

Comme au paragraphe 7.2, nous notons z = d,u/9,® et ( = V12 = (¢;,{') € R x RV-L,
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a) Estimation de ('
En multipliant I"équation (3.2.3) par W (u, 0, ®), on obtient :

n—1
(9.1.6) WMV =W(f =Y Aj(u)d;u),
=0
d’ou en tenant compte de (9.1.3) :
n—1
(9.1.7) ¢ =W = 3 Aj(w)dsu);
=0

Comme || f[|7 7 < C(M,), on déduit de (9.1.7) les estimations

(9.1.8) I < C(M),

(9.1.9) 1 Nse iz < CON Nullsa i+ 1@l + s}

b) Equation de transport pour (;.
En appliquant (9,®)71d, a ’équation, on voit que z vérifie

n—1
(9.1.10) Z Aj(u)0;z + M(u, 81,(1))3”(12) + E(u, 0yu, 0,®, 2)z =
=0 "

ou F désigne une fonction C'™ de ses arguments.

-

SN
2

Remarque 9.1.2 Le systeme (3.2.3) a été obtenu a partir de (2.1.1) par le changement
de variable (2.3.1). On remarque que z est la fonction qui correspond a la dérivée normale
9, de l'inconnue dans les variables initiales, et qu’appliquer (9,®)7'9, a (3.2.3) revient
simplement a appliquer 9,, au systeme initial (2.1.1). Ceci explique pourquoi dans (9.1.10)

n’apparaissent pas de dérivée d’ordre 2 de & .

En multipliant (9.1.10) par W (u, d,®) et en y remplagant z par V', il vient

[y

n—

O
(9.1.11) (WA;V)0;¢ + (W/\/ﬂ/)a é =WE(+W
=0 "
avec
n—1
oV
112 E,=—-FEV — A;0;V — "t
(9.1.12) ) v ; 0V = Ma5
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La premiere composante du systeme (9.1.11), s’écrit

n—1 6
(9.1.13) honGi+ Y X;0;0=F =Y Fy,
§=0 k=1
ou
(9.1.14) Xj = 0,9 l(u,0,®) Aj(u) r(u,d,®),

et ou les F} sont des fonctions de la forme :

Py = 0,9 g1(u, 0,®) 0;¢', Fy = 0,9 go(u, 0, ®) x 0, (u,0,®) x ¢,
Fy = 0,® g3(u,0,®) x ( x(, Fy=0,® h g4(u,0,®) x  x ¢,
F5 =h g5(u,3;<b) X 8718?’/(1) X C, F6 =h gﬁ(u, a;q)) X anf .

c) Estimation de ¢; dans H%(Qr)
On note X = X* Dopérateur du premier ordre défini par :
n—1
(9.1.15) X =ho,+ Y X;0;
§=0

Lemme 9.1.3. En notant v = (u,0,®,9,®,b), la fonction ¢, vérifie I'estimation

(9.1.16) Nl < COD{ANGI 0+ 1X G2+ [0lyr b

Preuve. Les coefficients de X sont bornés dans WH*°(Qr) et d’apres (9.1.5) le coefficient
Xo de 0y est 9,® > § > 0. En intégrant par parties e~ (X )¢ on en déduit que :

(9-1.17) Melloqr < COD{Illo A0 + 1Xelo7}

On commute ensuite le champ e~*X aux dérivations conormales §%. En posant X(; = F
on a

(9.1.18) X(6%) = €"5%(e™"F) — e[6*, e X](y .
D’ou en appliquant (9.1.17),

M Cilloqr < CODNNGCullo 0 + "™ (€™ F) o 1

(9.1.19) N
+ [1e'[6%, e " X1Gi 16 7} -

D’apres le Lemme 4.1.3, on obtient :

(9.1.20) 7Nt (e o < COD{IFNG 2 + 111542} -
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On écrit ensuite :
n—1

(9.1.21) e’(0, e X)¢y = —£ (6%, 0,)C1 + > €'[6%, e X0, -
=0

On évalue d’abord
(9.1.22) A =715, e X;0,1C16 1
Il est majoré par une somme de termes de la forme :
e 501 (e X)) 0°20;Cill e avee ol =|aa| + ag| et ay #0
et le Lemme 4.1.3 donne alors 'estimation :
(9.1.23) A< CMNGlG, 7+ loll5- 2} -
On évalue ensuite le terme
(9.1.24) B = 77 Fle 5%, 01

La définition 6, = p(x,)0,, montre que £ [0%,0,](; peut s’écrire comme une somme de
termes de la forme m = ¢ p' 6° 9,,(; o1 p'(z,,) désigne une dérivée de p et ou |f] < |a| — 1.
En revenant a 1’équation, on a

n—1
(9.1.25) 0.1 =—e"F 4+ e 'X;0,G
§=0
et on en déduit que B < B; + By avec
0,126 By = C(Myy oI5 (¢ F) s .0 avec || < o]~ 1,
By = C(M)y116° (e X;0;C0) 16 . avec  [B| < af—1.

En utilisant le Lemme 4.1.3 et estimation ||F||5, < C'(M), on montre que

By < C(MY{|IF | r+ 07}
By < C(M){Gllqz + l0ll5n 2} -

En revenant a l'inégalité (9.1.19) que l'on multiplie par 771l et en tenant compte de
(9.1.23) et (9.1.27) on obtient I'estimation

YA < C(M){’VHWQH%,%O +1F o q,r

ol + 11Gi 1 -

(9.1.27)

(9.1.28)

En sommant sur « et en prenant v assez grand on obtient (9.1.16).

d) Estimation de F' dans H%?(Q7).
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Lemme 9.1.4. On a la majoration suivante :

”FHt,y, c(M ){HC ”U—i—l,’y,T + ||C1||m,T + Hu||0'+1,’y,T + H(I)HU+2,7T

(9.1.29)
/
+[102@llgyz + lle Ou®llgs17 + 10n 5, T+Hb!|m,}

Preuve. Puisque M*°(u,®,T) < M, on voit que I'on controle la norme L de 0,9, u, 9,
¢ et 0,¢'. L’estimation (9.1.29) est donc claire pour les termes Fj, avec 1 < k < 4. Pour le
terme Fg on utilise le Lemme 4.1.3 et le fait que || f||] < C'(M,).

Dans Fj, on note que h 0,0, ® est borné dans L>(2r) par C(M) et on a

1F5 Mg 0 < COM[IR 0,0, @1l + I g5(u, @) I5 1} -
Le second terme & droite est majoré par (9.1.29). Par ailleurs, h* = Fe ™ , d’ou
1h 0n 0y @l 7 < & COMV NG 2 + 1100 @Il 41 5 0}

et le lemme suit.

O

Preuve de la proposition 9.1.1.
En remarquant que v[|¢'l|5 2,7 < [|¢']|5_1.7 €t en sommant les estimations (9.1.9)
t (9.1.16), on obtient

Nellsezmz < CON{ M0+ 1z + 0llheczr

o 1 T PR T S

Avec le Lemme 9.1.4, en prenant y assez grand pour absorber |||, 5., 7, on obtient

(9.1.30)

MMz < CON{ Ao + Il
(9131) +Hq)”25'yT + | 0 (I)“Zs 2,1 + ”6 a q)”2s 1,v,T

1Nz + 190 Wiz + 1l -
En écrivant que d,u = 9,® V(u, 9,®)(, il vient

Nowulssznz < CON{ANCse 2z + VNOn® ey

(9.1.32) t t
o lller i+ 19 -

On majore ensuite

’VHC1H5572,%0 S Y C(M){Hanuntzsfz%o + ||anq)||5572,'y,T

+ lulle—g T ||<I>||§s_1,7,T} :

On majore enfin 7|9, ®|l5, 5.1 par 7||®[5, ., - et l'estimation (9.1.3) résulte alors de

(9.1.31) (9.1.32) et (9.1.33).

(9.1.33)
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Pour terminer nous donnons une estimation du terme €0, u.

Proposition 9.1.5. Sous les hypothéses de la Proposition 9.1.1 on a l’estimation

6||anu||;s—1,'y,T S C(M){ ||u||gs,'y,T + Haﬂqus—Z,y,T + HCI)HES,%T
(9.1.34)

10052z + 0PIy + 1l }
Preuve. a) Avec (9.1.6) et (9.1.3), on voit que

(9.1.35) h¢ = Fi(u, 8;®)f + Fy(u, 8;@).8yu
avec des fonctions régulieres F; et Fy. Il en est de méme de hz et il en résulte que :
(9.1.36) 1hlssnz < COD{ Ntz + I1®llserz + 1 sz }

En remarquant que ho“z = 6*(hz) + [h, d*]z, on obtient ensuite

P 822 < COD{ fullhr iz + 19l
(9.1.37) ¢ t :
+ ||f||2s—1,’y,T + ||h||25—1,%T + ||z||23_2’%T} .

On a d’autre part
(9.1.38) 10125107 < COD{ )l 107 + [1llog 07} -
Avec (9.1.37), on en déduit que

B 62 o < COD Nl + 19 e
(9.1.39)
1 st + Nl }

b) On a |h| =€ e® et [|b]l; < C(M). On en déduit que y*~171l||e 6°z||f | ;. est majoré
par le membre de droite de (9.1.39). En sommant ces estimations sur «, on obtient que
el|2]/9s_1 . est lui aussi majoré par le membre de droite de (9.1.39).

¢) On écrit d,u = z 9,,P et on obtient avec le Lemme 4.1.3

(9.1.40) ellOnullyss 7z < COMNell2lss1 57 + EllOn®lloe 0}

(9.1.41) 121135257 < COM{[1Ontll35 27 + 100l 57} -

En reportant (9.1.40) dans I'estimation obtenue en b) pour | z||4,_; , r et en tenant compte
de (9.1.41) on obtient finalement :

8Hanuugsfl,'y,T S C<M){HUHES,%T + Hq)Hgs,'y,T + HthZsfl,’y,T

(9.1.42)
10l + 100 @iz + 0P

et la Proposition 9.1.5 est démontrée.
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9.2 Estimations des dérivées normales

Proposition 9.2.1. II existe des fonctions €(-) > 0, C(-) et v,(-) telles que pour T > 0,
e<e(M) et (u,®) € F(s,T) vérifiant (9.1.2), on a pour tout v > ~,(M) et tout k < s,

9.2.1) YOnulls ot < C(M){VHUHM,O + ullasqr + Y10nullz, o5 7
YN ®Pllas i + €100 35157+ [Bll55 27 + HszsmT} -

Preuve. Comme 0,u = z 0, P, on obtient grace au Lemme 4.1.3

(9.2.2) 1onullys oz < COM{II2ll2s-27 + | @]|25573

Il suffit donc de prouver que 7v||z||2s—2,,r est majoré par le membre de droite de (9.2.
Compte tenu de la définition (3.3.2) de la norme, il suffit de majorer, pour k <
V]|OF 2] _ok—2.7 Par le membre de droite de (9.2.1).

Pour k = 0, I'estimation résulte de I'inégalité

1).

Y

(923) 7||z||t25—2,%T S C(M){’Ynanu”gs—Z'y,T + /VH(PHQS,%T} .

Pour k > 1, on commute 0% & I’équation (9.1.10). On voit alors que z¥) = 9%z vérifie

n—1

02k
avec
n—1
(925)  fO = "[0% Aj(w)]0)z + (04, (0,D) M0,z + 05 (Ez) + 05 ((0,9) 1) -
j=0

On introduit (W = V~(u,8/®)0kz = (W ™) ¢ R x R¥-1. Avec des notations
évidentes, on a alors

(9.2.6) Oz = OV (u, D) + Va(u, 3, @)’V

On multiplie par W (u, 9, ®) 'équation (9.2.4) a l'ordre k—1. Les N —1 dernieres lignes
donnent

n—1

(9.27) W = 0,0 W(w, 0,0) {140 3" 4,0,
=0

ot f*=1) est donné par (9.2.5).
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D’autre part, on multiplie (9.2.4) par W(u, d,®). La premiere ligne donne I'équation

4

n—1
(9.2.8) ho P+ X000 =F =3 R,
j=0

k=1

ou les X sont les mémes qu’en (9.1.14) et ou les Fj, sont maintenant de la forme :

Fy = 0,® g1(u, 0,®) 9,¢'™, Fy = 0,0 ga(u,9,@) f®,
F3 = 0,® g3(u, 9,®) x (0yu, 8,0,®) x (W, Fy=h ga(u,9,®) x (Jpu, d,0,®) x (")

a) Estimation de ¢'®,
On majore la norme H%2~2*~1 du second membre de (9.2.7) en utilisant les Lemmes 4.1.3
et 4.1.4. On obtient

k
(9.2.9) PNy sz < COD{[ull2sry + [@llasnr + | Fll2smr

b) Estimation de dk).
Pour 0 =25 — 2k — 2 et v = (u,0,®,0,9,b), le Lemme 9.1.3 fournit I'estimation :

k k

(9.2.10) SN 0 < CODLANCEN o + IFIG A + 0l 2}
En utilisant les Lemmes 4.1.3 et 4.1.4, on obtient ensuite
0211 1FNE o < COD fullasr + 19 20r + 100 1 1
11 2o+ bl 2 -
On déduit alors de (9.2.10) et (9.2.11)

k k
0212 M sz < COD{ NG a0 + llasr
1 @ll2sr + €100 Nsor iz + 1 2ot + [blleg |

c) Estimation de [0} 2[5, o 57
Avec (9.2.6) et les estimations (9.2.9) (9.2.12), on obtient

k
(9.2.13) 7”822%8*2’6*277? < C(M){ ’YHCl( )Ht2572k‘*2,’)/,0 + [lull2sq,r
@ as + 100 W1y + 1S oy + 1bll5, 27 -

Comme (¥ = V~1(u, 8;(13)052, on en déduit que dans le passé

k
(9:2.14) N M armar0 < COD{Allulzgr0 + Nllssr + 2| Bllzer }-

En revenant & (9.2.12), on en déduit que 7[|0}z[|5, o 5,7 est majoré par le membre de
droite de (9.2.1) et la proposition suit.

t
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9.3 Estimation du saut de u

Dans 1'énoncé du Théoreme 3.3.2, on voit apparaitre le terme |[u]/e|as_37 au sec-
ond membre de l'inégalité d’énergie (3.3.12). Le but de ce paragraphe est de donner une
estimation de ce terme afin de préparer la démonstration du Théoreme 3.3.3. L’idée est
de montrer que [u] est solution d’'une équation de transport le long de la surface de choc
{z,, = 0}, similaire a ’équation de transport habituelle pour les singularités faibles.

Proposition 9.3.1. Il existe des fonctions €(-) > 0, C(-) et v,(-) telles que pour T > 0,
e<e(M) et (u,®) € F.(s,T) vérifiant (9.1.2), on a pour tout v > ~,(M)

Nul/el2s—3ym < C(M ){vl[u]/e!zs_s,%o + |[f]/elas—sq1 + llull2syr
(9.3.1)

I @llzonir + 1 l2e-27 }-

On multiplie (3.2.3) par I(u, 9, ®), premier vecteur ligne de W (u, 9,®). Avec (9.1.5), il
vient

[y

n—

<.
Il
o

Lemme 9.3.2. [uy] vérifie une équation de transport de la forme :

n—1

(9.3.3) Y E(0)9[w] + G(w) [wm] = H(v) [f]

J=0

ol
v= (Fu/Jr,Fu/*,@;gb) , w=(v,0v,Tz"Tz", Tf" Tf),

et F;, G et H sont des fonctions C* de leurs arguments vérifiant G(0) =0 et F, > §; > 0
sur le domaine considéré.

Preuve. D’apres (2.2.6) on a [u] = [ui]R(u™,u™, 0,¢) , d’ott
(9.3.4) (1A (uw)05u] = F;(v)0;[u1] + [uq]G(v)0,v

avec Ij(v) = l(u*,0,¢) Aj(u™) R(u*,u™,0,¢). En reportant dans (9.3.2), on obtient :

[ay

n—

(9.3.5) F;(v)0;[u1] + G(v, 0yv) [ur] + [h 1.Agz] = [L.f]

<.
Il
o

Si [u] est suffisamment petit, il résulte alors de (9.1.5) que

(9.3.6) Fo(v) =1(u™,0,¢) Ao(u™) R(u™,u™,0,¢) > 6 > 0.
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D’autre part, sur {z, = 0}, on a 'p™ =T'p~ = [u] et on déduit de (7.2.6) (7.2.7) que
(9.3.7) Th* =[w]gi(v),  Th™ =[w]g(v),

avec des fonctions lisses g; et go. Il en résulte que l'on a aussi

(9.3.8) [h 1. Apz] = [u1)G1(w) .

Enfin le terme [I.f] au second membre de (9.3.5) s’écrit sous la forme :

(9.3.9) 1) = [mn]gs ()£ + 1, ). 1]

En reportant dans (9.3.5), on obtient (9.3.3) et le lemme est démontré.

En divisant (9.3.3) par Fy(v), on voit que

(9310) X[U1] = 8t[u1] + ZXJ(U)aj[uﬂ = F,
(9.3.11) X0 =20 p AWy Gl

Fo(v) T R Fy)
Le résultat suivant ([Mé1], Proposition 3.2.1) fournit une estimation de [u;].

Lemme 9.3.3. I existe une fonction C(.) telle que pour (¢,v, F) € WH>(wr) N H (wr)
vérifiant X ¢ = F', on a pour tout ~ > 1, [l'estimation suivante

9312) Al < COR{Hloso + [Flor + olir Blosr + 1005 oo

ot My est tel que |v]5p < M.

Preuve de la Proposition 9.3.1. On déduit du lemme 9.3.3 I'estimation :

(9.3.13) Yurll2s—347 < C(M){ﬂ [urll2s—3.7,0 + [ Fl2s—s,0 + [[url2s—sy1r + € |U|2s—3mT} :

Par (3.1.9), on sait que [f]/e est uniformément borné dans L*°(wr), ce qui permet de
majorer I, v et w dans H?*73. On obtient

YN[u1]/eles—347 < C'(M){’Y|[U1]/5|2s—3,v,o + |[w1l/elas—sq.1 + |[f]/€l2s—3,T
(9.3.14)

+Tulos—21 + |@los—1,4,7 + |T2|25—34.7 + ’Ff’23—3,'y,T} .
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D’apres le Lemme 5.1.1, on a

‘Fu‘2372,’y,T S CHuHZs,’y,Tu
(9.3.15) |8l25-1,7,7 < Cll®|l25 .7
Tzl2s—s40 < COMN|[ull2syr + [ Pl2s,7} -

En revenant a (9.3.14), on en déduit :

7|[U1]/5|23—3,v,T < C(M){ﬂ[ul]/é?bsf&mo + |[u1]/€|28*37%T

(9.3.16)
+I[f1/el2s—3x,1 + l|tll2s .1 + [Pl 25,7 + ||f||2s—2mT} ~

Pour v assez grand, on peut absorber le terme |[[u1]/€|2s—37 du membre de droite par le
membre de gauche. Enfin, puisque [u] = [u1] R(u™,u™,0,¢) on a

(9.3.17) /lasr < COD{| 1] elon-snir + [Pubsasyr + [Sasr }-

Avec (9.3.15) , on voit que v|[u]/e|2s—3 est encore majoré par le second membre de
(9.3.1) et la Proposition 9.3.1 est démontrée.

t

9.4 Estimation de ¢

Le terme ||®||25,7 apparait au second membre de 'inégalité d’énergie (3.3.12), tandis
que le le terme ¢ [|0,®||5, ;7 apparait au second membre de (9.1.1). Il est donc nécessaire
d’estimer ces deux termes.

On rappelle que tout (u,®) € F.(s,T) prolonge une solution approchée (u,, ®,) €
F%(2s + 3) (cf Définition 3.3.1). En outre, ® est solution des équations (3.2.6) et (3.2.7),
avec p* = —e e UF(ut, 9, d*, —¢ e?) donnés par (2.3.13) et A = W, +Ry(a—w,) comme
en (2.3.8). De plus a = In(—[uy]/e) et W, est associé a la solution approchée (ug, P,) comme
indiqué en (3.1.4) (3.1.5) (3.1.6).

Proposition 9.4.1. Il existe des fonctions £(-), C(-) et v,(-) telles que si T > 0 et si
(u, @) € F.(s,T) vérifie (9.1.2), alors, pour tout v > v,(M) et tout € < e(M), on a

(9-4.1) MNell2syr < CAO{ VN Pll2s 0 + & Wallzsnyz + lullzsnr} -

Preuve. Nous faisons la démonstration pour ®*. L’équation (3.2.6) est de la forme
(9.4.2) 0@ = p(e,v,0,9") avec v = (v, (e = 1))

ou p est une fonction C* de ses arguments telle que u(g,0,0) = 0.
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a) Estimation de ||®|[f , 7
Nous écrivons d’abord 1'équation (9.4.2) sous la forme

(9.4.3) 0, — Zu] e,v,0,8)0;®" = p(e,v,0).

Puisque |[u}]/el3 7 < M, on a |a|; 7 < C(M) et on déduit du Corollaire 5.3.2
(9.4.4 Al < C(M)

Le Lemme 9.3.3 donne alors ’estimation

(9.4.5) Nl < CON{ AN@N 0+ Nl + 19050+ IAL .7 }
La Proposition 5.4.1 et le Lemme 5.1.1 donnent ensuite le majoration

(9.4.6) Al < CON & [Wallaors + ullzonr}

En multipliant (9.4.5) par v?* et en tenant compte de (9.4.6) on obtient
V@, < COD{I@Is 0 + & Wallzenrs

(9.4.7) t
o+ Nullzonir + 190z }

b) Estimation de »[|0®|[5, ;. 7.
En appliquant a ’équation (9.4.3) une dérivée conormale 4, on voit que ¢ = 6P’ vérifie

(9.4.8) Oph — Zuj v, 0,®")0;¢ = F(v,0,®")ov

En appliquant le Lemme 9.3.3 avec o = 2s — 1, on obtient

Netllseor iz < COD{ MG lasyo + lollserr
(9.4.9) t t
+ ||(I)||2s,7,T + |WH2371,7,T} )
car ||[v[|7p + [|¥'||57 < C(M). D’apres (9.4.6), on obtient ensuite

(9.4.10) [Wl56 7 < COD{ € [Wallzsqay + llullzsqa}

Compte tenu de (9.4.9) (9.4.10), il vient :

W@ 1rir < CODY HI®ly 0+ [ Wallzorr

(9.4.11)
t
o lellzor + 1@l | -
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On déduit alors de (9.4.7) et (9.4.11) Pestimation :

(9412) @l < CON{ MBI+ [Walloo + [0ll20r + 1Bl -

c) Estimation de (|0, @[55, 7-
En dérivant I’équation (9.4.3) par rapport a x,, on voit que ¢ = 9, ®’ vérifie une équation
de la forme

n—1
(9.4.13) Xep=0pp = pi(v,0,9")0;1p = F(v,0,9")0,v.

j=1
En posant w = (v, 0, ®') On utilise le lemme suivant.

Lemme 9.4.2. I existe une fonction C(.) telle que pour (¢, F') € W1(Qp) N W27 (Qr)
et w € W2(Qp) N W2 (Qy) , vérifiant X = F, on a pour tout v > 1,

Weolaoniz < COR ANllary0 + 1l r
(9.4.14)
Hlwllzpl9llaeq,r + ||¢||T,T||w||2<r,v,T} ,
ot M est tel que ||wl[5p < M.

Preuve. On part de I'inégalité classique :

(9.4.15) elonr < COM] Ao+ 1P losr + el llbllonr

On commute ensuite 6*9% au champ X

(9.4.16) X (6%0% ) = 6208 F + [ X, 6“0F]np .

Avec (9.4.15), on voit que I'inégalité (9.4.14) sera établie si on prouve que pour p+|a|+2k <

20, v"||[X, 6%0F]1)]o.,.7 est majoré par le membre de droite de (9.4.14). Or, ce commutateur
est une somme de termes de la forme :

(9.4.17) m = " 5O (u;(w)) x 6*29% (0ju)

ou |ag| + k1 # 0 et p+ |ag| + |ag| + 2(ky + ko) = 20. Les estimations non linéaires du
Lemme 4.1.3 donnent les majorations

(9.4.18) Il < COR Il N llzomr + 10 ol }

et le lemme en résulte.
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Revenons a la démonstration de la Proposition 9.4.1. Le Lemme 9.4.2 appliqué avec
o = s — 1 implique que

'7||8n<bl||2s—2mT < C(M){ Y[®l25,0 + [ F(v, aéq)/)anU”?s—?mT
(9.4.19)
el 1@ ll2onr + lell20-2r }

On déduit du Corollaire 5.3.2 que [|A||5, < C(M), d’ou [|w||5, < C(M). On a alors,

[wll2s—2.7 < [Vll2s—2.7 + | Pll2sq.1
(9420) ||F(U7 8;(1)/)@nv||2372,7,T S C(M>{||U||2$7’YaT + ||®||23777T}7
0]l < [[ull2syr +& CM)|All2s 57 -

Comme a — w, = 0 pour t < 0, le Corollaire 5.4.2 et le Lemme 5.1.1 donnent I’estimation
(9.4.21) e Allss < CON e[ Wallssoy, + [ullzsr}

En reportant les estimations (9.4.20) a (9.4.23) dans (9.4.19), on obtient finalement

N 2020 < CON AP 3530 + Wl
(9.4.22)
el + 120 |

Avec (9.4.12), (9.4.22) et T'égalité [|P|lasyr = [Plloerz + 100® [|l2s—2,4,7, O voit que
Y||®@||2s,4,7 €st majoré par le second membre de (9.4.22). En prenant v > ~,(M) assez
grand, la Proposition 9.4.1 en résulte.

O

En introduisant la notation
(9.4.23) N3(Wa,7) = € {IWallzsy + 110aWalls 157, + [Wal2s: }
on prouve maintenant une estimation de ¢||0,®'||5,_; ., 7-

Proposition 9.4.3. II existe une fonction C(-) telle que si T > 0 et si (u, ®) € F.(s,T)
vérifie (9.1.2), alors pour tout v > 1, on a

042 V0 sy 1 < 2 CON{ A0y 0+ € No(We, )
+ ||u||§s—1,'y,T + ||CI)||gs,'y7T + |Fu|237%T + ||8nu||és—1,’y,T + ||anq)/||§s—1,%T} '

Preuve. 0,9’ vérifie '’équation (9.4.13) et le Lemme 9.3.3, que I'on applique avec o = 2s—1,
donne 'estimation :

(9 4 25) v 5”8”(1)/”%8_17%11 <e C<M){ 7||6nq),||gs—l,’y,o + HF(U7 @;CI)I)&#}H;S_L%T
S TP X TRy P E Y
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D’apres le Corollaire 5.3.2, on a [Jw||} 7 < C'(M). Ensuite, on a les majorations

(9.4.26) lwllys1qr < 0l3e 100 + 1 2l5eq 7

(9427) ||F(U’ ag;q),)anvngs—l,’y,T S C(M){H’UH;S—L%T + ||87’L,U||gs—1,’y,T + ||q)||§5,’y,T}

(9 4 28) ||v||gs—17'y7T + ||8nv||gs—1,'y,T S ||u||és—1,'y,T + ||8nu||t25—1,'y,T
+e C(M) { | Algs1y7 + 100 Allzec1 0 }

La Proposition 5.4.1 donne la majoration

9429) & {IAR 1oz + 10 Al 1pir } < CON{ € Ny(Wi,7) + [Pl }

En reportant ces estimations dans (9.4.25), on obtient finalement (9.4.24).

9.5 Estimation a priori principale. Preuve du théoreme 3.3.3

Nous reprenons les notations Ny (u, ®,v,T) et Ny(u, P,~,T) définies respectivement en
(3.3.11) et (3.3.13). On a

N2(“7 (1)777T> = Nl(“? (1)777T) + P)/H(I)HQ&%T + 7”871u,,25—2777T

(9.5.1)
+ |[ul/elzs—s01 + € 7 102 I35y 77 -

L’estimation de Nj(u,®,~,T) fait 'objet du Théoréme 3.3.2. Pour v > ~,(M), on a

05 Ny, ®,7,T) < CON{ Na(,@,7,0) + [ullzs i + 1Bl
9.5.2

1 W + 77222 Nl elass 7 -

Le termes || ®||2s 5,1 et € 7 [|[0n®P|l5,_; -, 1 sont estimés dans les Propositions 9.4.1 et 9.4.3.
Avec les Propositions 9.1.1 et 9.2.1, on obtient :

5y 10wl S COD{ullzsryo + lullzsair + VI @llasr.r

€105y 1 iz + IBlSs 2z + 1 207 }

Le terme 7 |[u]/e|2s—3,,1 st a la Proposition 9.3.1. En sommant les différentes majorations,
on voit que

NQ(U, @,% T) < C(M){NQ(Uv CI)7V7 0) +e N3<Wa7’7) + ||u||237%T
(9.5.4) 1P fos 7 + ellOntellog_1 yp + Ell0n P og—1 47 + € [Tul2sqr
+ 22 ul felas—s - A 10 55—z + | fll2snr + |[f]/5|2s—3mT} :
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On majore ensuite les termes &[0, ulls, ;7 et [[b'|l5s_5., 7 au second membre de (9.5.4),
en utilisant la Proposition 9.1.5 et le Lemme 7.2.2. On en déduit

NQ(U, (I)> s T) < C<M>{N2(u7 (I)’ s O) te N3(Wa7 7) + HuHQSFY,T
(9.5.5) + [ @ll2s,7 + €100® o517 + € [Ttlosq,r
492 | felan-anr + | fllasnir + 11)/elaecanr )
Enfin, en prenant -y suffisamment grand, on voit que les termes [|ul|os 5.7, [|®ll2s .75 €100 P’ (551 475

e |Tulas .1, v? |[u]/e|as—3.~7 situés & droite, sont absorbés par le membre de gauche et le
Théoreme 3.3.3 est démontré.
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10 Le théoreme de prolongement a ¢ fixé

Comme indiqué au paragraphe 3, une fois obtenue I’estimation d’énergie uniforme, pour
terminer la démonstration du théoreme principal d’existence, il nous suffit de construire
pour chaque € une solution exacte du probleme non linéaire, sur un intervalle de temps
dépendant de ¢ (Théoreme 3.4.1). Dans ce paragraphe, on construit une solution moins
réguliere dans 'avenir que dans le passé. La régularité sera regagnée par propagation au
paragraphe suivant.

10.1 Enoncé du résultat

On se donne une famille de solutions approchées F(s) avec 2s > 7 4 40. On se donne
M, vérifiant (3.3.10) et H > 0. Soit 77 le temps d’existence a priori défini par (3.5.9). Dans
toute la suite de ce paragraphe, ¢ > 0 est fixé et, a la grande différence des paragraphes
précédents, les différentes “constantes” peuvent dépendre de .

Théoréme 10.1.1. Soit T € [0,T1] et (u1, ®1) € F.(s,Ts) vérifiant
Moo(ul,q)l,Tg) S Mo —|—H/2

Alors il existe Ty > Ty et une solution exacte (u, ®) € F.(s — 12,T3), prolongeant (uy,®;)
et vérifiant

(10.1.1) M (u, ®,Ty) < M, + H .

Comme on l'a indiqué au §1.2.11, les équations linéarisées donnent lieu a une perte
de régularité et I'utilisation d'un schéma de Picard comme dans [Ma2] semble impossible.
La preuve du Théoreme 10.1.1 repose sur la mise en ccuvre d’un schéma itératif de type
Nash-Moser que nous construirons en nous efforcant de suivre 'esprit et les notations de
[Ho1], [Al] et [A-Gé].

Pour des raisons pratiques, on note s; = s — 3 et s = s — 19, de sorte que

250 >n/2+2,
(10.1.2) { 51 = 5o+ 16.
Ces choix sont justifiés aux Remarques 10.5.4 et 10.7.2. Le schéma itératif sera présenté
au paragraphe 10.3. Pour le moment nous introduisons quelques notations utiles et faisons
quelques remarques sur la forme des équations. On note

n—1

L(u, VP)v = Z Aj(u)0v + M(u, 0,P) gn;)) :
(10.1.3) e ’
g(Tu™, Tu™, 0y¢) = Z[fj(U)]3j¢ — [fa(w)],



de sorte que les équations (3.2.3)(3.2.4) sécrivent L(u, V®)u =0 et g(l'ut,T'u",0,¢) =0
avec ¢ =[Pt =T,

Cependant, les équations pour ®* donnent lieu & la difficulté suivante. Pour les solutions
exactes, il est crucial que les restrictions & {z,, = 0} des équations (3.2.6) (3.2.7) pour &*
donnent toutes les deux I’équation (3.2.13) qui résulte des conditions de Rankine-Hugoniot.
Autrement dit, les conditions de Rankine-Hugoniot (3.2.4) et les équations (3.2.6) et (3.2.7)
sont compatibles avec les conditions I'dT = I'd~ = ¢. Dans le schéma itératif, les ap-
proximations (u,, ¢,) ne vérifient pas exactement les conditions de Rankine-Hugoniot. Il
en résulte qu'une linéarisation brutale des équations (3.2.4) (3.2.6) (3.2.7) conduit a des
équations incompatibles avec les conditions I'®}F = T'® = ¢,. C’est pourquoi on modifie
les équations (3.2.6) (3.2.7) en introduisant des termes de correction, C*, nuls lorsque les
conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites et qui garantissent dans tous les cas que
[®] = 0. L’idée est de rajouter aux fonctions p* qui interviennent dans les équations (3.2.6)
(3.2.7), des fonctions C*, telles que I'(u™ —pt —CT) =Tu et '(u™ +p~ +C~) =Tu'.
Rappelons que le choix (2.3.13) des fonctions p* a été fait pour que ces conditions soient
satisfaites avec CF = 0 lorsque les conditions de Rankine-Hugoniot sont vérifiées. Les con-
ditions ci-dessus déterminent les traces ¢& = I'C* et on en déduit C* en appliquant un
opérateur de relevement de traces. Suivant ces idées, on introduit les notations suivantes.
En posant § = (0,,60') € R x R, on introduit les fonctions

(10.1.4) h(u-*"u—’ ) =0, — )\(u—i-’ u, 9/) 7

(10.1.5) Wt 0, A) = —e e Ut (uh, 0, — e),
- fy (w0, A) = —c e U (0, —< ),

(10.1.6) fEt wm, 0) = [u] = [w] U (uh, ¢, [w)),

fo @ um,0) = [u] = [w] U™ (u™, 0, [ud]).
On introduit aussi les fonctions

(10.1.7) hi(w") =0, = Mu®,u® — f1(u®,0,A) = C*,0),
hy(w™) =0, — Mu™ + f, (u™,0,A) +C™,u",0)

des variables w* = (u*, A,C*,0). On introduit aussi la fonction
(10.1.8) falut u™) =In(—[uy]/e).

Avec ces notations, ’équation (3.2.6) s’écrit

(10.1.9) ht(ut, A,0,0,0%) = 0,

avec A = W,+Rr(a—w,) définie en (3.2.8) et a = f,(I'ut,'u"). Comme les conditions de
Rankine-Hugoniot g(ut,u~,0) = 0 impliquent que fX(u™,u~,60) = 0, pour les solutions
de (3.2.4), I'équation (10.1.9) est équivalente a

(10.1.10) hf(ut A, CT,0,0%) =0,
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avec C* = Ry(c*) et ¢t = fH(Twu", Tu™,0,¢). Par ailleurs, la trace de (10.1.10) sur le
bord {z, = 0} est I'équation (3.2.13)

(10.1.11) h(Tu™,Tu™,9,¢) =0,

sous les seules conditions que I'®dt = ¢, a = f,(Tut, Tu™).

Pour démontrer le Théoreme 10.1.1 on se donne (u;,®;) € F.(s1 + 3,72). On note
(1o, @o) un prolongement de (uy, 1) sur Qp, tel que [Po] = 0 et

(10.1.12) ug=up —u,, DH=0 -0, Dy sont dans W>*(Qp,).
Pour des fonctions u™ et ®* vérifiant T'®*T = I'd~ = ¢, on note

a = fa(ru+? Fu—) , A=W+ RT(G - wa) )

10.1.13
BOLI3) o mut Pum, 00), O = Rale), w = (u*, A,C%,0,8%).

En particulier, on note ag, Ay, ¢o, co, Co et wi les quantités associées a (ug, Pp). On
introduit
(10.1.14)  F = f — L(up, V®o)ug, G =—g(Tug,Tuy,dy®0),, H* =—hf(wy).

Puisque (ug, ®g) est solution exacte du probleme non-linéaire sur 2z, ¢ et donc Cy d’apres
la Proposition 5.3.1, sont nuls pour ¢t < T5. Il en résulte que

(10.1.15) F=0, G=0, H*=0 pourt<T,.

Soit T' tel que T' € [Ty, T1]. L’analyse ci dessus montre que équations (3.2.3) ... (3.2.10)
s’écrivent

(10.1.16) L(u, VO)u — L(ug, VPo)ug = F sur Qp,
(10.1.17) g(Tut,Tu,8,0) — g(Tud, Tuy,0,%0) =G sur wr,
(10.1.18) et =Td =¢ sur wr,

et, avec les notations (10.1.13),

{ hf(w®) —hf(wf)=H" sur QF,

*

(10.1.19) hy(w™) —hy (w;)=H" sur Q.

On demande en outre & u et ® de vérifier les conditions dans le passé (¢ < Ty ) :
(10.1.20) ut =y, ®F=dF pourt<Ty.

La suite du paragraphe 10 est consacré a la résolution des équations (10.1.16) a (10.1.20),
en utilisant un schéma itératif de type Nash-Moser décrit au paragraphe 10.3.
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10.2 Opérateurs de régularisation

Nous définissons maintenant les opérateurs de régularisation qui interviennent dans
le schéma itératif. Pour T € [T, T1] , W25 (Qr) désigne le sous-espace de W2*(Qr) des
fonctions nulles pour ¢ < Ty. Ce sous-espace sera muni de la norme habituelle de W2 (Qr).

Proposition 10.2.1. ( S.Alinhac [Al]) II existe des opérateurs S, définis pour tout réel
0 > 1 et vérifiant pour tout a et b entiers pairs dans [0,2sy + 6], pour tout T' € [Ty, T1] et
pour tout u € Wb(Qr) les estimations suivantes

(10.2.1) | Sg(w) lar< C | u lor pour a <b,

(10.2.2) | Sg(w) lar< C 07" || w |lpr pour a>b,

(10.2.3) | Sg(u) —u llar< C 07| u |lpr pour a <b,

(10.2.4) |y d%s;m) lor< C 6 || u e Va, Vb dans 0,21+ 6],
(10.2.5) Sg(u) =0  si t<Ty,

ou C' désigne une constante indépendante de a, b et T'.

Les opérateurs dépendent de T, par I'intermédiaire d’opérateurs de prolongement. On
omet de I'indiquer dans la notation. L’important est que les constantes sont indépendantes
de T

L’inconvénient de la régularisation Sj est qu’elle ne respecte pas les traces, ni la con-
dition de continuité sur {z,, = 0}. Pour s > 0, notons W*(Qy) I'espace des ® € Wg*(2y)
tel que [®] = 0.

Proposition 10.2.2. 1] existe des opérateurs 591 de W2(Q2r) dans Wﬁ251+6(QT), possédant
les propriétés (10.2.1) a (10.2.5) pour a et b dans {2,... ,2s; + 6}.

Preuve. D’apres le Lemme 5.1.1, le Corollaire 5.4.2 et la localisation (5.4.3), 'opérateur
+ 1
(10.2.6) T:® o (JOF = F SRel@)

est uniformément borné de Wi*(Qr) dans Wg*(Qr), pour tout s > 1. L’opérateur 55 =JS;
possede donc les propriétés (10.2.1) (10.2.2) et (10.2.4). De plus, [J®] = 0, et I'image de
J est contenue dans Wﬁzsl%(QT). En outre, si [®] =0, on a J® = ® et donc & — Sjd =
J(® — Sj®) et (10.2.3) en résulte lorsque & € W2 (Qr).

U
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On utilisera aussi des régularisations tangentielles. En désignant par H(wr) le sous-
espace des fonctions u € H*(wr) telles que u = 0 pour ¢ < T, on construit des opérateurs
SZ opérant de H{(wr) dans HS(wr), pour tous a et b entiers dans [0, 2s; + 6], et vérifiant
les propriétés analogues a (10.2.1) ... (10.2.5).

D’autre part, on note £°(Qr) 'espace des fonctions u € L*(Qr) telles que dju € L*(Qr)
pour |a| < s, ol 0, désigne une dérivée tangentielle. Cet espace est muni de la norme

(10.2.7) Fa ll= Y 1 9w Nz

lal<s
On note E§(Qr) C E*(Qr) le sous-espace des fonctions u € E*(£2r) nulles pour ¢ < Ts.
Alors les opérateurs de régularisation tangentielle S5 = S2 ® Id,,,, operent de EJ(Q27) dans
E§(Qr), pour a, b dans [0, 2s1 + 6], vérifiant les propriétés analogues a (10.2.1) ... (10.2.5)
pour les normes || - [|". On a de plus

(10.2.8) ISy (u) = S;(Tu),
(10.2.9) 6,95 (u) = Sj(6,u)
(10.2.10) 0nS3(u) = Si(Ohu) .

Enfin, on note W#(Q7) le sous-espace des fonctions u € Wi*(Qr)  telles que dyu €
W (Q7). On note

(10.2.11) | w |35 7= w ll2s,r + || Dyu |l2s7

la norme de cet espace.

Lemme 10.2.3. i) Il existe une constante C' telle que pour tout entier s € [0, s1 + 3] et
pour tout T € [Ty, T1], Sj opére de Wi*(Qr) dans W (Qr) et

(10.2.12) 1S5 (u) 20z < C O [l [l2sr -

ii) 1l existe une constante C' telle que pour tout entier s € [0, s;] et pour tout u €
W21(Qr) on a l'estimation

(10.2.13) I85(w) = ll2sp< C 67 || w [|as, 1
Preuve. Siu € W?(Qr), || 9,55 (u) ||2s.r est majoré par une somme de termes de la forme
A=l 0,070650,55 (u)

En commutant 620% & l'opérateur S; et en utilisant (10.2.2) pour S? et les normes || - [|*,
on obtient

o, avec |af +p+ 2k < 2s.

A <|| S5 (85 0pu) H|a|+1 < C 0| oho5u ”\a|T< C O wllsr
t (10.2.12) en résulte. De méme, pour p + 2k < s < sy,
||5Pak( ( ) - u)”;i—p—Qk: - ||Sg(6£87]§u) - 5pak )||2s —p—2k
< OO |8l o, < OO [[ullog,—p-o

L’estimation (10.2.13) en découle, en sommant sur p et k.
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10.3 Description du schéma itératif

Nous définissons tout d’abord les linéarisés des expressions introduites au paragraphe
10.1. Le linéarisé en (u, V®) de L(u, V®)u, agissant sur (v,1)), est noté

L2(u, VO)(v,v) .

De méme, les linéarisés en (I'ut,Tu™,0y¢) de g(Tut,T'u™,0,¢) et h(Tut,T'u~, dy¢) sont
notés respectivement

g (Tu®™, Tu™,0,0)(vT,v,0,¢), hi(Tu",Tu",d,0) (v, v, 0,1).
Les linéarisés en w® = (u*, A, C*,0) de hf (w™) et de h; (w™), sont notés respectivement
hy (wh)(©",a,6,0), hy(w)(v",a,¢0).
On rappelle la structure des linéarisés de L et g

Proposition 10.3.1. i) Le linéarisé £?(u, V®) est de la forme suivante :
(10.3.1) L2(u, V®)(0, ) = L(u, VOW + B(u, Vau, VO)W + o (9,8)7" 9, (E(u, vq>)u)

ot B(u, Vu, V®) est 'opérateur de multiplication par une matrice B dont les coefficients
sont des fonctions de (u, Vu, V®) et ou V désigne la bonne inconnue définie par

(10.3.2) V=0v—1 % .

ii) Le linéarisé en (I'u™, T'u™,0,¢) de g(T'u™,Tu™, 0,¢) est I'opérateur
(10.3.3) g1 (Dut T, 0,0) (", v, ) = Xu() — [M(u, 3,0)0]
ot X,(¢) est donné par (7.5.2).

Nous désignons par £!(u, V@)V I'opérateur
(10.3.4) LY (u, V)V = L(u, V®)V + B(u, Vu, VO)V .

Nous allons maintenant définir le schéma de résolution. On reprend les notations de
[H], [A]] [AI-G4]. On se donne 6y > 1 et pour k > 1, on définit 6, = (62 + k)'/2. On note
Ak = 0k+1 — Qk AlOl"S,

(1035) Hk < 9k+1 et khm Hk = +00,
(10.3.6) AVIE FAVERT
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et il existe des constante C' et (5 telles que

6
(10.3.7) 0<C < hLE < (4 pour tout k > 0.
Ort1
Le schéma itératif est initialisé par (ug, ®g). On suppose que (ug, Po), ..., (uy, P,) sont

connus et vérifient
(10.3.8) @y =0, 0<k<u.
On peut alors définir ¢ = I'®} = TP, . Pour 0 < k < v — 1, on note

. B — P . _ .
b, — k+1A | by = ¢5k+1A o Dok
k k

S Ukl T Ug
(10.3.9) U = A

Notant pour simplifier, S} au lieu de Selk7 on introduit ensuite les régularisés
(10.3.10) U =g+ Sp(ue —ug), P = Bo+ Sp (B, — o) .

Sur le bord, comme [®; — ®g] = 0, la Proposition 10.2.2 implique que [g,i(q)k — ®g)] =0,
ce qui permet de définir

+

(10.3.11) ¢, =10, =T, .
On construit (u,41, P,41) sous la forme
(10.3.12) Ups1 = Uy + Atty,, Dy =P, + A, .

On procede en deux temps. La linéarisation de (10.1.16) (10.1.17) conduit & un probleme
aux limites qui permet de déterminer la bonne inconnue V,, et ¢,, la trace supposée de ®,,.
Ensuite, la linéarisation de (10.1.19) conduit a des équations pour qﬁ, dont on doit vérifier
la compatibilité avec les conditions au bord

(10.3.13) rol =Td; = ¢, .

On définit alors

y I aac UV
10.3.14 L, =V, + &,——.
( ) z 0, 3,

a) Détermination de V, et gﬁ,,.

Suivant [H61], [Al], [Al-Gé], et compte tenu de la Proposition 10.3.1, la linéarisation
de Iéquation (10.1.16)(10.1.17) conduit & chercher (V,,¢,) comme solution du probleme
mixte hyperbolique linéaire :

(10.3.15) LY@, Vo,)(V,) = F,,
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, . , O,
(10.3.16) X, (60) = [MUVL] = 0 [ M, aﬁj =G,
(10.3.17) V,=0 ¢,=0 pourt<Ts,

ou M, désigne la matrice M(I'u,, %F@V). Les termes de sources F, et GG, s’obtiennent 2
partir des termes d’erreur €}, et £ définis pour 0 < k < v — 1 par

(10.3.18) Sllf = E(ukH, V@k+1>uk+1 — ,C(Uk, V@k)uk — Akﬁl(ﬂk, V@k)(vk) s

€i = Q(Fuklp IRy OyPry1) — 9<Fu;:a Tuy, 0ydx)

(10.3.19) I
— Ay 1 (I'wy Ty, , 0yr) (T, Ty, Oy o) -
En notant
E—1 E—1
(10.3.20) Ey=) ¢, Ei=) ¢.
=0 =0

on définit alors par récurrence, les termes Fj, et G, pour k < v,

(10.3.21) Fy=S3(F), Gy=S}a),

?‘T‘
—
‘k‘
—_

(10822)  Fo=SMF) - SHED - S F.  Go=S3G) - SAED) - 36

<
Il
o
<.
I
o

On pose alors
(10.3.23) E,=F,/A,, G, =G,/A,.

Ayant déterminé V, et ¢,,, on peut définir sur {z,, = 0} les fonctions v, traces supposées
de uF, par les formules

(10.3.24) ot =TV 1 ¢ (a “3>
i v TGS,
Les fonctions @ que nous construirons vérifieront I'uE = oF.

b) Détermination de ®,.
Par linéarisation de la fonction h¥, on détermine ®F comme la solution d’une équation
linéaire du premier ordre de la forme

(10.3.25) XEF@H =HF swrQf, dF=0 pourt< Ty,

141



ol X2jE sont des champs de vecteurs tangentiels. En outre, nous voulons que sur {z,, = 0},
(10.3.13) soit vérifié, qui implique en particulier que I'on a bien I'u, = v,.

Le reste du paragraphe 10.3 est consacré a la définition des champs X2jE et des sec-
onds membres HF. Pour rendre compatible les équations (10.3.25) et la condition au bord
(10.3.13), il suffit que les champs X§ aient la méme restriction I'X," = 'X, au bord et
que

(10.3.26) X} (¢,) =TX; (¢,) =h, =THf =TH, .

L’idée est que la trace de I'équation (10.1.10) pour ®* est I’équation (10.1.11) pour ¢, et
que l'on doit conserver cette propriété par linéarisation. Il est alors naturel, de définir a
partir des fonctions v, et ¢, déterminées a I’étape a),

(10.3.27) hy = (T}, T, 0,6,) (6,6, , 0y0) ,

ou hy est le linéarisé de h.

On poursuit la construction du c6té {z,, > 0}, la construction du coté {x, < 0} étant
similaire. La mise en place d'un schéma de Nash-Moser pour les équations (10.1.19) conduit
a introduire, avec les notations du paragraphe 10.1, pour 0 < k < v,

= fa(FuZ—>Fulz)a Ak’ = W + RT(akz - wa)a + = f+(u+ al(b+ Ak) )

ko ™y

ay
10.3.28
10:3:25) {cng:wu:,ru;,a;m), o (ot s o), 5,00,

Avec (10.3.10) (10.3.11), on définit les expressions régularisées

(10329) {ak:fa(rﬂ;7rﬂk)u Zk:W +RT<ak_wa)u pk; _er(uk;u q)k7Ak:)
EI-: = f:(FUZ_7 FU/;, 3;5;:) ) wlj (uk 7Akv RT(ck ) 0 (I)k )

Pour 0 < k < v — 1, on introduit ensuite les accroissements

(10.3.30) {a’“ = LaCm)(Can) = (), 0,80 A, 0,08, Re(ar)
. ('3;: = fcl(rﬂk, 8;5k)(Fuk, ) w,j = (uk >RT(ak) RT(Ck) ) (I)+)

Suivant [H61], [Al], [Al-Gé], le schéma itératif fait intervenir le linéarisé de hJ en W,
agissant sur w; = (4}, A,, C+, 9,®F). Compte tenu de (10.3.14), on a i} = 1,(®}), ot

0,1,
On®,

(10.3.31) L) =V, + ¥

D’autre part, la premiere étape a déterminé cbj et 0} candidats pour les traces de @} et
@) Nous pouvons donc étendre les définitions (10.3.30)

(10332> a, = f;(rﬂu)(rvl) ) j - f ( Uy a}l/¢ )(@w 83//¢1/)
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et poser
(10.3.33) A, =R(a,), CH=R(D
On voit alors que la seule inconnue dans ;" est ®F. Cela conduit & définir sur Q7 lopérateur
(10.3.34) X5 () = hi (@) (1,(¥), A, CF,0,9) .
L’opérateur X, est de la forme :
n-1
(10.3.35) X5 (0) = 000 + > Aj(,)0; ¥ + A(@,) ¥ + Ay (@)
j=1
ou les A; sont des fonctions C'° de leurs arguments et olt I'on a posé :
(10.3.36) @, = (aj, 0,8 A, Re(@), duut, 0,8, , VA, C'j) .
Lemme 10.3.2. En notant I' X, la restriction de X5 a {x, = 0}, on a

(10.3.37) XS (h,) = hy, .

Preuve. Les définitions (10.1.4) & (10.1.7) montrent que

(10.3.38)  hf(ut,A,CT.0)=h(u",u",0) siA=f.(u",u)etCT = fH{u",u,0).
Il en résulte que les linéarisés hi de hi et hy de h vérifient la relation

(10.3.39) hE(wh)(oF, a,é",0) = hy(ut,u,0)(0F, 07, 0)

lorsque

wh = (ub, £ u0), ('t u,6),6),

@ = L)), = S ) 6).

(10.3.40)

La définition (10.3.29) implique que I'A, = @,. Avec la condition de trace (10.3.11), on
a aussi [0, = (I'af,a@,, ¢}, 0,0,). Avec (10.3.29) et (10.3.32), on voit que W, et (a,,¢;))
vérifient (10.3.40) avec 0% = 0F et 0 = 9,¢,. Il en résulte que

(10.3.41) hi (Cw) (0 )y, 5, 0y0,) = ha(Tuy, 0y ) (0, Oydy) -

v

Compte tenu des définitions (10.3.27) de h, et (10.3.24) de o,
(10.3.37).

ceci n’est rien d’autre que

t
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Nous allons maintenant définir le second membre H, de (10.3.25). Nous adaptons les

formules du type (10.3.22) pour les seconds membres, afin de tenir compte de la contrainte
I'H} = h,. On cherche H sous la forme

(10.3.42) HY = Rp(h,) + 5, .

avec T3, = 0. L’idée est encore de comparer les linéarisations de (10.1.10) et (10.1.11).
Pour £ < v — 1, on définit

(10.3.43) hi, = ha (T, 0yén) (D, Oy )

et on introduit les termes d’erreur 52 et 5%

(10.3.44) et = h(Tugsr, Oydnr) = h(Tuk, Oydr) — A ha (T, 0y dr) (i, Oy i)
er = M (wiy,) — B (W) — A hd (@) (wyf) -

Avec les équations (10.3.25) pour k < v — 1, on a donc

h(Cupi1, Oydri1) — h(Tug, Oyr) = €4 + hy,

10.3.45
(10.3.45) Wt (wity) — b () = &+ By + Ra(e)

ou ’on note
(10.3.46) b = Achi, B = Ak .

Pour k£ < v, on introduit les erreurs cumulées

k—1 k—1
(10.3.47) Ej=> ¢, El=> .
j=o j=o

Par sommation, on déduit de (10.3.45) les égalités :

v—1
(T, 0,®,) — h(Tug, ydo) = o + Y Iy
(10.3.48) - e
hi(w)) = hf(wg) = B, + Zﬁk + RT(Z hy.)
k=o k=o0
Il en résulte que
v—1 _
(10.3.49) > B =hf(w)) = Re(h(Tw,,0,9,)) + (H — Ej + Re(E}))
k=0
ou
(10.3.50) H = —h} (wl) + Re(h(Tuf, Tug , 9,%)) .
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Afin d’assurer la convergence du schéma itératif vers la solution du probleme (3.2.3) ...
(3.2.10), on doit avoir :

lim Af (w}) =0 et lim A(T'u,,d,®,) =0.

V—00 V—00

On retrouve la démarche usuelle pour les schémas de Nash-Moser, en choisissant 3, de
sorte que

Zﬁk S3H — E* + Rp(E2)).

Nous pouvons maintenant procéder a la définition des seconds membres H,. Avec les
notations (10.3.44) (10.3.47) et (10.3.50), on définit la suite () par récurrence en posant :

Bo=0,
(10.3.51)

B = S3(H) — S} (E} — Rp(EY)) Zﬁj pour 1 <k<vwv
Enfin, en posant 3, = B,/A, on définit H, par (10.3.42).

Lemme 10.3.3. i) H = 0 pour t < Ty et TH = 0 sur wr,.
ii) Pour tout entier k tel que 0 <k < v on a

(10.3.52) B,=0, H,=0 pour t<T,

(10.3.53) ['(Br) =0 sur wr

Preuve. Comme (ug, @) est solution exacte du probleme sur Qp, on a hf (wg) = 0 sur
Q7 et h(Tuo, dy¢o) = 0 sur wr,. La Proposition 5.3.1 implique alors que H = 0 sur 7, .
D’autre part, (10.3.28) et (10.3.38) impliquent que pour k < v,

(10.3.54) hi (Pw) = h(Tug, 8,04

Pour k = 0, cela implique que TH =0.
Comme (u,,®,) = (ug, Pp) est solution exacte du probleme, on a aussi

(10.3.55) =0, =0 pour 0<k<v—1 etpourt<Ty,

d’ou E,Z’ = E,ﬁf =0 pourt < Tp et k < v. on a de méme, hy = 0 sur wp,. Avec les
Propositions 5.3.1. et 10.2.1, on en déduit (10.3.52).
D’autre part, (10.3.29), (10.3.30) et (10.3.39) impliquent que pour k < v — 1,

(10.3.56) hi (Tw)) (Tirf) = hy (Tug, 0,) (T, Oy 1)
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On en déduit que
(10.3.57) lep=¢} pourk<v—1 et TE!=FE pourk<v.

Avec (10.2.8), il en résulte que ['(Ef — Rp(E2)) = 0. Comme I'H = 0, on voit alors que
que

k—1
TB=—> T8
j=0

Comme fFy = 0, il en résulte que I'Gx = 0 pour tout k.

Avec H,, défini par (10.3.42), on détermine @} en résolvant ’équation
(10.3.58) X;or=H,, & =0 pourt<Ty.

Compte tenu des Lemmes 10.3.2 et 10.3.3, la trace F<I>+ et gbl, vérifient la méme équation
de transport (I'X; )¢ = h, et sont nulles pour ¢ < T3. On en déduit donc que F<I>+ = (bl,

On procede de la méme fagon pour construire (ID sur (), et on définit u, par (10 3.14)
puis (u, 11, P,41) par les formules (10.3.12).

10.4 Estimations douces

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des estimations pour 1, et ®,. La premitre étape
consiste a obtenir des estimations pour (V,, ®,). Le systeme linéaire (10.3.15) ... (10.3.17)
est de la forme

(10.4.1) LY u, V)W = F

o, u
(10.4.2) Xu(®) = [M(1,0,6)V] = ¥ | M(u,0,0)5°5] = G
(10.4.3) V=F=0, v=G=0 pourt<Ty

En rappelant que (ug, ®o) € W216(Qr, ), on suppose que pour un s € [sg, s1] et pour un
T €]Ty, T1],

(1044) {(U—Um@—@o) eWsH(Q), T =T =0,

u=1uy, =&y pourt<Ts.

La seconde étape consiste & obtenir des estimations pour @, en résolvant I'équation
(10.3.25). En introduisant les notations

a= fa(ru+>ru_)a A: Wa“‘RT(a_wa)a

(10.4.5) c= f(Tut,Tu=,0,0), w=(u,A,Rr(c),,®),
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v =TV + [(0,u/0,®), = f{Tu)(v),

(10.4.6) ¢ = fH(Tu,d,¢)(Tv,d,I'W),

on voit que 'équation (10.3.25) est de la forme :

n—1
O
(10.4.7) OV + 3 Ay (w); ¥+ An(w)a—;‘\p = H = Rp(H,) + Hy + H,
i=1 "

ou Hy = 3,, H, = hy(T'u, 0y¢) (v, 0y)) et ol le terme Hy est de la forme

les ¢; étant des fonction régulieres de leurs arguments. On note que H dépend de la solution
(V,4) de (10.4.1) ... (10.4.3) par l'intermédiaire des fonctions (v, @, ¢) définies en (10.4.6).
On suppose que ¥ est solution de I’équation obtenue en prenant la restriction de (10.4.7)
a {x, = 0}. On a donc

(10.4.9) TOt =T¥ =4

Proposition 10.4.1. II existe des constantes positives C,, 7,, My et T €T, T1] telles
que pour tout (u, ®) vérifiant (10.4.4) avec T €]T,,T}] ainsi que la condition

(10.4.10) |u — g} r + | — Poll3 < My,
la solution (V,4) de (10.4.1)...(10.4.3) vérifie pour tout v > =, l'estimation

’Y||VH2S,~,,T + 71/2 |FV|2S,'y,T + 71/2 |¢’2s+1,%T

(10.4.11) L2
< Co{ I1F sz + 72 |Glassyr + Ko(T) Ko(T) |

ot l'on a posé :

KO(T> = “FH;T + ||V||§T + |¢|TT + |G|S,Ta

Ky(T) = llullzsaqa + [ ®ll2staqr -

Preuve. En posant F' = F — BV et G' = G + ¢Y[M(u, 0,¢)(0,u/0,P)], on voit que
(V,, F',G") vérifie le systeme différentiel (8.4.9) et le Théoreme 8.4.2 fournit les estima-

tions conormales. Il existe donc des constantes positives C,, v,, My et T €]|T3, T1] telles
que pour T €]T5,T7] et v > 7, on ait :

(10.4.12)

(104.13) NV, 7. T) £ Co IF iz + [V llzsiz + 7% G asiyr + Ko(T) KI(T) }

ou N(V,u,v,T), Ko(T) et K{(T) sont donnés respectivement par (8.4.11), (8.4.11) ou
(10.4.12) et par (8.4.13). D’apres le Lemme 7.2.2, et sa définition (7.2.7), le terme I'b qui
entre dans K| (7)) s’estime par

ITb|osy1 < Ci{ [Tulos v+ |TP|oss141}-
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et avec le Lemme 5.1.1 on voit alors que
(10.4.14) K{(T) < CoK4(T).
D’autre part, on a

1F o7 < 1 F sz + CLUIV o2 + IV Ki(T)}
|G 257,17 < |Glasqyr + CL Y257 + V157 Ki(T)}

En reportant ces estimations dans (10.4.13), il vient
N(V7 ¢7 Y5 T) SC{ ||F||gs,7,T + ||V||287%T

(10.4.15)
92 |Glasigir 1M [laonr + Ko(T) Ka(T) }

On estime ensuite les dérivées normales en revenant a I’équation (10.4.1). On rappelle que
dans ce paragraphe, ¢ > 0 est fixé et que les constantes peuvent dépendre de . Le bord
étant non caractéristique, on a

(10.4.16) NowV las-zaiz < C{IF llascrir + IV s + K(T) K{(T) }
ou l'on a posé :
Ky(T) = IF' .+ IV

(10.4.17) .
KUT) = v{ lullzs-2nir + |90, + [D]25-207}

En utilisant expression de b donnée par (7.2.7) on voit que

[bllas—20 < O IPulas 11 + ullaiy + 19, Bllzr }-
On en déduit que
(10.4.18) Ky(T) < Ko(T)  K{(T) < Ky(T).
D’autre part, on a
(10.4.19) 1 2oz < NP 2oz + CTIV 2oz + IV I3 Kn(T))

En reportant ces estimations dans (10.4.16), on obtient :
(10.4.20) NouVlze-202 < CLUIF st + [Vllzsnr + Ko(T) Ka(T) |

En sommant les deux estimations (10.4.15) et (10.4.20) et en prenant ~y assez grand, les
termes ||V ||gs.1 et 72T |y, , 7 situés a droite, sont absorbés par le membre de gauche,
et la Proposition 10.4.1 en résulte.

t
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Les constantes M; et T] étant fixées comme indiqué dans 1’énoncé de la Proposition
10.4.1, nous allons maintenant établir une estimation de ¥ dans 'espace W2¢(Qyr) défini

au paragraphe 10.2. On utilise le lemme suivant qui est une conséquence immédiate du
Lemme 9.4.2.

Lemme 10.4.2. Il existe une fonction C(.) telle que pour (¥, F) € WH(Qr) N W?2(Qr)
et w € Wh°(Qp) N W2 (Qyp) vérifiant

n—1
(10.4.21) 00+ A(w)o ¥+ Ay(w)¥ =F,  W=F=0 pour t<T,
j=1

on a pour vy > 1 l'estimation :

(10.4.22) M¥l2s 70 < C(M){HFllzsmT + w1 ll2s .7 + ||‘PH§,THszsmT}
ot M est tel que [Jw|[gp < M.

Proposition 10.4.3. Il existe des constantes positives Cy et vy, telles que pour (u,®)
vérifiant (10.4.4) avec T' €]T5,T{] ainsi que la condition (10.4.10), alors pour tout v >
et pour toute solution ¥ solution de (10.4.7), on a I'estimation suivante :

Nz SCH{ 1 Hsllhe iz + IV o2
(10.4.23)
s+ [Ylasrznr + KH(T) Ki(T)}
ot ou K1(T') est défini en (10.4.12) et

(10.4.24) Ko(T) = 1R 2 + IVIoz + [0 r + ol

Preuve. Etant donné que w = (u, A, Rr(c), 0,®) et que A = W,+Rr(a—w,), 'hypothese
(10.4.10) entraine que ||w||g, est majoré par une constante qui ne dépend que de M;. En
appliquant le Lemme 10.4.2 a I’équation (10.4.7), on obtient tout d’abord :

MY l2s 1 SC(Ml){HRT(Hl)H%mT + [ Hsll2sq + IV [l257

(10.4.25)
sur + Ko(T) Ki(T)}

+ ”\I]HQsmT + |U|2s—1,%T + |9

En dérivant ensuite I’équation (10.4.7), on voit que 6 := 0,V vérifie I'équation

n—1
o
(10.4.26) 0,0 + ; Aj(w)d,0 + An(w)%e =F
avec
On,
(10.4.27) F = 0,Ro(Hy) + 0,Hy + 0, Hy + 0,(¢(w)). W + 8, (An<w)8—Z) v
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ou ¢ désigne une fonction réguliere de w. Le Lemme 10.4.2 implique que

MOy ¥ll2sq.r SC(Ml){||8yRT(H1)||25,%T 0y Hsll2syr + [V |25 2.1

(10.4.28)
iz + [olorigr + ootz + Ko(T) Ki(T) -

Comme H; =0 pour t < T5, le Corollaire 5.4.2 implique que
10y Ry (H1)|2s50 < C [Hil2s .7
On en déduit :

(10.4.20) IR (H)Ise iz < Cf 1olzeir + [lasi1ir + KHT) Ki(T)} -

En sommant les inégalités (10.4.25) (10.4.28) et en tenant compte de (10.4.29), on obtient
I'estimation (10.4.23).

O

On introduit maintenant

Ot

10.4. T=V4+U
(10.4.30) T=V4+U oD

de sorte que I'v = v.

Proposition 10.4.4. 1[I existe des constantes positives C,, 7,, M et T €T, T1] telles
que pour tout (u, ) vérifiant (10.4.4) avec T €|T5,T]] ainsi que la condition (10.4.10),
pour tout (V1) solution de (10.4.1)...(10.4.3), pour tout ¥ solution de (10.4.7) vérifiant
(10.4.9), on a pour tout vy > 7,

YION2sz + ANz, 0 + 72 T0l2sr2 + 9% [T20r37

(10431) 1/2 1
< Co{ I1Fllassa + 7" |Glassanr + | Hallhy o + Ko(T) Ka(T)},

ot l'on a posé :

Ko(T) = |Fllor +Glor + 0157 + W37 + [T 7 + [TVl

(10.4.32)
Ky(T) = ||[ull2sss01 + |®|256,0,7 -

Preuve. On écrit I'inégalité (10.4.11) avec s remplacé par s+ 1, puis on ajoute l'estimation
(10.4.23). Pour + assez grand, on obtient alors :

(10.4.33) YNV l2st2,7 + VH\IJH%S,%T + 71/2 TV |as 257 + 71/2 TV o545, <
B C{HFH%”%T +7"2 |Glast2qr + [ Hsll5. 7 + T0] 281147 + Ko(T) K1(T)}
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ou K1(T) est donné par (10.4.32 ) et
(10.4.34) Ko(T) = 1Fll5r + 1Glr + VI + IR + DY + T0[G

Par ailleurs, on a

(10435)  [Flaoniz < IV Isr + C{N1Wlasr + Ko(T){ulassznir + [®llasszar} |

I0|2s24.7 < [TV 254247 + C{ TV |g42.4,7

(10.4.36)
+ KT IT@Out)lassznr + ID(00®)|ass20r} }

On voit alors que le membre de gauche de (10.4.31) est majoré par

C{IF 2 + 7% 1Glasranr + | Hallhu iz + Tolasiinr + KG(T) Ka(T) }
Dans K((T') on majore le terme |[V||5 par :
IVlsr < 18057 + Clel

Alors, en prenant 7 assez grand, le terme |[['0|gs41, 7 situé a droite est absorbé par le
membre de gauche et la Proposition 10.4.4 en résulte.

O

Nous appliquons les estimations ci-dessus aux fonctions données par le schéma itératif
décrit au paragraphe 10.3. On note U, = (i, ®,,Tu,, ¢,) et

(10.4.37) 1O ll2sr = lliwllzsr + 19020z + ITits 2sr2z + |60 |26437

Proposition 10.4.5. 1] existe des constantes positives C,, My et T €|T5,T]] telles que

si, pour un T €|15, 17|, (u,,®,) vérifie la condition :

(10.4.38) = wallir + 18, = Bollir < M

on a alors 'estimation :

(10439)  [Oullaor < Cof I Blssar + 1Gulassar + 1Bl + Ko(T) Ki(T)}
avec

Ko(T) = |E sz +1Gulsr + lwllsr + 1@ull5r + T lsr + [duli 1
Ki(T) = ||ty ||2sr6,57 + |Pull2s 6.7 -

(10.4.40) {
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Preuve. La Proposition 10.4.4 implique que pour v > 7,, on a

N<,L'LV7 (.Duy Fuyy él/v e T) S Co{ ||FV||28+2,’Y,T + 71/2 |GV|25+277,T

(10.4.41) _
1By + Ko(T) KA(T)}

ou Ko(T) et Ki(T) sont donnés par (10.4.40). On fixe maintenant v = v, et 1} =
Inf(T],1/7,). La proposition résulte alors de (10.4.41) et des estimations suivantes : il
existe des constantes positives C] et C5 , indépendantes de v et T telles que si v T' < 1,
on a pour tout u € W (Qr) et tout v € Hi(wr),

Chl|ull2s,r < |ullzsy 1 < Collull2s 7,

C11|U|s,T S |U|s,fy,T S C'2‘u|s,T-

10.5 Hypothese de récurrence

On se donne maintenant un entier pair, noté «, tel que 2sg < o < 2s; et un parametre
0 > 0. Pour un entier v > 1 nous noterons (H,,7T") I'hypothese de récurrence suivante

(1051) Vk € {07 Y A 1}7 Vs € {807 ce 731}7 HUkHQS,T < 0 9]38_&_17

(10.5.2) Vk € {0,... ,v=1}, Vs € {s0,... ,s1=1}, [[L(up, VOR)ur— fllzsr < 6777

Rappelons que 6, = (62 + k)'/2. L’hypothese de récurrence fait intervenir quatre
parametres : 6§, 0y, a et T. Le parametre 0 sera fixé en premier et les trois autres seront
fixés au paragraphe 10.7.

Dans ce paragraphe, on compare les suites uy, @y , a leurs régularisées iy, Dy.

Lemme 10.5.1. Pour « entier pair tel que 2sq < « < 257 et sous I’hypotheése de récurrence
(H,,T), on a pour 0 < k < v les estimations suivantes :

(10.5.3) Uk —ugllasr < 6 pour so<s<(a—2)/2,
(10.5.4) Uk — wollator < 6 67,

(10.5.5) Uk — uollas < 6 QéQS_a)JFH pour sgp < s < s,
(10.5.6) U — uollosr < 6 6757 pour (a+2)/2 <s<s.
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Preuve. (cf [Al]) On décompose Uy — ug sous la forme :

k—1 k—1
(10.5.7) Ue—to=> Upr—Upy=>_ AU,
p=0 p=0

Avec (10.5.1), on obtient :

k—1
(10.5.8) Uk = tollzsr < 6 > (Oper — 0,) 0777

b=0
et le lemme en résulte.

O

Corollaire 10.5.2. Pour « entier pair tel que 2sy < «a < 2s; et sous I’hypotheése de
récurrence (H,,T), on a pour 0 < k < v les estimations suivantes :

(10.5.9) up, — tgll2sr < C 80757 Vs € {sg,...,81},
(10.5.10) [®r — Ppllosr <C 607> Vse{sp,...,s1},
(10.5.11) [ — Bpllaer < C 807 Vs {so,...,51},
(10.5.12) Tug — Tuglosr < C 6 0527 Vs e {sg,...,s1 +1},
(10.5.13) P — Grlosr < C 0022 Vs e {sg,...,s1 +1},
(10.5.14) 0y — Oydrlosr < C 6 0527 Vs {sp,...,s1+1}.

Preuve. On écrit uy, — uy sous la forme : uy — Uy, = ug — ug — Si (u, — ug). La Proposition
10.2.1 et (10.5.6), donnent alors ’estimation

luk, — tgll2sr < C 9i8_251||uk — Ug||2s, 7 < C 9;351_&7

ce qui prouve (10.5.9). Les autres estimations se démontrent de fagon analogue.
O

Le parametre § est maintenant fixé par le résultat suivant, ou les constantes M; et T}
sont données par la Proposition 10.4.5.
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Lemme 10.5.3. Il existe 0 > 0 tel que si 259+ 10 < o < 257 — 2 et si (H,,T') est vérifiée

pour un T €]Ty,TY'], alors (u,, ®,) vérifie la condition (10.4.38), c’est a dire :
%, = uolliz + |0 — Pollfr < M.

Preuve. En remarquant que 2sg+ 8 > n/2 + 10, on déduit du Lemme 4.2.2 appliqué avec
y=1et k=4 que

(10.515) [, = uollir+ B = @ollir < Cr T { i = tollasyssr + |8, — Dollzepssir}
Ensuite, d’apres (10.2.3) et (10.3.10), on a

(10.5.16) |, — uoll2sprsr < C [Juy — uoll2sots,r

Par hypothese, on a 2sg + 8 < o — 2 et il résulte de (10.5.3) que

(10.5.17) lluy, — wol|2sg+8r < 9.

On procede de méme pour @, et on voit qu’il existe une constante Cs telle que :
(10.5.18) i, — wollfr + | Py — Pollfp < CoT 0.

On choisit alors 9 tel que :

(10.5.19) CoTy 6 = My

et le lemme suit.

t

Dans toute la suite, le parametre § est fixé par (10.5.19). Au paragraphe suivant nous
donnons des estimations pour les termes d’erreur et pour les termes E, G, et B,,. On déduit
alors de la Proposition 10.4.5 une nouvelle estimation de ||U,||2s,7. Enfin, au paragraphe
10.7 nous fixerons les autres parametres 0y, « et T de sorte que (H,,T') implique (H,41,T)
et que (Hy,T) soit vraie.

Remarque 10.5.4. Pour démontrer (H,41,7") on utilise estimation (10.4.39) pour
tout les entiers s € {sg,...,s1}. Cette estimation fait intervenir I'expression K;(T) =
|t ||2s+617 + HCTD,,HQSJF&T située dans le membre de droite. Il est donc nécessaire que les
termes régularisés i,, ®, définis par (10.3.10) soient de régularité 2s; + 6. C’est pourquoi
nous avons supposé au paragraphe 10.1 que uj et ®) sont dans W21 +5(Q7 ).
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10.6 Estimations de F,,, GV et 51/

Dans ce paragraphe, nous supposerons que 1" €|T5,T{'] et que (H,,T') est vraie.

a) Estimation de ||F}|ss127. On déduit de (10.3.21) et (10.3.22) les formules suivantes
(10.6.1) Fy=S3(F),  Fi=5{(F)~Si(e;) — So(F)
et pour k > 2

Aj_ 1 1 .
i [ 5k = S = (5= SEEL) = Sk )|

(10.6.2)  F, =

Le terme e} est défini par (10.3.18). En faisant intervenir le linéarisé complet £2(u, V®)(v, ),
nous écrivons, comme dans [ Al], e} = (}) + (g1)”, avec

(Ei), = E(U]H_l, V(I)k+1)uk+1 — E(uk, V@k)uk — £2(ﬂk, fo)k(Akuk, Akq)k) N
(8116)” = Akq)k> (&ﬁ)k)_l an(ﬁ(ﬂk, Vci)k)ﬂk) .

En outre, (1) = 8,1671 + 6,1§72 ou 5,1671 est l'erreur de substitution et 5,{;72 I'erreur quadratique
habituelle du schéma de Newton :

8,1671 = [L:Z(Uk, Vq)k) — £2<ﬂk, V(I)k>] (Akuk, Akq)k) ,
511c,1 = L(tups1, VOri1)uprs — L(ug, VO uy — L2 (ug, VOL) (Apitg, Ap®y) .

En procédant exactement comme dans [Al], c’est & dire en estimant successivement e, ;,
5,;2, (e2)” & laide de la Proposition 10.2.1, du Lemme 10.5.1 et du Corollaire 10.5.2, on
obtient I'estimation suivante.

Proposition 10.6.1. Pour « entier pair tel que 2sq + 10 < a < 25y — 2, on a, pour tout
ke€{0,... ,v—1} et pour tout s € {sg,...,s1 — 1},

(10.6.3) letllosr < C 8 A, Grsot2sto2a
Nous allons maintenant démontrer :

Proposition 10.6.2. Pour « entier pair tel que 259+ 10 < a < min{2s; — 2, s+ s1 + 1},
on a pour tout s € {sg,..., 81},

(1064) ||FVH25+2,T < C{ 635+17231HFH281’T + 4 9350+25+772a} .

Preuve. Pour s € {sg,...,s; — 1}, (10.6.3) et la Proposition 10.2.1 impliquent que

(10.6.5) 1SE(e) |lossor < C 6 A, §25o2stT—20
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En prenant « tel que a < sg + s1 + 1, on obtient ensuite

(10.6.7) IEL_|los, o < C § §20F 201420
En utilisant la Proposition 10.2.1, on en déduit que pour tout s € {sg,...,s;}
1
(1069 5 (8) = S (Bl fasrar < € 6 g2724772
v—1
Pour s € {sg,...,s1}, on obtient de méme :
1

(10.6.9) IS0 = So_)(P)llzsror < C [|Flzs, 0 0577172

Alel

L’estimation (10.6.4) résulte alors de (10.6.2) et des estimations ci-dessus.
U

b) Estimation de |G, |2s127. On procede exactement comme ci dessus et on aboutit aux
estimations suivantes.

Proposition 10.6.3. i ) Pour « entier pair tel que 2sy + 10 < a < 2s; — 2, on a pour
ke{0,...,v—1}ets€{so,...,s1},

(10.6.10) 12| ger < C 6 A, g250+25+220

ii) Pour « entier pair tel que 2sy + 10 < o < min{2s; — 2,89 + s; + 1}, on a pour
s € {SOa"' 731}7

(10.6.11) |GV|2S+2’T < C{ 938+17281|G|231,T + 6 612/30+2s+472a} ‘

c) Estimation de ||ﬁ,,||%ST On estime d’abord les erreurs £} et &}.

Lemme 10.6.4. Pour « entier pair tel que 2so+ 10 < a < 2s; —2, k€ {0,... ,v —1} et
s € {so,..., 81}, on a les estimations

10.6.12 84 9s.T S o) Ak 6280"‘28-‘!‘4—2&7
Ell=s, k

(10.6.13) ’5%251 <O 6§ A, 9}350—!—254-2—204.

Preuve. Le terme €} est défini par (10.3.44) et s’écrit sous la forme €} = 7 | + ¢, avec
k k k1 T Ek2

{5i,1 = (ha(wy) — ha(wg)) (Axtik) ,
Ehg = Du(wii1) = ha(wy) — ho(wy)(Agaby) .

Nous remarquons ensuite que €} ; est une somme de termes de la forme :

(10.6.14) A=A E(wk,wk — u_)k).(wk — U_)k>.wk
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ou
Wp = (uk, Ak, RT(Ck), aycbk) avec Ak = Wa -+ RT(CLk — wa)

wy, = (U, Ay, Ry (), 0,P4) avec Ay, = W, + Rr(ar — w,)
e = (i, Rr(an), Re(ér), 9,0r)

Le terme 5%’2 est une somme de termes de la forme :

(10.6.15) B = Ay l(wy, w, — W) (Agty) b

On obtient (10.6.12) en majorant les termes A et B ci-dessus en utilisant pour s €
{s0,...,51}, les majorations suivantes qui résultent de la Proposition 10.2.1, du Lemme
10.5.1 et du Corollaire 10.5.2 :

lwp — wi|2sr < C 0 9;38+3_a,

ko5 < C 5 677,
llwgll2sr < C1+Co 6 9}(38—(1)-»—4-1 .
Le terme £} défini par :

3 = h(Dugs1, Oydrsr) — h(Tug, 0yb%) — by (Tk, 9,0 ) (ARTitg, ArOy o)

est de la méme forme que £7 et (10.6.13) s’obtient de fagon similaire.

Nous estimons maintenant les £, = 3,/A, donnés par (10.3.51).

Proposition 10.6.5. Pour « entier pair tel que 259+ 10 < a < min{2s; — 2, s+ s1 + 1},

pour tout s € {sg,...,s1} et pour tout v, on a 'estimation

(10.6.16) 1805, < Cf 6225 [ Hllpoyr + 6 203354520
Preuve. On déduit de (10.3.51), les formules suivantes

(10.6.17) Bo=0, B =SHH)—S}El —Rr(E})),
et pour k > 2

(10.6.18) B = (S{ — Sp_1)(H) — (S} — S_1)(Bhy — Re(Biy)) = Si(ehoy — Re(eil1)).
On déduit des inégalités (10.6.12) (10.6.13) et du Lemme 10.2.3 que
e T
1Sk (R (e ) llasr < €6 Ay 6% :
ce qui permet d’estimer le dernier terme de (10.6.18). On a de méme
1B illosy,r < C 8 o2,
(10.6.20) B} |os, 10 < C 8 ;014572
IR (E}_))|lasy < C 6 702572

Pour estimer (S — S?_,)(E} | — Rr(E}_,)) nous utilisons le lemme suivant :
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Lemme 10.6.6. Pour tout u € W™ (Qr) et pour tout s € {sq, ... ,s1}, on a 'estimation
(10.6.21) 105 = Si_Dullzsr < C Apor 6572 Jlullze,7

Avec (10.6.20), ce lemme implique que

=
Ap_q

(S = Sk By = Re(Ey)) e < C 0 G072

Le Lemme 10.6.6 implique aussi que

=
Ap_q

(S = S0 (H)llasr < C 077 [[H 25,1
En reportant ces estimations dans la formule (10.6.18) on obtient Iestimation (10.6.16).
O

Preuve du Lemme 10.6.2. On estime d’abord le terme I = ||0,(S§ — S;_;)ull2s7 qui est la
somme des termes

J = |\ayagagag(s,§ — S Dullor avec a + p + 2q < 2s.

On a alors

J < (S - 5;‘2’_1)5232%“%“;-

D’apres la Proposition 10.2.1, on a

d
=560 oz < C 0772 ullasr -

|a|+1,T —
En intégrant sur l'intervalle [0_1, 6] on obtient :
J < C Ay 077 |ullosy 7 -

En procédant de méme on voit que le terme [|(S} — S}, )u||2sr vérifie la méme estimation,
et le lemme suit.

4

10.7 Preuve du théoréme 10.1.1

Nous combinons d’abord les estimations des paragraphes 10.5 et 10.6. On note
(10.7.1) A(T) = |Fllasy.r + |Glasi 7 + [ Hlasy7 -
On rappelle le choix s; = sq + 16 fait en (10.1.2) et on choisit maintenant

(10.7.2) o =2s)+ 16 = sy + 57 .
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Proposition 10.7.1. Il existe des constantes positives C, et T3 €|, T}'] telles que, sous
I’hypothese de récurrence (H,,T) avec T' €]Ts, T3], on a les estimations :

(10.7.3) U, llasr < Co 051 {A(Ts) + 1} 02771 se {sp,...,51},

(10.7.4) |L(u,, VO, )u, — fllosr < Co 05" {24 F|lgsy i} 027, s € {sg,...,s1+1}.

Preuve. a) On note

(10.7.5) 1F s = [1Fllassor + Gulastar + 160 ll557

quantité qui, d’apres les estimations précédentes, est bien définie pour tout s € {so,... ,s1}.
D’apres le lemme 10.5.3, la condition (10.4.38) est réalisée et il est donc possible d’appliquer
la Proposition 10.4.5. Pour tout s € {so,...,s1}, on a donc

(10.7.6) 10207 < Co{I1F oo + Ko(T) K\(T)

ou Ko(T') est donné par (10.4.40) et
(10.7.7) EKi(T) = |ty o560 + |Pu|25+6,7 -

Lemme 4.2.2 donne ensuite
(10.7.8) Ko(T) < Co T {15 lasgrair + 100 v }
On évalue le terme ||U,,H230+6,T en utilisant & nouveau (10.7.6) :

(10.7.9) 100laso s < Co{ IZullswssr + Ko(T) KI(T)

ot I'on a posé : Ki(T) = ||t ||asgr12.7 + |0 ||2sr12,7- Comme 259+ 14 < o < 25y — 2, le
Lemme 10.5.1 implique que K} (T) < C3+ C4 § < C3 + C4. On en déduit que

(10.7.10) 1005 < C1{ 1P lasoser + Ko(T) }.
En reportant ensuite 'estimation (10.7.8) dans (10.7.10), on obtient
100 lzsaser < CL{IZu 2 tair + CoT I Fllasotor + CoT 0w llaso o7 }
On choisit maintenant T3 €75, T)'] tel que :
(10.7.11) ClCyTs < 1/2.
On voit qu'il existe une constante Cs telle que si T' €]T5, T3], on a
HUVH250+6,T < CstVH2so+6,T-
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En revenant a (10.7.8), on obtient :
Ko(T) < Cs T|| Fll2soser

et en reportant cette estimation dans (10.7.10), on obtient

(10.7.12) U, |

251 < Co{ 1B laor + T K\(T) 1F sy }
b) Les Propositions 10.6.2, 10.6.3 et 10.6.5 donnent ’estimation :
(10.7.13) 1 F ||asr < C’{A(T) g2 4 5 9350+23+772a} ‘

On majore ensuite K;(7T") donné par (10.7.7) en utilisant la Proposition 10.2.1 et le Lemme
10.5.1. 11 vient

(10.7.14) Ki(T) <C {1+ §0&F6-2+1 pour sp < s < sq.
En reportant les estimations (10.7.13) (10.7.14) dans (10.7.12) on obtient
(10.7.15) 10020 < CLA(T) 245720 4 g gosasiaizaal,

Puis en remarquant que 6, < 6,, on a :

(10.7.16) Hszst,T <C ot {A(T) g2st9-251 4§ 0330+2s+1572a} '

Le choix de « fait en (10.7.2), implique que
(10.7.17) 2s+9—251<2s—a—1 et 2sg+2s+15—-2a<2s—a—1,
et (10.7.3) en résulte.

c) En sommant les égalités (10.3.18) pour 0 < k& < v — 1 et en tenant compte des
équations (10.3.15), on obtient :

v—1
L(uy, VO, )u, = L(ug, VPo)ug + Z F.+E,
k=0
Avec (10.3.22), on en déduit que
(10.7.18) L(uy, VO )uy — f = Sy(F) — F + ¢y,
et pour v > 2,
(10.7.19) L(uy, VO )uy — f = (S, (F) = F) + (Ep_y — Sy (Ey_y)) + 65y -
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On majore chaque terme du second membre de (10.7.19). Pour s € {sg,...,s1}, on a
18,1 (F) = Fllas < C 0525 || Fll2sr -
D’apres la Proposition 10.6.1 et 'estimation (10.6.7), on a pour s € {sg,...,s1 — 1},

les_yllzsr < C 6 A,y 22025072

HEifl - Sifl(Eiq)“%,T <Cd ezi)frzs%—za_
On en déduit que pour s € {sq,...,s; — 1},
1£(t, VO, )ty = fllasir < Co gt {0574 2 | F llagy 0+ 052074072 4 g0y 207720}

La condition (10.7.2) sur « implique que les trois exposants 2s + 1 — 2s1, 259 + 25 + 6 — 2«
et 259 + 2s + 7 — 2« sont tous majorés par 2s — a + 1 et 'estimation (10.7.4) en résulte.

O

Le parametre ¢ ayant été choisi au paragraphe 10.5, a étant donné par (10.7.2), C, et
T3 étant donnés par la Proposition 10.7.1, on choisit 6, tel que

(10.7.20) 0y > max{l, 0 Co(A(T3) + 1), Co(2+||FH2sl,T3)}-

Pour ces choix, la proposition 10.7.1 dit que pour T' € [T}, T3], I'hypothese de récurrence
(H,,T) implique (H,11,T). Il reste a initialiser la récurrence. Etant donné que U, et
F = L(ug, V®g)ug — f sont nuls pour t < T5, on a :

lim {[|Tollasy r + [|Fllz2e1 -2} = 0.
T—T5

On choisit alors T' €]T5, T3] tel que :
(10721) HU0||251,T <4 egso—a—l et HF||251—27T§ < egso—a-i-l '

On voit alors que (Hy,T') est réalisée et donc (H,,T) est vraie pour tout v > 1. Dans la
suite de ce paragraphe, les parametres sont fixés comme indiqué ci-dessus.

Remarque 10.7.2. Ce sont les conditions (10.7.17) qui conduisent a la condition (10.1.2)
et au choix (10.7.2) de a. On doit en effet d’abord fixer s; suffisamment grand pour avoir :

250+ 16 <251 — 10 et 259+ 16 <sp+s1+1.
Cela revient a supposer s; > s+ 15 et alors on a
250+ 16 < sg+s1+1<2s1 —10.

On peut donc choisir @ = sg+ 81+ 1 81 59+ 1+ 1 est pair et a = sg+ 81 si Sg+ $1 est pair.
La condition o > 253 4 16 est réalisée si s; > sg + 16. Ceci explique le choix s; = sg + 16
fait initialement, ainsi que le choix de «.
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Fin de la preuve du Théoreme 10.1.1.
Avec sy = (v — 2)/2, la condition (H,,T) implique que

||Ul/+1 - UV“QSQ,T S 5 AV 9;2
et la série de terme général U, — U, est normalement convergente au sens de la norme :
U l2so, 7 = llull2so,z + @36, 7 + Tl 265 12,7 + [Gl2ss 1377

On en déduit que les suites u,, ®,, I'u,, ¢, convergent respectivement vers u, ®, I'u, ¢
dans les espaces W2%2(Qr), Wi2(Qp), H*22(wr) et H>273(wr). 1l reste & démontrer que
(u, @) est bien solution du probleme (10.1.16) ... (10.1.20).
Tout d’abord, il est clair que (u, ®) prolonge (u1, ®1). D’autre part, pour tout v > 1 et
s<(a—2)/2,0na
H‘C(uw V(I)V)uu - f”25—2,T < 935_a+1 .

Il en résulte immédiatement :
(10.7.22) L(u,VP)u=f sur Qp
On a ensuite sur {z, =0} :
9(Cutyi1,0y0011) = 9(Tuto, By0) + SAG) + (E2 — SHEL)) + &2
Comme g(T'ug, 9,¢0) + G = 0, on obtient en passant a la limite
(10.7.23) g(Tu, 0y9) =0 sur wr.

Le point délicat consiste a prouver que (u, ®) vérifie les équations (3.2.6) (3.2.7). Nous
remarquons d’abord que d’apres le lemme 10.5.3, on a pour tout v

[, — uoll3 + |90 — @ollir < My,
d’olt
(10.7.24) lu — uollf 7 + |® — Dol < M.

Par hypothese, on a M (u, ®,Ty) = M*>(ug, Po,Ty) < M, + H/2. Il résulte alors de la
Proposition 8.4.1 que

(10.7.25) M (u, ®,T5) < M, + H .

D’apres le choix de M, et H fait au paragraphe 3.4, la condition de Rankine-Hugoniot
(10.7.23) implique que

(10.7.26) h(lu, 0y¢) = 0y — AM(Tu™, Tu™,0,¢) =0  sur wr.
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Les équations (10.3.25) pour &, et (10.3.42) impliquent que

(10.7.27) ho(w,)(Aw,) = H, = Rr(h,) + B, .

ol h, = A h, est donné par (10.3.27). D’aprés (10.3.44) on a d’autre part :
ho(Wii1) — ha(wy) = €4 + Hy .

En sommant ces égalités, on obtient, comme en (10.3.40),

(10.7.28) ho(wys1) = ha(wo) + Y Ro(hi) + Eyy + Y Bi.
k=0 k=0

Le choix (10.3.51) des (3, implique que :
> B = S)(H) = S)(E)) + S)(Rr(E3)
k=1

En tenant compte de (10.3.43) et (10.3.44), on a d’autre part

Z hi, = h(Tuy 41, Oydpi1) — h(Tug, Oypo) — ESH :

k=0
En reportant dans (10.7.28), on obtient que
(10.7.29) B (Wyi1) = h(wo) + S3(H) + A, + B, + C,
avec

A, = RT(h(FUVH, 5y¢u+1) - h(FU'Ov ay¢0)) )
(10.7.30) B, = B, - S}EY,

C, = Sy (Rr(E})) = Rr(E)) — Re(e;) .
En utilisant le Lemme 10.2.3, on obtient pour s < (a — 2)/2,

1B, — So(Ey)|lasy < C 0272 | Eyllas, 1 -

Avec (10.6.26), on en déduit I'estimation
(10.7.31) 1By — S3(E))|l2s < C gorot2st72

L’exposant 2sq+2s+5—2a étant négatif, ceci prouve que B, converge vers 0 dans W?25(Qr).
On montre de méme que ¢} et C, convergent vers 0 dans W?3(Qr). D’autre part, avec
(10.7.26), on voit que A, converge vers —Rr(h(T'ug, d,¢0)) dans W*(Qr). En passant a la
limite dans (10.7.29), on obtient donc

ho(w) = hy(wo) + H — Ry(h(Tug, 8,¢0)) -

Compte tenu de la définition de (10.3.50) de H, on a donc h,(w) = 0. Ainsi (u, ®) est bien
solution des équations (10.1.16) ... (10.1.19) sur Q.

Avec les notations (10.1.2), la régularité de (uy, ®;) est sy + 3 alors que la solution
(u, @) est de régularité so = (o — 2)/2 = s1 — 9. La perte de régularité est donc égale a
s1+ 3 — sp = 12. Le Théoreme 10.1.1 est maintenant completement démontré.

t
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11  Prolongement de la régularité

Dans ce paragraphe, nous de montrons que la solution (u, ®) donnée par le Théoreme
10.1.1 est en fait aussi réguliere que (u1, ®1), ce qui termine la démonstration du Théoreme 3.4.1.
Il s’agit donc de propager du passé vers 'avenir, la régularité d’une solution donnée du
probleme non linéaire. La méthode est classique (voir par exemple [Ch-Pi], [Ta], [Sa] dans
le cas linéaire). On régularise (u, ®), tangentiellement ici puisqu’il s’agit d’un probleme
aux limites, et on montre des estimations uniformes pour des régularisées. Pour éviter les
pertes de régularité intempestives, on utilise a nouveau une technique de paralinéarisation,
qui permet d’estimer assez facilement les termes de commutation entre I’équation et les

opérateurs de régularisation. Cette approche n’est rien d’autre qu’une variante du “Lemme
de Friedrichs”.

11.1 Enoncé du résultat

Comme au paragraphe 10, ¢ > 0 est fixé, sg est un entier fixé strictement plus grand
que 2+ n/2. On se donne s = sy + 19 et une solution (uy, ®1) € F.(s,T>). On note ici
k = 12 la perte de régularité dans le Théoreme 10.1.1.

Théoréme 11.1.1. S’il existe une solution exacte (u,®) € F.(s — k,T) qui prolonge
(uy, 1), alors (u, ®) € Fe(s,T).

Pour des raisons techniques, il sera commode de prolonger (u,®;) pour ¢t < T,. On
note QITJ’ et Q%T les demi-espaces

(11.1.1) QO =] — 00, T] x R%.
On note QF = QP UQL et wh =] — 00, T] x R*1. On rappelle que (u;, ;) coincide dans

la bande [T}, 0] avec une solution approchée (uq, ®,). On prolonge les fonctions u,, ®,, W,

et w, (cf Définition 3.1.1 ) pour ¢t < T,. On note u,, ®,, Wy, w, les prolongements ainsi
obtenus. Avec (3.1.2), on voit que I’on peut construire les fonctions prolongées de sorte que

(11.1.2) Uy =1, By=0

=&

pour t < 27,

€

On définit un prolongement de (uy, ®1), noté (uy, 1) par

(ﬂl, &)1) = (Ul, (I)l) pour 0 S t S TQ
(uy, ®1) = (Uq, Do) pour t <0

Nous somme ainsi ramenés a la situation suivante : en omettant les ~, on dispose d’une
fonction (u, ®) qui prolonge (up, ®1) sur QL et qui vérifie

o [ pour T, <t<T,
(1113) E(u) vé)u - f _ { E('U/l,V@l)ul pour t < To,
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0 pour T, <t < T,

n—1

n—1
11 1. 4 =g =
]Z; fulw)] = Z[fj(ul)]6j¢l — [fu(uy)]  pourt<T,,
j=0
(11.1.5) @] =0 sur wp.
On a de méme
(11.1.6) 8,0+ — Mut,ut —p* a/(I)+) H+
ou
H'=0 pour T, <t <T,
HT = 8,:(1){“ - )\(uf, Ul — D ,3'®+) pour t < T,,

ou p et p; sont associés a (u, ) et a (ug, P1) par les formules (2.3.13) jointes a (3.2.8)
(3.2.9). En outre, &~ vérifie une équation analogue.

Par hypothese, (cf (3.3.6) et Définition 3.1.1), le couple (u, — u., P, — ®_) est dans
I'espace p—H?*T1(Qp). En outre, (11.1.2) implique que les seconds membres des équations

ci-dessus sont nuls pour ¢ < 27,. On en déduit que pour tout v > 1
(11.1.7) fewQ), geH®wh), HYe WX Q). H e W*(Qf).

ou les espaces Wfs et Hgs sont les espaces de Sobolev a poids, correspondant aux normes
(3.3.2) (3.3.3).

Nous dirons que le couple (u, ®) € F(o,T) pour o € {s,,...,s} et T > 0si (u,P) est
solution des équations (11.1.3) ... (11.1.6),

(11.1.8) U= U = U, et =0, =9, pour t <0
et si pour tout v > 1 on a:

(,®) € W¥(QL), Tu' € H2(wh)
-1

e’ € B2+ (wh),
O’ € HO2-Y(QL), 9,8 € HO¥

(11.1.9) oL,

Comme au paragraphe 3, on anoté v’ =u —u_et ® =& — P_.
Le Théoreme 11.1.1 est une conséquence immédiate du résultat suivant.

Théoréme 11.1.2. Soit s un entier tel que s > s,+19. Si (u, ®) € Fl(s —k,T) alors
(u, @) € Fi(s,T).
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11.2 Opérateurs de régularisation

Pour s entier, on note E9*(Q7) P'espace des fonctions u telles que e”"0%u € L*(QF)
pour |a| < s. Cet espace est muni de la norme a poids notée

(11.2.1) [l r= > (L+7) e 05 ull s -

ptlol=s

On définit de méme l'espace H3(wr) que 'on munit de la norme :

(11.2.2) ey = D (L+7)" e 00Ul 2 -
ptlol=s

Les espaces E)*(R x R%), ED*(R x R™), H(R x R"") sont définis de fagon analogue.
Dans ce paragraphe, nous définissons des opérateurs de régularisation, notés Rs. 1
[resp. Rs ], et qui agissent dans les espaces ES°(Q) [resp. E9°(R x R%)] et H2(wy) [resp.
HE(R x R .
On utilise les opérateurs paradifférentiels tangentiels & parametre P! dont la définition
a été rappelée en (7.1.20). Comme en (7.1.22), on les localise dans les demi-espaces QL en
posant :

(11.2.3) PI7YT(w) = PY (wp(a), 7y r(u))

ou mr et m,r sont des opérateurs de prolongement. Dans la suite de ce paragraphe, nous
n’utilisons pas les autres opérateurs paradifférentiels introduits au paragraphe 7, et sans
craindre de confusion, nous notons maintenant P} au lieu de P!"T. Nous rappelons
brievement les propriétés de ces opérateurs, dont la démonstration se trouve dans [Mél].
Les propriétés (7.1.8) a (7.1.16), ainsi que (7.1.26), restent vraies a condition de remplacer
partout H**(Qr) par E9*(Q). En outre, P;"" commute aux dérivations normales : si
a € W»*(Qp) et si (u, Ogu) € EY*(Qp), alors

(11.2.4) 0,P"" (a,u) = PYT(0,a,u) + P (a,0,u) .

Nous notons aussi P*T le paraproduit sur wp. Alors, pour a € W*®(QL) et u €
W2(Qr), on a

(11.2.5) P (a,u) = P (a,Tu).

A) Construction de R;,.
On note H: (R x R™ 1) I'espace des fonctions u telles que e € HE(R x R™1). Une
norme équivalente a la norme | uls; ., est

1/2
1126)  Jub, = ([ GPar ey an P ir )
’ (RxRn—1)
ou u désigne la transformée de Fourier de u.
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On introduit aussi I'espace 8375 (R xR") des fonctions u telles que e u € ES’S (RxR%).

L . t
Une norme équivalente a la norme [[e"ul|5}  est

00 1/2
(11.27) = ([ (utomlh,,)* do) "

On définit les opérateurs R} sur (R x R) par

(11.2.8) R} (u)(t,z) = (2%)"/ elilt-mta € r5~(1.&) u(r, &, x,) dr d¢' dzx,
RXR™

ou

(11.2.9) rin (1, &) = [1+8(y+b(E)+ir)] ",

avec b(¢') = /1 + |¢'|2.

On définit de maniere analogue R} sur H:(R x R"™!) en posant
4 v

(11.2.10) Rl(u)(t,2") = (27r)"/ ) s (1, € AT, ) dr dE

RxR7

On notera que b(¢’) n’est pas un symbole pseudo-différentiel classique en (7,¢’). Notre
choix est fait pour qu’on ait la propriété suivante, qui résulte immédiatement du fait que
le noyau de convolution associé a R} est supporté dans {t > 0}.

Lemme 11.2.1. Siu =0 sur Q}' alors Rs(u) = 0 sur Q4.
Les propriétés suivantes sont immédiates.

Lemme 11.2.2. I] existe une constante C' telle que pour tout v > 1, tout u € 53’3(1[% xR™)
et tout § €]0,1] on a

i) IR < Cllully
.. R’y tgl < g tgl
) R ()l < 5 llully,

. v . tgl _
wi) | R5(u) — ullf; = 0.

On a des estimations similaires sur le bord {z,, = 0}.
On définit ensuite les opérateurs R;., par conjugaison

(11.2.11) Rs(u) = "R} (e "u).

On déduit immédiatement des Lemmes 11.2.1 et 11.2.2, le corollaire suivant
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Corollaire 11.2.3. Il existe une constante C' telle que pour tout v > 1, tout u € ESVS(R X
R™) et tout et tout § €0, 1] on a les estimations suivantes :

i) Ran ()]

. C
i1) [ Rsq ()l < S lully
i) - lim | Rsy(u) = ull 2, = 0.

L < Cllull¢

7’}/7

De plus, si u = 0 sur Q;" alors R, (u) = 0 sur Q
On a des estimations similaire pour v € H5(R x R*1).

B) Opérateurs A;, et commutation.
Nous désignons par A lopérateur de symbole

(11.2.12) a5 (7,6) =1+ 6(y +b(&) +i7)

Cet opérateur est défini par une formule analogue a (11.2.8) et il opere de £)*(R x RY)
dans 5375_1(]1% x R). De plus R} = (A7)~'. On définit les opérateurs As., par conjugaison :

(11.2.13) As(u) = e Al (e ).

Proposition 11.2.4. I existe une constante C' telle que pour tout v > 1, tout u €
E2S(R x RY), tout a € WH(R x R%) et tout ¢ €]0,1], on a I’ estimation suivante

(11.2.14) 1 [As, P2, < €6 flalliflull,

Preuve. Selon (7.1.20), P) est défini par conjugaison a partir du paraproduit 7.'. Il suffit
donc de démontrer une estimation de la forme

AT, T2 12 < € 6 [lall vl -

Y —

De plus, en désignant par BY 'opérateur de symbole b(¢’), on a A} = (1+v)Id+ 6B+ 060,
et il suffit de montrer que

(11.2.15) 1B, 7)o |19 < C [lall;[lv]2!

Comme b n’est pas un symbole en (7, ¢’), cette estimation demande une vérification. D’apres
la définition (7.1.19), on a

T)v= Z C27HH Ty avec Tiv = S;_3a.Sv + Z Sk—3a.Apv .
‘ k>i

Il suffit donc de démontrer (11.2.15) avec T} remplacé par T et pour v ~ 2'. On note
= [B",S;_3a.5;|v et, pour k > i, wy = [B7, Sk_sa]Agv. Alors,

[HY, T = Z W

k>i
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Comme B7 est un multiplicateur de Fourier, on voit que spectre de w; est contenu dans
une boule || < R.2% et celui de wy dans une couronne R~1.2%|n| < R.2%. D’autre part, on

a
|wil| 2 < C||Si—sall7]|Siv]| L2,

w2 < C||Sk—sall7]|Arv]| L2 pourk > i+ 1.
On voit alors que
—2ks %\ 2 2
D27 wllia < € (lall}) (o)1)
k=i
et donc que [B7, T;Jv est dans £)*(R x R) et vérifie (11.2.15) (cf. Lemme 6.1.2 de [Mé1]).
U

C) Opérateurs localisés R; 1.
Pour u € E)*(Qr), on définit Rs, r(u) comme étant la restriction & Qr de Rs (77 (u)).

Proposition 11.2.5. I existe une constante C' telle que pour tout v > 1, tout u €
ES’S(QlT), tout a € W2>(QL) et tout § €]0,1], on a

(11.2.16) 1 Rsr, PY Tl r < C llallz {1 Rsq (WIS + lully r )

S, 3_177’

Nous utiliserons 1'estimation suivante démontrée dans [Mé1].

Lemme 11.2.6. II existe une constante C telle que pour T >0,y > 1,a € WH*>*(RxR?)
et u € E9*(R x R}) vérifiant u = 0 sur Q;F, on a

(11.2.17) 1P ull Sy < C llallillull,
Preuve de la Proposition 11.2.5.
On note
Ay =RsoroPl 'y Ay=PrToRsru  v=m,7p0Rs,r(u).

En posant a; = mp(a) on définit ensuite :
ri =P omyr(u) — P oAs,(v).

Comme A;,, est différentiel en ¢, il respecte le support en ¢. Avec le Lemme 11.2.6, on en
déduit que

(11.2.18) Il < C llallsz {I|Rona (@ 0+ lull s} -

D’apres le Corollaire 11.2.3, on a Ry, (1) = R~ (7, 1r7r]) sur Q, ot 7} désigne la restriction
de de r; & QF. On déduit alors de (11.2.18) et de ce corollaire les estimations

(11.2.19) 1Rs (ri)ll s < C llallz g {1 Rs.r(w)]

ig,]'y,T + HUHZ{L%T} .
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En outre,
Ay = Rs, 0 P} (myr(u)) = Rsq 0 P (A5 (v)) + Rsq(r1) sur Q7.
En remarquant que A, = P} (v) sur Qf, on en déduit que
(11.2.20) . Ay — Ay = Rs,0[P), As|v+ Rs(r1) sur Q.
Le Corollaire 11.2.3 et la Proposition 11.2.4 impliquent que

(11.2.21) |Rsq 0 [P, Asy vl < C lailfllv]%, .

ay’ s+1y

En remarquant enfin que

[0l|#, < CllRssz(u)ll 7

I'estimation (11.2.16) découle de (11.2.20) (11.2.21) et (11.2.19).

Avec (7.1.26), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 11.2.7. Soit p une fonction C* et bornée ainsi que toutes ses dérivées sur
R x R} . Il existe une constante C, telle que pour tout v > 1, 6 €]0,1], et u € Eg’s(Q%p), la
différence r = p Rs. r(u) — Rs r(p u) est dans ED*T1(Qp) et

(11.2.22) ||7’||ii1,~,,T < C{ ||R5,7,T(“)||E?V,T + ”UHEQ—L%T } .

De plus, pour tout a € W?*°(Q}.), la différence r = P} (p Rs1(u))— Rs 70 P77 (pu)
est dans E25TH(Qp) et

(11.2.23) Il < C lallsz { 1R (@IS 7+ ulli sy}
Remarque 11.2.8. Les opérateurs R;.r commutent a toutes les dérivations d,, 01, ..., 0y.

Remarque 11.2.9. On définit de maniére analogue les opérateurs de régularisation sur w

en partant de la définition (11.2.10). Ces opérateurs sont encore notés Ry, r. Ils bénéficient
des propriétés énoncées dans la Proposition 11.2.5 et le Lemme 11.2.1. Ils commutent aux
dérivations tangentielles 0y, 0y, ...,9,—1. Enfin, pour tout u € W2(Qz), on a

(11.2.24) 'R 7(u) = Rsr(Tu).
11.3 Régularité tangentielle

Dans la preuve du Théoreme 11.1.2, on établit d’abord la régularité tangentielle de la
solution.
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Théoréme 11.3.1. Soit s un entier tel que s > s, + 19. Si (u,®) € F(s — k,T), alors :

(W, @) € EO25(QL), T/ € H¥wh),  T® € H¥(wh),

(113]—) anu/ 6 E,(}]/’QS_I(Q,}’) 9 871@, E E’(y)zs_l(Q%—v) .

Nous procédons par récurrence. Pour o entier tel que 2s — 2k < o < 25— 1, I’hypothese
de récurrence H(o) est que

(v, @) € E7(Q), T € Hf(wy), I'd € HI (wh),

(11.3.2) O € B271(QL), 9,8 € EPUI(QL).

Par hypothese, elle est satisfaite pour ¢ = 2(s — k). Nous montrons que H(o) entraine
H(o +1). Pour cela, on montre que les régularisées Rs. r(u, ®) sont uniformément bornées
dans I'espace de régularité o + 1. On note

us = Rsqr(W), 5 = Ry ().
A) Estimation de u; et I'®5.

Proposition 11.3.2. II existe C, et 7, telle que pour tout 6 €]0,1] et tout v > ~,, on a

’Y’\U%Htagﬂ,%T + ’YUQ,FUHJH,W,T + 71/2\F‘I):$|a+2,7,:r

(11.3.3) i
< Cof M(ur, @1, J,9.7) + K1(0) + Kz}
avec
(11 3 4) M(ulu q)la fa g, 7) = Hf”ggs,%o + 71/2‘g|25,'y,0 + 7”“’3”25,7,0
+ NP 2570 + 7||5n<I>’1||§5;_L%0 A2 g0 + 72T fags1 0
(1135) Kl((;) = fYHQD:SHZngL%T + HR(S,’y(anul)HZ.g’%T + HR(M(anq)’)Hzng
(11.3.6) Ky = [l 7 + 19160 2 + 100w 1621 .

0@ N5- 1+ 72 A T oz + TP 5107}

On suit une démarche identique a celle employée pour démontrer le Théoreme 3.3.2.
On introduit la “bonne inconnue”

v=PrI(VT x ) = PYT(C x @)
ou x et ¢ sont définis au paragraphe 7.2, et ses régularisées

(11.3.7) vs = PPV ug) = PY(C x @)
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Comme au paragraphe 7.2, on introduit I'opérateur paradifférentiel

(11.3.8) L ZP% Bj,0v) + JO,v .

Lemme 11.3.3. Pour tout § €]0, 1] et tout v > 1 on a estimation :

1L (vs) 11 o < {IlngH P (L7 e 1 s
(11.3.9) + [ Ro (0nt )2, 2+ 1Rs (0n @)1 0+ 012 2+ 19112,
+ |0’ Ho‘ 14,7 T 10, @' ||a 14,7 T |Onu ||0' 14,7 T 10, @' ||cr lyT}

Preuve. On note R;, au lieu de Rs,7 et on dit que 7 est un reste si 7 € E9°H(Qf) et si

||r |]0+17T est majoré par le second membre de (11.3.9).
On suit la démonstration et les notations du Théoreme 7.3.1. En utilisant les regles
(7.1.8) a (7.1.16), (11.2.4) et les propriétés des opérateurs R; ., on obtient que

L”’T(v(g) = P%T(WI, A)+ 1

ou r; est un reste et ou :

A= ZP“ (0u®. A3, 05X Ry (W))) + P (M, Bu(x Ros ()

n—1

{20 PO ), 0 R (9) + PP (w, 0 R (#1) }

En suivant exactement les étapes de la preuve du Théoréme 7.3.1, on montre que A est
un reste. Pour cela, en reprend chaque terme et on commute Rs, avec les dérivées et les
opérateurs P)'T, grace a la Proposition 11.2.5 et au Corollaire 11.2.7.

O
Avec les notations du paragraphe 7.5, on note
(11.3.10) Gs = [JTvs) + Py  (Twy) — X777 (x T'®Y).
Lemme 11.3.4. Il existe C' tel que pour tout 6 €]0, 1] et tout v > 1 on

(11.3.11) Gilos1 < C{IT o + 0ot + lglos17r }

Preuve. Nous dirons ici que 7 est un reste quand 7 € H™ (wr) et [r[o41,,7 est majoré par
le second membre de (11.3.11). En commutant Rs ., dans 'expression (11.3.10), on obtient :

Gs = Rs,(G) +r avec G =[JTw]+ Py (Tv") — X" (x Td),

et r1 est un reste. En reprenant la démonstration de la Proposition 7.6.1, on montre G est
aussi un reste, ce qui prouve le lemme 11.3.4.

t
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Preuve de la Proposition 11.3.2.
En procédant comme au Théoreme 8.2.1, on obtient 1'estimation

(11312) Ny(0s, T8 7. T) < C{Ni (05, 0, 7.0) + [ L7 (09) 1+ 921Gl
ou
(11.3.13) Ni(vs, FCI)Z;, v, T) = '7||U5||Zg+1;y,T + ’71/2|FU5|0+1,%T + 71/2|F(I)ZS|0+2,7,T

En utilisant les propriétés des opérateurs Rs, r et le calcul paratangentiel, on vérifie que
Ny (vs, I'®%,v,0) est majoré par le second membre de (11.3.3). Avec les Lemmes 11.3.3 et
11.3.4, on voit que les autres termes de (11.3.12) sont aussi majorés par le second membre
de (11.3.3) et on a donc

(11314) NI(U(S?F(I):%P)/?T) S C{M(ula q)la ]?,g,’y) + K1<5> + KQ} .

On décompose uj et I'ujs sous la forme :

us = x(t) ws + (1 — x(t))ug,

avec 1 — x supporté dans ¢ < 0. En commutant 1 — x et Rs, 7, on voit que les normes de
(1 —x)u sont alors controlées par les données dans le passé et des termes de commutation.
Elles sont donc majorées par le membre de droite de (11.3.3). D’autre part, en notant
v=PrT(V=1 x,uf), on a

X us = x us — PYT(V,0) + P (V,v5) + Py o Pe(x ®f)
et on obtient les deux estimations :
N w1 < 7 OGN, 2 + Mol + I1@HIE o }
Y21 Tufot10,7 < Y12 C{ Tugloqr + T0s|os17 + TS |ot10.7 }

Avec (11.3.14), on aboutit a l'estimation :
Nl(ugarq)37’77T> < C{M(uh (I)lv.f/vgvrw + Kl((s) + K2 + /}/HUSHO"YT}

En prenant 7 assez grand, le terme /YHUZSH?Z%T situé a droite est absorbé par le membre de
gauche, et la Proposition 11.3.2 est démontrée

t

B) Estimation de ||R;. 7(0,u ||k

0—,)/7
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Lemme 11.3.5. Il existe C' tel que pour tout 6 €]0,1] et tout v > 1, on a

| R (@110 < C{ M (ur, @1, T 9,7) + 24 1

(11.3.15)
1521+ | R (n®) |1, 1+ Fa

Preuve. Ici, on dit que r est controlé, si r € E97(Q}) et si |72, est majoré par le
second membre de (11.3.15). Dans les calculs qui suivent ry,r,... désignent différents
termes controlés. On note w = (v, 9,9, 9,9"). Avec I’équation (11.1.3), on écrit

n—1
(11.3.16) Ont = A(w)f + > Aj(w)ou’
j=o

D’aprés le Lemme 7.3.5, et en posant A(w) = A(w) — A(0), on a
Aw)f = PP (A(w), f) +'PYT('f, Alw)) + 7
On écrit ensuite A(w) = x A(w) + (1 — x)A(w). On remarque que PYT(A(w), f) et
PPt (1 — x)!A(w) sont controlés, au sens indiqué plus haut. On a donc
Rir(A(w)f) = Rir(PYT('Fox P Aw))) +

En utilisant la regle (7.1.15) et en commutant Rs.r on montre que Rs.r(A(w)f) est
controlé.
Il reste & montrer que Ry, 7(A;j(w)0;u’) est controlé. Pour cela, on écrit

Aj(w)du’ = PP (A (w), o) + P (0 A (w)) + 75
On montre comme précédemment que Rs. r(*P*7T (*0;u/, t;l;(w))) est contrdlé. On a ensuite
Rsr 0 PY(Aj(w), 05u) = P (A (w), Roy r(95)) + 74

Le terme PYT(A;(w), Rs., r(0;u')) étant controlé, il en est de méme de Ry, 7(A;(w)d;u’)
et le lemme suit.

O

C) Estimations de R;,7(®") et R, r(0,P).
Pour simplifier I’énoncé de ces estimations, nous introduisons 1’expression suivante

(11.317) Ky = [H|5 0 + 10 HI3i-1 50 + [Wallzsz + 10 Wallgh—s 7 + [wal2sz

Yy

Proposition 11.3.6. Il existe une constante C,, telle que pour tout § €]0, 1] et tout vy > 1
on a

N E, 10 < Cof B o+ Ko + Ky

(11.3.18)
/
Oz + N1 + 121}
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Y R (0.2

<G {’VHRM(@ O3 1,0 + Ko+ K3 + [|[Rsy (0,22
(11.3.19)

oy, T — oy, T

IS4+ 1By (Ot + | R (T r }
ou les expressions Ks et K3 sont définies respectivement par (11.3.6) et (11.3.17).
Preuve. a) Les équations (11.1.6) peuvent s’écrire sous la forme :

(11.3.20) 0,8 — p(v,0,8) = H,

ou l'on a posé v = (u/, W, + Rr(a — w,)) et a = In(—[uy]/e) et ou u est une fonction C'*°
de ses arguments telle que 1(0,0) = 0. En multipliant (11.3.20) par x(¢) on obtient :

(11.3.21) A(x @) — x pu(v,0,9") = x H+ (Opx)®'

En utilisant (7.1.15), on écrit ensuite

(11.3.22) X (v, 0,9") = PP (g (v,0,®"), x 0,9") + P (pz(v, 0, "), x v) + 11,
ou r; vérifie 'estimation

(11.3.23) Iz < CLUIOIG L + 1215 ) -

Nous pouvons alors réécrire (11.3.21) sous la forme d’une équation paradifférentielle :

(11.3.24) O(x @) — P (ua(v,0,9"),x 0,9") = Hy,
avec
(11.3.25) Hy=x H+ (0:x)® +r1+ P77 (2(v,9,8), x v).

En appliquant ensuite a (11.3.24) I'opérateur Rs. 1 et en utilisant le Corollaire 11.2.7, on
obtient

(11.3.26) O(x ®5) — P (pua(v,0,9"), x 0,95) = Rs~(H1) + 12,
ou ro vérifie I’estimation :

(11327) ||T2||U+1’7T — C{ ||CI) ||o‘+1'yT + ||¢,||07T}

Pour obtenir une estimation de x @4, on utilise le lemme suivant qui estime la solution
d’une équation de transport paradifférentielle. La preuve est laissée au lecteur.
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Lemme 11.3.7. Il existe C' tel que pour tout y > 1 et tout ¥ € EY7*1(Qf) vérifiant
(11.3.28) a(x ¥) — Py (v,0,0"),x 8,¥) = H € B2 (Q}),
on a l’estimation :

(11329) 7||X qj”a—i—l’yT — C{ ||HH0'+1’)/T + HX qj”a—i—l'yT}

En appliquant ce lemme a 1’équation (11.3.26) et en tenant compte de (11.3.27) et des
propriétés de Rs, 7, on obtient que

X P51y < CLNHNE o+ 1952
(11.3.30) - K -
N, 1+ 1R (0 i+ 011 -
La Proposition 5.4.1 implique que

(11.3.31) 1Rs ()61 + 10ll6- 17 < CLE + K+ sl )

En écrivant ®§ = y ®5+(1—yx) Pf, Uestimation (11.3.18) résulte alors de (11.3.30) (11.3.31)
et du Corollaire 11.2.7.

b) Pour prouver (11.3.19), on dérive I’équation (11.3.21) par rapport a z,. Alors, 0,, =
0, @' vérifie

n—1

(11.3.32) (X On) — > _ (v, 0,@")0k(x 6n) = Hy
k=1

ou Hs est de la forme :

(11.3.33) Hy = (0yx)0n + x F(v,0,9")0pv + x 0,H .

On écrit ensuite chaque terme pu.(v, 9, ®")0k(x 0n) sous la forme

(11.3.34) P (g, (v, 9,9), Ok(x On) + P (0, (x 0,), 11, (v, 9,")) 413

ou pj, est une fonction telle que ). (0,0) = 0 et ou r3 vérifie I'estimation :

(11.3.35) ||7"3||07T > {||9 ||g 147 T |’ ||g7T + ||U||a 17T}

En utilisant (7.1.15), on voit que

(11.3.36) PV (0k(x bn), iy (v, 8,9")) = PP (0kbn iy, x v) + PV (Ol 13, x 0,9") + 14
ou ry vérifie 'estimation :

(11337) HT4HU’}/T < C{HCD Ho"yT + HUHO' 1’yT}
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En reportant ensuite (11.3.34) dans (11.3.32), on voit que x 6, vérifie

n—1
(11.3.38) Ou(X On) = > P (pi(0,0,®'), 0(x 0)) = Ho + Hs + Hy +15,
k=1
avec
n—1 n—1
(11.3.39)  Hy =Y P (b, pi(v,0,®),x 0,®"),  Hy=Y» P (0ibnsss, x v)
k=1 k=1

et ou 75 vérifie une estimation identique a (11.3.35). En appliquant, puis en commutant
Rs~ 1 al'équation (11.3.38), on voit que 6, = x Rs~r(0,) vérifie 'équation :

n—1
(11340) atén — Z P’Y’T(Mk(l), 8;@’), 6k9~n) = R577(H2 + H3 + H4 + 7’5) ‘|— Te,
k=1

ou r¢ vérifie

(11.3.14) 761l 7 < CLNRs Ol + 10l .0} -

Avec le Lemme 11.3.7, on en déduit que

YIx R (6)I17 T<C{HRM( Ml + 1515 1z + | Ron (0) 1, 7
(11.3.42) " " o -
I R Ouo) 1+ 00+ 100011 }

En utilisant la Proposition 5.4.1 pour estimer les relevements de traces, on voit que
(11.3.43) 1R ()l 7+ 10117, 0+ 10005 < C{E2 + K}

Comme les opérateurs Rs . et les opérateurs de relevement Ry commutent, on a aussi

1 Rs (0n0)le

(11.3.44) o < CUI R (Onu )HMT

+ [R5y (@ = wa)lor17 + 10 Wallgh -y 1, } -
En remarquant ensuite que a — w, = x (@ — w,) et en appliquant (7.1.15), on obtient :
(R = w)los1r < C{|Rsn(C)os17 + 00|y + [walaosr, | -
Avec (11.3.44), on en déduit que
(11345) Ry (0u0)| %0 < O IRss @), + 1oy (C) i + Ko + K

Enfin, en écrivant Rs,(0,) = x Rs~(0n) + (1 — x)Rs+(0,), estimation (11.3.19) résulte
alors de (11.3.42) (11.3.43) (11.3.45) et du Corollaire 11.2.7.

t
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D) Preuve du Théoréme 11.3.1. En rappelant que M(ul,fbl,f,g,’y) est défini par
(11.3.5), on introduit les expressions :

(11346) Ml(ula (I)lvf7ga H7 ’7) = M(ula (I)la ﬁga ) + 7"(1)/ HQS,’}/,O + P)/Ha q), “28 1,7,0

N(“’:S? : R(S’Y(a (D/) ) 7||u6||0+1'y,T+/y||q) ||0’+17"/7

(11.3.47) o s
+ Y| Rs (0 @)Ilmwr'y Tus|or1q7 + 72Dl gr27 -

On déduit alors des Propositions 11.3.2, 11.3.6 et du Lemme 11.3.5, I'inégalité

N(Uisa ZSa R&"/(anq),>a 7, T) S C{Ml(U1, (I)la J?.a g, 77) + K2 + K3 + HU(SHU+1"YT

15+ R (On® ), 1+ D1}

Pour v assez grand, les termes ||u5||07T, || D5 ||07T, | Rs.~(0n P’ )||UVT et |Tuf|sy1,,7 situés
a droite sont absorbés par le membre de gauche et on a I’estimation :

(11348) N(U:sa :Sa R(S,’Y(anq),)/%T) S C{Ml(uhq)l?ﬁg?Hv ’Y) + K2 + K3} .

Le membre de gauche est donc borné indépendamment de § €]0, 1] et le Théoreme 11.3.1
en résulte.

O

11.4 Reégularité conormale

Rappelons que H-7(Qr) désigne l'espace des fonctions u telles que : e” 0% € L*(Q7,)
pour |a| < . Cet espace est muni de la norme

(11.4.1) lullbr = Y (L)l 5% 120
pt|ol=k

Proposition 11.4.1. Soit s un entier tel que s > s, +19. Si (v/,®) € Fl(s — k,T), alors
u' et @ sont dans H)**(Qr).

On procede par récurrence. Pour o entier tel que 0 < o < 2s, I’hypothese de récurrence
H(o) est que

(11.4.2) (00, 059") € HY (), pour|a| < 2s — 0.
L’hypothese H(0) est satisfaite d’apres le Théoreme 11.3.1. D’autre part, on sait par hy-

pothese que (u/,®") € W2=F_ On suppose maintenant que H(o) est satisfaite pour un
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0 < 2s—1 et on montre que H (o + 1) est vérifiée. Pour cela on utilise remarque suivante :
v € H)7* si et seulement si v € EY7t et 6,0 € H). En outre

(11.4.3)) 1los10 = 1051 + 1620l 2
Compte tenu du Théoreme 11.3.1, il nous suffit donc de montrer que
(11.4.4) 6, (v, @) € HY?(Q) pour |a| < 2s —0 — 1.

On montre d’abord la régularité de ®, puis celle de wu.

A) Régularité de 6,9’.
Lemme 11.4.2. §,9' € H)?(QF).

Preuve. Dans I’équation (11.1.3), le bord est non caractéristique, et on peut écrire
n—1

(11.4.5) S = m{ 9, 8,@) ]+ 3" gi(u, aycp)aju} ,
§=0

avec des fonctions g; régulieres. En appliquant d,, a 'équation (11.3.20) vérifiée par @' et
en tenant compte de (11.4.5), on obtient que 6, = 0,P" vérifie

n—1
(11.4.6) 0 — > (v, 0, @)y — E 6, = Hy ,
k=1
ouv = (u,Wy, Rr(a—w,)), a=In(—[u]/e), E et Hy sont des fonctions de la forme :

E = E(v,0,u,0,®, f).
Hy = p(wn)Fi(v,8,u,0,@, f) + F(v,8,®){6,W, + 0, Rr(a — wa)} + 6, H .
En tenant compte de I'hypothese de récurrence, on voit que H; ainsi que les argument

des fonctions ju et E sont dans H7(Qp) N WH°(Q7). On conclut en utilisant le résultat
suivant (cf proposition 3.2.1 de [Mél]).

t

Lemme 11.4.3. Si v est solution d’une équation scalaire de la forme :

n—1

(11.4.7) O + Z Op(a)Opv + Pp(a)v =g

k=1
7(QF) N Wh=(QL) et
De plus, il existe une

ou les @, sont des fonctions C* de leur argument, (a,g) €
V<oy € HY7(Qp) N WH(Qy), alors v € HY?(Q) N WH(Q
fonction C(-), telle que, si ||al[; < M, on a pour tout vy > 1

HY
1 )A/
T .

Mollgqr < C(M){WHUHZ,W +llglleqr + lall ollvlle,z + ||U||>{,T||a||ta,'y,T} :
B) Régularité de 059,9'.
Lemme 11.4.4. Pour tout a tel que |o| <25 — 0 — 1, 930,9" € H)?(QF).
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Preuve. Par récurrence sur |a| = p. La propriété est vraie pour p = 0 d’apres le Lemme
11.4.2. On suppose maintenant que pour un entier p € {0,... ,2s — o — 2} on a

(11.4.10) 906,®" € HY (), pour |a| <p.

Pour « de longueur |o| = p+ 1, on applique 9, a léquation (11.4.6). On obtient alors que
O = {859n}|ﬁ|:p+1 est solution d’un systeme de la forme :

n—1
(11.4.11) 00 = p(v,0,2)0,0 —E© — B O =H,.
k=1

Les coefficients py et E sont ceux de I’équation (11.4.6), B est une matrice dont les coefhi-

cients sont de la forme
Ba’g = ba’g(v, 8yq), 8yv, 85(1)) s

et Hy est un vecteur dont les composantes sont des fonctions de la forme
Hy o, = 0, Hy + [0, E]0, + H3 0,
ou Hj, désigne une somme de termes de la forme :
hs = 97(h(v, 0,®)) 056, avec |B] <p et |y|+|8]=p+2.

En tenant compte des hypotheses de récurrence (11.4.2) et (11.4.10), on montre que Hs
ainsi que les arguments des fonctions py, E et B sont dans H)7(Qp) N Wh>(Q7). Le
Lemme 11.4.3, ou plut6t son extension aux systémes de la forme (11.4.11), implique alors
que © € HY () ce qui prouve (11.4.10) pour |a| = p+ 1.

4

C) Régularité de 9;d,u'.
Lemme 11.4.5. Pour tout « tel que o < 2s — 0 — 1, 056,u € HY? ().

Preuve. Compte tenu de (11.4.5), on voit que 0 0,u est une somme de termes de la forme :

A =05 (g1 (u, 0,9, 6,9")).002 f avec |ai| + [ao| = |a],
B = 05 (g2(u, 0,®', 6,9")).0526u avec |aq| + |az| = |af.

D’ apres le Lemme 11.4.4, 970,9" € H,?’”(QlT) car |ay| < 2s —o — 1. D’apres 'hypothese de
récurrence (11.4.2), les termes 95" u, 9520;u, 05 9,9 sont dans HY? (Q) car |oq|+1 < 25—0
et |ag| +1 < 25 — 0. Il en résulte que A et B sont dans H)(€2), ce qui prouve le lemme
et acheve la preuve de la Proposition 11.4.1.

O
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11.5 Preuve du Théoréme 11.1.2

Compte tenu du Théoreme 11.3.1 le Théoreme 11.1.2 résulte de la proposition suivante.

Proposition 11.5.1. Soit s un entier tel que s > s, + 19. Si pour (u,®) € Fl(s — k,T),
alors u' et ®' sont dans W2*(Qf).

Preuve. Comme précédemment, nous procéderons par récurrence. Pour o € {0,... s},
I’hypothése de récurrence est que
(11.5.1) 5% (u', @) € W27(Qr) pour |a| < 2(s —0).

Cette propriété est vérifiée pour 0 = 0 d’apres la Proposition 11.4.1. De plus, on sait que
(u/,®") € W2=R. On note que v € W27 si et seulement si v € H? %2 et 9,0 € W2 et
que

(11.5.2)) [Wllaot2mz = 0/l s270 + 1000 ll500,7

11 nous suffit donc de montrer que, sous I'hypothese (11.5.1) avec o < s, on a

(11.5.3) 00, (u', @) € W (Qy), pour |a| <2s —20 — 2.
On procede comme au paragraphe 11.4.
a) On a
. n—1
(11.5.4) O = 8n®{gn(u, 0,9)f + 3" g(u, aycp)aju} ,
§=0
et 0, = 0,9 vérifie
n—1
(11.5.5) 0 — Y pi(v,0,2)00, — E 0, = Hj
k=1

ou v et F sont comme en (11.4.6) et H; est de la forme

H} = Fi(v,0yu,0,®, f) + F(v,0,®){0,Wo + 0, Rr(a — wa)} + 0, H .

L’hypothese de récurrence implique que Hj et les argument des fonctions py, et E sont dans
W27 (QF) N Wh2(QL). On utilise alors le résultat suivant, dont la preuve est similaire &
celle de la Proposition 3.2.1 de [Mél], pour conclure que

(11.5.6) O, ® € W27(Qy) .

Lemme 11.5.2. Siv est solution d’une équation scalaire de la forme (11.4.7) avec (a,g) €
W27 (Qp) NWh(Qp) et sivjgeny € W27 (Q) NWH(Qy), alors v € W27 (Qp) N W (QF)

et on a les estimations
Yvll2oqr < C(M>{'7||Uo||2a,%0 + gll2oqr + llalli 7llvll2oq7 + ||v||1‘,T||allaamT}

ot M est tel que [lal|g, < M.
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b) On montre par récurrence sur p € {0,... ,2s — 20 — 2} que
(11.5.7) 050,9" € W (Q), pour |a] < p.

D’apres (11.5.6), cette propriété est vraie pour p = 0. Supposons la vérifiée pour un p <
25 — 20 — 2. Alors, © = {85(9”@’}‘5':“1 est solution d'un systéme de la forme :

n—1
(11.5.8) 00 = pi(v,0,2)0,0 —E © — B © =Hj.
k=1

Les coefficients p, E et B sont ceux de ’équation (11.4.11) et les composantes de Hj sont

de la forme
Hé,a = (9;‘H{ + [8;‘, El6, + Hs

ou Hj , désigne une somme de termes de la forme :
/ G —
) (h(v,0,®)) 0,0,  avec |B] <p et |y|+ |3 =p+2.

En tenant compte des hypotheses de récurrence (11.5.3) et (11.5.7), on montre que H) ainsi
que les arguments des fonctions pg, E et B sont dans W2 (QL) N W (QL). Le Lemme
11.5.2, montre que (11.5.7) est vérifiée a l'ordre p + 1.

c) On utilise (11.5.4) et (11.5.7) pour montrer que d5d,u € W27(Q}) quand |af < 25 —
20 — 2.

Cela termine la démonstration de la Proposition 11.5.1. Le Théoreme 11.1.1 est main-
tenant entierement démontré.

O
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12 Application au systeme d’Euler. Comparaison des
solutions.

12.1 Le systeme d’Euler de la dynamique des gaz
En dimension trois d’espace, le systeme s’écrit

Oip + div,(pv) =0,
(12.1.1) Iy (pv;) + divy(pviv) + O;P =0 pour 1<i<3,
Oi(pE) + div,(pEv + Pv) = 0.

Dans (12.1.1) x = (21,7, 73) € R3, p désigne la densité, P la pression, v = (v1, vs,v3) la
vitesse et E = e + |v]?/2 est 'énergie totale par unité de volume et par unité de masse.

En désignant par S lentropie, on peut choisir comme fonction inconnue u = (p, v, S) €
R5. La pression P, I'énergie interne spécifique e ainsi que la température 7' sont des fonc-
tions P, £ et T du couple (p, S), reliées par la deuxieme loi de la thermodynamique

(12.1.2) dE = TdS + de.
p

En posant & = (£, &2,&3) = (—01, —0,,1), la matrice G(u, 0) introduite en (2.1.2) est

[ v.E  phl pla pés 0 w
(/p)ey v& 0 0 (1/p)dsP &

(12.1.3) Gi(u,0)= | (*/p)&a 0 v& 0 (1/p)0sP &
(@/p)& 0 0 wv& (1/p)dsP &
0 0 0 0 v.£
ou ¢ désigne la vitesse locale du son définie par
oP
12.14 2 _ 2
( ) =%

L’Hypothese 1 d’hyperbolicité (cf §2.1), est satisfaite des que 0P/dp > 0. Les valeurs
propres de G1(u, ) sont

Mi(u,0) = 0.8 — c[g]
(12.1.5) Ao(u, 0) = v.&
As(u, 0) = v.& + g

Les Hypotheses 2 et 3 sont satisfaites pour les valeurs propres extrémes \; et A3, qui sont
simples et vraiment non linéaires. Les vecteurs propres associés sont

—pl¢| pl¢|
c&, &1
(12.1.6) r(u,d) =1 c& |, r3ub) =] c&
C€3 C€3
0 0
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La valeur propre A, est de multiplicité 3 et le sous-espace propre associé est de dimension
3. Dans toute la suite, nous étudions les 1-chocs faibles, associés a la valeur propre A,
qu’on notera simplement \. L’étude des chocs faibles associés a A3 se ramene a celle des
1-chocs, en changeant x3 en —x3 et ug en —ug, ce qui laisse I’équation invariante.

Apres le changement de variables du §2.3, on considere comme en (2.4.1) la famille de
chocs plan (u,(g), ®,(¢))

ﬂl_(f) = Up (Po, Vo, So) ;
(1217) Qf(g) = (P - 67”:1( )7 Sj(é?)) = U — ¢ U;(uov 0, _8) )
D,(e) =z, +o1(e)t avec o1(g) = Mui (€), o, 0) .

ou 'état de gauche u, = (p,, Vo, S,) est fixé. On parametre ici le saut de u par le saut de p
et U; reprend la notation (2.4.6).
On sait que A(u, ) se prolonge en la valeur propre A(u™,u",0) de Gy(ut,u™,0) et on
note Ry(ut,u~, ) le vecteur propre associé dont la premiere composante est égale a 1.
Nous désignons par L(u, V®)v I'opérateur défini par (10.1.7) et par g(T'ut,I'u™,0,¢)
la fonction

2

(12.1.8) g(Tu®, Tu™,0,0) = Z — [f3(u)].

J=0

Comme au paragraphe 3, on considere une famille de données de Cauchy compatibles
F°(2s + 3). On note F1*(2s + 1) une famille de solutions approchées construites par le
Théoréme 3.1.2. Pour un couple (u14, P1a) € F1*(25 4 1), le probleme (3.2.3) ... (3.2.10)
s’écrit

( L(uy, VO )uy = Fy dans Q7 ,
g(Tuf , Tuy,0,¢1) =0  sur wr,
[@1]=0 sur wT,
S.I
(S.1) 8,5(131 = Mi(ui,uf —pf,0,07) dans QF
9Py = M(uy +py,uy,0,P7) dans Qr,
[ U1 = Ul b, = Py, pour t <0
ol
(12.1.9) pf = —eceM Uf(uf,@é@l, —e 1),
o pl = —ceM U (uy , 0Py, —¢ ey

et Ay = Wio+ Rr(ar —wia), a1 = In(—[p1]/e).

D’apres le Théoreme 3.5.3, il existe T" > 0 indépendant de £ et une unique solution
(uy,®,) € FX(s,T) du probleme (S.I).
12.2 Le systeme d’Euler isentropique

Le systeme (12.1.1) admet des solutions réguliéres a entropie constante S,. On vérifie
classiquement, que u = (p,v,S,) est solution de classe C' de (12.1.1) si et seulement si
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u = (p,v) € R* vérifie

- O (pv;) + div(pviv) + O;P =0 pour 1<i<3.

Ce systeme est complété de la loi d’état P = P(p, S,). La matrice (2.1.2) qui correspond a
ce systeme vaut

2U~€ &1 pS2 pés
. it}
(/p)és 0 0 v

Les valeurs propres de Ga((p,v), ) sont celles de G1((p, v, S,),0). La plus petite, notée A,
vérifie donc

(12.2.3) A, 0) = Au, 0) lorsque u = (u, S,) .

On sait que A se prolonge en valeur propre Xﬂﬂ*,ﬂ’,&) de Go(u™,u,0) et on note
Ry(u™,u,0) le vecteur propre associé de premiere composante égale a 1. On a

(12.2.4) Ry(u,0) = (RQ(% 9)) lorsque u = (p,v,S,).
On note
(12.2.5) g2, 0) = Z[E(ﬂ)]@' — [fa(@)].

Les fonctions f;(ﬂ) a valeur dans R* sont obtenues en supprimant la derniére composante
de f;((u,S,)) € R On rappelle (§2.2) que si g2(ut,u,60) = 0, on a des relations de la
forme

Ut =a+ (o) Uy (@, 0,]p)
T=at - [ Uy (W0, [p]).

(12.2.6)

=)
Il

Pour comparer ces formules a (12.1.7), on introduit les notations
(12.2.7)

Us ((p.v.5).6,2) = (“2 “Pg’)ﬁv&)) U (p,0,5),6,) = <“? “ng%@?@) .

Comme précédemment, nous définissons une famille de chocs plans du systeme (12.2.1).
Ils sont associés au méme état gauche constant, mais 1’état de droite est différent de (12.2.7).

Uy () = o = (Pos Vo, So) »
(12.2.8) u; (€) = (po = €,02(€), So) = tto =€ U (uo, 0, —¢),
Dy(e) =2, +0oa(e)t avec oa(e) = AMug (€), Uy, 0) .
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On désigne par Lo(u, V®)u l'opérateur qui se déduit de (12.2.1) par le changement
de variable (2.3.1). On considére une famille F2 de solutions approchées construites a
partir d’une famille de données de Cauchy compatibles F2° pour le systeme (12.2.1). Pour
(U2q, Pog) € F2* avec s, = (Tae, S,) on considere le probleme (3.2.3) ... (3.2.10), ou les
inconnues sont © € R* et ¢

( Eg(ﬂg, V(I)Q)ﬁg = ﬁg dans QT,
g2 (T, TUy , Oyp2) = 0 sur wr,
(Do) =0 sur wr ,
0,23 = \uf, a5 —ps, 00" dans QF
0P, = X(ﬂ; + Py s uy, 0,05) dans Q7 ,
| Uz = Uz, Dy =Dy, pour t < 0.

(S'.I1)

Dans (S'.11), py et p, désignent les fonctions :

S LAy (ot g A
(1229) { P2 £e u2 <U2 ) yCI)27 €€ ) )

~— As 11— (75— o A
Py = —€ €2 Uy (uy, 0, Py, —¢ €72),

ou Ay = Woy + Rr(ag — way) et ag = In(—[pa]/e).
D’apres le théoreme 3.5.3, il existe T' > 0 indépendant de € et une solution (ug, P3) €
F2(s,T). On définit uy = (g, S,) qui vérifie

ﬁ(%, V‘I)z)u2 =l = (];2) )

(S.I1) 0
g(Tug , Tuy , Oyha) = Go = (h5) .

Que F; soit de la forme indiquée, traduit le fait que les solutions régulieres du systeme
isentropique sont solutions a entropie constante du systeme complet. Par contre, la cin-
quieme composante hs n’est pas nulle, traduisant le fait que le résultat ci-dessus n’est pas
vrai pour les solutions faibles. De maniere équivalente, si (u, 0,¢) vérifie les conditions de
Rankine Hugoniot g, = 0, cela n’implique pas que ((u,S,),0,¢) vérifie la condition de
Rankine-Hugoniot g = 0. De fagon précise, on a le résultat suivant.

Proposition 12.2.1. Si (uy, 9,P,) vérifient go(I'ug , I'uy , 9,P2) = 0, la fonction hy est de
la forme

(12.2.10) hs = [p2)’g3(Ts, Tuy , 0y ¢2)
ot g3 est une fonction C* de ses arguments.

Preuve. Ce résultat est classique. On en rappelle brievement la preuve. Par rotation, on
peut supposer que la normale au choc est (—o,0,0,1). Oubliant les indices 2, on écrit
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uz = (p,v,5,) € R® et v = (v, v9,v3) € R3. Les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent

[v1] = [va] =0,
(12.2.11) [o(vs — )] = 0,
plvs — o)[vs] = —[P].

On pose alors m = pT(vy — o) =p (v; —0). On a

(12.2.12) hs =olp E] —[p E vs+ P v3]
et tous calculs faits, en utilisant (12.2.11), on obtient

P++P‘)

(12.2.13) hs = —m([e} +lrl—

avec 7 = 1/p et e = E(p,S,), P = P(p,S,). D’apres (12.1.2), on a 9,€ = P/p* et
0€ /0T = —P. La formule de Taylor implique alors que
Pt + P

(12.2.14) €] + [

= [mPgs(p*.p™, S,)

et la proposition suit. On notera que gs3(p, p, So) # 0 quand 9*P /9?1 # 0.

Corollaire 12.2.2. Si (Ug, 9,%2) € F?(s,T), la fonction

(12.2.15) Gy = g(Tug , Tuy , 0ya) — g(uz (€),u; (), 02(e))
s’écrit
(12.2.16) Gy = ¢ g(e,T(u3), T(uy)', 0y¢%)

ol uh = uy — uy(e), Py = " — dy(e) et g est une fonction C* de ses arguments telle que
9(£,0,0,0) = 0.

12.3 Le théoreme de comparaison

Dans ce paragraphe, nous comparons les solutions de (S.7) et de (S.1I). La premiere
étape est de comparer les chocs plans (12.1.7) et (12.2.8).

Lemme 12.3.1. Le vecteur u, = (po, Vo, So) €tant fixé, il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout ¢ €0, ¢&,] on a :

(12.3.1)



Preuve. On a uf (g) = u, — & Ri(u] (¢),u,,0) et

2
(12.3.2) ui (g) = uy — € Ry(uy,0) + % dyR1 (o, 0) - Ry(t0,0) 4+ € g1(uo, ).

On a de méme :

2
(12.3.3) U () = Uy — € Ro(@in,0) +% duRo (T, 0) - Ro(Tly, 0) + €% go(ii, ) .

Comme R;(u, ) = (Ra(w,0),0), on en déduit que u,(e) — uy(e) = O(&3).

On a de méme,

(12.3.4) 71(2) = M (11, 0) — % du M (11, 0). R (11, 0) + £2 g1 (o, ) ,

(12.3.5) 9(€) = No(Tly, 0) — g duXo (T, 0). Ro(Tiy, 0) + £2 go (T, ) -

Il en résulte que |o;(g) — oy(e)| < C &2
0

Remarque 12.3.2. Pour S, fixé, les fonctions (ut,u”) — A(ut,u™,0) et (ut,u”) —
Mut,u™,0) sont différentes et ne coincident que si ™ = u~. Il en résulte que oy — oy est
seulement en 2.

Comme au paragraphe 2.6, on se donne un entier 2s > 3/2 4 40. On se donne deux
familles de valeurs initiales compatibles globales au sens de la Définition 6.2.1, respective-
ment pour les systemes (ST) et (SIT). On les note F1°(2s + 3) et F?°(2s + 3). On note
alors F2°(2s + 3) ensemble des ((T,, S,), o) avec (Ty, , P,) € F2°(2s + 3). Pour i = 1,2
et (u;o, Do) € F4°(2s + 3), on note AS la fonction associée comme indiqué en (6.2.1). On
suppose que les données initiales des deux systemes sont proches au sens suivant.

Hypothese 12.3.3. 1l existe T} > 0, ¢, et une constante K > 0 tels que pour tout
e €]0,¢&,] et tout (ug,, Pa,) € F2°(2s + 3), il existe (u1,, P1,) € F1°(2s + 3) tel que

(12.3.6) | uy, — s, llpasis) + | @50 — D5, lpastay +e | AT = A [[orar < K €.

Dans (12.3.6), on a noté || - ||,,¢) la norme de I'espace p-H*(R?) et || - ||(sr) la norme
de H*(] — T, T[xR?). En outre, uj, = u;, — 1,(¢).

Nous donnerons ci-dessous un exemple de données compatibles vérifiant (12.3.6). Le
Théoreme 3.1.2 fournit alors deux familles de solutions approchées globales, que nous
notons F1%(2s+1) et F>%(2s+1). Le Théoréme 2.6.1 fournit un temps 7" > 0 et &1 > 0 tels
que pour tout € €0, 1], tout (uy,, P1,) € FL° [resp. (u1,0, P1,) € FH° ], le probleme (ST)
[resp. (SII) ] admet une unique solution (uy, ®1) [resp. (ug, P2)]. En outre, ces solutions sont
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uniformément bornées dans W?2$(Qr), donc dans W>°°(Q7). 1l existe donc une constante
M telle que

2
(12.3.7) Do lui—wie) 50 + 1| @ — 2i(e) 57 +laillzr < M

i=1
Comme auparavant, a; est lié au saut de la premiere composante de u. Ici, on peut prendre

a; = In(=[pi]/¢).

Pour comparer les solutions, on introduit les notations

u;:ui_ﬂi(s)v (I)gzq)i_@i’
(12.3.8) v — u,2 —Ull, U — (I)/2 B (I)/l,

N@, ¥, T) =|| v llaz + | ¥ llaz +"*|Tolar + Ty 7

12.3.9
( ) +elDW s 7+ &'2|[v] /e|or

Théoreme 12.3.4. II existe une constante C telle que pour € €]0,e1] et (Ui, Pip) €
Fi°(2s 4 3) vérifiant (12.3.6), on a 'estimation :

(12.3.10) N, ¥,T) < O(M,K) .

La premiere étape de la preuve consiste a montrer que les solutions approchées vérifient
une estimation analogue a (12.3.6). On montre ensuite que la bonne inconnue V' = v —
U(0pu1/0n1) est solution d'un probleme mixte linéaire. On en déduit une estimation
d’énergie pour (V,I'V) et ensuite pour (v,['V). Cette estimation (Théoreme 12.6.1) fait
apparaitre au second membre les termes v | ¥ |47 et v/2 €¥/2 |[v] /€| quon majore
aux paragraphes 12.7 et 12.8. La preuve du Théoreme 12.3.4 est faite au paragraphe 12.9.

Exemple 12.3.5. Nous terminons ce paragraphe en donnant un exemple de deux familles
de données initiales compatibles vérifiant I’'Hypothese 12.3.3. On se donne un vecteur fixe
Uo = (o, Vo, So) €t on considere les deux chocs plans (uy(¢),®,(¢€)), (uy(e), Py(e)) définis
par (12.1.7) et (12.2.8). D’autre part, on considére des fonctions 1, et h, définies sur R?® &
valeurs respectivement dans R* et R® | O et a support compact dans {z,, > 0}. On pose

) = (470) L o) = o) + <o)

Comme au paragraphe 2.5, on définit les deux familles de données initiales

ui (7)) = o, Uy () = U,
(12.3.11) uit(x) = uf (e) + uro(), ugf)(x) = ug (€) + ug,(),
q)i,o(x) = Tn, @370($> =Ty,.

Comme au paragraphe 2.5, la platitude de v; et vg sur {x,, = 0} implique que ces familles
sont compatibles pour le systeme d’Euler (S.7) et (S.11) respectivement. De plus ces deux
familles vérifient bien la condition (12.3.6).
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12.4 Comparaison des solutions approchées

Nous considérons les deux familles F1¢ et F2@ de solutions approchées données par le
Théoreme 3.1.2 (voir §6.4). On peut supposer qu’elles sont définies sur le méme ensemble
Qp, =|T,, T1[xR™ avec T, <0 < T;.

Proposition 12.4.1. Il existe ¢, et C' > 0 tels que pour tout € €)0, g,] et tout (ug,, P24) €
F2(2s + 3), il existe (uy 4, P1,) € F1*(2s + 3) tel que

(12.4.1) I )0 =ty llp2s+1,m) + | P1q = Py p2sr1,m) < C €2

Pour i = 1,2, on a noté

Uig = Ui —U(€), Pl = Pig— By

i,a

En outre, || u ||(p,s,) désigne la norme de p-H*(2p).

Preuve. On suit les étapes du paragraphe 6.4. On construit par récurrence sur j €
{1,...,2s5—1} des fonctions ufj, @ij, zfj_l et u;j, <I>§j, zQiJ-_l al'aide des fonctions A;, B;, Z;, F;,U;
(voir les formules (6.1.6) a (6.1.10)). Les fonctions A;, B;, Z; sont identiques pour les deux
systemes, mais les fonctions F;,U; sont différentes. En effet, les fonctions F; ; et Fs ; sont
obtenues en dérivant par rapport a t et a l'ordre j les équations :

9@t = Mut,ut —p*,0,0%) = F (ut, 0,97, p).
90" = Mut,ut — p*,0,®%) = Fof (ut, 9,0%,p).

avec p* donné par (12.3.13) et p = —ee?. Cependant, en comparant les développements

de Taylor de A et A et en utilisant les relations (12.2.3) (12.2.4), on voit qu’il existe une
fonction g, C*° de ses arguments telle que

(12.4.2) Fi(ut,0,0%, p) = Ff (u*,0,®%, p) + %g(e,u™, 8,0T, A).

On a un résultat analogue pour les fonctions F, et F, . De méme, les fonctions U; ; sont
construites en dérivant les relations de saut

[ui] = Ui(u™, 0,6, p) = pU ™ (u", 0, p)
et on a
(12.4.3) U (u™, 8;gb, p) =Us(u™, 8;¢, p)+exgi(e,ut, 8;¢+, A).
Les formules (6.1.6) a (6.1.9) et la propriété (6.2.1) montrent alors que

(12.4.4) | wy — uzj [ 2sts—n+ | P1j — Poj ||p2s+3—)

+ | z15-1 — 225-1 || p2s+3—j) < C .
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On construit uy, et uy, sur {2, par relevement des fonctions u; ;, u, ;. Il en résulte que
(1245) || Ufa — U;a ||H25+3(Q;1) S O 52

En reprenant ensuite toute les étapes du paragraphe 6.4, on construit successivement les
fonctions @7, &5, 21, 2z, ui (t,2/,0), uj (t,2',0), etc. A chaque étape, on obtient alors
pour les différences @] — @5, 21 — 25, uf —ug, ... des estimations de la forme (12.4.4) et
la proposition 12.4.1 en résulte.

O

12.5 Le probléme linéaire pour (V,I'V)

Comme dans les paragraphes précédent, on introduit, avec les notations (12.3.8),

anul
and)l

On désigne par £ lopérateur (10.1.7) et par B la matrice qui apparait dans (10.3.1).

(12.5.1) V=uv-1U

Proposition 12.5.1. V et I'U = ¢ vérifient

(12.5.2) L(uy, V)V + B(uy, Vu, V&)V = F = (F, = Fy) +r1 + 1y + 13,
anul /
(1253) Xul(”lp)—[M V]—l/}a ¢1:G:G:G2+T4+T57

ou G, est défini par (12.2.15), et
a) r1 est une somme de termes de la forme

(w1, uz, VO, V&) o™ (Vo)™ (VU)™ avee [an| + |ag| + |as| =2,

b) ro = =WO,F/0,¢1,
c) ry = &* gie,w1) ott wy = {(0%u}, 0V}, 0nF1) Hic (1,2 Jal<2,pl<2) »
d) r4 est une fonction de la forme
T4 = [Ul] hl(ul,UQ)F’U X aylﬂ + [Ul] hg(ul,UQ, 8y¢1)Fv x ['v
+ [v] hg(ur,uz) 9,10 + [v] haur, ug, 0,¢1) T,
e) rs =3 ga(e, wq) ot wy = (Tl Ty, 0,9, 0, d5).

Les fonctions g, et go sont des fonctions régulieres de leurs arguments telles que gy (€,0) =
92<57 0) = 0.
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Preuve. En notant vy, = us — uq, V1 = &5 — ®; et L2 le linéarisé de £, on a

(12.5.4) L(ug, VO2)uy = L(uy, VO1)uy + L2(uy, VO;)(v1, ¥y) + 77

ou r} est un reste quadratique s’exprimant comme une somme de termes de la forme :
(12.5.5) 1] = g(uy, ug, V@1, V&y) vt (Vuy)*? (V) avec |ag| + |az| + |az| = 2.

Ensuite, d’apres le Lemme 10.3.1,

3nu1
=~
‘/1 Ul 18n(bl
et 1, = 'V, vérifient
(]‘255) { £(u17vq)1>‘/1+B(u17vu17vq)l)‘/l :F/v
.. Xul(q/}l) - [M ‘/1] — wl (anul/anq)l) — G/,

ou F' = (Fy— Fy)+ 1] — Wy (0,F1/0,P1), G' = Go + 1} ou r} est un reste de la forme :
T‘:l = [Ul] h1<U1,U2)FU1 X ay1/11 + [Ul] hz(ul, Ug, 8yq51)Fv1 X F’Ul
+ [v1] hs(ur, ug) 0,11 + [v1] ha(uy, ug, 0,¢1) Tvy .

En substituant v; = v 4+ uy(e) —uy(e) et ¥4 = U + &,(e) — P, (g) et en tenant compte du

Lemme 12.3.1, on voit que (V, ) vérifie le systeme (12.5.2) (12.5.3) avec, aux membres de
droite, les fonctions F' et G de la forme indiquée.

l

12.6 Inégalités d’énergie pour (v,I'V)

Avec les notations précédentes, on note

N, v,s,7,T)=~| v ||2s,%T + 71/251/2 |FU|287%T

(12.6.1)
+ 73/251/2 V)25 1 + 71/25 [Y]2s414,1

Proposition 12.6.1. Sous les hypotheses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C' et
et v, telles que pour tout v > v, on a

N(v,1,2,9,T) < C{N(0,,2,7,0) +7 | ¥ llar

(12.6.2)
L F s +9%62 |G el |
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Preuve. On montre d’abord 'estimation (12.6.2) pour N(V,,2,v,T) & partir de lesti-
mation L? du paragraphe 8.1.

a) Comme au paragraphe 8, il est commode de changer de variable et de rendre
constant le coefficient de 9,, dans les équations. On rappelle (voir (7.2.5)) qu'il existe des
matrices Wi (ug, by, 8;@1) et Vi(uq, 8;@1) telles que Wi MV, = J et on définit 1% par :

(12.6.3) V = Vi(u1,0,8,)V .

Alors (V, ) vérifie

n—1
ZBj ajf//‘f‘J 871‘7: F1
(12.6.4) =0

ou Bj == (8n<I>1)W1AjV1 et F1 == 8nq>1 W1 F + BV.
L’estimation L? du Théoréme 8.1.1 implique que qu'’il existe C' et 7,(.) tels que pour
tout v > v, on a

(1265)  N(,,0,77) < {N(@,0,0,9,00+ | F' lonr +7"%6"2 |G /elor}

En commutant (12.6. 4) aux dérivations conormales 0% de longueur |o| < 4, on voit que
(6°V,6°0) est solution d’un probléme (12.6.4) avec des second membres F,, Gy. L’estima-
tion (12.6.5) appliquée aux dérivées conormales implique alors que pour v > ~; (M) assez
grand, on a une estimation

(1266)  N(V,0,2,7.7) < {M(V,0,2.9,00+ | F' .0 +7"2672 |G [elor}

ou

NI(U7 wa 5777T) =7 || v Hgs,'y,T + 71/261/2 |FU|25:%T

(12.6.7)
+ 73/251/2 V)25 1 + 71/25 Wl2s41,5,T -

b) La seconde étape consiste a estimer anf/ dans W2(Qr) en procédant comme au
paragraphe 9.1. On pose 0,V = ((1,¢’). D’apres (12.6.4), on a

n—1
(12.6.8) Jo,V =F -> B;jo,V.
j=0

On note ¢ = ((1,¢’) et on tire de (12.6.8) que

(12.6.9) 10,¢" Nzar +7 I ¢ N <[ llagr +C 1V laqr -
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D’autre part, on tire de la premiere équation de (12.6.8) que (; est solution d’une équation
de transport de la forme

n—1
(12.6.10) ho,G+ Y X;0,¢6=H,
§=0
ou
n—1 N
(12.6.11) H= W(Wl)‘l{anF’ = anBjajv} +g(u1,0,81,0,8,)d, ¢’
§=0

On utilise I'estimation d’énergie (9.1.23) pour I'équation (12.6.10) et & ses dérivées 0*OF
avec |a| + 2k < 2. On obtient

(12.6.12) TG o= C{ 1 Gl + 11 Gz + I H e}

D’autre part, on a

(12.6.13) | 8 o< C{F Nanie + 10,7 g + 11 8,¢ o

En regroupant ces estimations, on obtient finalement

(12.6.14) Y 8,V o< C{W 10,V oo + | F' layr + | V ||4,%T}~

Par suite, pour ~ assez grand, on a
(12615) N(‘A}, % ) 27’77T) S C{N<‘77w7 2777 0)+ H F, H4,’y,T +71/2€1/2 ‘G//5’477,T} .

Par ailleurs, _
IV llagr< Gl V laqrs Co |V llagr -

En tenant compte des expressions de F’ et de G', on obtient, & partir de (12.6.15) et pour
v assez grand, ’estimation

(126.16) N(V,4,,2,7,T) < CON{N(V, 2,7, 00+ || F s 412 |G el }

L’estimation (12.6.2) résulte de (12.6.16) et de I'égalité v =V + W (0, uy /0n¢1).
]

Remarque 12.6.3. G contient le terme 7y = [v] hs(u1,uz) 0y de ry (cf (12.5.3) et la
Proposition 12.5.1). La présence de ce terme rend nécessaire l'estimation de |[v]/elo,7-
Pour s < 2, on dispose des deux estimations pour

(12617) 71/251/2 ’7“;1/5’257%7“ S C(M)71/251/2 ‘wbs—i—l,’y,T)
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(12.6.18) 71/251/2 |r£1/€|25,7,T < C(M>’Yl/251/2{HU]/€|0,7,T + |¢|2s,»y,T} .

La premiere estimation, qui a I’avantage de ne pas faire apparaitre le saut de v, est inutil-
isable car le terme 7/2c'/2 |t|9s 41,7 n'est pas absorbable par N(v,1),2s,v,T) au premier
membre. Pour cette raison nous devons utiliser (12.6.18) dans laquelle figure le terme
|[v]/€loqr-

Au paragraphe (12.8) nous donnerons une estimation de ce terme et nous verrons
apparaitre au second membre les termes || v [|4,7 et | ¥ |4, 7. C’est pourquoi I'estimation
du Théoreme 12.3.3 controle les normes || v |[47 €t |[U]gq 7.

12.7 Estimation de WV

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une estimation pour le terme v || ¥ [|4, 7 qui
figure au second membre de (12.6.2). Pour ¢ = 1,2, nous notons dans ce paragraphe
Pia = —€ e"i les fonctions associées aux deux solutions approchées (Ui a, Pia). On rappelle
que les fonctions ®; sont solutions des équations (3.2.6) (3.2.7) et on note A; les fonctions
définies par (3.2.8)

Proposition 12.7.1. Sous les hypothéses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C' et
v, telles que pour tout v > 7,, on a

VI aqr< C(M){v [ a0 +e [ W= Wa llagry + (| 0 [lagr
(12.7.1)

+% | gsle,ws) lanr |

'@l e (e —1),e (e?2 — 1)) et ot g3(g,w3) est une fonction telle

A _ /! /
ou wz = (u17u2’a 1 Y

que g3(e,0) = 0.

Preuve. Nous écrivons la démonstration pour ¥+ en omettant le signe +.
a) ®; vérifie
1 = AMur, w1 — p, 8;(191) :

Par développement de Taylor, on obtient, en posant w = (uy, ug, 9,®1, 9, o, € el g el2),

01 = (ur — u)g1(w) + (9, @1 — 9, P2)ga(w) + (e — €"2)gs(w)

(12.7.2)
+ A1 (ug, ug — pa, 0, Ps) .

On évalue ensuite le terme A = \j(ug, us — po, 8;@2). On a
(12.7.3) A = M\ (uq, 8;@2) + % e*? Ry (us, 8;®2).du>\1(u2, 8;%) + €% ga(e, ug, 8;®2,5 e2) .
En partant de I’équation pour ®,, on obtient de méme

g
0y Dy = N (T, 0, Do) + = €™ Ry (T, 0, Bo)-dy o (T, 0, P
(12.7.4) P2 = Ao(i, 0, @) 2 2, 9, Pa)-dy Ao (U2, 9, P2)

+ &2 g5(6,uQ,8 Py, e e 2).
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Comme uy = (ug,S,), avec (12.2.3) (12.2.4), on obtient par soustraction des égalités
(12.7.4) et (12.7.2) que T, = &, — &, vérifie

(12.7.5) 0, + Zu] )80, = Hy
7j=1
ol
(12.7.6) Hy = (uy — uy)hy(w) + (e — e)hy(w) + 2 hs(e, us, 0,®, € e2) .

On en déduit immédiatement que ¥ = &, — /| vérifie

(12.7.7) W + Z 11 (w)8; 0 = H

ou

(12.7.8) H = (uh — u})hy (w) + e(e? — eA2)h2(w) + &% hy(e,w).

Dans (12.7.8) on a posé @ = (u}, uh, 0, @7, 9, Ph, e (e’ —1),¢ (e’ — 1)) et hy désigne une

fonction telle que hy4(e,0) = 0.
b) Le Lemme 9.4.2 appliqué a 'équation (12.7.7) implique que

(12.7.9) TN i C{ I o+ 1 i+ H i}

Par ailleurs, le Corollaire 5.4.2 et le Lemme 5.1.1 impliquent que

(12.7.10) || A= A2 lligr< e CODLI Wi = Wa lliay +lwr = wals i, +las —aalsr |
(12711) € |a1 — ag‘gﬁj S C(M)’FU’&%T S C(M) H v H47’Y7T7

(12.7.12) w1 —walsyr < C | W= Wa |laqm -

On en déduit que

(12.7.13) [ v 7 (w) [laqyr< CM) ([ lagr,
(12.7.14) | e(e? — e®)ho(w) |4y 1< C'(M){ e | Wiy =Wy |laym + v ||4,’y,T}7
et donc

(127.15) | H [lar< COD{ & Wi =Wy s, + |0 g +€° | hae, @) iy }

En reportant dans (12.7.9) et en prenant 7 assez grand, on obtient I'estimation (12.7.1).
O
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12.8 Estimation du saut de v

Comme nous 'avons indiqué au paragraphe 12.6 nous devons majorer v |[v]/€|o~1-

Proposition 12.8.1. Sous les hypothéses (12.3.6) (12.3.7), il existe des constantes C' et
v, telles que pour tout v > ~,, on a

Yl/eloqr < C{vl[v]/glo,w,oJr [ v lamr + 1 [lar
(12.8.1)

+ || (F2 = F1)/¢ o +7 € |94(57w4)|0,v,T}~

ot wy = (Tuy, Tuy, [uh]/e, [uy) /e, 0,01, 0,¢%5) et ot g4 est une fonction telle que g4(g,0) = 0.

Preuve. a) On rappelle (voir (9.3.10) (9.3.11) et (9.3.12)) que les premieres composantes
de [u]] et [u)], notées [uf] et [ub,], vérifient

—_

(12.82) Ouly] + 3 X, (w)sluly] = Hw)[F + G@fual,

<.
Il

ou G(w) désigne une fonction telle que G(0) = 0 et ou 'on a posé :

w; = (P(u) ™, ()™, 0,0%) ,

)

12.8.3
( ) wz = (wia ayUJiv FZ@'JF7 szu FF;JFJ FEJF) :

En écrivant [u)y;] = [u)}; + v1] on obtient que la premiere composante de [v] vérifie une
équation de transport de la forme :

(12.8.4) Oiv] + HZXj(wl)aj[vl] — H=H, + Hy, + Hs
(1285) H1 = H(wg)[FQ] — H(wl)[Fl] 3 H2 = G(@Q)[Ugl] — G(ﬂ?l)[un]

et Hz désigne une somme de termes de la forme
(12.8.6) g1 (w1, wa) (wy — w1)0, [uy] + ga (w1, wa) (wy — wy)dy [vn] -

On déduit alors du Lemme 9.3.3 Pestimation

(12.8.7) Yvi)loqr < C(M){’VHWHO,%O + [Hloqr + |w1|I,T|[U1]|0,v,T}
On a
(12.8.8) lwilir < [Tuilir + 101k < C.
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En écrivant H; et H, sous la forme
Hy = (H(ws2) — H(w1))[F] + H(w:)([Fo] — [F1]),
Hy = (G(w2) — G(w ))[Um] + G(wr)([uan1] — [un])

et en remarquant que ug; — U] = u21 1, on obtient

(12.89) uﬁanSecxmn{wUmmm+w¢hmT+u<Fa—fw/gmﬁm},
(12.810) ooz < C(M)e {00l + [0t |0 lanr + | @ iz Hloa)/2loar |

(12.8.11) | Hlor < C(M)e {Tolonz + [Wlipr }

En reportant ces estimations dans (12.8.7), on obtient pour 7 assez grand, I’estimation
Norl/eloyr < C{’Vl[vl]/do,w,oJr [0 llagat [V [laqr

(12.8.12)

1 (o = F)fe [}

b) On rappelle maintenant les égalités

[wr] = [una] Uy (uy, Oyn, [un])

[ug] = [uz1] Uy (uy, Oy, [um]) -
En outre, d’apres (12.2.7), on a Uy (uy , 0, b2, [ua1]) = (Z:I;: (172:, 0, P2, [u21]),0). On en déduit
que

(12.8.14) [ug — uy] = [ugr — un] Uy + [un](Uy —UT).

(12.8.13)

En effectuant un développement de Taylor et en utilisant (12.2.4), on obtient
Uy (uy, ag;QSl? [un]) = Ri(uy, 83,,(%51) + [u11] g1 (uy, 8;¢1> [ui1])
Uy (ug , 0ya, [ua1]) = Ri(uy, 0yd2) + [ua1] ga(uy , O ¢2, [ua]) .

En posant w = (T'u, l'uy, [uy]/e, [uy) /e, 0,01, 0,¢5) et en reportant dans (12.8.14), on en
déduit qu’il existe une fonction gs(e, w) Verlﬁant g3(g,0) = 0, telle que l'on ait

[v] = [uy — wy] = [vi] Uy (uy, 0, ¢, [un)
+ [ua1] (R (uy , 9 a) — Ru(uy, 0¢1)) + €2 ga(e, w)

En remarquant que u; —uj = (uy ) — (uy)’, on obtient alors I’estimation

(12.8.17)  |[v]/eloqr < C(M){|[Ul]/5|0mT + |T0|oqyr + [Y]14r + €7 |g3(e, w)|0mT} :

En multipliant (12.8.17) par 7 et en majorant vy |[v1]/e|or grace a (12.8.12), on obtient
(12.8.1) et la proposition est démontrée.

(12.8.15)

(12.8.16)

t
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12.9 Preuve du Théoreme 12.3.4
On désigne par Ny (v, U, ~,T) 'expression :

(1291) Nl(va \Ij’ Y, T) = N(U7¢> 2777 T) + ” v 4,7, T + 51/2 |[U]/€|07%T :

En sommant les estimations (12.6.2) (12.7.1) et (12.8.1), on obtient :
Ni(v,¥,7,T) < C{N1(U,‘I’,% 0) +e | Wi—=Wa llagn + [ v [laqr
(12.9.2) F N lapr + | F llaqr +912 |G elagr + 72| Fo = Fi ll2q0
+¢2 | gs(e,ws) g +7 €21ga(, wi)loar |
La forme de F' et G donnée a la Proposition 12.5.1, conduit aux majorations

| F laqya<|| F2 = Fi |layr + €7 || g1(e,w01) lagr

(12.9.3)
+ O{I W iz + 110l }
1200 |G /eliqr < 1GY/elinr + €%lga(e, wa)lanr
- + CON{ Wlair + Dol + (0] /elonr }
En reportant ces estimations dans (12.9.2) et en prenant 7 assez grand, les termes
lollagr, 19 g 722 Wligr, A2 2 Dolsnr, 72 e?[0]/elonr

sont absorbés par le membre de gauche. On déduit alors de (12.9.2) 'estimation :

Ny, 9,7, T) < C{Ni(0,,7,0) +2 | Wi = Wa g, + | o = B layr
(12.9.5) V2| By = By e +2° | gie,wn) lager 4972 £/2/Gh e

4,4, T

v 7 € gu(e wi)lonr )

12 %21 gs(e, wa) a4 €7 || ga(e, ws)
En tenant compte des inégalités :

[l osr < T [l llsqr< (14 7)* @07 | lagr

sy, T S e’YT ‘u|s,'y,T S (1 + ’7)5 e’Y(T7T‘3)|u|s,'y,T

lu
et en fixant v dans (12.9.5), on en déduit qu’il existe une constante C' telle que :

N(v,W,T) £ C{N (@, ,0)+& | Wi = Wa |l + | Fa = Fi |la

(12.9.6) +e 2| By = Py o +€2 || g1(e,wn) |lar +e'/2|GY/e
3/2

4T

+€5/2|92(5,w2)|4,T +&° | g3(e,ws) ||azr +€ |94<5,w4)|0,T} .

199



D’apres 'hypothese (12.3.6) on a
(12.9.7) e | Wi =Wy |lan< K 2.

Avec la Proposition 12.4.1, on obtient

(12.9.8) Y2 |[v])/€lo < Ce™V2 || v ||20< C¥/2,
(12.9.9) N(v,¥,0) < Ce*?,
(12.9.10) | Fy — Fy ||ar< C&*.

Enfin, d’apres le Corollaire 12.2.2 on a :
(12.9.11) |Gh/elar < Cs(M)e?.

L’estimation (12.3.10) découle alors des inégalités (12.9.6) a (12.9.11) et le Théoreme 12.3.4
est démontré.

t
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