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Introduction

L’article d’Iwaniec et de Sarnak est motivé par un probleme étudié par les
physiciens théoriques : le chaos quantique. Il s’agit, entre autres, d’étudier les
vecteurs propres de I'opérateur de Laplace-Beltrami agissant sur les fonctions sur
une variété Riemannienne compacte. Il est notamment intéressant de connaitre
le comportement de la norme infinie des vecteurs propres de carré intégrable de
l'opérateur de Laplace-Beltrami par rapport a leur valeur propre. Restreignons
déja le cadre dans lequel on va travailler. On considére une surface de Riem-
mann compacte X. L’opérateur de Laplace-Beltrami A, dont la définition est
purement géométrique, agit sur les fonctions sur X. Si ® est un vecteur propre
de 'opérateur A associé a la valeur propre A alors on peut montrer que :

. 1
(1) [|@][oc < A%[|2]]>-

Cette borne dite borne de convexité est optimale dans le sens ou elle est effective-
ment atteinte si X est la sphere §2. Cet article présente dans un premier temps
une amélioration de cette borne dans le cas de surfaces arithmétiques du type
X =T\ H? ot I est successivement le groupe des unités propres d’une algebre
de quaternions de division indéfinie sur Q puis SLy(Z). Plus précisément, on va
établir que pour certains vecteurs propres P :

(2) Ve > 0, [|®]]o <« ATT[|]]2.

Je renvoie pour un énoncé exact de ce résultat 2 au théoréme B. La preuve de
2 repose essentiellement sur un résultat noté théoreme A.

Les résultats algébriques relatifs aux algebres de quaternions seront évoqués au
cours du premier chapitre. Dans le cas de surfaces arithmétiques , 'opérateur
de Laplace-Beltrami écrit en coordonnées locales n’est autre que 'opérateur de
Laplace hyperbolique A agissant sur les fonctions sur le demi-plan de Poincaré.
L’un des intéréts de ces surfaces dites arithmétiques réside dans le fait que l'on
peut construire ”"beaucoup“ d’opérateurs linéaires dits de Hecke qui agissent sur
les fonctions sur X, sont hermitiens et commutent avec 'opérateur de Laplace
hyperbolique. Les propriétés de ces opérateurs vis-a-vis de la composition per-
mettront de rendre linéaire un probléeme quadratique et on essaiera d’insister
sur ce role joué par ces opérateurs de Hecke dans les estimations a venir. Ces
opérateurs de Hecke agiront sur des sortes de moyennes spectrales qui sont des
décompositions spectrales de noyaux automorphes qui découlent de la théorie
spectrale des noyaux automorphes. Cette théorie spectrale sera rappelée dans
le second chapitre. On essaiera aussi de mettre en valeur la différence fonda-
mentale entre les deux cas évoqués a savoir 1’existence ou non d’un domaine
fondamental compact pour I’action de I' sur H? et d’expliquer comment on y
remédie dans le cas de SLy(Z).

Dans leur article, Iwaniec et Sarnak donnent aussi des bornes inférieures aux



normes infinies de certains vecteurs propres du Laplacien hyperbolique. Leur
résultat final asserte que pour une infinité de vecteurs propres ® et pour un
ensemble arithmétique dense de z dans le demi-plan de Poincaré, on a :

3) [2(2)] > VIn (In A).

Je renvoie pour un énoncé exact de ce résultat 3 au théoréeme D. La preuve de
3 repose essentiellement sur un résultat noté théoreme C. Ce résultat 3 coincide
avec le modele d’ondes de le physique quantique et est une manifestation du
chaos quantique.

Je tiens a remercier vivement mes parents qui m’ont soutenu pendant toutes mes
longues études et qui ont été présent aux moments importants. Je remercie mon
directeur de DEA, Monsieur Philippe Michel, pour sa disponibilité, ses conseils
éclairés et pour m’avoir conseillé et convaincu en ce qui concerne mes pro-
jets futurs. Je n’oublie pas Monsieur H.Attouch pour nos multiples discussions.
Un grand merci & Madame P.Arnaud, secrétaire du DEA de Mathématiques
de ’Université de Montpellier 2, et C.Desecures, secrétaire du Département
Mathématiques et Informatique de I’Ecole Normale Supérieure de Lyon pour
tout leur travail administratif.

Je dédie ce texte a Nicolas Savardel, alias SouSou, qui nous a quitté beau-
coup trop vite mais que je n’oublie pas.



Chapitre 1

Algebres de quaternions

1.1 Introduction

Les objectifs principaux sont de définir un des deux cadres dans lesquels on
va travailler dans le corps de ce rapport a savoir les algebres de quaternions
et de construire des opérateurs dits de Hecke qui joueront un réle fondamental
ensuite.

1.2 Premieres définitions

Une algébre de quaternions A sur un corps quelconque K est une K-algebre
engendrée par (1,w,Q,w ) ou :

- w=a€eK
- P2 =beK
- w) = —Quw.

Ainsi, tout élément a de A s’écrit de maniére unique comme :
a=ag+ aw+ asd + azwsl.

Le conjugué de o est :
a=ag— a1w — as) — azwid.

La trace de « est :
Tr(a) =2a = a+a.

La norme de a est :

N(a) = a2 — aa? — baZ + aba3 = aa.

1.3 Premiers caractéristiques et classification

1.3.1 Le symbole de Hilbert

Il s’agit de rappeler quelques résultats sur le symbole de Hilbert utiles pour
la suite. Notons (, ), le symbole de Hilbert dans Qp pour tout nombre premier
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p c’est-a-dire :

. +1 siuz?+ vy? — 22 = 0 a une solution non triviale dans Qf;
(u,v)p = —1 sinon.

On dispose de regles rendant le calcul du symbole de Hilbert élémentaire dans
les cas qui nous intéressent :

+1  sip# 2 ne divise ni w ni v

(u,v)p = (%) si p# 2 ne divise pas u et divise strictement v

+1 sip=ocetu > 0etv > 0.

La loi de réciprocité pour le symbole de Hilbert s’écrit :

(u?U)Z = H (’LL,’U)p

PF2

1.3.2 Classification des algeébres de quaternions

Pour tout nombre premier p, on note A, le produit tensoriel sur Q de A et
de Qp et on peut vérifier qu’il s’agit d’une algebre de quaternions sur Qp. On
dit que A se ramifie en p ou que p se ramifie dans A si A, est un corps ce qui
est équivalent de dire que A, n’est pas isomorphe & M>(Qp). Un tel nombre
premier p est appelé premier caractéristique. On généralise naturellement tout ce
qui précede en l'infini. On peut montrer qu’il existe un nombre fini de premiers
caractéristiques et il s’agit alors de donner une méthode plus ou moins pratique
de les déterminer. Celle-ci est fournie par le symbole de Hilbert car on peut
montrer que p se ramifie dans A si et seulement si (a,b), = —1.

Dans toute la suite de ce rapport, on suppose que :

1. a et b sont des entiers relatifs quadratfres
2.a>0
3. A est une algébre de division.

A est alors une algebre de quaternions de division indéfinie. Remarquons pour
commencer que l'on peut plonger A|Q dans Mz(F) ot F = Q(y/a). Il suffit de
considérer 'application ¢ suivante :

o + a1v/a 12 + aszv/a
oo o setvenst) = (40 V00 TR

Dans ce cadre, la détermination des premiers caractéristiques est effective. Par
exemple, A n’est pas ramifiée a l'infini. Dans toute la suite de ce rapport, g est
le produit des premiers caractéristiques.

1.4 Ordres et idéaux

1.4.1 Ordres et ordres maximaux

Un ordre Z de A est un sous-anneau de A vérifiant :
1.1eZ
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2. a €T = (Tr(a),N(a)) € Z?
3. T admet une partie génératrice finie a quatre éléments sur Q.

On peut montrer qu’un ordre de A est un Z-module libre de rang quatre et
que tout ordre de A est contenu dans un ordre maximal au sens de I'inclusion.
On définit de méme la notion d’ordre et d’ordre maximal de A, sur Qp en
substituant a Z I’anneau des entiers p-adiques noté O, et on peut faire le lien
entre ces deux notions. Si Z est un ordre de A sur Q de Z-base (p1, 2, 13, f14)
alors on pose, pour tout premier p, T, = Op pt1 + Op pi2 + Op 3 + Op 14 quii est
alors un ordre de Ay, sur Qp . De plus, on a :

I=AN()Z,.

peEP

Ainsi, il est alors facile de vérifier que Z est un ordre maximal de A sur Q
équivaut a dire que Z,, est un ordre maximal de A, sur Qp pour tout premier p.
Etudier globalement les ordres maximaux d’une algebre de quaternions consiste
donc a les étudier localement. La fin de cette partie est destinée a présenter ce
que l'on sait sur les ordres maximaux locaux. Bien entendu, les ordres maxi-
maux different profondément suivant que A, est une algebre de division ou est
isomorphe & M>(Qp).

Théoréme 1.1 (Ordres maximaux locaux) S5 A,|Qp est une algébre de
division alors il existe dans Ay, un unique ordre mazimal qui est :

T,={veA,, Nv) € 0,}.

Théoréme 1.2 (Ordres maximaux locaux bis) 57 A4,|Qp est isomorphe ¢
M5(Qp) alors les ordres mazimauz de A, sont ezactement les p=' I, pi ot :

1. p est dans A, de norme non nulle
2. I, est isomorphe d M>(Op).

1.4.2 Idéaux locaux d’un ordre donné

Un idéal & gauche de 'ordre Z dans A,|Qp est un Op-module M tel que :
M =Zpu ot p est dans Qp de norme non nulle.

On remarque que M s’écrit aussi M = pZ’ ot Z' = p~'Zp. On définit de
méme la notion d’idéal a droite d'un ordre donné. On dit que 7 est ’ordre a
gauche de M noté Zy(M) et I’ est l'ordre a droite de M noté Zy(M). Un idéal
M est dit entier si M C Zy(M) ce qui équivaut de dire que M C Zg(M).
Enfin, la norme d'un idéal M = Zpu est I'idéal principal de O, engendré par
N(p). On dispose maintenant de tout le formalisme nécessaire pour classifier les
idéaux a gauche entiers locaux de norme p™ d’un ordre maximal donné et cette
classification différera selon la nature de A,|Qp.

Théoréme 1.3 (Idéaux & gauche entiers locaux de norme p™) 5i.4,|Qp
est une algébre de division d’unique ordre mazimal T, = {v € A,, N(v) € O}
alors :

1. I, m est l'unique idéal a gauche entier de norme (p) de I,

2. I,m" est l'unique idéal & gauche entier de norme (p™) de I,
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ou m dans I, vérifie n* = VP
Théoréme 1.4 (Idéaux a gauche entiers locaux de norme p" bis) Si A,|Q,

est isomorphe & M»(Qp) alors Uensemble des idéauz ¢ gauche entiers deuz &
deuz distincts de norme (p™) de I, isomorphe a M2 (Oy) est I, pi ot :

~ p™ m’1,2
(5 )

otny+n2=n et 0<m), <p.
- b

Corollaire 1.5 Le nombre d'idéauz ¢ gauche entiers de norme (p”) de I, est
fini et égal a :

o) =

p sinon

{ 1 st p est un premier caractéristique

1.4.3 Idéaux globaux d’un ordre donné

Un idéal ¢ gauche de Vordre 7 de A|Q est :

M=AN ﬂ Zp pp ot I, iy, = I, pour presque tout p.
pEP

On peut montrer que :

1. M est un Z-module de type fini

2. My =1, py ot My, est le Op-module de méme bas que M sur Z

3. M= AﬂﬂpepMp
L’ordre & gauche de M est Zg(M) = AN mpG'P 1, et vérifie IM = M. L’ordre
a droite de M est Zy(M) = AN ~1T,1p. La norme de M est I'idéal

daro peP Fp
principal de Z engendré par :

r
n; \
I I p;' ou
i=1

L Iy, pi # Ly,

2. N(up;) = pi* up,0ttuy, est inversible dans O,,.
Fixons pour toute la suite de ce rapport un ordre mazimal R de A|Q. Ce qui
précede et les résultats du pargraphe précédent assurent que R admet un nombre
fini a,, d'idéaux a gauche entiers de norme n = Hle p;*. On a alors :

k
Ay = I | apfi.
i
i=1

On peut aussi montrer que tout idéal a gauche est principal. Regroupons ces
résultats successifs sous le théoréme suivant :

Théoréme 1.6 (Idéaux & gauche entier de norme p” d’un ordre maximal donné)
Les idéauz a gauche entier de norme p™ d’un ordre mazimal R donné sont de

la forme T pin, n, ot :
pn1 m/.
,U'nl,ng = ( 0 prlez

otiny+n2=mn et 0<m), <p.
- ’
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1.5 Unités d’une algebre de quaternions

Soit Z un ordre de A|Q. On note Az le groupe des unités propres de I c’est-a-
dire les éléments de A de norme 1. Posons I'z = ¢(Az) c’est-a-dire les matrices
de M5(F) de déterminant 1. On écrira £ ou ¢(§) selon le contexte. I'z agit par
homographie sur le demi-plan de Poincaré. Il s’agit alors d’étudier le quotient
Sz pour cette action.

Théoréme 1.7 (Compacité de Sz) Sz admet une structure de surface de
Riemann compacte. Autrement dit, St admet un domaine fondamental noté
D(T'z) inclus strictement dans le demi-plan de Poincaré HZ.

Ce théoreme est tres important dans la mesure ol il permettra de rendre uni-
forme des estimations et on verra que cela ne sera pas du tout le cas pour SL,(Z)
qui demandera un argument supplémentaire.

1.6 Opérateurs de Hecke sur la surface Sz

On arrive maintenant au but principal de ce chapitre & savoir la construc-
tion d’opérateurs linéaires sur ces surfaces. L'intérét majeur de ces opérateurs
sera de ramener des estimations de quantités quadratiques & des estimations
de quantités linéaires ce qui permettra d’améliorer les bornes existantes. Pour
construire ces opérateurs, on va dans un premier temps construire des objets
purement topologiques sur ces surfaces de Riemann appelés correspondances
modulaires puis en donner une interprétation algébrique en terme d’idéaux pri-
mitifs...

1.6.1 Notions générales sur les correspondances entre sur-
faces de Riemann

Dans ce paragraphe, on fixe X et X' deux surfaces de Riemann. Une cor-
respondance de X dans X' est un morphisme du groupe des diviseurs de X
noté Div(X) dans celui de X'. I’ensemble des correspondances de X dans X
forme un anneau pour les lois usuelles. Donnons une construction systématique
de correspondances de X. Fixons X" un revétement de X (resp. X’) & d’ (resp.
d) feuilles et notons 7, et 7y les projections de revétement correspondantes. On
définit alors une correspondance C' de X dans X' par :

C(P)=P/+...+P, si mon; (P)={P],...,P}}

Supposons maintenant qu’il existe un homéomorphisme v de X’ dans X. On
sera toujours dans cette situation dans la suite de ce rapport. A une telle cor-
respondance C' de X dans X’ on associe une correspondance C¥ de X dans X
par :

C*"(P)=v(P))+...+v(P) si mon ' (P)={P],...,P}}

1.6.2 Correspondances modulaires

Appliquons ce qui précede aux surfaces de Riemann obtenues & partir d’algebres
de quaternions. Soient Z et Z' deux ordres de A|Q. On peut montrer que
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Az N Az: est d’indice fini d' (resp. d) dans Az (resp. Az/) donc 't N Tz,
l’est aussi dans I'z et dans I'z/. On pose :

SI‘ImI‘I, = {FI NTzr.z, z € HZ}

On peut donc écrire :

d'
'y = H FIQFII e;oue; €Iz,
i=1
d
Tz =

H Tz ﬂl"l—,)e; oll e; el'z.
=1

SI‘IOI‘I, est un revétement de Sp, et de SFI, a d et d feuilles. On définit une
correspondance Cs;_.s,, par :

CSI—>SI, I;.2) = ZFI' €i.%2).

Supposons dans toute la suite que Z' = v~ 'T'zv.Onaalors 'z =v 1Tz v et
l'application ¥ suivante est un homéomorphisme de Sz dans Sz :

Q/J(FIZ) =TIz .(I/_1

On note pour simplifier C’g = C, d’ou avec ces notations :

I*}SII

a a
C,(I'z.2)= Zzﬁ_l(I‘I: (€;.2)) = ZFI (ve; .z).

Donnons un aspect algébrique a ces objets purement topologiques que sont les
correspondances. On dit que v dans Z est primatif si il n’existe pas de rationnel
t > 1 tel que ¥ € Z. Dans la suite de ce rapport, Z = R est un ordre maximal

de A.

Théoréme 1.8 (Topologie vers algébre) Sin est un entier naturel ne divi-
sant pas q et v est dans R primitif de norme n alors tous les idéauz primitifs a
gauche de norme n de R sont de la forme Rve; pour 1 <1 <d'.

La conséquence remarquable de ce lemme est que pour € dans I'g, on a :
Vie{l,...,d},35€{1,...,d} Trree =Tgre;.

Ainsi, C), peut étre interprété comme un opérateur sur Sg par :

C,(T'r .2) ZFR ve; (T'r .2)).

C,, est une correspondance modulaire primitive. On dispose d’une écriture plus
élégante pour celle-ci :
dl
Cc, = E T'r.v; ouRy;décrit les iféaux primitifs entiers a gauche de norme n de R.
i=1
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Ainsi, C), ne dépend que de n et est noté C,, dorénavent. Par extension, on
définit la correspondance modulaire D,, pour n premier avec g par :

D, = Z I'r p; ot Ry; décerit les idéaux a gauche entiers de norme n de R.
i

Proposition 1.9 (Correspondance modulaire versus modulaire primitive)
Sin est premier avec q alors :

n = E Cox.
t2|n

On cherche a obtenir ’expression la plus simple possible pour les correspon-
dances modulaires. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

R(n) = {$(a) ,a € R, N(a) = n}.

R(n) est donc constitué de matrices de déterminant n. R(1) = I'r agit par
multiplication & gauche sur R(n). On dispose d’une bijection de R(1) \ R(n)
avec ’ensemble des idéaux a gauche entiers de norme n de R par :

R(1)dp(a) — Ra.

Théoréme 1.10 (Correspondance modulaire :forme finale) SinAg=1

alors :
D,= Y Tga
a€R(1\R(n)

La propriété principale des correspondances modulaires est la suivante :

Théoréme 1.11 (Correspondance modulaire et composition) Pourm et
n premiers avec q, on a :

D,oDy= Y dDup

dlmAn

1.6.3 Opérateurs de Hecke

On note L?(I'g \ H?) I’espace des fonctions automorphes relativement a I'g
de poids 0 de carré intégrable c’est-a-dire :

L*(Tr \H?) = {f € F(H?,C), ¥y € Tx, fly = fet||f|lrx < oo}.

On munit cet espace du produit scalaire de Petterson de poids 0 relatif & I'g
noté (,)r, ce qui en fait un espace de Hilbert complexe. On cherche & définir
a partir des correspondances modulaires des opérateurs linéaires sur cet espace
de Hilbert. Si n est premier avec g alors on rappelle que la n°™¢ correspondance
modulaire est :

D, = E I'rv; ot Ry; décrit I’ensemble des idéaux a gauche de norme n entiers de R.

On associe 'opérateur de Hecke T), par :

To(f)(2) = Zf priz) = Y. flaz).

a€R(1)\R(n)
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On peut aussi définir des opérateurs de Hecke T, pour un entier n non premier
avec ¢ mais cela ne servira pas pour la suite. Les propriétés des correspondances
modulaires se transposent sur les opérateurs de Hecke.

Théoréme 1.12 (Opérateurs de Hecke et composition) Pourm etn pre-
miers avec g, on @ :

T'n, o Tm = Z dT%
d|mAn
Ainsi, ’algebre engendrée par les opérateurs de Hecke est commutative et en-

gendrée par les T}, pour p premier. Montrons maintenant que les opérateurs de
Hecke sont auto-adjoints pour le produit scalaire de Petterson.

Théoréme 1.13 (Les opérateurs de Hecke sont autoadjoints) SinAg =
1 alors T, =T

Ces théoremes 1.12 et 1.13 sont tres importants en vue de I'étude spectrale de ces
opérateurs. Selon ce qui précede, il suffit de montrer que les opérateurs T;, pour
p ne divisant pas g sont hermitiens. Rappelons que la correspondance modulaire
D,, définissant 'opérateur de Hecke T}, est défini par D, = Zfill I'rv; ou Ry,
décrit I’ensemble des idéaux a gauche entiers de norme p de R dont la forme
normale est :

T
'R(po 7;11;2 ) oung +ng=1et0 <myy < p2.

On pose :
I(p) ={M € M>((Z)) N\T'r,M = 1[p]} .

T'(p) est un sous-groupe d’indice fini de I'g vérifiant :
vie{l,....p+1}, ' (p)v;' CT'z.

L’intérét d’un tel sous-groupe I'(p) est de pouvoir définir un produit scalaire
absolu grace a la propriété suivante :

(1.1) Vie {1,...,p+1},VYf € L*(Tr \ H?), f|., € L*(T(p) \ H?).
Proposition 1.14 (Définition du produit scalaire absolu indépendamment du groupe choisi)
HYPOTHESES
1. ietjdans{l,...,p+1}
2. T un sous-groupe d’indice fini de I'r vérifiant 1.1
3. f,g dans L*(Tg \ H?)
CONCLUSION

< .f u,-ag|Uj >a= ﬁ(f
choisi.

Proposition 1.15 Pouri € {1,...,p+ 1} et pour (f,g) € (L*(Tx\H?))?, on a :

vi»9lv; )T est indépendant du sous-groupe auziliaire T'

< flvir9lv; >a=<f,9 >a= (f.9)Tx-

Proposition 1.16 Sip est un premier non caractéristique alors T, = 7.



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE QUATERNIONS 13

PREUVE :
pt1 pt1
(To(£),9)rr = Z < fluirg >a= Z < foglyr >a-
Or, comme v;7; = p et selon la proposition 1.15, on a :

p+l

( f)g)FR Z<fag|y>a-

Comme l'action par une matrice scalaire est triviale, il vient que :

p+1

(Tp(f)ag)rn =< fazg

=1

vi

Quand Ry; décrit les idéaux a gauche entiers de norme p de R alors Rv; décrit
le méme ensemble donc :

(Tp(f)ag)rn = (fa (g))FR



Chapitre 2

Théorie spectrale du
Laplacien hyperbolique

2.1 Introduction

Il s’agit dans ce chapitre de faire rapidement la théorie spectrale de 'opérateur
Laplacien hyperbolique et donner le deuxiéme outil important pour le corps de
ce rapport a savoir la décomposition spectrale d’un noyau automorphe. Cette
décomposition est une sorte de moyenne spectrale sur laquelle va pouvoir agir
des opérateurs de Hecke.

2.2 Définition du Laplacien hyperbolique

L’opérateur de Laplace A sur H? est 'opérateur différentiel déduit de la
2 2
métrique hyperbolique ds? = %L défini par :

0 0

2
A=v(at a2

)

On vérifie par un calcul direct que A est invariant sous ’action de poids 0 de
GL (R).
Proposition 2.1

Vf € C*(H?),Vy € GL3 (R), A(fly) = (Af)|4-

Tout opérateur différentiel sur H? invariant sous I’action de poids 0 de SL,(R)
est un polynome en A ce qui justifie une étude approfondie de A. Dans toute
la suite de ce chapitre, I' est un sous-groupe de volume fini de SL,(R) qui peut
admettre des pointes. L’ensemble de ces pointes est noté Cusp(T'). Dans la suite
de ce rapport, on prendra successivement I' = I'g puis I' = SLs(Z).

14
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2.3 Transformation de Selberg/Harisch-Chandra

2.3.1 Définitions et résultats techniques

Une fonction invariante par rapport au couple est k : (H?)2 — C vérifiant :

Vg € SLy(R), V(z,w) € H?, k(g.2, g.w) = k(z,w).

|z—w]|? )
23zQ]w

Ainsi, k(z,w) ne dépend que de la distance hyperbolique p(z,w) = coth (1 +
entre z et w. On peut donc poser :

k(z,w) = k(u(z,w)) ol
1. k:H? — Ry

|z—'zu|2

2. u(z,w) = T () Im(w)
On suppose pour le moment que :

(2.1) k est une fonction lisse a support compact.

On définit la transformée de Selberg/Harisch-Chandra (SHC en abrégé) h de k
en trois étapes :

1.
_ [T k(w)
2. .
g(r) = 2q((sinh (%))z)pour reR
3.

—+oo
h(t) = / exp (irt)g(r)drpour t € R

—o0

Donnons quelques résultats techniques qui interviendront dans de nombreuses
majorations dans la suite.

Proposition 2.2 Les fonctions k,q,g,h vérifient :
1. q est lisse a support compact dans R .
2. g est paire, lisse a support compact dans R.

3. h est paire, lisse et vérifie h(r) = O(r~2).

4.
k(t)z%/+ Q('w) dw

w—t

La théorie de Fourier assure que l'on peut retrouver g a partir de h par :

+oo
g(u) ! / h(r) exp (—iru)dr.

:5 .

En fait, on peut encore mieux controler le comportement de h en 400 :

Proposition 2.3 (Comportement de la transformé de (SHC) en P’infini)

h(r) = O(r ).
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Enfin, on aura besoin d’une expression explicite de k en 0 :

Proposition 2.4 (Expression explicite du noyau & en 0)

+oo
k(0) ! / rh(r) tanh (7r)dr.

T an

—0o0

Remarquons que, sous I’hypothese 2.1, on peut reconstruire le noyau k a partir
de la transformée h :

1.
+ oo
g(r) = % /;OO exp (—irt)h(t)dt.
2. )
q(v) = 59(21n (Vv + 1+ ).
3.

_ __1 +oo q'(v) do

u VU —u ’

Ce qui précede est en fait valable par approximation et régularisation pour une
classe plus grande de noyaux & savoir ceux dont la transformée h de (RSH)

k(u)

™

vérifie :
1. h est paire.
2. h est holomorphe dans |$(z)| < 1 +e.
3. Dans cette bande, |h(2)] < (14 |2])>~°.

Donnons comme exemple de tel noyau la fonction de Green k(u) = Gs(u) =

= [ —€))* (€ +u)ode.

2.3.2 Opérateurs invariants intégraux
Un opérateur intégral est défini par :
LHG) = [ ke fw)duto)

k est appelé le noyau de l'opérateur qui est dit nvariant lorsque k est une fonc-
tion invariante par rapport au couple. Un exemple important de tel opérateur
invariant est :

(—R:)(f)(2) = /m Gs(u(z,w)) f(w)dp(w) ot R(s) > 1.
Proposition 2.5 Si f est lisse et bornée alors :

(A + s(1—3s))Rsf =f.
En d’autres termes, R, est 'inverse & droite de (A + s(1 — s))Rs.

Proposition 2.6 Les opérateurs invariants intégraux de noyau lisse commutent
avec l'opérateur de Laplace sur Uespace des fonctions lisses a support compact.
1l s’agit d’un calcul direct en remarquant que (Ak(.,w))(z) = (Ak(z,.))(w).
Supposons que k est de nouveau un noyau vérifiant I’hypothese 2.1.
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Théoréme 2.7 Si (A+A)f = 0 alors il existe un compleze A(\, k) ne dépendant
que de X et de k et indépendant de f tel que :

/Hz k(z,w) f(w)dp(w) = AA, k) f(2).

I(2)® qui est un vecteur propre de

On peut prendre pour f la fonction f(z) =
+ 12 et on peut effectivement calculer

A pour la valeur propre A = s(1 — s) =
A(s(1—s)):

Théoréme 2.8 A(s(1 —s)) = h(t) ot h est la transformée de (SHR) de k.
En fait, les théoréemes 2.7 et 2.8 sont en fait valables pour k& dont h vérifie les
hypothese 2.3.1.

= ~—

2.4 Théorie spectrale du Laplacien hyperbolique

2.4.1 Développement en une pointe d’une forme auto-
morphe

La fonction de Whittaker est :
Wa(z) =2 Vi K, (2my)e(a)

ou :
. 1 2\ v+2k
Lu(z) = g ENCESERY (3)

K,(z)= g (sin (’/TV))_l [I-.(2) — I,(2)] est la fonction de Bessel.

On contréle le comportement en l'infini de ces deux fonctions spéciales.

Proposition 2.9 (Comportement en I’infini des fonctions de Bessel et Whittaker)

Ko(y) = \/g exp (—y) (14 o<#))

Wo(2) vy oo €(2) exp (—2m7).
On note :

1. A(T \ H?) I’espace des fonctions automorphes de poids 0 pour T'
2.

A;(T\H?) = {f € AT\ H?), (A +s(1 —s))f =0} 'espace des formes automorphes pour s

L*(T\H?) = {f € AT\ H?), ||f][2 < +o0}.
Rappelons alors le développement en une pointe x d'une forme automorphe. On
note o, la matrice de normalisation en cette pointe.

Proposition 2.10 (Développement en une pointe d’une forme automorphe)
Si f dans A(T \ H?) vérifie f(0.) = o(exp (2my)) alors :

Flon) = fuly) + Y fu(m)Wi(n2).
n#0
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2.4.2 Séries d’Eisenstein

On fixe une pointe £ de I'. A toute fonction 1) lisse sur R4, on associe la
série d’Eisenstein suivante :

Eo(zlp) = Y $(S(0y 7.2)).

YET\T

On note E.(z|y) = Ex(z,s) si ¢(y) = y* avec R(s) > 1. On vérifie que E.(z,s)
est dans A,(T"\ H?) mais n’est pas dans L2(T'\ H2). Si 1 est & support compact
alors E(z|1)) appelée série d’Eisenstein incompléte est bornée mais n’est pas un
vecteur propre de A. Par contre, il y a un lien intégral entre série d’Eisenstein
incomplete et série d’Eisenstein par :

E.(z|ly) = i /( )E,.;(z,s)z/;(s)ds si o> 1.

On note :

1. B(T'\ H?) I’espace des fonctions automorphes bornées et lisses.

2. £(T'\ H?) I’espace des séries d’Eisenstein incompletes.
On remarque que £(I'\ H?) C B(I'\ H?) C L*(T'\ H?) C A(T' \ H?) et que B(T' \ H?)
est dense dans L2(I'\ H2). La théorie des équations de Fredholm permet de pro-
longer E(z,s) en une fonction méromorphe sur C avec :

1. E.(z,s) admet d’éventuels poles simples dans ]%, 1], poles pour lesquels

les résidus sont des formes automorphes de carré intégrable et orthogonales
aux formes cuspidales développées dans la section suivante.
2. E.(z,s) n’admet pas de péles sur R(s) = 1.
3. s =1 est un pole de E.(z,s).
On vérifie que : A : £(T'\H?) — £(I'\ H?). On verra par la suite que A admet
sur (T \ H2) un spectre continu formé par les séries d’Eisenstein E,(z,s) pour
R(s) = % sauf un sous—espace de dimension finie de spectre discret formé par les
résidus de E,(z,s) sur 2 < 5 < 1. On note R(I"\ H?) I'espace vectoriel engendré
par les résidus des serles d’Eisenstein aux poles s = s; dans ] 5 ] On a donc :

R(C\H*) = P R, (T\H)

2<SJ <1

ot R,;(I'\ H?) est I'espace vectoriel engendré par les résidus des séries d’Eisen-
stein en s = s;. On peut montrer que chacun de ces espaces est de dimension
finie inférieure au nombre de pointes de I‘ On munit Iespace C°(R.) du pro-
duit scalaire < f,g >2= fo * f(r)g g(r)dr qui en fait un espace de Hilbert.
Pour toute pointe s de T', on définit I’ operateur E, de C=®(Ry) dans L(I'\ H?)
par:

1

+oo
Bof(e) = - /0 f(T)E(z,%Hr)dr.

On peut montrer que :
< ErcfvEfc’g >= Jn,n’ < fag >2

Ainsi, E,; est une isométrie d’image &,(T'\ H?) qui est orthogonale & C(T'\ H?)
et & R.(I'\ H?). De plus, A : £.(I' \ H?) — &.(T' \ H?).
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Théoréme 2.11 (Spectre continu du Laplacien hyperbolique)
ET\H?*) =R(I'\H?) &, (T \ H?).

Si f est dans E(T \ H?) alors :

fR)=) < f®>3i(2) + Y i L < fLEql., % +ir) > E,(2, % + ir)dr.

i>1 "

Si f est dans E(T\H2)ND(T'\H?) alors la série ci-dessus converge uniformément
compactement.

2.4.3 Formes cuspidales

Proposition 2.12 Si f est une fonction automorphe absolument intégrable
alors :

“+oo _
< F Ba(l) >= /0 Fe )Py~ dy.

On note :

C(L\H’) = (£ \H)".
Ainsi, L2(T'\ H?) = C(T' \ H2) @+ £(T'\ H2). La proposition 2.12 assure que
C(T'\ H?) est ’espace des fonctions automorphes bornées lisses dont le premier
coefficient de Fourier en chaque pointe est nul. Les formes automorphes dans
C(T'\H?) sont appelées formes cuspidales. On vérifie que: A : C(I'\ H?) — C(T'\ H?).

On note :

DI'\H?*) ={feB(I'\H?),AfeB(I'\H?}.

On montre que —A : D(T'\ H2) — D(T'\ H?) est un opérateur symétrique
positif donc admet une unique extension auto-adjointe & L?(I" \ H?). Ainsi, A
admet un spectre discret sur C(T'\ H?) qui est rempli par les formes cuspidales.

Théoréme 2.13 (Spectre discret du Laplacien hyperbolique) Il eziste une
base orthonormée (®;);>1 de vecteurs propres de A de C(I'\ H?) formée de
formes cuspidales. Chaque espace propre est de dimension finie.

Si f est dans C(T' \ H?) alors :

flz)= Z < f,®; > ®;(z) au sens du produit scalaire
j>1

Enfin, si f est dans C(T' \ H?) N D(T' \ H?) alors la série ci-dessus converge
uniformément compactement.

2.5 Décomposition spectrale d’un noyau auto-
morphe

Soit k un noyau satisfaisant ’hypothese 2.1. Le noyau automorphe associé a

k est :
K(z,w) = Z k(z,v.w).
yel
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On peut appliquer les théoréemes 2.11 et 2.13 a ce noyau automorphe ce qui
donne :

K(z,w) = Y < K(.,w),®; > Z /<K w), B, —I—m)>E(z 1—|—i7~)d7~.
J

La proposition 2.12 et le théoréme 2.8 fournissent les valeurs des produits sca-
laires impliqués ci-dessus d’ou :

Théoréme 2.14 (Décomposition spectrale d’un noyau automorphe)

w) = Zh(?’j)@j(w Z / r)E,(w —i—w)E (2 ,%—l—i?‘)d’l‘.
J

En fait, le théoréme 2.14 est valable pour un noyau k vérifiant les hypothéses
2.3.1.



Chapitre 3

Cas d’une algebre de
quaternions

3.1 Introduction

Rappelons pour mémoire que A|Q est une algebre de quaternions de division
indéfinie et que I'g est le groupe des unités propres d’un ordre maximal R de
A. Ainsi, Sg n’admet pas de pointe et la décomposition spectrale d’un noyau
automorphe se simplifie en :

(3.1) > klzyw) =3 hir;)®;(w)®;(2).

vyel

Comme les opérateurs de Hecke sont hermitiens et commutent avec le Laplacien
hyperbolique, on peut supposer que (®;);>1 est une base orthonormée de formes
cuspidales qui sont vecteurs propres des opérateurs de Hecke et du Laplacien
hyperbolique. De faon plus précise, on pose :

(3.2) T,%; = )\j(n)<1>j (nhg=1)
(3.3) —AB; = A\

. 1

(3.4) A= it 73,

En appliquant 'opérateur de Hecke T, a l’équation 3.1, on obtient I’équation
suivante :

(3.5) Zh(1’j)<I>j(11)))\j(77,)<1>j(z)= Z k(y.z,w).
J

YER(n)

Pour trouver une borne supérieure a la norme infinie de ®;,, il s’agit alors de
choisir judicieusement une fonction h vérifiant les hypotheses faibles qui est
grande au voisinage de 7;, et petite ailleurs. Ainsi, la moyenne spectrale du
membre de gauche se réduira essentiellement au terme en jy qui nous intéresse.
La difficulté consiste donc principalement a estimer des expressions du type
u(y.z,w). Ceci se fera dans un lemme de comptage qui est le point-clef de
l’article. La recherche des bornes inférieures ne fera pas intervenir d’idée nouvelle
par rapport aux techniques mises en oeuvre pour les bornes supérieures.

21



CHAPITRE 3. CAS D’UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS 22

3.2 Résultat fondamental de comptage
Pour z dans H?, n entier naturel, § réel strictement positif, on pose :
M(z,n,6) = card{y € R(n),u(y.z,z) < 4.}.

Le point-clef de ’article étudié dans ce rapport est ’estimation fine suivante de
cette quantité :

Théoréme 3.1 (HYPER IMPORTANT)
M(z,n,8) K¢ (64 65T +ne.

La suite de cette section contient la preuve de ce théoreme.

3.2.1 Autour des stabilisateurs sous I’action de SLy(R)

On note K = SLy(R) et on fixe z dans H2. On cherche alors & décrire le
stabilisateur K, de z pour 'action par homographies de K.

Proposition 3.2 (Description des stabilisateurs pour ’action de K) Si
z= % ot 32 —4ay = —1 alors le stabilisateur de z peut étre paramétré par :

_ t—pPu  —2yu 2 2
KZ_{( 20 t+,3u>’t+u_1}'

PREUVE :
On a donc :
1 .
— = S(z)=y ouna>0.
2c
;—f = R(z) ==.
p%—day = -—1.

Ceci implique que 7 est strictement positif. On remarque que I’élément g suivant

transforme 7 en z :
(VY
9=\ o

Ainsi, K, = gK;g~! et on sait que K; est SO5(R) ce qui assure le résultat o
Il s’agit maintenant de mettre en place la décomposition d’Iwasawa relative a

e {(1 ) en).
(2 0 )owem).

Proposition 3.3 (Décomposition d’Iwasawa relative & un stabilisateur)
Tout élément g de K s’écrit de maniére unique comme :

shsh

un stabilisateur. On note :

1.

g=nak oun€ N,acA ke K,.
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PREUVE :
On note :

_ a as
9= az Gq

=t
On pose a = ((2%3;)2 + (as — %)2) : > 0. Comme (5235)2 + (a(as — @))2 =1,

il existe d’unique réels t et u tels que :

2+u = 1
asa
u = —
20
= a(a4_@)
2cx

a 0 t—pfu  —2yu |z oz
(0 a_1)<2au t+[3u)_<a3 a4)eK'

Soit z dans R tel que z; + zas = a;.

1 =z a 0 t—pu  —2yu _ [ a1y
(0 1)(0 a_l)(Zau t—I—ﬂu)_(a; a4>€K'

Comme ajaq —asas =1 et ajas —yag =1l,ona:ay =y e

3.2.2 Equations de Pell

Si d est un entier non carré alors on considere les deux équations suivantes

dites de Pell :

(3.6) z? — dy* = 1.

(3.7) 22 —dy*=1 on l€Z.

Proposition 3.4 (Existence d’une solution a ’équation 3.6) L ’équation 3.6
admet une solution non triviale dans Z? c’est-a-dire différente de (£1,0).

Proposition 3.5 (Résolution de ’équation 3.6) Si (zo,y0) est une solu-
tion fondamentale de ’équation 3.6 c’est-da-dire :
1. (zo,y0) nest pas triviale
2. (mg,yg) S Z2
3. D =z¢+yoVd est minimal
alors les autres solutions sont exactement les couples (x,y) vérifiant z + yvd = £(zo + yoV/d)™ ot m € Z.
PREUVE :
Soient (z1,y1) et (z2,y2) deux solutions de I’équation 3.6. On définit un couple
(z3,y3) par z3 + ysVd = (z1 +y1ﬁ) (z2+y2 \/E) Ce nouveau couple est encore

solution car :
z3 — dy; = (27 — dy}) (a3 — dy3).

De plus, on a :

(z1 + V)™t =21 + (—y1)Vd.
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Ainsi, tous les couples envisagés dans cette proposition sont effectivement solu-
tions. Soit (t,u) € N? une solution de cette équation. On choisit un entier m
tel que :

D™ < t+uVd < D™,

Si X +YVd= ”J};‘—m‘/& alors (X,Y) est une solution de 3.6. La minimalité de D
assure que (X,Y) = (1,0) d’ou le résultat o

Proposition 3.6 (Résolution de I’équation 3.7) Sil’équation 3.7 admet une
solution (ug,vg) alors les autres solutions sont exactement les couples (u,v)
vérifiant :

w4 vVd = £(ug + voVd)(zo +yoVd)™ o :
m € Z, (zg,yo0) est une solution fondamentale de 3.6.

PREUVE :
Soit (u,v) une solution de ’équation 3.7. On choisit m tel que :

d
1< u—i—v\/_ <$0+y0ﬂ=D.

= (ug + voVd)(zo + yo V)™

. _ u—l—'u\/g .
Si X +YVd= DY Y P v alors (X,Y) est encore une solution de 3.7

ce qui, par minimalité de D, assure que (X,Y) = (0,1) et le résultat e
On peut maintenant estimer le nombre de solutions bornées de ’équation 3.7 et
c’est ce résultat qu’il faut retenir pour la suite. Notons :

C(n) = card {(u,v) € Z%, u®> —dv® =1, Ju| < V/n, |v| < Vn}.

Théoréme 3.7 (Nombre de solutions bornées de I’équation de Pell) Pour
tout € > 0, on a :

C(n) = Oc(n).

PREUVE :

On peut supposer que 1’équation de Pell 3.7 a une solution (ug,vo) car sinon ce
théoréme est trivialement vrai. Notons (zg,yo) une solution fondamentale de 3.6
et rappelons que zg > 1 et yo > 0. Le théoréme 3.6 assure que les solutions (u,v)
de 3.7 vérifient u4vvd = a(ug+voVd)(zo+1yoV/d)™ ottm > 0 et a € {£1}. On
peut identifier v et v en développant cette expression par la formule du binéme
de Newton. Effectuons le travail pour u ce qui suffira amplement & convaincre
le lecteur.

m k gk, m—2k m ok+1 sk m—(2k+1
u:a(uo Z (%)yg d*z" 7 4 ved Z (2k+1)y3 bz ( )).
0<2k<m 0<2k+1<m

Ainsi, |u| € (2z0yod)™. Pour avoir |u| < y/n, on doit avoir au moins m < In (n)
et donc m <K n€ ce qui achéve la preuve car le nombre de solutions de I’équation
3.7 est finalement paramétré par m e

3.2.3 Un lemme important

Lemme 3.8 Siy est un peu éloigné de 0 (0 < A <vy) et st A <1 alors :

D(n) = card{(r,s) € Z*, |r* + ys* —n| <nA} <. nc(nvVA +1).
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PREUVE :
Le principe des tiroirs de Dirichlet assure que :

¥Q > 1,3(p,q) € Z x N*,

l.pAg=1
2.1<q<Q

P _ L
3. -yl < 5

Comme0 < A < y,p et ¢ sont des entiers naturels. Notons £(n) = {(r,s) € Z2,
et prenons (7,s) dedans. s < ZI" car sinon 72 4+ ys2 —n > r2 4+ n > n. D’autre
part, |qgr? + ps? — qn| < Ang + j—g. Cela résulte du fait que gr? + ps® — qn =
q(r? +ys? —n+ (§ — y)s?) et de approximation rationnelle de y.

Fixons Q = AT +A? > 1. Prouvons que ce choix de ) assure que p > 1.
L’approximation de y assure que |§| > |yl — é donc :

>4t 4 S0
pA— — = -
Q 14

On a alors :

3.
lgr® +ps® —qn| < H = (1+ Z)n\/z

En effet, Ang + i—g < AnQ + i—" =vVAn(l + % + A+2\/K) < H. Ainsi,

(3.8) D(n) < E card{(r,s) € Z*, qr* + ps> =m}.
- qnl<H

Il s’agit alors d’estimer Dy, (n) = card {(r,s) € Z2, qr* + ps* = m} = card(Em(n)).

Pour cela, on peut supposer que p et ¢ sont sans facteur carré. Posons :

1. d=-pg <0

2. K =Q(Vd)

3. D = Disc(K)

4. (w1,w2)la base canonique de Ok.
Supposons que d = 2,3[4] ce qui entraine que D = 4d et (wy,wy) = (1,Vd).
Le cas d = 1[4] se traite de maniere analogue. Soit a I'idéal de Ok engendré
par g et Vd. On a : N(a)? = g;;cc((;)) = ¢%. A tout élément (r,s) de &,(n), on
associe l'idéal principal de Ok engendré par rq + sv/d noté a(r,s). On vérifie
que cet idéal principal est de norme égale a la norme de son générateur soit
>r’+pgs® = gm. Comme rq+sv/d est aussi dans a, a(r, s) divise @ donc a/a(r, s)
est encore un idéal entier de Ok de norme gqﬂ = m. On vient ainsi de construire

une application ¢ de &,,(n) dans I’ensemble des idéaux entiers de Ok de norme
m. On vérifie que ¢(r,s) = ¢(r',s') si et seulement si 7q + sv/d = z(r'q+ s'/d)
ou z est une unité de Ok. Finalement :

card(En(n)) < card(Oj)card(idéaux entiers de norme m) < 67(m) K. m*.

Cette estimation et ’estimation 3.8 achéve la preuve de ce lemme o

r2 4 ys2

—n| <nA}
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3.2.4 Preuve du théoréeme 3.1

On veut montrer que M(z,n,d) K¢ (6 + 5%:)n1+€ + n€. Supposons dans un
premier temps que § < 1.
On remarque déja que pour 7o dans Ry M(z,n,d) = M(+.2,n,d). Cela résulte
directement que I’application qui & v dans le premier ensemble associe yyy7y, 1
dans le deuxieme ensemble est une bijection. On peut donc se limiter a prendre
z dans un compact B qui est I’adhérence du domaine fondamental de la surface
Sr. On fixe une fois pour toutes z dans B et on se souvient que si z = )

2a
ou 32 — 4ay = —1 alors la proposition 3.2 assure que le stabilisateur de z pour

SLy(R) est :
_ t—pfu  —2yu 2 2
Kz—{( 90 t+,6u)’t -I—u—l}.

Quand z décrit B alors a, 3,7 restent bornés car ces trois quantités dépendent
continuement de z. Soit v dans R(n) vérifiant u(y.z,z) < §. Notons y = pk la
décomposition d’Iwasawa relative a K,. On a donc :

1.
ke K,

1
p= <Iz)1 plz ) oup; > —etpy > 0.
pr el

Montrons que ||p — 15| < V3.
Comme k est dans le stabilisateur de z, u(v.z, 2) est égal & u(p.z, z). Un simple
calcul assure que :

(1 = 5-)121* + 93 + 2p2(p1 — ) R2
u(p.z,z) = L .~ ! .
3(2)
z se ballade dans un compact donc il existe my, mq et M tels que :

1 1
(p1 — —)?my + p} 4+ 2p2(p1 — —)ma < M2,
P1 P1

L’estimation ci-dessus implique que |[p — 1]| <€ V9.

Montrons que |k| < 1.

|| =262 + (2% + 49 + 4a?)u® €K 2 +u? = 1.

Les deux remarques précédentes assurent que v = k + O(12). De plus, il existe
E ne dépendant que de R tel que :

_ 1 Ig—ml\/a $2+$3\/a N .
7_%(1)(“_%\/6) o+ 711/a ouFEz; € Z.
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Par identification, on doit étudier le systeme suivant carré de taille 4 dans lequel
t24u2=1":

(3.9) mo——\/%l\/a = t—Bu+OWD).

(3.10) L\/ﬂg‘/& — t4ButO(WF).
(3.11) L\/ﬂg"/& = —2yu+ OV5).
(3.12) bes — zsva) 2au + O(V5).

In

Par des combinaison linéaires évidentes, ce systeme est équivalent au systeme
(&) suivant :

(3.13) Vo 2t + O(V9).
(3.14) Qm\%a = 2Bu+ O(V5).
(3.15) Zi\/% = 2(% - 'y)u +OWD).

(3.16) me/‘éa) = —2(%+'y)u+(9(\/g).

Comme 3% —4ay = —1,0ona |B| > % ou |y — | > Loul|y+ %| > 1. Supposons
par exemple que || > % Dans les autres cas, 11 sufﬁt de procéder de méme en

remplacant z; par z;.
2

1= 402 = (35 +00/0) + (39 +OWA) = % + 2t + 00/ e

n

6 < \/_ 4.0n arrive donc & ’équation suivante :

(3.17) |22 + —n| <« nV.

182

Le lemme 3.8 assure que :

1 To — T1v/a Tz + T3+/a F
2 9. — 0—T1 2 + 3 e
card{(zg,ml) €Z dy = Tn ( b(zs — 233/@) 70 +711/a ) € R(n),u(y.2,2) < 5} L nf(ndT41).

Soit (zg,z1) comme ci-dessus. On remarque que |z;| € /n car § < 1 et que (y
est de déterminant n) :

2 2
2_71—:1:0+az1

(3.18) 2 —azi = 0 =1.

Le théoréeme 3.7 assure que z3 et x3 peuvent étre choisis de O (n€) facons soit
au final O (n2¢(ndi + 1).

Supposons maintenant que § > 1.

Le systeme & est encore valide donc :

|z;] € Vné.
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On a encore :
2 2 2 2 _
zy —azy — bzs 4+ abzi = n.

Ainsi, on peut choisir zg et z; de O(nd) facons au plus puis z2 et z3 ont Oc(n*)
possibilités d’ott au final O.(nt1§) ce qui achéve la preuve de ce résultat de
comptage.

3.3 Bornes supérieures

3.3.1 Construction et étude d’un noyau convenable
On pose pour 7' > 2 :

4m2 cosh (=2 cosh (=L
(3.19) h(r) = cosh (7r'r() r:)l—)cosh (2%))

h est dérivable sur R et un calcul direct assure que :

Vo 472 cosh (%)9(1) . N 7 [cosh (xT) — cosh (n7)
W) = (cosh (77) + cosh (7 T))? ot s(r) =msinh (7) 9 -

1

Ainsi, h/(r) = 0 si et seulement si? = 0our = xr; ~ T otiry = £ coth (cosh (77T) — 2).
On note M et m le maximum et le minimum de h et on remarque que :
47? cosh (ZF)

~etM = h(£ry) =

72 sinh (7T
1+ cosh (T

m = h(0) = cosh (7T) — 1"

Résumons tous les résultats précédents dans le tableau de variations suivant :
T —o00o —711 0 1 +o00

W (r) + - + -

hir) 0/ M\ m, /M 0

Proposition 3.9 (Premiéres propriétés de h)

(3.20) h(r) > 0.
(3.21) h(r) > 1lsur[T—-1,T+1].
Proposition 3.10 (Transformées inverses de h)
. 27 cos (ET)
.22 = —
(3.22) g(¢) cosh (€]

(3:23) q(v) = Z(o+ )7 [(VoF T+ Vo) T + (Vo T+ va)2T].

Proposition 3.11 (Estimations de q)

(3.24) lg(v)] < w20 +1)71.
(3.25) ld (v)] < 71'Tv_71(v + 1)_73.
(3.26) ld"(v)] < «T?*v™ 1.
Proposition 3.12 (Propriétés importantes du noyau)
1 1
(3.27) |k(w) < 4VT—+———siu>0.
ut (u+1)1

(3.28) k(w)

T+ 00+ VuT?)si0 <u<1.



CHAPITRE 3. CAS D’UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS 29

PREUVE :
Supposons que u est strictement positif. La proposition 2.2 assure que :

+oo 1

0o Vo
Ecartons-nous de la singularité 0 d’une distance 7 afin de pouvoir faire une
intégration par parties pour augmenter la puissance du dénominateur et majo-

—rk(u) = q (v +u)dv.

rons le reste grace a 'estimation 3.11 :

1 2T
|/ _uz(u-l— % \/_ uz(u+1)%\/1_7

Une intégration par parties et 'estimation 3.11 assure que :

+oo “+oo .
| / 77 ) + = / g(v+u)v? dv
Vv 2 Jy

|/+°° T 1 n 1/'+°° -3 s d
— v?2 ——dv.
\/_ (n+u)+ An+u)+1 ' 2 " 2(u+v)+1

En minorant n par 0, on obtient que :

2T 1

w2 (u+ )7\/_ 2u+1f

En prenant n = (Ty/u(u+1))"}, ona:

2VT ( 1 u(u-l—l))

k(u)] < — 5 :
ui(u+1)% u(u+ 1) 2u+1

ce qui assure le résultat car le dernier terme est borné par 2.

Supposons que u est compris entre 0 et 1. Estimons pour commencer les accrois-
sements de ¢'. Pour v réel positif, on a :

u+v
o) -4 = [ ¢
En utilisant ’estimation 3.11, on obtient que :
|/ (u+ ) — ' (0)] <AT?In (1+ ).
v

Estimons maintenant £(0). On rappelle que :

+oo
E(0) = %/‘ ttanh(wt)h(t)dt.
0

o T [+ sinh (7t) cosh (Zt)
k(0) = 27 cosh (7) / tcosh (mt)(cosh (7t) + cosh (nT)) dt.

En remarquant que sinh (7t) cosh (Z£) = sinh (Z)(cosh (%))2, on montre que :

k(0) =T + O(1).
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Enfin, la proposition 2.2 assure que :

— oo o (w +u) — ¢ (w
k(u)—k(0)=—1/0 il +\/)E 7 4,

™

On a donc :

k() — k(0)] < T /+°° @t g, — 727,

0 Vw

Calculons I par une intégration par parties :

=2 [ﬁm(ug)]:m +2u/0+oc mdwzmrﬁ

ce qui assure le résultat e

Théoréme 3.13 (Estimation finale du noyau automorphe)

K(z,2)= Z k(y.z,z) e (T +nVT)ne.

YER(n)
PREUVE : ) .
Notons pour la suite de cette preuve f(§) = 6= (1+49) = . Cette application est
- ; irivée () = ——=L (14 1
dérivable sur R et a pour dérivée f'(0) = 1107 (5 + 1+5).
On a:
K(z,2)= Z k(u(y.z,2)) + Z k(u(y.2,2)).
YER(n) u(y.2,7) <n= ER(n) (. 2,2) =3

Les estimations 3.12 sur le noyau k assurent que :

K(z2) € TM(znn™) + VT 3 Flu(y.2,2)).

YER(n),u(y.z,z) >n—*

. 400 \ \ . .
Comme Z'yé'R(n),u('y.z,z)>n—4 f(u('yz, Z)) = fn74 f((s)dM(Z* , 5)* une lntegra'tlon
par parties assure que :

K(2,2) € TM(z,n,n )+ VT[f(5)M(z,n,0)]; 5 ~VT / PO M(zn,5)d5 = 5,15+ 5,

Il s’agit alors d’estimer chacun de ces termes grace au théoreme 3.1. Commen-
cons par S :

S1 L T[(n~* +n~")n'te+n] .
On obtient de méme pour S, :
Sy e VTn(1+ 1174)775 [(n* +n " YntTe +n].
On a pour S3 :

n

“+oo
Ss e ﬁn/ 4 f(&)(% n 1%5)((5 +3%)n+1)ds = VTneI.

Il s’agit alors d’estimer cette intégrale I.
IS nI1 +n.[2 -|—Ig +I4 ol
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1.
= [ s s)e+atas
> oo 1 1 .
I, = /1 £(6) (g + m)(a + §4)dé (constante finie)
5 L 11
I = / 105+ 75)
4.

I, = /+°° f(8) (l + L)dé (constante finie)
N 5140/

On vérifie immédiatement que I3 < n f;_4 %dé < 4nln(n) en minorant § T par n.
Enfin, on a :

I =J1+ Jyou:

8 L 5
Jy = /w @)1+ 5)ds.
> L R
=[0G+
Enfin,
1. .- .
J1§2/n_45—%d6§2/0 ~ds
2.

| 1 1 1 1
ng/ —d6—|—n/ 75d5§41n(n)+n/ ———d¢
n—4 ) n—4 (1—|—5)Z+1 0 (1—{—5)1"’1

Toutes ces estimations achévent la preuve car Inn <, ne

3.3.2 Preuve du théoreme A

Pour n premier avec ¢ et 7 > 1, on note :

Ai(n
N

Lemme 3.14 PournmAg=1etj>1, 0na:

ni(mmi(m) = 3 n; ().

d|lmAn
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PREUVE DU LEMME 3.14 :
Le théoreme 1.12 assure que :

> dlom
a2
d|mAn
11 suffit alors d’appliquer I’opérateur ci-dessus au vecteur propre (donc non nul)

®; pour prouver ce lemme o

Lemme 3.15 PournmAgq=1, ona :
Zh )i (2)®; (w)n; (m)n;(n) = Z — E k(y.z,w).
ji>1 dlmAn ')‘ER(%

PREUVE DU LEMME 3.15 :
Notons S; la somme intervenant dans le membre de gauche de I'égalité ci-dessus.
Le lemme 3.14 assure que :

lmZFZh 125285 (W) ().

Le théoreme 2.14 assure le résultat o

Théoréme 3.16 (Théoréme A) Pour e > 0, N,T > 1 et (an)1<n<N,nrg=1
une suite compleze, on a :

> merl Y wdrenlt ¥ jepanT( X )]

T< /’\jST+1 1<n<N,nAg=1 1<n<N, nAg=1 1<n<N,nAq=1

PREUVE DU THEOREME A :

On note :
=D " h(r)I®;()P] Y ann;i(n));

i>1 1<n<N

Apre avoir ouvert le carré et interverti les sommes, on arrive a :

So= Y an@m Y h(r;)|®;(z)[*n;(m)n;(n).

1<m,n<N j>1

Le lemme 3.15 assure alors que :

Sy = Z anamz— Z k(y.z,2).

1<m,n<N dlmAn 'yE’R(

Or, pour d|m A n, le théoréme 3.13 assure que :

Z k(y.z,2) < Z (%)E(T%— %ﬁ)

’YE’R(%’ d|lmAn

On arrive donc & : Sy & N€[T'S5(1) + VTS2(2)] o :
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d
vmn

Sa(1) = Z |aman| Z

1<m,n<N dlmAn

$:(2) = > laman] > ‘/ZL_”

1<m,n<N dlmAn

Ona 82(2) < N X2 crnn<n [@man|T(m A n).Alnsi,

55(2) e N1+f( 3 |an|)2.

1<n<N

Pour estimer S5(1), on effectue le changement de variables suivant :

m = ml
n = n'l
I = mAn.

On remarque que m’ et n’ sont alors premiers entre eux.

At Ay

m/An'=11<m/[n'I<N

L’inégalité arithmético-gémétrique assure alors que :

S() L N° Y

1<m/l,n'I<N

lown | i |?
L% BRI b O N

m’ n'

Enfin, chacune des deux sommes est majorée par In (N) Y., . |a,|*. Finale-
ment : T

S2(1) K N > anl®.

1<n<N

Ecrivons lors un bilan pour 57 :

S < N[T 3 o+ VIN( Y |an|)2].

1<n<N 1<n<N

Or, on se souvient que A; = 4l—l—r]2-, h(r)>0eth(r) >1siT—-1<7r<T+1
ce qui achéve la preuve e

3.3.3 Preuve du théoréme B

Théoréme 3.17 (Théoréme B)

Vi > 1, Ve> 0, [|@]] <o AT
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PREUVE DU THEOREME B :
On fixe jo > 1 et on prend T' = r;,. On définit une suite a, pour n premier
avec ¢ et compris entre 1 et N par :

Njo(p) sin =p < VN o p ne divise pas ¢
Qp = -1 sin = p? < N oll p est un nombre premier ne divisant pas ¢
0 sinon

On rappelle que si p est un nombre premier ne divisant pas g alors :
Mo (p)? = njo (p*) = 1.
Le théoreme A assure alors que :
2 _ 2
2@ (X ) <« N{r( X mof+ ¥ )+ il Y 1) )
p<VN p<VN p<VN p<VN p<VN

On admet pour la suite de la preuve que :

Z Injo(n)]* e NT§,.
n<N

L’inégalité de Cauchy-Schwarzz combinée avec le résultat précédent entrainent
que :

]_Ozz \/_ € 1ms 2
w«eT(@pw{l) )—I—N\/_(%\ml—kl).

Or, le théoréeme de Tchebitchev assure que :
InN << Z < —'
p<f

On aboutit donc a :

242 < (VT + NVT).

. . 1
On choisit N = T3 pour conclure o

3.4 Bornes inférieures

3.4.1 Construction et étude d’un noyau convenable
On choisit une fonction g vérifiant :
1. g€ C(R).
2. Supp(g) = [-1,1].
3. g>0.
4. g est paire.
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+1
5. [7 g(&)dé=1.

Cela entraine que h et k sont deux fonctions positives. On pose pour T > 2, gr(u) = Tg(uT)

et on note k7 le noyau correspondant.

Proposition 3.18 (Premiéres propriétés du noyau k)

(3.29) kr(u) > 0.

. 1
(3.30) kr(u) = 0 si uzﬁ.

. 1
(3.31) kr(u) < T si 0<u< Tz
PREUVE :

Seule la dernieére propriété meérite réflexion. On se sert de Pécriture kp(u) =
kr(u) — k7(0) + kr(0) pour arriver & :

1 —+oo 1 _ 3 1 o0 ‘
kr(u) = —/ () —dq(w+u) dw + —/ v tanh (rv)hp(v)do.
T Jo Vw ar |

La proposition 2.3 et le fait que ¢” a son support inclus dans un segment en-
trainent le résultat e

Intoduisons d’autres coordonnées sur le demi-plan de Poincaré & savoir les co-
ordonnées polaires géodésiques. On rappelle que I’on note :

1. K = SL,(R).
2. K; = {k(q§) = ( cos¢  sing ) } le stabilisateur de 1.

—sin¢g cos¢

saz{(2 2).ero)

4. 41 la mesure de Poincaré sur HZ2.

Proposition 3.19 (Coordonnées polaires géodésiques)

(3.32) K = KAK;.
(3.33) R: x[0,7[ — H?\ {i} est une bijection
(r,¢) = k(¢)exp (—7)i.
(3.34) du(z2) = 2sinh(r)drde.
PREUVE :
Soit g dans SLy(R) = K. On choisit k; dans K tel g1 = k1 g est une ma-
trice symétrique. On choisit k dans K tel que a = kgik~! est diagonale ce

qui prouve la premiere partie de la proposition. Ensuite, on remarque que si
g = k(¢)a(e™")k(8) alors r est précisément la distance hyperbolique entre 7 et
z=g.4 =z +1iy et k(¢) agit comme une rotation d’angle 2¢ ce qui entrainent
la deuxieme partie de la proposition. La troisiéme partie est un simple calcul de
Jacobien e

Corollaire 3.20 Si v est un élément elliptique de SLa(R) avec Tr(y) = 2cosf
ou 0 < 0 < m alors

. . oo 7) cosh (£
/ kT(’Y-Z,Z)d,LL(Z)=/ Mdr
HZ

o coshr —cos20
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PREUVE : Notons I I'intégrale de gauche. On choisit o dans K tel que oyo ™! =

k(#). On a alors :
I= kp(u(oy.z,0.2))dp(z).

Le changement de variables 2’ = 0.z assure que :

[= / op (k(0.2. 2))dp(2).

H2
On passe des coordonnées cartésiennes aux coordonnées géodésiques :
I =/ / kr(u(k(0)k(d)e ".i,k(d)e " .1))2 sinh rdrde.
Ry J[o,7[

Comme k(6) et k(¢p) commutent, on a :

“+oo

I= ‘Il'/ kr(u(k(f)e ".i,e ".i))sinhrdr
0

On vérifie que :

2
. . +1]\2
k(9).2, ) = sin 6 (2 :
u(k(0).z,2) = sin ( Ss )
Ainsi, I = 7rf0+°o k7 ((sin @ sinh 7)2)2 sinh rdr d’ou :

v o E(u)

-— ———du.
sinf J, Vu + sin 82

I =

Pour a > 0, calculons J(a) = f0+°° %du puis on fera a =sinf. On a :
1 +oc v =1
\ _ | | 2
J(a) = — qr(v) / <(v —u)(u + az)) dudv.
T Jo J0

J(a)= L /0+°° () /0+ (@ —ww) = dudv,

™
o= £ [T e,
0

L az—l—sinh(g)2

ce qui achéve la preuve de ce corollaire o

3.4.2 Quelques résultats intermédiaires

Lemme 3.21

/D o, 20 = SR ().

YER(m) i1

PREUVE :

Ce lemme se déduit tres facilement de la décomposition spectrale du noyau au-
tomorphe obtenu a partir de k7 par une intégration sur un domaine fondamental
de la surface de Riemann Sy e
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Lemme 3.22 Si vy est un élément hyperbolique alors :

k(y) = Inf,cmzu(y.z,2) = |Tr(y)* —

PREUVE :
Comme u(7y.z,2) = u(0y.2,2), on a k(y) = k(cyo™1) et on peut légitimement
supposer que 7.z = a®z ott a > 1. On remarque enfin que :

u(y.z,z) = (a — é)z(g)z = (|Tr(y)]* - 4)(%)2

: .
ce qui assure le résultat e

3.4.3 Preuve du théoreme C
Théoréme 3.23 (Théoréme C) Poure >0, T > 2, n < 2T premier avec q,

Ona: Z X (n)]* <e (Zd)TZ +n*teT.
VAT d|n

PREUVE DU THEOREME C :

On note :
1. ]
(n)= h(=2)|Aj(n)
)= ; il
2.
Mz(m) =Y h(Z)Aj(m)  (m > 1),
21
Le lemme 3.14 implique que :
n2
(3.35) Np(n) =) dMr(—).
dn

Estimons Mp(m) pour 1 < m < 4T?. Le lemme 3.21 entraine que :

Mrp(m) = kr(vy.z,z)du(z).
2(m) vg(jm) /D LR

Soit v = ¢ + T1w + (22 + 3w)Q dans R(m). Ainsi, ®(y) = v/mA(y) ot A(y)
est dans SLy(R).
Supposons que A(7y) est parabolique ou que A(y) = 1.

. -2 2
Ainsi, % = 2 donc m = z;. Comme 7 est de norme m, on a :
m
2 2 2 _
azy + bz — abzs = 0.

Ceci entraine que z; = z3 = z3 = 0 car la Q-forme quadratique ¢(Xo, ..., X3) =
X2 —aX? —bX2 + abX2 ne représente pas 0. En effet, ¢ admet un zéro global
si et seulement si ¢ admet toujours un zéro local. Il est clair que ¢ représente
0 sur R = Q. Ensuite, on sait que ¢ représente 0 sur Q, si et seulement si

(=1,-d(q))p = €(q) ot :
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1. d(q) = —(ab)?.

2. (q) = (a.b)?.
Ainsi, ¢ représente 0 sur Q, si et seulement si 1 = (a,b),. Or, on rappelle
qu’il existe un nombre fini non nul de premiers p tels que (a,b), = —1. Ce
sont exactement les premiers caractéristiques. On a donc ®(vy) = £/m 13 et m
est un carré parfait. En fait, on peut dire qu’il n’y a pas beaucoup d’éléments
paraboliques dans R(m). En notant s la fonction caractéristique des entiers
carrés, on a :

/ kr(7.2,2)dp(z) = s(m)kr (0)u(D(TR)) K s(m)T?.
yER(m)parabolique D(I'r)

Supposons que A(7y) est hyperbolique.
Comme |Tr(A(v))| > 2, on a zZ > m donc |zo| > v/m + 1. Réinjectons cette
nouvelle information dans la trace de A(y) :

2z 1 1
Tr(A(v))| = >/14+—>2+4—.
|Tr(A(7))] i 2 +m> +

Le lemme 3.22 assure alors que u(7.z,z) > = > 75 donc kz(u(y.2,2)) = 0. Les
éléments hyperboliques de R(m) ne contrlbuent donc pas du tout :

Z /D(I‘ )kT(’Y-Z,Z)dM(Z) =0.

YER(m)hyperbolique

Supposons que A(7y) est elliptique.

On peut écrire Tr(A(y)) = 2cosf olt 0 < 8 < m. Comme dans le cas hyperbo-
lique, on peut montrer que |Tr(A(y))| < 2— % Comme le noyau kr est positif,
on a:

| krturaade < [ ketulrs o))
D(Tr) H?2
Le corollaire 3.20 implique que :

. oo T h o
/ kr(u(y.2,2))du(z) < T/ g(rT)cosh (3)
D(T'=) ' 0 coshr — cos 20

Utilisant le fait que g est a support compact inclus dans [—-1,+1], on a :

T osh
[tz i) < 5 [ il i <.
D(I'r) -
On a donc :
3 / r(7.2,2)du(z) = > JRCCEe
yER(m)elliptique FR) yER(m)elliptique, 3z u(y.z,2z) <1 D(T'r)

Le théoreme 3.1 assure alors que :

kr(y.z,2)dp(z) € mTm*™

YyER(m)elliptique D(I'w)



CHAPITRE 3. CAS D’UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS 39

Au final, on obtient que si m < T? alors :
Mr(m) K s(m)T? + m2TeT.

Finissons la preuve de ce théoreme. L’équation 3.35 assure que :

Np(n) < (Z d) T2 + 714+2€(Z #)T

d|n d|n

L’allure de la fonction h plus grande que 1 sur [0,T] achéve la preuve

3.4.4 Preuve des théorémes D et E

Mettons en place quelques notations. On pose :
1.
F =Q(ya) CR.

S(Tr \H?) = {z € H?,3(c,n) €EZ x Op, b2 +cz+n = 0}.

Les points de S(I'r \ H?) s’appellent pour des raisons profondes les points a
multiplication complexe (C.M. en abrégé) de la surface de Riemann et on peut
montrer que cet ensemble est dense dans cette surface arithmétique. Si z est
dans S(T'r \ H?) alors —D = ¢? —4byy) € Z_. Ainsi, K = Q(v/—D) est un corps
quadratique imaginaire et on note A son discriminant. On construit un entier
ng de la faon suivante :

On choisit un idéal premier a de degré 1 c’est-a-dire de norme 1 et décomposé
dans toute classe d’idéaux de Og. On admet que cela est possible. On pose

alors :
Nng = H p-
a,aNZ=pZ
Les théoremes D et E se déduisent tous les deux de la proposition suivante :

Proposition 3.24 On suppose que :
1. n a tous ses facteurs premiers décomposés dans K ie (%) = 1lsip|n,

2. n est strictement divisible par ng 1e n = ngny otng An; =1,

alors : )
R T4 A A n- .
7(n,2) = 3 GNP > D dr(5)T*.
ji>1 d|n
PREUVE :
On note :

(m,z) = Zh % A (m)|@;(2)]* = Z k(y.z,2).

7>1 YyER(m)

Le lemme 3.14 implique que :

2
\ n \
r(n,2) =7 dMr( 5. 2)
dln
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11 s’agit donc d’estimer Mz (m, z) pour m = Z—; ou d|n.

My (m, z) > kp(O) card{y € R(m),v.z = z} > T? card {y € R(m),v.z = z}.

On note :
vp(m) = card(Ep(m)) = card {(t,u) € N* x Z, t* + Du®> = 4m} .

tteu
On remarque que si (t,u) est dans Ep(m) alors 7.y = ( —ﬁzbu t7_7?:u ) est
, 2
dans R(m) et vérifie v.z = z. Ainsi,

Mrz(m,z) > T?vp(m).

1l s’agit donc d’estimer vp(m). On remarque que m = momy ou :
1. mg Am; = 1.
2. m est un carré modulo A.
3. tous les facteurs premiers de m; sont décomposés dans K.
4. tous les facteurs premiers de mg sont de degré 1.

On admet que dans cette situation, vp > 7(m; > —L—7(m). Au final :
[0]

T
2
dﬂ

vp(m) > 7(m)

ce qui finit la preuve e
Prouvons par exemple le théoréme D.

Théoréme 3.25 (Théoréme D) Pour une infinité de j, on a :

1@]a0 3> 1/In (In A;).

PREUVE DU THEOREME D :
Il s’agit de prendre pour n :

n=Hp

p<Y,peP

o Y est choisi suffisamment grand de sorte que ng|n. La multiplicativité des
fonctions arithmétiques suivantes assurent que :

Zd = H (p+1).

dln p<Y,peP
n2
Yot = [ e+
d|n p<Y,peP
On a alors : ,
. Edln dr (%)

r(n) >InY > lnm.

Ed|nd

On choisit T de sorte que n < 4T2. La proposition 3.24 assure que si Ti < m,
on a:

Z h(%)|)\j(n)|2|¢j(z)|2 > In(Inm) Z h(%)l&'(n)lz-

r; <T? r; <T?
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Ainsi, il existe 7, < T? vérifiant :

|@;,(2)]> > In(lnm) > In(InT) > In(Inr,).
Ainsi,
(3.36) |®,(2)] > In(InAj,).

En fait, il existe une infinité de tels 7 vérifiant 3.36. Pour cela, supposons le
contraire et notons 7; le plus petit de ces entiers vérifiant 3.36. En prenant
T =7;, et en appliquant ce qui précede, on contredit le statut de j;

Ce théoreme B possede comme consquence le fait que les vecteurs propres de
carré intégrable du Laplacien hyperbolique ne sont pas uniformément bornés.
Ce théoréme coincide aussi avec la des résultat de type grande déviation. On
peut de la méme méthode prouver le théoréme E :

Théoréme 3.26 (Théoréme E) Si z et n sont comme dans la proposition
3.24 alors :

> 12PN m? > Y ()T
VLT dln



Chapitre 4

Cas de S1y(Z)

4.1 Introduction

11 s’agit de prouver le théoréme B (et donc le théoréme A) dans le cas de
T' = SLy(Z). La principale différence avec le cas d’une algebre de quaternions
est I'existence d’une pointe en I'infini pour la surface de Riemann qui est la com-
pactifiée de T\ H2. Toutes les estimations uniformes en z du chapitre précédent
n’ont aucune chance de I’étre a présent et il s’agit de rajoutter un controle pour
y grand qui résultera naturellement d’un développement de Fourier en l'infini
des formes cuspidales.
Rappelons sans rentrer dans les détails ’expression des opérateurs de Hecke
pour I' = SLy(Z). On définit pour tout entier n :

R(n) = {( : Z) EMQ(Z),ad—bczn}.

Les opérateurs de Hecke sont alors :

a€R(1)\R(n)

On retrouve les mémes propriétés pour ces opérateurs que dans le cas d'une
algebre de quaternions :
Théoréme 4.1 (Opérateurs de Hecke et composition) Pour m et n en-
tiers, on a :
T, 0T, = Z dT s

d|mAn
Ainsi, algebre engendrée par les opérateurs de Hecke est commutative et en-
gendrée par les T}, pour p premier. De plus, les opérateurs de Hecke sont auto-
adjoint pour le produit scalaire de Petterson.
Théoréme 4.2 (Les opérateurs de Hecke sont autoadjoints) Sin est en-
tier alors T, = T.

42
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On travaille de nouveau avec le noyau étudié en détail dans la section 3.3.1. La
décomposition spectrale du noyau automorphe associé a k s’écrit :

Zszyw Zh'r] ®;(z)+

yel
1 : 1 . 1 .
(4.1) +— | Mr)Eso(z, =+ 1r)Esc(w, = + r)dr.
i Jg 2 2

Comme les opérateurs de Hecke sont hermitiens et commutent avec le Laplacien
hyperbolique, on peut supposer que (®;);>1 est une base orthonormée de formes
cuspidales qui sont vecteurs propres des opérateurs de Hecke et du Laplacien
hyperbolique. De faon plus précise, on pose :

(4.2) T.®; = Aj(n)®i(nAg=1)
(4.3) —A®; = )\,

: 1
(4.4) A = Z+r]2..

En appliquant 'opérateur de Hecke T, a l’équation 4.1, on obtient 1’équation
suivante :

Z k(y.z,w) Zh Aj(n)®;(z) +

YER(n)

. , 1 : 1
45 = | A () Ec(z, > + i) Bas (w, = + ir)dr.
(4.5) + 471_/R (r)0r(n) Eoo (2 5 + 1) Eoo (w 5 + ir)ds
ot (n) =Yg § -

4.2 Résultat fondamental de comptage bis

Pour z dans H?, n entier naturel, § réel strictement positif, on pose :
b) b b)

1.
M(z,n,0) = card{y € R(n),u(y.z,2z) < 4.}.

Mi(z,n,8) = card{'y = < Iz Z ) € R(n),u(y.z,z) <, c> 1.} .
M;(z,n,8) = card{'y = < 8 (bl ) € R(n),u(y.z,2) < 5.} .
Théoréme 4.3 (HYPER IMPORTANT)

(4.6) M(z,n,6) <e (1+Vndy)n®.
(47)  Mi(z,n,0) < (n(6+1)(1+n(d+07))sid+ V< 1.

PREUVE :
On peut supposer que z est dans le domaine fondamental canonique D(T') pour

lequel |Rz| < £ et Sz > ?
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Estimons d’abord M»(z,n,d).
Siy= ( g Z ) est dans M>(z,n,d) alors :

—d b|?
(o= d)z b2 _

w(y.z,2) = Tng? J.
On a donc :
l(a—d)z+b] < 2vndy.
la—d| < 2vVné.
En écrivant |b| = |b+ (a — d)z — (a — d)z|, on obtient par inégalité triangulaire :

6] < 2vnd(y + |z|).
On obtient donc au final que :
My(z,n,8) < S (U Vad(y + [2])) < 7(n)(1+ Vy).
aln
Estimons maintenant M (2,n,d).
Siy= ( (; Z ) est dans M;(z,n,d) alors :
_az+b— z(cz+ d)|?

u(y.z,2) = o < 4.

Comme ad — bc =n, on a :
(cz+d)(cz—a)+n=c[(cz+d)z— (az+Db)].

Ainsi,
[(cz + d)(cz + a) + n| = |c|lyv/nu(y.z, 2).
Or, ez +d|* — (cz + d)(2cz + d — a)| = —(cz + d)(cz + a). On obtient donc :

(4.8) |n — |cz +d|? + (cz + d)(2cz + d — a)| = |c|y\/nu(y.z, 2).

En prenant la partie imaginaire dans 1’équation 4.8, on arrive a :

a—d vnd
5 .

(4.9) | —cz| < 5

De méme pour la partie réelle,

(4.10) [n —|ez +d|* + (cz + d)(2cz + d — a)| < |¢|yVnd.
Continuons nos estimations :
[n —lez + df?|
—lez+d|| = —F—F——.
M I Vn+ ez +d|
Ainsi,
Vi — ezt d|| < [n—lez+d|?* + (cz + d)(2¢cz + d — a)| + |cz+d||20m+d—a|.

Vn + |ez +d|
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Les équations 4.9 et 4.10 impliquent que :
(4.11) [v/n = |ez +d|| < 2Vnd.

On continue :

—d—2cx

+d .
15— + eyl = Vil = || =——— + ez +d| - v/l

Les équations 4.9 et 4.11 impliquent que :

| d Vs 5
(4.12) ||a; +icy| — vl < Tn +2vnd = 2Vnd.

Il nous reste & établir une derniére équation :

d—al
5 |-

. . —d
ey = leiy| < leiy + | — vV + v +

On arrive donc a :
cy L clz|+ y/n(d +1).

Aini,

1 — 1
¢ y_LM?/n(o T1< 2L~ /nG+1

y—1y

Comme P'application y +— yi’% est bornée sur [%, +oo[, on obtient :
(4.13) cKLy ' n(+1).
On pose A = “;d et D = “;—d. L’équation 4.9 s’écrit alors :

(4.14) A = cz 4+ O(Vnd).

L’équation 4.12 s’écrit :

(4.15) D%+ 2y =n+ O(n(s + V9)).
On a aussi :
(4.16) ad — bc = n.

L’équation 4.13 s’écrit :

(4.17) 1<c<Ky /n(@+1).

On appelle € le systeme formé par les équations 4.14 4 4.17. Notons pour la suite
rac(l) la racine carrée de la partie carrée de I. Etant donnés ¢ et D vérifiant
les équations 4.15 et 4.17, il y a au plus O(L¢(1 + LEF‘))\/N_&)) choix de A
vérifiant 4.14 et 4.16 ou L = n(d + 1) et ¢o = (D? —n) Ac. En effet, il y a
O(cfrac((D? —n) Ac)) solutions & la congruence 4.16 soit au plus O(Lrac(cy))
solutions a cette congruence. L’équation 4.14 oblige a ces solutions d’étre des
entiers compris dans un intervalle du type [—5 — O(\/fﬁ),g + O(v/nd)] qui
contient ¢ + 2(’)(\/%) entiers. Ainsi, le nombre de choix possibles pour A est
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Min(O(Lrac(cy)),c+ O(V/nd)) soit au plus O(L(1+ wvné)). Le nombre

de solutions du systeme &£ est donc au plus :

g Z LE<1—|—7'ac((D2_n)AC)\/E).

c
D24 ¢c2y2=n4+0(n(5+V$)) 1<ck VL

1l s’agit alors d’estimer S. On pose pour simplifier A = § 4+ v/3. On a successi-
vement :

S=L°Y" ¥ (1+@\/n_5).

co>1 D24c2y2=n+0O(nA) 1§c<<\/f (D2—n)Ac=cq
rac(co)
S=L¢ ( Vnd).
> Y (e
D2+ y?=n+0(nA) 1<ckVL cole D2 —n=0[co]

On peut donc écrire S = L€ (Sl + Sg) ou :

1. 5 - Z Z ,

D24c2y?=n+0(nA) 1<cLVL cole D2 —n=0[co]

5, = Vs ) Yol sy

D24+c2y?=n+0O(nA)1<cVL cole D?—n=0[co]

Estimons S; pour commencer.
On a:
S; < > > 1.
D?2+4+c2y?=n+0O(nA) cole D2 —n=0[co]

D’une part,
> 1< 7(c) Ke e K L7,

cole D2 —n=0[cq]

D’autre part, le lemme 3.8 assure que :
card{(c,D) € Z*, D* +’y> =n+ O(nA)} <. n3 (nVA +1).

Ainsi, on obtient :

Sy K. (Ln)F (nVA +1).

Or, (Ln) (nVA +1) = LE% &Le L(1+n(6 4 6%)). Au final :

(4.18) Sy e LE(1+n(546%)).

Estimons maintenant S,.
Le nombre de D vérifiant D? — n = 0[co] est :

Oc(cgrac(n A cp)).
Le nombre de D vérifiant D? 4+ c2y?> = n+ O(nA) est :

Oc(nf(nVA +1)).
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Ainsi, on a :

6i+6%].

rac(co)

1< L* [1 +n
D?—n=0[co] D?*+c?*y?=n+0O(nA)
On peut donc écrire Sy e L(S2,1 + S2,2) ot :

1.
l
527]_ = vn5 Z %

Pm<L

1 1 ].
Sa0 = VndVn(si +62) > -
C

co|c1§c<<\/f

Estimons Sa 5.

3 1 1 T(C)
Sps = - 7o),
2 =n(0+6%) Y — <n(0+0% > ,
c0|clgc<<\/f 1§c<<\/f
Au final,
(4.19) Sa2 Len(d+ 87

Estimons Sa ;.

On a:
1 1 1
527]_ = vn5 Z % = vné Z i Z E
2m&VL 12<VL 1'71<<I—‘/2Z

En majorant la série harmonique, on obtient :
S2,1 K VnévVLIn L

soit au final :

(4.20) Spq Ken(d+687)LE.

Les estimations 4.19 et 4.20 assurent que :

(4.21) Sy Ko Ln(6 + 6%).

Les estimations 4.18 et 4.21 impliquent que :

S e LF(1+n(6+6%)).

4.3 Bornes supérieures

4.3.1 Estimation du noyau automorphe

On travaille de nouveau avec le noyau étudié en détail dans la section 3.3.1.
Seule ’estimation finale du noyau automorphe change et devient :
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Théoréme 4.4 (Estimation finale du noyau automorphe bis)

K(z,2) = Z k(y.z,z) Ke (T +nVT + (VT/n + T)y)n®.

YER(n)
PREUVE : ) .
Notons pour la suite de cette preuve f(§) = 6= (149) T . Cette application est
dérivable sur Ry et a pour dérivée f'(d) = m (% + 1_1—5)
On a:
Ked= Y kum)+ Y bulns).
Y ER(n),u(7.7,7) <n =4 N ER(n) u(7.7,7) =4

On obtient comme dans le chapitre précédent :
+oo
K(z,2) K TM(z,n,n"*) + \/T[f(d)M(z,n,d)]:‘f,’—\/T/ f'(8)M(z,n,8)ds = S1+ S + Ss.

Il s’agit alors d’estimer chacun de ces termes grace au théoreme 4.3. Commen-
cons par S :

1 € 1 1 € 1
$1 € T(n(—+1)) (14n(—+=)) +Tn (14 /n—y).
Ainsi,
(4.22) S1 e Tn(1+y).

Estimons S5.

VT

S Le ————=
? n(l+n—%)%

1 1 1 n
[(n(—4 + (L4 n(— + =) +n(1+ ,/—4y)]
n n n n

On en déduit que :

(4.23) Sy e nVT(n+ ny).

Estimons Ss.

On a 53 <<e 5371 + 5372 ou :
1.

s —\/T/+°° ! (1+ ! )nf(1+5‘)‘(1+n(5+5%))d5
St net OF(14+0)F\ 146 : '

Foo 1 1 1y .
53,2—\/?'/7174 5%(14—(5)% <g+1+5)n (1+ vndy)dd.

Estimons S35 pour commencer.

Foo 1 11 Foo 1 1 1
S_=\/TE/ . (=4 ds + VTne / . —(=+ Vsds.
IV 5;(1+5);(5 ) mwn | 5z(1+5);(5 )
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On en déduit que :
(4.24) Ss2 K VT (1 +yy/n).

Estimons S3; pour conclure.

+o00 1 +oo
Ssq = \/TnE/ ——(148)*(14n(5+467))ds = \/T1f(/ RS / . ) =VTn(I+J).
n—4 62(14—6)2 et 1

En procédant de la méme maniére que dans le théoréeme 3.13, on montre que
I<Kn+nlnnet J K14+ n ce qui implique que :

(4.25) 851 e VTnyy/n + VTn(n +nlnn).

Les estimations 4.22, 4.23, 4.24 et 4.25 achévent la preuve o

4.3.2 Preuve du théoréme A bis

On pose pour tout entier n, n;(n) = ’\”—\/(g)

Lemme 4.5
mn

ni(mni(n) = > i (=5 )-

dlmAn
La preuve est immédiate.
Lemme 4.6
: . . : d .
S )@ P () € Y o= Y k(r.z).

mn
i>1 diman VT yeR(me)

PREUVE DU LEMME 4.6 :
Notons 57 la somme intervenant dans le membre de gauche de I’égalité ci-dessus.
Le lemme 4.5 assure que :

mn

Si= Y e ) EN()

d|mAn i>1
Le théoréeme 2.14 assure le résultat car la contibution de la série d’Eisenstein en

I'infini est positive o

Théoréme 4.7 (Théoréme A bis) Poure >0, N,T > 1 et (an)1<n<N,nag=1
une suite compleze, on a :

Z |q>j(2)|2| Z a, )\j(N)lz &. N°¢ [T(l +y) Z |(1n|2 +

n
T</\;<T+1 1<n<N,nAg=1 v 1<n<N,nAg=1

VINtp( Y ) ].

1<n<N,nAg=1
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PREUVE DU THEOREME A BIS :

On note :
8o = S h)IB Pl S awnin)f

i>1 1<n<N

Apre avoir ouvert le carré et interverti les sommes, on arrive a :
— = , , 2. .
Se= 3wl 3 h(r)|®5(2) 0 (mins(n).
1<m,n<N ji>1
Le lemme 4.6 assure alors que :

52| < Z OnQm Z ;lm Z k(vy.z, 2).

1<m,n<N d|mAn WER(%)

Or, pour d|m A n, le théoréme 4.4 assure que :

> krma < Y (S) (T VTR (VT[T 4 Thy).

YER(G d|lmAn

On arrive donc a :

S < > amon > \/%(%)E[T+ﬁ%+(ﬁ o+ Thy)-
1<m,n<N dlmAn

Ainsi, on peut écrire |Sy| K NC\/T{\/TSl + S +yS; + y\/TS4} ol :

1.
d
Si= Y lamenl( Y =)
1<m,n<N d|lmAn mn
2.
mn
o= Y lamenl( Y )
1<m,n<N d|lmAn
3.
Ss= 3 lemeal( 3 1)
1<m,n<N dlmAn
4. d
Si= Y Jamanl( Y =)
1<m,n<N d|lmAn mn

Les mémes arguments que dans le théoréme A assurent que :

Si Le N ol

1<N

2

Sy <. N (Z;Vlanl)

Ss <e NC(ZI%I)2
1<N

54 <L Ne¢ Z |an|2
1<N
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ce qui achéve la preuve e

4.3.3 Controle d’une forme cuspidale en la pointe infini

Dans cette section, on note ® une forme cuspidale. L’objectif de cette section
est de contréler ®(z) lorsque Iz est grande. Ce contrdle était inutile dans le cas
d’une algebre de quaternions pour laquelle z restait borné.

Polygone standart

a

Pour v = ( . 2 ) dans SL2(R), on note :

C,={z€C,

37, 2)| = [ez +d| = 1}.

Si ¢ # 0 alors Cy est le cercle euclidien de centre _T‘l et de rayon |17| De plus, v
agit sur C,, comme une isométrie euclidienne car :
2= wl

= |z — w|si(z,w) € C.

|'Y-Z_7'w| = | ¥

J(v, 2)j (v, w)]

C, s’appelle le cercle isométrique de y. On remarque que :

(cz + d)~? s’appelle la déformation de y en z. L'intérieur de C., est I’ensemble
des points de déformation supérieure & 1 et ’extérieur de 7y est I’ensemble des
points de déformation inférieure a 1. On note :

1.
Dlx)={z=z+4+iy,0<z <1, y>0}.

D) ={2€D(Tx), I2> I(y.2)Vy €T\ T } .
D(F) est un domaine fondamental de T" appelé polygone standart. C’est 1’en-
semble des points de la bande D(I's) de déformation inférieure & 1.
Un lemme utile

Lemme 4.8 Si z est dan le demi-plan de Poincaré et Y > 0 alors :

10 0 0
0l Coo =Min{c>0, El( o ) GUO_OlFUoo} =1.
Y c *

card{y €T \T, S(olv.2) > Y} < 1+

Coo

PREUVE :
Notons E le cardinal & estimer. On peut bien sfir supposer que z est dans le
polygone standart. Notons que :

1 n a b\ [ a+nc b+nd
0 1 c d ) c d )
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Ainsi, on a :
card{y €T \T, S(oly.2) > Y} < 1+card{(c, d) EN*xZ, (o} ( (3 :l ) z) > Y} .

Soit v = ( CCL Z ) € I' avec ¢ > 0. Comme z est dans le polygone standart et
v n’est pas dans ' alors |ez 4+ d| > 1 d’ou ﬁ > Y. On en déduit que :

1. Y <y.

2. ¢c< yiy

3. ez +d| < /4.

On en déduit en estimant |4 — =Z| que :
1y
d| <2|e|(14+ —4/=).
4 < 201+ [ )

Ainsi, si on note E(C) = card{(c,d),O <C<ec<2C,deZ, (ot ( (c] :l ) .z) > Y},

E(C)<4C2(1+—[)_10C2[.

. . _ _ —n 1 AY 3 .
On choisit C = C,, = ,/2 o7 oun > 1. On obtient :

1
E=) E(C,) < = Oy.

n>1

Jusqu’a la fin de cette section, on note ® une forme cuspidale associée a la valeur
propre A = % +72=5(1—5)ot1 5= % 4+ 4r. On rappelle que ’on a alors :

P(000.2) = Z <I>Aoo(n)2\/§K.L-y(27rny)e(nm).

n#0

Corollaire 4.9
Foo pl . . 1
/ |®(2)2du(z) < 1+ v
y Jo

PREUVE :
On peut supposer que ® est normalisée c’est-a-dire de norme 2 égale a 1. Notons
I cette intégrale. On a alors :

I= /D RRCHCLOREE

oo

Dans 1’égalité précédente, on a noté D(Y) = {z=z+1y,0<z <1,y >Y}.
Comme D(T'w) = [[,ep 7-D(T), on obtient :

=% / xo0) (2)|@(2)Pdu(2).

vyerl
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Un changement de variables 2’ = .z s'impose alors :
= [ (3 xom(:2) e Pduce)
D) "yer
Or, le lemme 4.8 assure que :
. o 10 1
Z xp)(7.2) <card{y €T, S(c ly.2) >Y} <1+ Y +2KL1+ v
YyeT oo

d’ou le résultat e

Résultat final

Théoréme 4.10 (Contrdle d’une forme cuspidale en ’infini)

T
B(2)] < \fncbnz.
)
PREUVE :

L’égalité de Parseval assure que :
.1

> W PIW(ing) = [ |@(0.2) P

n#0 0
En intégrant 1’égalité précédente multipliée par y% par rapport a y sur [Y, 4o0|
et en utilisant le corollaire 4.3.3, on obtient :

—+ oo
~ 1 1
S [ VKol Py <1+ -
n0 Y Yy

Le changement de variables t = 27|n|y entraine que :

(4.26) > @l [

n#£0 27|n|Y

—+ oo

1 1
|\/§Kz‘r(t)|2;dt <1+

On a besoin du résultat suivant concernant les fonctions de Bessel :

“+oo
. Lal
(4.27) / |K.L-T(y)|2§dy > r~Lexp (—7r).
Les estimations 4.26 et 4.27 impliquent que si N = 573 alors :
(4.28) Y [Bec(n)* K exp (wr)(r + N).
0#|n|<N

L’inégalité de Cauchy-Schwarzz appliquée au développement de Fourier de ® en
I'infini assure que :

(@) < (3 1@l +Y)72) (3 (Inl + ¥y Kir (2xlnly)?).
nz0 n0

L’estimation 4.28 et le controle 2.9 de la fonction de Bessel en l'infini impliquent
que :

()P K Y 2(Y +r)y Hy 'r +Y)

Le choix pour Y de ﬁ conclut la preuve e
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4.3.4 Preuve du théoréme B bis
Théoréme 4.11 (Théoréme B bis)

Vi> 1, Ve > 0, [|8)]s <e AT

On fixe jo > 1 et on prend T = r;,. On définit une suite a, pour n premier
avec ¢q et compris entre 1 et N par :

nj,(p) sin =p < VN ol p est un nombre premier
an = -1 sin =p? < N oll p est un nombre premier
0 sinon

On rappelle que si p est un nombre premier alors :
150 (P)* =5 (p*) = 1.
Le théoréme A bis assure alors que :
25, (D) < N [T+ (Y @+ Y D)VTW+) (Y @+ Y 1) )
p<VN p<VN p<VN p<VN p<VN

On admet pour la suite de la preuve que :

Y Injo(m)]® < N,
n<N

L’inégalité de Cauchy-Schwarzz combinée avec le résultat précédent entrainent
que :

[, (2)|?

VNT* . NiTs 2
At T Ly

<<6T(1+y)(( +1) + V(N +y)(

EPS\/N]')Z

Or, le théoreme de Tchebitchev assure que :

lnN<< Z 1<<1 N'
p<\/_

On aboutit donc a :

@52 <o (NT)* (=

W(l + )+ (N+y)x/T).

On choisit N = T3 pour avoir :

1@, (2)| K TST\/14+y(1+T7).

On continue notre majoration sachant que |z — /y| < /|z —y| :

5, 2)] < T 4 T 1
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Or, 1+ a3 < a3 donc :
(4.29) |@j,(2)] e T + YT s,

On remarque que cette borne est petite lorsque y est petit. De plus, I’estimation
obtenue a partir du développement de Fourier en 'infini (théréeme 4.10) donne :

VT
(4.30) |®;,(2)] < ik

Cette borne est petite lorsque y est grand. Les estimations 4.29 et 4.30 assurent
que :

s T )
|, ()] e T + 2= 4 Tt s,
VY
Il s’agit alors de minimiser la borne ci-dessus. Cela est réalisé lorsque y = Tz ¢
ce qui donne :
B, (2)| € T2 4 Toet5

ce qui entraine que :

A S 4e

@, (2)] Ke 7

Ceci finit la preuve o



Conclusion

Retenons que 'on a réussi a trouver une borne supérieure a la norme infinie
de certains vecteurs propres de carré intégrable du Laplacien hyperbolique, a
savoir une base orthonormée de Hecke, en étudiant des sommes spectrales ayant
comme poids des polynomes en les valeurs propres de Hecke. On a donc brisé
la borne locale par des moyens arithmétiques jusqu’a obtenir :

(4.31) ||®]]oe e ATTHE.

Une amélioration conséquente de ce résultat serait de prouver la conjecture
suivante :

(4.32) (18] 00 <o A

On peut se demander si trouver de telles bornes supérieures a des répercussions
en théorie des nombres. En fait, il y a un lien étroit entre trouver de telles
bornes supérieures et trouver des estimations de fonctions L sur la droite critique
Rs = % dans le cas de I' = SLy(Z). Or, lestimation de ces fonctions L sur
leur droite critique a des conséquences en théorie des nombres. Par exemple,
la conjecture 4.32 implique la conjecture de Lindelof pour la fonction dzéta de
Riemann a savoir :

(4.33) Ve > 0, c(% Fit) = O((1+|t)).

Comme ’hypothese tres vraisemblable de Riemann implique ’hypothese de Lin-
delof, tout porte a croire que la conjecture 4.32 est vraie. Donnons un dernier
exemple de l'interaction entre bornes supérieures de tels vecteurs propres et es-
timations de fonctions L sur la droite critique. Notons L(®,,s) la fonction L
associé a la forme cuspidale ® qui est dans la base orthonormée de Hecke. Si on
note x4 le caractére de Dirichlet défini par :

+1 sip=1[4]
xa(p)=q -1 sip=3[4]
0 sip=2

alors on peut montrer que :

L(®; ® x4, 2)L(®;, L . L(®; ® xa, 2)L(®;, %
( 7 ¥ X4 2) ( J Z)Tf€<<6 (I’j(’i) <. ( J X4,2) ( J 2)7_;.
J coshr;

(4.34)

coshr;

Ainsi, toute borne de ®; donne en retour une borne de L(®;, %) et vice-versa.
Pour conclure, on constate donc qu’il y a un lien étroit entre vecteurs propres du
Laplacien hyperbolique de surafces arithmétiques et théorie analytique des fonc-
tions L et donc théorie des nombres. Dans ce rapport, on a exposé un résultat
obtenu par des méthodes arithmétiques. Il serait peut-étre profitable de trouver
des bornes supérieures a partir de méthodes géométriques ou dynamiques qui
auraient alors de profondes répercussions sur les fonctions L de Dirichlet.
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