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Chapitre 1

Philippe Michel.
Sommes de carrés

Si f et g sont deux fonctions sur R & valeurs réelles alors le symbole f(z) <4 g(x) signifie
que | f(z)| est inférieur & une constante, qui ne dépend que de A, multiplié par g(x) au moins
pour |z| assez grand.

1.1 Sommes de quatre carrés

1.1.1 Le théoréme des quatre carrés de J.L. Lagrange

Un entier naturel n est somme de quatre carrés d’entiers s'il existe un quadruplet (a, b, ¢, d)
d’entiers relatifs vérifiant
2,2, 2 2
n=a"+b +c +d°. (1.1)

Par exemple, 39 est somme de quatre carrés d’entiers puisque 39 = 2% + (=5)? + 1% + 32.

Un quadruplet (a,b,c,d) vérifiant (1.1) est une représentation de n en somme de quatre
carrés d’entiers. Soit ¢ la forme quadratique définie positive sur Q*, un Q-espace vectoriel de
dimension finie égale a quatre, définie par

Y(a,b,c,d) € Q*, qu(a,b,c,d) =a®+b*+ &+ d*

Un quadruplet (a,b,c,d) vérifiant (1.1) est une représentation entiére de n par la forme qua-
dratique gy.
Notons R4(n) I'ensemble de ces représentations entiéres c¢’est-a-dire

Ru(n) = {(a,b,c,d) € Z",qs(a,b, c,d) = n}

et
rq(n) = card(R4(n))
le cardinal de cet ensemble fini. J.L. Lagrange a prouvé le résultat suivant au 18iéme siécle.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de J.L. Lagrange (1770) : énoncé 1). Tout entier naturel est
somme de quatre carrés d’entiers. En d’autres termes,

VneN, Ryn)#o

ou bien, de facon équivalente,
VneN, ryn)>1.
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Une preuve classique et élégante de ce résultat attribuée a B.A. Venkov (|22], [23|) repose sur
I'usage de I’algébre des quaternions de Hamilton M B (Q). Nous avons déja fait la connaissance
d’'une Q-algébre commutative de dimension finie égale & quatre depuis le début de 'exposé a
savoir (Q%, +, x,.). L’algébre des quaternions de Hamilton (B(Q),+, X,.) est une Q-algébre
non-commutative de dimension finie égale a quatre construite de la fagon suivante. C’est le
Q-espace vectoriel de dimension finie égale & quatre engendré par (1,7, j, k) muni des régles de
multiplication

P==k=-1 ixj=—jxi=k.
Bien entendu, 0 est le neutre du Q-espace vectoriel (B(Q),+,.) et 1 est I’élément unité de
I'anneau (B(Q),+, x).

Les symboles . et x désignant la multiplication externe et la multiplication sont généralement
omis. Ainsi, (3/2+4i —5j)(j + k) signifie (3/2.14+4.i —5.5) x (j + k). Donnons un exemple de
calcul dans cette algebre.

(G+k)(20 — 1) = 2ji — j + 2ki — k
= —2k—j+2j—k
—j—3k

alors que

(20 — 1)(j + k) = 2ij + 2ik — j — k
—2% —2j—j—k
= —3j+k

ce qui prouve la non-commutativité de cette algebre.
Le centre noté Z(B(Q)) de cette algébre, c’est-a-dire les éléments de cette algébre qui
commutent avec tous les autres, est exactement

Z(B(Q)) ={z1 € B(Q),Vz € B(Q), 2122 = 2221} = Q + Qu.
Cette algébre est munie de I'involution

conj : B(Q) — B(Q)
z=a+bitcj+dk — conj(z) =%=a—bi—cj—dk

1= conj et que Z1z3 = Z32; pour tous éléments z; et zo de cette

Il est facile de vérifier que conj
algébre.

Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau (B(Q),+, X) noté B(Q)* es
exactement l’ensemble des éléments non-nuls de B(Q) : on dit que 'anneau (B(Q), +, xX) est
un corps.

Cette algébre est également munie de deux applications intéressantes : la trace réduite et la

norme réduite. La trace réduite est 'application Q-linéaire définie par

tr: B(Q) - Q
z=a+bi+cj+dk — tr(z)=z2+Z=2a

(1). Nous renvoyons le lecteur vers [19, Section 5.7] pour non seulement davantage d’informations concernant
les quaternions mais aussi les démonstrations de certaines de leurs propriétés nécessaires dans ce texte.
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alors que la norme réduite est la forme quadratique définie positive définie par

Nr: B(Q) - Q
z=a+bi+cj+dk — Nr(z)=2Z2=0ad>+b+*+d%

Les espaces euclidiens (Q*, q4) et (B(Q), Nr) sont isométriques. En effet, Papplication

Q% q) — (B(Q),Nr)
(a,b,c,d) — z=a+bi+cj+dk

est une isométrie. Ceci permet de donner un énoncé équivalent du théoréeme de Lagrange.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de J.L. Lagrange (1770) : énoncé 2). Pour tout entier naturel n,
il existe z dans B(Z) tel que Nr(z) = n.

La fin de cette section contient une esquisse de preuve de cet énoncé du théoréme de La-
grange. Soit n un entier naturel. Nous pouvons supposer que n > 1 car 0 = Nr(0). La multipli-
cativité de la norme réduite implique que nous pouvons supposer que n est un nombre premier
p. Le cas p = 2 est facile car 2 = Nr(1 + 4). Nous pouvons donc supposer que p est un nombre
premier impair.

Introduisons le sous-ensemble

B(Z): {Z:a+b2+0]+dk7(a’b7c7d) 624}

de l'algébre des quaternions de Hamilton. B(Z) est a la fois un anneau (non commutatif) et un
Z-module libre de rang 4 : on dit que c¢’est un ordre de B(Q).
Un autre ordre important de B(Q) est 'ordre des quaternions de Hurwitz défini par

1+i+j+k

Op = B(Z)+Z 5

qui contient strictement B(Z) et dont ’ensemble des éléments inversibles est

OE::{iLiLiﬁi%,iliZTJik}
c’est-a-dire exactement I’ensemble des éléments de Op de norme réduite égale a 1.

Une propriété cruciale de cet ordre est sa principalité ?) ce qui signifie que si I C B(Q) est
un Op-module a gauche de type fini (c’est-a-dire un Z-module satisfaisant Ogl C I) alors il
existe ¢ dans B(Q)* tel que I = Ogq (confer [19, Lemme 3 Page 98]).

Choisissons des entiers relatifs a, b et ¢ tels que p divise a la fois a® +b*> +c? et a — 1. Un

tel choix est possible selon [19, Remarque Page 100]. Posons
w:a’i+bj+ck€(’)3, I:ng—i-OBp.

I est un Op module a gauche de B(Q) contenant strictement Opgp (car w n’appartient pas a
Opp) et strictement inclus dans Op (car tous les éléments de I ont leur norme réduite divisible
par p). La principalité de Op assure I'existence de z dans Op (nécessairement pas inversible)
tel que I = Opz.

(2). En fait, Op est Euclidien par rapport a la norme réduite.
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Etant donné que p appartient a I, il existe 2z’ (nécessairement pas inversible) dans Op tel
que p = zz'. En particulier,
P = Ni(p) = Ne()Nr(2)
d’ou
Nr(z) =p
car a la fois z et 2z’ ne sont pas de norme 1.
La preuve est essentiellement terminée, hormis le fait que z appartient & Op et pas forcément

a B(Z). Un calcul direct assure qu’il est possible de multiplier z par une unité de Op (donc de
norme 1) afin de le ramener dans B(Z).

1.1.2 Formule de Jacobi

Nous avons vu dans la section précédente que tout entier naturel admet une représentation
entiére par la forme quadratique ¢4. Il est alors naturel de se demander quel est le nombre de
représentations entiéres d’un entier naturel par ¢4. La réponse a cette question est donnée par
la formule de Jacobi.

Théoréme 1.1.3 (Formule de Jacobi (1828)). Sin est un entier naturel non-nul alors

a+1
_ _ p 1
d| p premier
4n p*|In
p#2
Nous renvoyons le lecteur vers [8, Chapitre 11] pour une démonstration de cette formule.
Deux remarques s’imposent. Quelle est l'origine de 8 dans cette formule ? Il est facile de
vérifier que
B(Z)Y = {z € B(Z),Nr(z) = 1} = {1, +i, £§, +k}

est un groupe multiplicatif abélien de cardinal 8. Quelle est 'origine de ce produit Eulerien ?
L’ensemble

B(Z)"™ = {z € B(Z),Nr(z) = n}

admet une action du groupe B(Z)M) par multiplication a gauche. Il se trouve que I’ensemble
quotient est un ensemble fini de cardinal

a+1l 1
card (B(Z)V\ B(Z)™) = (1 +26,,) [] pT.
p premier
p%|n
p#2

1.1.3 Equirépartition selon A.V. Malyshev et H.D. Kloosterman
La formule de Jacobi assure que

1 a b ¢ d
R4(n) = ) ) ) )

NG N RV ORVAARYALD

est un sous-ensemble de la sphére unité S® de R* constitué d’au moins n éléments. Il est alors

naturel d’étudier la distribution de cet ensemble sur S®. La réponse a cette question a été donnée
indépendamment par A.V. Malyshev ([13]) et H.D. Kloosterman (|11]).

) (a,b,c,d) € Z*, qu(a,b,c,d) = n}
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Théoréme 1.1.4 (A.V. Malyshev, H.D. Kloostermann). <\/L5R4(n)> s’équirépartit sur S*
>0

nz

par rapport & la mesure de Lebesque normalisée sur S® notée \gs lorsque n tend vers linfini
parmi les entiers naturels. En d’autres termes, si f : S* — C est une fonction continue alors

mjn) > )f (%) “nstoo - (x)dAss (x).

XER4(n

Comment visualiser cette équirépartition dans un espace ambiant de dimension quatre?
La fibration de Hopf permet de résoudre ce probléme. Soit B°(Q) le Q-espace vectoriel de
dimension 3 constitué des quaternions de trace nulle c’est-a-dire

B(Q) = {2 € B(Q), Tr(z) = 0} .

L’espace quadratique (BY(Q),Nr) est isométrique a l'espace quadratique (Q?,g3) ou g3 est la
forme quadratique définie positive sur Q définie par

Y(a,b,c) € Q®, q¢s(a,b,c) =a®+b* + 2.
Le groupe multiplicatif B(Q)* agit sur BY(Q) par conjugaison. En d’autres termes,
Vg € B(Q)*,Vz € B°(Q), g.z=gzg "

Ainsi, tout élément g de B(Q)* induit une bijection notée p, de B*(Q) dans lui-méme par
la formule p,(z) = g.z pour tout z dans B°(Q). Ces bijections p, sont des transformations
spéciales orthogonales de I'espace quadratique (B°(Q), Nr) c’est-a-dire des éléments du groupe
(SO(B°(Q),Nr)), lui-méme isomorphe a S03(Q).

Nous en déduisons la suite exacte

1 - Q* — B(Q)* — (SO(B"(Q)),Nr) ~ SO3(Q) — 1.
De facon analogue,
1 — {£1} = BR)Y — (SO(B°(R)M),Nr) =~ SO5(R) — 1
ou
BR)Y = {z=a+bi+cj+dk Nr(z) =1} ~S* C R,
B'R)Y = {z=a+bi+cj+dk,Nr(z) =1,tr(z) = 0}.

Le théoréeme de Witt ([21, Théoréme 3 Page 58|) assure que SO3(R) agit transitivement sur
S?. Soit xy dans S%. Nous disposons d’une application

SO3<R) — §?
A — AIO

dont la suite exacte suivante découle
BR)W ~§* — (SO(B(R)M),Nr) ~ SO3(R) — §* — 1

ol toutes les fleches sont surjectives. Cette suite exacte est appelée fibration de Hopf.

Une fibre au-dessus d’'un point est isomorphe & un S' pour la raison suivante. Soient z et
2 dans B(R)M. On a p,(w) = p.(w) si et seulement si w(z~'2") = (27'2')w si et seulement si
2712 = a + bw avec a® + b = 1.

Ainsi, p dans R4(n) induit un p dans SO3(R). L’énoncé suivant est un corollaire du théoréme
précédent.
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Corollaire 1.1.1. Soit zy dans S*. L’ensemble

{P.z0,p € Ry(n)}

s’équirépartit sur S® par rapport & la mesure de Lebesque normalisée sur S? lorsque n tend vers
linfini parmi les entiers naturels.

L’équirépartition précédente a lieu dans un espace ambient de dimension réelle deux.

La fin de cette section contient une esquisse de preuve du théoréme d’équirépartition de
A.V. Malyshev et de H.D. Kloostermann, fidéle & la présentation donnée dans [8, Chapitre 11].

Selon [5], 'espace topologique des fonctions continues sur S* est engendré par les polynomes
harmoniques homogénes c’est-a-dire par les polyndémes homogénes P sur R*

Js € R,VAER,Vx € RY, P(Ax) = \*P(x)
annulés par le Laplacien Euclidien de R*
o? o? 02 o?
— 4+ —+—+— | (P)=0.
(8x2 N 0y? i 022 - 8752) (P)

Il suffit donc de prouver le théoréme d’équirépartition pour f un tel polynome homogéne P. Si
P est un polyndéme homogéne de degré 0 donc constant de valeur c alors

w2 () e [ o

XER4(n)

Nous pouvons donc supposer que P est de degré s > 1. Il s’agit alors de prouver que

i X (2] e [ P00 = (P1) =0

XER4(n)

car P est orthogonal pour le produit scalaire standard a 1, le polynéme homogéne de degré 0
de valeur constante égale a 1. Soit € > 0 arbitrairement petit. Nous avons

5 2 F() e 3 P

XER4(n XER4(n)

1
< DL P

xER4(n)

Il s’agit donc de prouver qu’il existe une constante 6 > 0 telle que

Z P(X) <<n1+s/2—6‘

XER4(n)

C’est ici qu’interviennent les formes modulaires. Soient
H={z=z+iyeC,y >0}

le demi-plan supérieur et

To(4) = {7 - (i Z) € My(Z), ad — be = 1,4 | c}
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le groupe de congruence de niveau 4. Ce groupe agit sur H par homographies selon la formule

az+b
cz+d

Ve € H,Vy = (Z 2) € To(4), 7.z=

Définissons une fonction sur H par

Op(2) = Z Z P(x) | exp (2imnz).

n20 \ x€R4(n)

Les coefficients de Fourier de cette fonction sont précisément les quantités a estimer afin de
terminer la preuve.

Proposition 1.1.1. La fonction 0p est une forme modulaire de poids s + 2 et de niveau 4.
Cela signifie que fp satisfait les symmétries données par

Vz € H,Vy = (CCL cbl) €To(4), 0p(7.2) = (cz +d)* ?0p(2).

Le lecteur trouvera une preuve de cette proposition dans |8, Théoréme 10.8|.
Il est facile de démontrer que

Z P(X) < n(SH)/Q.

XER4(n)

Il est fascinant d’observer que cette borne, dite borne triviale, est presque suffisante pour
terminer la preuve. Toute amélioration méme microscopique de celle-ci implique le résultat
d’équidistribution. La premiére amélioration est diie & H.D. Kloosterman ([11]), qui a prouvé
que

Z P(X) < n(s+2)/271/6'

XER4(n)

Ce résultat est une conséquence d’estimations non-triviales de certaines sommes exponentielles :
les sommes de Kloosterman.

1.2 Sommes de trois carrés

1.2.1 Le théoréme des trois carrés de C.F. Gaufs et de A.-M. Legendre

Un entier naturel d est somme de trois carrés d’entiers s’il existe un triplet (a, b, ¢) d’entiers
relatifs vérifiant
d=a’+b +c (1.2)

Par exemple, 30 est somme de trois carrés d’entiers puisque 30 = 22 + (—5)% 4+ 1. Un triplet
(a, b, c) vérifiant (1.2) est une représentation de d en somme de trois carrés d’entiers. Soit g3
la forme quadratique définie positive sur Q3, un Q-espace vectoriel de dimension finie égale a
trois, définie par

Y(a,b,c) € Q®, qs(a,b,c) =a*+b*+ .
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Un triplet (a, b, c) vérifiant (1.2) est une représentation entiére de d par la forme quadratique
q3. Notons R3(d) 'ensemble de ces représentations entiéres c¢’est-a-dire

R3(d) = {(a,b,c) € Z°,g3(a,b,c) = d}

et
r3(d) = card(R3(d))

le cardinal de cet ensemble fini. A.-M. Lengendre et C.F. Gauft ont prouvé le résultat suivant
en 1801.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme des trois carrés (1801) : énoncé 1). Un entier naturel non-nul d
est somme de trois carrés d’entiers si et seulement si d n’est pas du type 4*(8¢ +7) ou k et {
sont des entiers naturels.

Il existe donc des obstructions locales empéchant & un entier naturel non-nul quelconque
d’étre une somme de trois carrés d’entiers. Par exemple, 7 ne peut pas étre une somme de
trois carrés d’entiers car il est possible de vérifier «a la main» que sa projection dans I’anneau
commutatif unitaire (Z/8Z,+, xX) n’est pas une somme de trois carrés.

La preuve initiale de A.-M. Legendre de 1798 nécessitait le théoréme de la progression
arithmétique de Dirichlet ¥, un résultat prouvé une cinquantaine d’années plus-tard.

Les espaces euclidiens (Q?, ¢3) et (B°(Q), Nr) sont isométriques. En effet, application

(@%¢5) — (B°(Q),Nr)
(a,b,c) +— z=ai+bj+ck

est une isométrie. Ceci permet de donner un énoncé équivalent du théoréme des trois carrés.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme des trois carrés (1801) : énoncé 2). Pour tout entier natuel non-
nul d, il existe z dans B°(Z) tel que Nr(z) = d si et seulement si d n’est pas du type 45(80+7)
ou k et ¢ sont des entiers naturels.

La fin de cette section contient une esquisse de preuve de cet énoncé du théoréme des trois
carrés. Soit d un entier naturel non-nul qui n’est pas du type 4*(8¢ + 7) ou k et £ sont des
entiers naturels.

Le principe de Hasse-Minkowski (un principe local-global nécessitant le théoréme de la
progression arithmétique de Dirichlet et détaillé dans [21, Théoréme 8 Page 73|) implique qu’il
existe z dans B°(Q) tel que Nr(z) = d. Or, Nr(z) = 2z = —z? car z est de trace nulle ce qui
implique que 2% = —d.

En particulier,

Zl2] = {Q(2), Q € Z[X]}

est un anneau commutatif de type fini inclus dans Opg.

Un corollaire de la principalité de I'ordre Op est que si R est un sous-anneau de type fini
de B(Q) alors R est conjugué a un sous-anneau de Op. En d’autres termes, il existe ¢ dans
B(Q)* vérifiant ¢ 'Rq C Op. En effet, OgR est un Og-module de type fini & gauche donc il
existe ¢ dans B(Q)* satisfaisant OgR = Opq donc

qRq™' C OpqRq™' = OpRRq' = OpRRq' = Opqq" = Op.

(3). Ce résultat est détaillé dans [21, Chapitre VI].
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Les deux remarques précédentes assurent qu’il existe ¢ dans B(Q)* tel que
qZ[z)lq " C Op.

En particulier,
g2q"' € OpN B°(Q) = B°(Z)

avec Nr(gzq~') = d, ce qui achéve I'esquisse de preuve.

1.2.2 Formes quadratiques (C.F. Gauf}) et nombre de classes (P.G.L. Di-
richlet)

L’objectif de cette section est de donner une formule pour r3(d). Supposons pour simplifier
que d soit un entier sans facteurs carrés satisfaisant d = 3 (mod 4). Par exemple, le fait que d
soit sans facteurs carrés implique que si (a, b, ¢) est une représentation de d par g3 alors a, b et
¢ sont premiers entre eux .

L’ensemble des formes quadratiques binaires entiéres de discriminant -d donnée par

Q(—d) = {gape(X,Y) = aX® +bXY +cY? (a,b,c) € Z°,b° — dac = —d}

admet une action de SLy(Z) définie par

(qa,b,c- (3 ?)) (X,Y) = qupec(aX +7Y, X +0Y).

C.F. Gauss a prouvé que 'ensemble quotient SLy(Z) \ Q(d) est non seulement fini mais
admet également une structure de groupe abélien ®). Il s’identifie au groupe des classes d’idéaux
Cl(—d) du corps quadratiques imaginaire pur Q(v/—d) = K_,; dont 'anneau des entiers est
Z[(1 4+ +/—d)/2] = O_4. Cl(—d) est le quotient de I'ensemble des idéaux fractionnaires de O_4
par I'ensemble de ses idéaux principaux. Son cardinal s’appelle le nombre de classes et est noté
h(—d).

La formule du nombre des classes de Dirichlet (démontrée dans [10, Equation (22.59)])
assure l’existence d’une constante réelle ¢; pour laquelle

h(—d) = c;VdL (-4, 1) (1.3)

ot L (x_a,$) est la série de Dirichlet absolument convergente sur Re (s) > 1 donnée par

L(x-d,8) = Z _X—;(”)

n=>1

et x_q est le caractére de Kronecker de K_; défini a 1'aide de symboles de Jacobi dans [10,
Equation (3.43)].
C.L. Siegel a prouvé en 1935 que pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe une constante
non calculable ¢, > 0 telle que
L(x-a,1) > cd . (1.4)

(4). On dit que (a, b, ¢) est une représentation primitive de d par ¢s.
(5). Voir par exemple [10, Chapitre 22] pour plus d’informations concernant le groupes des classes
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D’autre part, le groupe SO3(Z) agit sur R3(d) par multiplication a droite. I se trouve
que Cl(—d) agit transitivement sur I'ensemble quotient SO3(Z) \ R3(d) avec des stabilisateurs
d’ordre au plus 2 ce qui entraine qu’il existe une constante réelle ¢y telle que

ra(d) = coh(—d). (1.5)

Les équations (1.3), (1.4) et (1.5) assurent que pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe
une constante non calculable ¢, > 0 telle que

ra(d) > '~ (16)

Cette minoration reste valide méme si d admet des facteurs carrés ou n’est pas congru a 3
modulo 4.

Terminons ce paragraphe trés dense par une description de 'action de Cl(—d) sur SO3(Z) \
R3(d). Soient I un O_gz-module de type fini et 2z dans B%(Z) avec Nr(z) = d, c’est-a-dire
22 = —d. En particulier, 'application

1, K,d — B (Q)
U+ v\/—_d = U+ vz

est un plongement.

L’ensemble i,(I)Op étant un Op-module & gauche de type fini, nous savons qu'’il existe ¢
dans B(Q)* tel que i.(I)Op = qOp car Op est principal. Signalons que ¢ est défini & une unité
pres de Ogp.

Définissons 2z’ = ¢~ 'zq. D’une part, il s’agit d'un quaternion de norme réduite égale a d et
de trace nulle. D’autre part,

Ainsi, 2’ € B°(Q) N Op = B(Z) et est de norme réduite égale a d donc défini un élément de
Rs3(d).
L’action de la classe d’équivalence dans le groupe des classes Cl(—d) de I notée [I] sur z

dans R3(d) est donnée par la formule
[I].z =2

Il s’agit alors de vérifier qu’il s’agit d’'une action de Cl(—d) sur SO3(Z) \ R3(d), le quotient
par SO3(Z) reflétant le fait que ¢ est défini & une unité prés de Op, et que cette action est
transitive avec des stabilisateurs d’ordre au plus 2. Nous ne le ferons pas lors de cet exposé et
nous renvoyons le lecteur vers [4].

1.2.3 Equirépartition selon W. Duke, H. Iwaniec et Y.V. Linnik

L’équation (1.6) assure que

Rs(d) = { (\% %, id) J(a,b,¢) € Z3, g3(a, b, ¢) = d}
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est un sous-ensemble de la sphére unité S? de R? constitué d’au moins d'/2~¢ éléments pour tout
€ > 0 si d est admissible, c’est-a-dire n’est pas de la forme 4*(8¢ + 7) pour des entiers naturels
k et ¢. 11 est alors naturel d’étudier la distribution de cet ensemble sur S?. La réponse & cette
question a été donnée indépendamment par Y.V. Linnik ([12]) en 1968, modulo une condition
de nature ergodique, et inconditionnellement par W. Duke et H. Iwaniec (|9] et [2]) en 1988.

Théoréme 1.2.3 (W. Duke, H. Iwaniec (1988)). <\/LER3(TL>> s’équirépartit sur S* par
d admissible
rapport & la mesure de Lebesque normalisée sur S? notée \g2 lorsque d tend vers l'infini parmi

les entiers admissibles. En d’autres termes, si f : S* — C est une fonction continue alors

1 X
7’3(d> Z )f <ﬁ) %da(fijmz;gﬁjle /XES2 f<X>d)\SQ (X)

xER3(d

Commencons par décrire la condition supplémentaire apparaissant dans le travail de Y.V. Lin-
nik. Soit p un nombre premier impair fixé. Y.V. Linnik exige que d doit étre sans facteurs carrés
et que —d doit étre un carré modulo p, ce qui signifie que p est décomposé dans K_4. En d’autres
termes, I'idéal engendré par p dans O_g4, noté pO_,, se décompose sous la forme

pO_q=pp

ol p et p’ sont deux idéaux de O_,. Cette condition admet l'interprétation ergodique suivante.
Le sous-groupe de Cl(—d) engendré par la classe de p, noté ([p]), vérifie

log (d)
log (p)

card (([p])) = ¢

ol ¢ est une constante. En effet, si h est un entier naturel vérifiant [p]" = [O_,] alors I'idéal p"
est un idéal principal de O_; engendré par a + bv/—d pour a et b des demi-entiers relatifs avec
b # 0. En d’autres termes,

p" = (a + bV/—d)O_y.

Un calcul de normes de ces idéaux implique que
P =a® +b*d > d/4

ce qui est ce que 'on cherchait. Ainsi, la condition de Linnik assure I’existence d’une dynamique
exploitable sur R3(d) (hypothése de type entropie positive).

Donnons une esquisse de la preuve de W. Duke et de H. Iwaniec, qui repose sur ’analyse
harmonique et qui ressemble a la démonstration du théoréme des quatre carrés de J.L. Lagrange
décrite précédemment.

L’espace topologique des fonctions continues sur S? est engendré par les polynéomes harmo-

niques homogénes c’est-a-dire par les polynémes homogénes P sur R?® annulés par le Laplacien
Euclidien de R3

selon [5]. Il suffit donc de prouver le théoréme d’équirépartition pour f un tel polynéme homo-
géne P de degré s > 1, le cas des polynémes homogenes de degré 0 étant immédiat. Il s’agit
alors de prouver que

1 b ¢
Pl—)— isic P(x)dAg2 =0.
r3(d) Z (\/ZZ) 4 oieaible /xegz (x)dAs2 (x)

x€ER3(d)
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Soit € > 0 arbitrairement petit. Nous avons

5 2 P (3) -~ ran X e

XER3 (d) xER3(d)

1
< g 2 P
XGRg(d)

Il s’agit donc de prouver qu’il existe une constante d > 0 telle que

Z P(x) < dY/?s/270 = (s+3/2)/2-1/4=3
xER3(d)

Définissons une fonction sur H par

Op(z) = Z Z P(x) | exp (2imdz).

d>1 \ x€Rs(d)

dont les coefficients de Fourier sont précisément les quantités & estimer afin de terminer la
preuve.

Proposition 1.2.1. La fonction 0p est une forme modulaire de poids s + 3/2 et de niveau 4.
Cela signifie que 0p satisfait les symmétries données par

V2 € H, ¥y = (‘CL Z) € To(d), Op(y.2) = ((g) 7 (cz + d)1/2)2s+3 Op(2).

Ici,
1 ifd=1mod4,
€ =
¢ 1 if d = 3 mod 4,

la racine carrée est celle qui est positive sur R} et le symbole de Jacobi est défini dans [10,
Page 52|. Le lecteur trouvera une preuve de cette proposition dans |8, Théoréme 10.8]. Une
différence importante avec le cas du théoréme des quatre carrés de J.L. Lagrange est que 6p
n’est pas de poids entier mais demi-entier.

Il est facile de démontrer que

Z P(X) < d(8+3/2)/271/4+6
xER3(n)

pour tout € > 0. Une amélioration minuscule de cette borne implique le résultat d’équidistri-
bution. H. Iwaniec (|9]) a prouvé que

Y7 P(x) < derD A
xER3(d)

pour tout € > 0 lorsque s + 3/2 > 7/2 et Op est une fonction holomorphe. W. Duke ([2]) a
généralisé ce résultat lorsque s + 3 / 2 > 1/2 et Op est réelle-analytique, ce qui lui a notamment
permis de conclure la preuve analytique et harmonique de ce résultat d’équidistribution.
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1.3 Généralisations

Les paragraphes précédents suggérent a juste titre que les différents résultats concernant la
distribution des représentations d’'un entier par une forme quadratique sont intimement liés a
la théorie des formes modulaires et a la dynamique de ’action de certains tores sur des espaces
homogeénes. Nous renvoyons le lecteur vers [20] et [16] pour plus de détails mais nous aimerions
indiquer deux champs de recherche inspirés par ce type de questions en théorie des nombres.

— Théorie des représentations automorphes :

— fonctions L et probléme de sous-convexité ([15]),
— conjectures de B. Gross-D. Prasad ([6], [7]).

— Théorie ergodique :

— travaux de R. Bowen et de G. Margulis sur I’équirépartition des géodésiques fermées
d’une surface hyperbolique compacte ([1], [14]),

— théorie de Ratner (classification des orbites des flots unipotents sur les espaces homo-
génes, [17], [18]) lorsque le nombre de variables de la forme quadratique est supérieur
a quatre,

— travaux récents de Einsiedler-Katok-Lindenstrauss sur la conjecture de Littlewood

(I3D)-
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