
COMPORTEMENT ASYMPOTIQUE DES HAUTEURS DES POINTS DE HEEGNER
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RÉSUMÉ. Le terme principal de la moyenne, sur les discriminants quadratiques satisfaisant
la condition de Heegner, de la hauteur de Néron-Tate des points de Heegner d’une courbe
elliptique rationnelle E a été déterminé dans [12]. Les auteurs ont également conjecturé l’ex-
pression du terme suivant. Dans cet article, il est démontré que cette expression est correcte
et une asymptotique précise, qui sauve une puissance dans le terme d’erreur, est obtenue.
Les annulations des coefficients de Fourier de formes sur GL2 dans les progressions arithmé-
tiques sont au coeur de la démonstration.

ABSTRACT. The leading order term for the average, over quadratic discriminants satisfying
the so-called Heegner condition, of the Néron-Tate height of Heegner points on a rational
elliptic curve E has been determined in [12]. In addition, the second order term has been
conjectured. In this paper, we prove that this conjectured second order term is the right one;
this yields a power saving in the remainder term. Cancellations of Fourier coefficients of GL2-
cusp forms in arithmetic progressions lie in the core of the proof.
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1. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

1.1. Problématique et résultats précédents. Soient N un entier sans facteur carré et

D := {
d ∈Z, d < 0, µ2(d) = 1, d ≡ ν2 mod (4N ), (ν,4N ) = 1

}
l’ensemble des discriminants fondamentaux impairs qui satisfont la condition de Heegner.
Pour d dans D, notons Hd le corps de classes de Hilbert du corps quadratique imaginaire
Q(

p
d). Soient E une courbe elliptique rationnelle de conducteur N et Pd ∈ E(Hd ) l’un des

points de Heegner de E de discriminant d . Notons ĥHd (Pd ) la hauteur de Néron-Tate de
ce point, sachant que la normalisation adoptée est donnée par ĥHd (Pd ) = [Hd : Q]ĥ(Pd ) où
ĥ : E(Q) → R+ désigne la fonction hauteur canonique (voir [14, Chapitre VIII Section 9] par
exemple). Cette valeur, qui ne dépend pas du choix du point de Heegner de discriminant d
(voir [8]), est un invariant arithmétique du couple (E ,d) qui semble très irrégulier, comme le
suggère la figure 1 de [12].

Le but de cet article, est de poursuivre l’étude quantitative de ĥHd (Pd ) en moyenne sur
les discriminants d dans D. De façon plus précise, il s’agit, comme dans [12], d’étudier le
comportement asymptotique de la somme∑

d∈D
|d |ÉY

ĥHd (Pd )

lorsque Y > 0 tend vers l’infini.
Il est possible de montrer que l’ensemble D ⊂Z possède une densité

lim
Y →+∞

card{d ∈D, |d | ≤ Y }

Y
= 2cN

dont la valeur explicite est

cN := 3

π2N

 ∏
p∈P
p|2N

(
1− 1

p2

)−1

card
({
ν2 ∈Z/4NZ , (ν,4N ) = 1

})
.

La plupart des notations de cet article sont compatibles avec celles de [12].
L’approche analytique naturelle de cette étude repose sur la formule de Gross-Zagier ( [8,

Théorème 6.1, Section I page 230])

L′
d (E ,1) = 2Ω

u2
p−d

ĥHd (Pd ) (1.1)

où 2u est le nombre de racines de l’unité de Q(
p

d), Ω est le volume complexe de E c’est-
à-dire le double de l’aire d’un parallélogramme fondamental de E(C) (voir remarque 5). La
définition de la série L apparaissant dans le membre de gauche est donnée dans la section 2.
Les auteurs de [12] ont déterminé le comportement asymptotique suivant (voir [12, Théo-
rème 4.1]).

Théorème (G. Ricotta & T. Vidick)� Si E est une courbe elliptique rationnelle de conducteur
N sans facteur carré et F est une fonction lisse à support compact dans R×+ alors∑

d∈D

L′
d (E ,1)F

( |d |
Y

)
=αY logY +βY +Error+Oε

(
N 15/4+εY 19/20+ε)

où
Error=Oε

(
N Y

(
log(N Y )

)1/2+ε) (1.2)

pour tout ε> 0 et où

α := cN L(1)
∫ +∞

0
F (t )dt ,

β := cN

∫ +∞

0
F (t )

(
L′(1)+L(1)

(
log

(
N t

4π2

)
−2γ

))
dt
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avec

L(s) := L(Sym2E ,2s)
ζ(N )(4s −2)

ζ(N )(2s)

∏
(p,2N )=1

(
1− 1

p4s−2(p +1)

)
.

Remarque 1� Selon l’estimation (1.2) du terme Error, ce théorème est un développement
asymptotique à un terme du premier moment de la valeur de la dérivée de la série Ld (E , s)
au point critique s = 1, lorsque F est d’intégrale non nulle. L’analyse analytique et numérique
menée dans [12] avait suggéré que ce terme devrait être négligeable devant Y . L’objectif de ce
travail est de confirmer cette observation c’est-à-dire de prouver qu’il existe des constantes
réelles explicites δ2 et δ1 > 0 telles que

Error=Oε

(
Nδ2+εY 1−δ1+ε

)
pour tout ε> 0 (voir (3.1)).

Remarque 2� La fonction L(s) ci-dessus correspond à la fonction L̃ (s) de [12]. D’une part,
son expression a été simplifiée : L(s) apparaît clairement comme L(Sym2E ,2s) multiplié par
des facteurs correctifs, dont le produit converge absolument lorsque s est proche de 1. D’autre
part, une petite erreur dans les facteurs Eulériens à la place 2 a été corrigée. Ceci modifie très
légèrement la valeur de β, mais ne modifie pas la valeur de α. C’est uniquement ce facteur α
qui est utilisé dans le paragraphe 5 de [12] lors de la confrontation des résultats numérique
et théorique.

1.2. Présentation des nouveaux résultats. Le résultat principal de cet article est le suivant.

Théorème A� Si E est une courbe elliptique rationnelle de conducteur N sans facteur carré et
F est une fonction lisse à support compact dans R×+ alors∑

d∈D

L′
d (E ,1)F

( |d |
Y

)
=αY logY +βY +Oε

(
N 15/4+εY 19/20+ε)

pour tout ε> 0.

Remarque 3� L’estimée est très précise en la variable Y . Si la courbe elliptique E est fixée,
une petite puissance dans le terme d’erreur a été sauvée par rapport au terme principal. Bien
qu’il soit possible d’améliorer nettement les exposants 15/4 et 19/20, des arguments courts,
qui donnent des exposants qui ne sont pas optimaux mais restent de taille modérée, ont été
privilégiés.

Une dépendance explicite en le conducteur N a été conservé tout au long de ce travail. La
façon dont varie ĥHd (Pd ) (ou plus simplement ĥ(E), la hauteur de Faltings de E) en fonction
de N est une question délicate et largement ouverte.

Remarque 4� D’une part, cN ³ 2−ω(N ) et L(1) ³ L(Sym2E ,2) . D’autre part,

N−ε¿ε L(Sym2E ,2) ¿ log N

d’après [7]. Ainsi, le terme d’erreur croît (à Y fixé) bien plus vite avec N que les termes prin-
cipaux (α et β). Le terme principal domine lorsque N ¿ Y 1/76.

Le théorème A et la formule de Gross-Zagier (1.1) impliquent le corollaire suivant (voir
[12]).

Corollaire B� Si E est une courbe elliptique rationnelle de conducteur N sans facteur carré
alors ∑

d∈D
|d |ÉY

ĥHd (Pd ) =CPY
3
2 logY +C ′

PY
3
2 +Oε

(
N 15/4+εY 29/20+ε)

pour tout ε> 0, où CP est la constante définie par

CP := π

3
cN

∏
p∈P

(p,2N )=1

(
1− 1

p2(p +1)

)−1 L(Sym2E ,2)

πΩ
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et

C ′
P :=CP

(
log

(
N

4π2

)
− 2

3
−2γ

)
+ cN

3Ω
L′(1).

Remarque 5� Une autre écriture possible pour la constante CP est

CP = π

3
cN

∏
p∈P

(p,2N )=1

(
1− 1

p2(p +1)

)−1 deg(Φ)

N

oùΦ : X0(N ) → E est la paramétrisation modulaire de E . Cela résulte essentiellement de [13]
et de l’égalité Ω×deg(Φ) = 4π2( f , f ) où ( f , f ) désigne le produit scalaire de Peterson de f
(voir [8, Pages 230, 308 et 310]). Ainsi, l’intuition géométrique suggérant que, à conducteur
N fixé, la hauteur de Néron-Tate d’un point de Hegner est gouvernée par le degré de la para-
métrisation modulaire de E , est vraie en moyenne sur les discriminants (voir [12]).

1.3. Idée de la preuve du Théorème A. Les premières étapes sont classiques et ont été effec-
tuées dans [12]. On exprime L′

d (E ,1) comme un polynôme de Dirichlet tronqué à l’aide de
l’équation fonctionnelle approchée. Un terme «diagonal» provenant des entiers n qui sont
des carrés fournit le terme principal αY logY +βY , avec α et β comme données précedem-
ment (noté TP1 dans [12]). La contribution «hors-diagonale» r ′

d (n), voir la définition (2.2),
correspond aux entiers v qui sont différents de 0. C’est d’elle que provient le terme Error.
Pour démontrer le Théorème A, on améliore l’estimée (1.2). L’estimée (3.1) montre que Error
est négligeable devant βY et que l’on peut l’incorporer dans le terme d’erreur.

Expliquons la différence principale avec l’article antérieur. Dans [12], il est fait appel à [12,
(4.3)] : ∑

d∈D

r ′
d (n) É 4

p
n. (1.3)

Cette majoration combine astucieusement les aspects «clairsemés» de l’ensemble D et de
l’équation 4n = u2+|d |v2. Elle met en évidence des annulations non triviales dans la somme
en d : il en découle l’estimée (1.2).

Dans cet article, les annulations de la somme en d sont davantage exploitées en prenant
en compte les oscillations des coefficients de Fourier an dans les progressions arithmétiques
(qui ne peuvent pas être détectées avec (1.3)). Chaque étape est donc délicate dans la me-
sure où toute majoration trop directe briserait ces oscillations. C’est pour cette raison que la
première étape de la démonstration consiste à «déployer» l’équation 4n = u2 +|d |v2. Intuiti-
vement, lorsque d parcourt D, l’entier n parcourt des progressions arithmétiques. Au coeur
de la démonstration est l’inégalité (3.6).

Cette estimée est très générale et peut être améliorée dans de nombreux cas [1–6, 9, 11].
Elle est suffisante dans le cas présent car le module des progressions arithmétiques est de
taille modérée. La démonstration est de ce fait robuste et il est probable qu’elle s’adapte à
d’autres problèmes.

1.4. Organisation de l’article. La Section 2 décrit les propriétés analytiques de la série L en
(1.1), ce qui permet de décrire précisément le terme Error. La démonstration du Théorème A
est détaillée dans la Section 3.

Notations� Le paramètre principal de cet article est un nombre réel strictement positif Y qui
tend vers l’infini. Ainsi, si f et g sont des fonctions de la variable réelle à valeurs complexes
alors les notations f (Y ) ¿B g (Y ) ou f (Y ) = OB (g (Y )) signifient que | f (Y )| est inférieur ou
égal à une «constante» ne dépendant que de B multipliée par g (Y ), au moins pour Y > 0 assez
grand. La lettre ε désigne un réel strictement positif arbitrairement petit dont la valeur peut
changer d’une ligne à l’autre. La lettre µ désigne la fonction de Möbius et la lettre ω désigne la
fonction nombre de diviseurs premiers. Enfin, pour un produit Eulerien L(s) =∏

p∈P Lp (s), P

désignant l’ensemble des nombres premiers, et pour un entier k Ê 1, posons

L(k)(s) := ∏
p∈P
p|k

Lp (s) et L(k)(s) := ∏
p∈P

(p,k)=1

Lp (s).
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2. PRÉREQUIS ANALYTIQUES

La fonction L de E surQ notée L(E |Q, s) =∑
nÊ1 ann−s est définie a priori sur ℜe (s) > 3

2 . Les
travaux de A. Wiles et R. Taylor ( [16], [15]) assurent qu’il existe une forme primitive cuspidale
f de niveau N , de poids 2 et de caractère trivial telle que

L(E |Q, s) = L( f , s).

Souvenons-nous que les coefficients de Fourier de f satisfont

an ¿ε n1/2+ε (2.1)

pour tout ε > 0. La série de Dirichlet apparaissant dans le membre de gauche de la formule
de Gross-Zagier (1.1) est définie sur ℜe (s) > 3/2 par

Ld (E , s) :=

 ∑
mÊ1

(m,N )=1

χd (m)

m2s−1

×
( ∑

nÊ1

anrd (n)

ns

)

où χd est le caractère de Kronecker du corps Q(
p

d) et rd (n) désigne le nombre d’idéaux
principaux deQ(

p
d) de norme n. Par la méthode de Rankin-Selberg, Ld (E , s) admet un pro-

longement holomorphe à C et satisfait l’équation fonctionnelle

∀s ∈C, Λd (E , s) =−χd (N )Λd (E ,2− s)

où Λd (E , s) := (N |d |)s ((2π)−sΓ(s))2 Ld (E , s) est la série complétée (voir la section IV de [8]
pour la mise en oeuvre de la méthode). Remarquons que comme d est un carré modulo N ,
le signe de l’équation fonctionnelle est −1, de sorte que Ld (E ,1) = 0.

Comme expliqué dans l’introduction, il s’agit d’estimer minutieusement le terme Error
qui est donné dans les équations (4.4) et (4.5) de [12], et qui apparaît lorsque l’on applique à
Λd (E , s) la méthode de l’équation fonctionnelle approchée :

Error := 2
∑

d∈D

∑
(m,N )=1

∑
nÊ1

anχd (m)r ′
d (n)

mn
V

(
4π2nm2

N |d |
)

F

( |d |
Y

)
.

Les notations sont les suivantes :

r ′
d (n) := card

({
(u, v) ∈ (

N×Z∗)
, u2 +|d |v2 = 4n

})
(2.2)

pour tout entier naturel n Ê 1 et tout élément d de D (et plus généralement D′ défini en
(3.2)) ; V :R∗+ →R est une fonction de coupure définie à la page 14 de [12] vérifiant

x j V ( j )(x) ¿ j x−1/4 exp(−2
p

x) (2.3)

pour tout entier naturel j .

3. ESTIMÉE DU TERME Error

L’objectif de cette section est de démontrer que

Error=Oε

(
N 13/12+εY 5/6+ε) (3.1)

pour tout ε> 0.

3.1. Estimées triviales. On commence par déployer la définition (2.2) de sorte que :

Error= 2
∑

(m,N )=1

∑
(d ,n,u,v)

anχd (m)

mn
V

(
4π2nm2

N |d |
)

F

( |d |
Y

)
où la deuxième somme porte sur l’ensemble des quadruplets (d ,n,u, v) ∈D×N∗×N×Z∗ qui
vérifient 4n = u2 +|d |v2.

Le terme F (|d |/Y ) restreint la sommation à Y ¿ |d | ¿ Y car F est à support compact
dans R×+. La décroissance exponentielle de V donnée en (2.3) assure que la contribution des
quadruplets pour lesquels

nm2 Àε N 1+εY ε|d |
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est négligeable car elle est bornée par OB ,ε((N Y )−B ) pour tout nombre réel B > 0. C’est en
particulier le cas lorsque u >U /m ou bien |v | >V /m ou encore n > N0

/
m2 où

U := N 1/2+ε/2Y 1/2+ε/2, V := N 1/2+ε/2Y ε/2, N0 := (N Y )1+ε.

Dans toute la suite, il est donc légitime de se restreindre aux intervalles de sommation

0 É u É U

m
et 1 É |v | É V

m
et 1 É m ÉV et 1 É n É N0

m2 .

Même lorsqu’elles ne sont pas explicitées, ces inégalités sont sous-entendues dans toute la
suite.

Remarque 3.1� Comme n est uniquement déterminé par u, v et d , le reste de la contribution
peut se majorer, en valeur absolue et à l’aide de (2.1), par

Error¿ ∑
mÊ1

∑
(u,v,d)

1

m(u2 +|d |v2)1/2

(
N |d |

(u2 +|d |v2)m2

)1/4

¿ N 1/4
∑

mÊ1

1

m3/2


∑

|d |¿Y
1É|v |ÉV /m

1

|d |1/2|v |3/2
+ ∑

|d |¿Y
1ÉuÉU /m

1É|v |ÉV /m

1

u|v |1/2


¿ε N 1/2+εY 1+ε

pour tout ε> 0. Cette estimée «triviale» n’est pas suffisamment précise (en fait moins bonne
que (1.2)). Pour obtenir (3.1), il faut tenir compte des oscillations des coefficients an .

3.2. La condition d sans facteur carré. Pour effectuer la somme sur d ∈ D, il est commode
d’introduire l’ensemble

D′ := {
d ∈Z, d < 0, d ≡ ν2 mod (4N ), (ν,4N ) = 1

}
. (3.2)

qui est une union de O(N ) progressions arithmétiques de raison 4N ; et de détecter sépa-
rément la condition d sans facteur carré à l’aide de l’identité

∑
a2|d µ(a) = µ2(d). La défini-

tion (2.2) est étendue à d ∈D′ et la somme est coupée selon la taille des diviseurs a :

ErrorÉ ∑
1ÉaÉA

|Error(a)|+ ∑
a>A

|Error(a)| = E1 +E2.

Ici, A est une petite puissance de Y qui sera «optimisée» dans la section 3.5 et

Error(a) := 2
∑

d∈D ′
a2|d

∑
(m,N )=1

∑
nÊ1

anχd (m)r ′
d (n)

mn
V

(
4π2nm2

N |d |
)

F

( |d |
Y

)
.

Le terme E1 est estimé dans la section suivante alors que le terme E2 est estimé dans la sec-
tion 3.4.

3.3. Contribution des petits diviseurs. On suppose que (a,4N ) = 1 car sinon Error(a) = 0.

3.3.1. Travail préparatoire. La loi de réciprocité quadratique implique que

χd (m) =



( d

m1

)
si (m2,d) = 1 et m1 impair,

χ8(d)
( d

m1

)
si (m2,d) = 1 et m1 est pair

0 si (m2,d) 6= 1

pour tout d dans D′ et tout entier naturel m = m1m2
2 Ê 1 où m1 est sans facteur carré. En

particulier, la fonction
d 7→χd (m)

est 4m-périodique.
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Supposons, afin d’alléger les notations, que N est impair. Le cas N pair est similaire. Pour
tout entier d < 0, l’appartenance d ∈D′ peut être détectée par l’identité :

1

2ω(N )+1

∑
χ (mod 4)

∑
ψ (mod N )
ψ2=1

χ(d)ψ(d) = δd∈D ′

où χ décrit les deux caractères de Dirichlet de module 4 etψ décrit les caractères de Dirichlet
quadratiques de module N .

Pour toute la suite, posons

φ(d) :=χd (m)δd∈D ′ .

C’est une fonction 4mN -périodique.
En tenant compte de (2.2), il est possible d’obtenir l’estimation

Error(a) É ∑
(m,N )=1

1

m

∑
(u,v)∈N×Z∗

∣∣∣∣∣ ∑
(d ,n)

φ(d)
an

n
V

(
4π2nm2

N |d |
)

F

( |d |
Y

)∣∣∣∣∣
où la sommation porte sur les couples (d ,n) ∈ Z−×N∗ satisfaisant 4n = u2 +|d |v2, a2 | d et
1 É n É N0/m2.

Limitons-nous à estimer la contribution des v pairs sachant que la contribution des v
impairs se traite de façon tout à fait similaire. Dans ce cas, u est également pair. Il s’agit alors
d’estimer ∑

(m,N )=1
1ÉmÉV

1

m

∑
0ÉuÉU /(2m)

1É|v |ÉV /(2m)

∣∣E(u2; a2, v2)
∣∣ , (3.3)

après avoir effectué le changement de variables (u, v) 7→ (u/2, v/2), et où

E(u2; a2, v2) := ∑
n≡u2 (mod a2v2)

u2+a2v2ÉnÉN0
/

m2

an

n
φ

(
u2 −n

a2v2

)
V

(
4π2nm2

N
(
n −u2

)/
v2

)
F

(
(n −u2)

/
v2

Y

)
(3.4)

3.3.2. Coefficients de Fourier dans des progressions arithmétiques de petit module. Selon (3.4),
il s’agit donc d’estimer

E(u2; a2, v2) = ∑
n1ÉnÉn2

anη(n)G(n),

où 1 É n1 := u2 + a2v2 ¿ n2 := N0/m2, η est la fonction 4N ma2v2-périodique et de module
inférieur à 1 définie par

η(n) :=

φ
(

u2 −n

a2v2

)
si n ≡ u2 (mod a2v2),

0 sinon,

et G est la fonction définie par

G(x) := 1

x
V

(
4π2xm2

N
(
x −u2

)/
v2

)
F

((
x −u2

)/
v2

Y

)
pour tout nombre réel x > 0. Selon (2.3),

G(x) ¿
(

N Y

m2

)1/4

x−5/4,

xG ′(x) ¿
(

N Y

m2

)1/4

x−5/4
(
1+ u2

Y 1/4|v |1/2(x −u2)3/4

)
.

(3.5)

D’après [10, Lemma I], on a∑
1ÉnÉx

anη(n) ¿ (N ma2v2)1/2x log x. (3.6)
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En sommant par parties,

E(u2; a2, v2) =
[{ ∑

1ÉnÉx
anη(n)

}
G(x)

]n2

n1

−
∫ n2

n1

{ ∑
1ÉnÉx

anη(n)

}
G ′(x)dx

ce qui implique que

E(u2; a2, v2) ¿ε (N Y )ε
(
N ma2v2)1/2

(
N Y

m2

)1/4 N 1/4(
u2 +a2v2

)1/4
(3.7)

pour tout ε> 0 grâce à (3.6) et (3.5).

3.3.3. Estimée finale de la contribution des petits diviseurs. Une estimation triviale des sommes
en u, v , et m combinée avec (3.3) et (3.7) assure que

Error(a) ¿ε (N Y )εN Y 1/4
∑

mÉV

1

m

 ∑
1É|v |ÉV /(2m)

p
a
√

|v |+ ∑
1ÉuÉU /(2m)

1É|v |ÉV /(2m)

a|v |p
u


¿ε (N Y )εN Y 1/4

∑
mÉV

1

m2

{p
aV 3/2 +a

p
UV 2

}
¿ε (N Y )εN 9/4Y 1/2a

pour tout ε> 0 d’où
E1 ¿ε (N Y )εN 9/4Y 1/2 A2. (3.8)

pour tout ε> 0. Cela conclut l’estimation de E1.

3.4. Contribution des grands diviseurs. En procédant comme dans la remarque 3.1, mais
en tenant compte de la condition supplémentaire a2 | d , la majoration

Error(a) ¿ε N 1/2+εY 1+ε/a2

est valide pour tout ε> 0 et implique, en sommant sur les a > A, que

E2 ¿ε (N Y )ε
N 1/2Y

A
(3.9)

pour tout ε> 0.

3.5. Choix du paramètre A. Selon (3.8) et (3.9),

Error¿ε (N Y )ε
(

N 9/4Y 1/2 A2 + N 1/2Y

A

)
pour tout ε> 0 et le choix optimal est A := Y 1/6N−7/12.
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