
Mémento de théorie de la 
omplexitéGilles Zémor23 septembre 20081 Problèmes algorithmiques1.1 Du semi-formel au formelExemples de problèmes algorithmiques :� Cal
uler le pg
d de deux entiers, deux polyn�mes,� Trouver un exposant se
ret RSA,� Fa
toriser un entier,� Trouver le plus 
ourt 
hemin dans un graphe,� Dé
ider si un graphe 
ontient un triangle,� Dé
ider si un entier est premier.Les deux derniers problèmes sont des exemples de problèmes dits de dé
ision.Ils se dé�nissent par une 
olle
tion I d'instan
es et une question Q à laquelle laréponse est �oui� ou �non�.
I : un graphe G
Q : le graphe G 
ontient-il un triangle(trois sommets deux à deux adja
ents) ?La formalisation 
omplète d'un problème de dé
ision implique une 
onventionsur le 
odage des données. Qu'entend-on par �un graphe G� ? Destinée à êtretraitée par une ma
hine, une instan
e est représentée par une suite d'élémentsd'un alphabet �ni Σ, 
'est-à-dire un mot de Σ∗. Par quelle 
onvention représente-t-on un graphe ? Si Σ = {0, 1}, la donnée d'une matri
e d'adja
en
e du graphesu�t pour le dé
rire 
omplètement et né
essite environ n2 bits. La donnée deslistes d'adja
en
e (liste des voisins, pour 
haque sommet) né
essite parfois plus,(n2 log n si le nombre d'arêtes est élevé, nettement moins si le graphe 
omportemoins d'arêtes). On voit que la 
onvention adoptée in�uen
e la taille des données.1



x1 x2 x3b b b b b
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q0Fig. 1 � Ma
hine de Turing dans l'état initial q0Formellement, si x = x1 . . . xn est un mot de Σ∗, sa taille ou longueur est dé�nipar le nombre n de symboles le 
onstituant.Une 
onvention de 
odage des données étant adoptée ou sous-ja
ente, la formali-sation d'un problème de dé
ision est la donnée d'un langage L, 
'est-à-dire d'unepartie de Σ∗ (un ensemble de mots). Les mots du langage L représentent lesinstan
es du problème de dé
ision dont la réponse est �oui�. Le 
omplémentaire
Σ∗ \ L de L représente la réunion des instan
es du problème dont la réponse est�non�, et des mots ne représentant pas 
orre
tement une instan
e du problème.Les dé�nitions formelles seront données pour des langages, mais nous utiliseronstout autant le vo
abulaire des problèmes de dé
ision.1.2 Ma
hines et algorithmesUne ma
hine de Turing M est s
hématisée (�gure 1) par un ruban, représentantla mémoire de M , 
onstitué d'un ensemble in�ni de 
ases, indexées par Z. Elleest en outre munie d'un 
urseur, qui examine une 
ase à la fois, sans 
onnaîtreson numéro. La ma
hine est dans un état qui est un élément d'un ensemble�ni Q. Les symboles sus
eptibles d'être ins
rit sur une quel
onque 
ase du rubanappartiennent à un alphabet Γ, dit alphabet d'é
riture. La ma
hine exe
ute desopérations élémentaires. Une opération élémentaire 
onsiste en les trois a
tionssimultanées :� rempla
er le symbole lu par un symbole de Γ, di�érent ou identique au symbolelu,� se dépla
er d'une 
ase vers la gau
he, d'une 
ase vers la droite, ou rester sur lamême 
ase,� 
hanger d'état.Une opération élémentaire est entièrement déterminée par le symbole lu par le
urseur et l'état dans lequel se trouve la ma
hine. En résumé, la ma
hine M estessentiellement la donnée de sa fon
tion de transition

δ : Γ × Q → Γ × Q × {−1, 0, 1}.2



b 0 1
q0 b,qR,0 0,q0,+1 1,q1,+1
q1 b,qA,0 0,q0,+1 1,q1,+1Fig. 2 � exemple de ma
hine de Turing représentée par un tableauUne ma
hine M a

epte des entrées x ∈ Σ∗ où Σ est l'alphabet de le
ture. Le
al
ul asso
ié est entièrement déterminé par l'entrée x. Il 
onsiste en la suited'itérations (opérations élémentaires) partant de la 
on�guration initiale où� les symboles de l'entrée x = x1x2 · · ·xn o

upent les 
ases 1, 2, . . . , n,� les autres 
ases 
ontiennent un symbole b appelé �blan
� appartenant à Γ \Σ,� la ma
hine est dans un état privilégié q0 appelé état initial.Outre q0, l'ensemble des états 
ontient deux états privilégiés, appelés états �naux,

qA (a

epte), qR (rejette). Quand la ma
hine aboutit dans un état �nal, elle arêtede 
al
uler. On appelle temps de 
al
ul sur l'entrée x, et on note tM(x), le nombred'opérations élémentaires menant de la 
on�guration initiale à un état �nal. Onpeut avoir tM(x) = ∞, 
e qui veut dire que le 
al
ul n'aboutit jamais dans unétat �nal.Dé�nition 1 On dit que la ma
hine M dé
ide le langage L ⊂ Σ∗ si� sur toute entrée x ∈ L, la ma
hine M aboutit à l'état qA,� sur toute entrée x ∈ Σ∗ \ L la ma
hine aboutit à l'état qR.Dé�nition 2 On dit que la ma
hine 
al
ule la fon
tion f : Σ∗ → Σ∗ si :� sur toute entrée x du domaine de dé�nition de f , la ma
hine aboutit à l'état qAet 
ontient y1, y2, . . . , yn, b dans les 
ases 1, 2, . . . , n, n+1, où y1y2 · · · yn = f(x).� sur toute entrée x en dehors du domaine de dé�nition de f , la ma
hine aboutità l'état qR.Des
ription d'une ma
hine M . En résumé, un ma
hine de Turing est donnéepar ses deux alphabets Σ, Γ, de le
ture et d'é
riture, son ensemble d'états Q
ontenant l'état initial q0 et les états �naux qA et qR, et en�n la fon
tion detransition δ. Toute ma
hine M peut être dé
rite par un tableau T , dont les
olonnes sont indexées par les symboles de Γ et les lignes par l'ensemble desétats Q. L'entrée Tij du tableau, pour un état i et un symbole j 
ontient δ(j, i). Parexemple, la ma
hine suivante (�gure 2) dé
ide si l'entrée x = x1 . . . xn ∈ {0, 1}∗se termine par xn = 1.En�n, on pourra 
onvenir d'un 
odage non ambigu d'une ma
hine M , 
'est-à-dire d'un tableau du type pré
édent, par un mot de Σ∗. En d'autres termes on
onviendra d'un inje
tion
M → Σ∗

M 7→ 〈M〉.3



de l'ensemble des ma
hines de Turing vers Σ∗.Ma
hine de Turing universelle. On se 
onvain
ra de l'existen
e d'une ma-
hine U qui prend des entrées du type (〈M〉, x), et reproduit le 
al
ul de M àpartir de l'entrée x. En parti
ulier U aboutit dans l'état qA si et seulement si Maboutit dans l'état qA à partir de x. Le temps de reprodu
tion d'une opérationélémentaire de M peut être rendu proportionnel à la longueur de l'entrée (〈M〉, x)de U .2 Classes P et NPLa 
lasse P est l'ensemble des langages dé
idables en temps polynomial, 
'est-à-dire que L est dans P s'il existe un polyn�me p(X) et une ma
hine de Turing Mqui dé
ide L tels que pour toute entrée x ∈ Σ∗,
tM(x) 6 p(|x|)où |x| désigne la longueur de l'entrée x, 
'est-à-dire le nombre de 
ara
tères qui
ompose la 
haîne x.

x1 x2 x3y3 y2 y1 b b

1 2 3 40−1−2−3

q0Fig. 3 � Ma
hine de Turing non-déterministe dans l'état initial q0, ave
 entrée
x = x1x2x3 et témoin y = y1y2y3Pour dé�nir la 
lasse NP, on introduit la notion de Ma
hine de Turing non-déterministe. Une ma
hine de Turing non-déterministe M est spé
i�ée de manièreidentique à une ma
hine ordinaire (déterministe) M , 
'est-à-dire par les alphabets
Σ, Γ, l'ensemble des états Q, 
ontenant q0, qA et qR, et la fon
tion de transition
δ. La seule di�éren
e est le début du 
al
ul lorsqu'on lui soumet 
omme entrée
x. Comme pré
édemment, la 
haîne x = x1 . . . xn ∈ Σ∗ est ins
rite dans les
ases 1, 2, . . . , n. Ensuite la ma
hine pro
ède à une étape d'é
riture d'une 
haînearbitraire de symboles y = y1 . . . ym de Γ∗ dans les 
ases −1,−2, . . . ,−m. Ensuiteseulement, le 
urseur se met en position 1, la ma
hine se met dans l'état initial q0,et démarre son 
al
ul 
omme une ma
hine de Turing ordinaire. La 
haîne y estappelée �
erti�
at� ou �témoin�, et des valeurs di�érentes de y peuvent 
auser,4



pour une même entrée x, la ma
hine M à aboutir dans l'état qA, dans l'état qR,ou même 
al
uler indé�niment sans jamais aboutir à un état �nal.On notera tM(x, y) le nombre d'opérations élémentaires que met la ma
hine non-déterministe M à aboutir un état �nal (qA ou qR) à partir de l'état q0, sur entrée
x et 
erti�
at y. On peut avoir tM(x, y) = ∞ si la ma
hine n'aboutit jamais dansun état �nal.Dé�nition 3 On appelle 
lasse NP l'ensemble des langages L pour lesquels ilexiste un polyn�me p et une ma
hine non-déterministe M tels que : x ∈ L si etseulement s'il existe y ∈ Γ∗ véri�ant� M aboutit à l'état qA sur l'entrée x asso
iée au 
erti�
at y,� tM(x, y) 6 p(|x|).Informellement, il s'agit des langages admettant au moins un 
erti�
at d'apparte-nan
e, véri�able en temps polyn�mial en la taille de l'entrée x. Dans le vo
abulairedes problèmes de dé
ision, il s'agit des problèmes admettant systématiquementune preuve que la réponse est �oui�, véri�able rapidement.Remarque 1. Si la réponse est �non�, (si l'entrée x n'est pas dans le langage),rien n'est exigé en 
e qui 
on
erne l'appartenan
e à la 
lasse NP. Il n'existe pasfor
ément de 
erti�
at véri�able rapidement de non-appartenan
e.Remarque 2.On peut toujours supposer que le 
erti�
at y est 
ourt, par exemple
|y| 6 p(|x|), 
ar la ma
hine n'a pas le temps de lire des symboles de y qui seraientdans des 
ases au-delà de son temps de 
al
ul imposé : 
es symboles n'auraientdon
 au
une in�uen
e sur le 
al
ul a

eptant le 
ouple (x, y), et peuvent aussibien être supprimés dès le départ.Quelques exemples de problèmes de la 
lasse NP.Le problème SAT (Satisfaisabilité).

I : Un ensemble �ni V de variablesune formule booléenne F sous la forme
C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Ckoù Ci (une 
lause) est de la forme Y1 ∨ . . . ∨ Ykave
 Yj = v ou Yj = v, v ∈ V .

Q : La formule F est-elle satisfaisable ? C'est-à-dire,existe-t-il un |V |-uple de valeurs dans {0, 1}|V |rendant la formule F �vraie� (de valeur 1).Dans 
e 
as le 
erti�
at y est donné par un des 
hoix dans {0, 1}|V | rendant Fvraie.Le problème 3-SAT .Il est identique que le pré
édent, à 
e
i près que les 
lauses impliquent toutes5



trois variables exa
tement, 
'est-à-dire sont de la forme Y1 ∨ Y2 ∨ Y3.Le problème CLIQUE.
I : un graphe G, un entier k
Q : le graphe G 
ontient-il une 
lique à k sommets ?(un sous-ensemble de k sommets deux à deux adja
ents) ?Le 
erti�
at y est simplement donné, lorsqu'elle existe, par la 
lique.3 Transformations polyn�miales, problèmes NP-
ompletsDé�nition 4 On appelle transformation (ou rédu
tion) polyn�miale d'un lan-gage L vers un langage L′ est une fon
tion f : Σ∗ → Σ∗, 
al
ulable en tempspolyn�mial en la taille de l'entrée, telle que

x ∈ L si et seulement si f(x) ∈ L′.S'il existe une transformation polyn�miale de L vers L′ on note L ∝ L′.Exemple d'une transformation polyn�miale de 3-SAT vers CLIQUE. Soit F =
C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Ck une formule à k 
lauses. Il s'agit de la transformer en ungraphe qui 
ontient une k-
lique si et seulement si f est satisfaisable. On dé�nitun graphe G à 3k sommets où 
haque 
lause donne naissan
e à trois sommets,indexés par les variables de la 
lause. L'ensemble des arêtes est dé�ni ainsi : il ya une arête entre deux quelquonques sommets de G, sauf si� les deux sommets sont issus de la même 
lause,� les deux sommets sont issus de 
lauses di�érentes, mais sont indexés, l'un parune variable x, l'autre par la variable x.

x1

x2

x3

x3 x2 x1

x1

x2

x4Fig. 4 � le graphe provenant de la formule (x1∨x2∨x3)∧(x3∨x2∨x1)∧(x1∨x2∨x4).En pointillé sont indiquées les arêtes interdites. Le triangle détermine un 
hoixde valeurs satisfaisant F , x1 = 1, x3 = 1, x2 = 1.6



Un exemple de tel graphe est donné sur la �gure 4.� Exer
i
e 1. Montrer que la transformation dé�nie 
i-dessus est bien unetransformation polyn�miale de 3-SAT vers ClIQUE. Le 
ara
tère 
al
ulable entemps polynomial est 
lair, il s'agit de montrer que F est satisfaisable si et seule-ment si G 
ontient une k-
lique.Dé�nition 5 On dit que le langage Λ est NP-
omplet si pour tout L ∈ NP on a
L ∝ Λ.Existen
e de problèmes NP-
omplets. On 
onsidère le problème de dé
isionsuivant :Arrêt en temps limité.

I : la des
ription 〈M〉 d'une ma
hine M , x ∈ Σ∗, 1t(t symboles �1� 
onsé
utifs)
Q : Existe-t-il y ∈ Σ∗ tel que la ma
hine M a

epte l'entrée xet le 
erti�
at y en temps 6 t ?Théorème 6 le problème Λ �Arrêt en temps limité� est NP-
omplet.Preuve : Véri�ons tout d'abord que le langage Λ auquel on a a�aire est biendans NP. Pour 
ela il s'agit de se 
onvain
re qu'il existe une ma
hine de Turingnon-déterministe U et un polyn�me p tels que :pour toute instan
e positive X ∈ Σ∗ du problème, il existe un 
erti�
at Y ∈ Γ∗,tel que U aboutit à l'état qA (�a

epte�) en un temps 6 p(|X|).Or, une instan
e positive X du problème est la donnée de (〈M〉, x, 1t) pour les-quels il existe un 
erti�
at y, tel que M aboutit à l'état qA en un temps 6 t surl'entrée (x, y).Dans 
es 
onditions, le 
ouple U, Y qui 
onvient est donné par� Y = y,� une ma
hine U qui étant donnés X = 〈M〉, x, 1t et y, reproduit le 
omporte-ment de M sur l'entrée (x, y). On se 
onvain
ra que le temps né
essaire pourreproduire une opération élémentaire de M est proportionnel à la longueur del'entrée (X, y). La ma
hine U est programmée pour reproduire t opérationsélémentaires de M , puis de regarder si M est alors dans l'état qA : si oui, Uentre dans l'état �a

epte�, sinon elle entre dans l'état �rejette�.On voit que U re
onnait l'appartenan
e de X au langage en un temps 6 ct|X| 6

c|X|2 où c est une 
onstante. Le langage Λ est don
 dans NP.Pour montrer maintenant que Λ est NP-
omplet, il s'agit d'exhiber, pour toutlangage L de NP, une transformation polyn�miale de L vers Λ. Soit don
 un7



langage L de NP, re
onnu par une ma
hine non-déterministe ML. Ce
i veut direqu'il existe un polyn�me pM tel que, pour tout x ∈ L, il existe un 
erti�
at ytel que M a

epte (x, y) en temps 6 pM(|x|). La transformation sera dé�nie par,pour toute entrée x ∈ Σ∗,
x 7→ 〈ML〉, x, 1pM(|x|).Cette fon
tion est manisfestement 
al
ulable en temps polynomial. On a x ∈ Lsi et seulement si f(x) ∈ Λ par dé�nition de MLOn établit sans peine la proposition suivante.Proposition 7 La relation ∝ est transitive. Si L ∝ L′ et L′ ∝ L′′ alors L ∝ L′′.En parti
ulier si Λ est NP-
omplet et Λ ∝ L alors L est NP-
omplet.4 Pertinen
e de la question P=NP pour la 
ryp-tographieDonnons la dé�nition formelle suivante de fon
tion �à sens unique� (one-way).Dé�nition 8 On appelle fon
tion à sens unique une fon
tion f : Σ∗ → Σ∗véri�ant les propriétés suivantes.1. Le domaine de dé�nition de f est in�ni et pour tout x tel que f(x) estdé�ni, f(x) est 
al
ulable en temps polyn�mial en |x|,2. il n'existe pas d'algorithme qui, sur toute entrée y de l'image de f , donneen temps polynomial en |y| un x ∈ Σ∗ tel que f(x) = y,3. il existe un polyn�me p tel que, pour tout y ∈ Σ∗ dans l'image de f , il existeun x ∈ Σ∗ tel que� f(x) = y� |x| 6 p(|y|).La dernière 
ondition, |x| 6 p(|y|), est destinée à éliminer de la dé�nition desfon
tions à sens unique �triviales�, 
omme

x 7→ ⌊log |x|⌋qui ne sont pas inversibles en temps polynomial juste par
e que la longueur d'unquel
onque anté
édent de y n'est pas polynomiale en |y|.La simple question �existe-t-il une fon
tion à sens unique ?� est 
entrale en
ryptographie moderne. Il se trouve que 
'est exa
tement la même question que�P6=NP?�. 8



Théorème 9 Il existe une fon
tion à sens unique si et seulement si P 6= NP.Preuve : Soit f : Σ∗ → Σ∗ une fon
tion véri�ant les 
onditions 1. et 3. dela dé�nition d'une fon
tion à sens unique. Considérons le problème de dé
isionasso
ié Pf suivant :
I : les 
haînes de symboles y, z ∈ Σ∗.
Q : Existe-t-il x ∈ Σ∗ tel que :

f(zx) = y, où zx désigne la 
on
aténation des 
haînes z et x,
|zx| 6 p(y) ?Le problème Pf est 
lairement dans NP, le 
erti�
at d'appartenan
e étant donnépar la 
haîne x. Supposons maintenant P=NP. Le problème Pf doit alors êtredé
idable en temps polynomial. On en déduit le 
al
ul d'un anté
édent de y par fen temps polynomial : pour 
ela, on fait grandir progressivement un pré�xe zde l'anté
édent de y. Étant donné 
onnu un z pour lequel il existe x tel que

f(zx) = y, on soumettra à l'algorithme qui dé
ide Pf les instan
es y, z0 et y, z1.On reçoit la réponse �oui� dans au moins un des 
as, et on est assuré d'avoirtrouvé un anté
édent de y en au plus 2p(|y|) appels à l'algorithme qui dé
ide Pf .La fon
tion f n'est don
 pas à sens unique.Ré
iproquement, supposons P6=NP. Soit don
 un langage L ∈ NP\P. Soit unebije
tion
φ : Σ∗ → Σ∗ × Σ∗

z 7→ φ(z) = (φ1(z), φ2(z))telle que φ et φ−1 soient 
al
ulables en temps polynomial (une telle fon
tionexiste !). Soit maintenant la fon
tion f : Σ∗ → Σ∗ dé�nie par
f(x) = φ1(x)si φ1(x) ∈ L et si φ2(x) est un 
erti�
at d'appartenan
e à L véri�able en tempspolynomial. Si φ1(x) et φ2(x) ne véri�ent pas 
es 
onditions, on dé
lare x endehors du domaine de dé�nition de f . La fon
tion f véri�e 
lairement les 
ondi-tions 1. et 3. de la dé�nition d'une fon
tion à sens unique. Remarquons de plusque tout y ∈ L est dans l'image de f . En e�et, y admet un 
erti�
at z d'appar-tenan
e à L véri�able en temps polynomial, et φ−1(y, z) est un anté
édent de ypar f . Supposons maintenant que f ne véri�e pas la 
ondition 2. de la dé�nitiond'une fon
tion à sens unique. Dans 
e 
as, un anté
édent x de y est 
al
ulable entemps polynomial, et φ2(x) est un 
erti�
at d'appartenan
e à L pour y, véri�ableen temps polynomial, et 
al
ulable à partir de x, et don
 à partir de y, 
e quiimplique L ∈ P. Contradi
tion. Don
 la fon
tion f est à sens unique.

9



x1 x2 x3

∧

¬¬

∨sortieFig. 5 � Exemple de 
ir
uit 
al
ulant la fon
tion booléenne f sur {0, 1}3 dé�niepar f(111) = 0 et f(x1x2x3) = 1 pour x1x2x3 6= 111.5 Théorème de CookThéorème 10 (Cook) Le langage (problème) SAT est NP-
omplet.Nous démontrons 
e théorème en plusieurs étapes. Introduisons tout d'abord lanotion de 
ir
uit de 
al
ul.Un 
ir
uit de 
al
ul est un graphe orienté, dont les sommets sont étiquetés parun des termes 0, 1,∨,∧,¬,x1, . . . ,xn, �sortie�. De plus,� Les sommets étiquetés 0, 1, xi ont 0 
omme degré rentrant.� Les sommets étiquetés ¬ ont 1 
omme degré rentrant.� Les sommet étiquetés ∨,∧ ont 2 
omme degré rentrant.� Il y a un unique sommet étiqueté �sortie�, il a 1 
omme degré rentrant, et 0
omme degré sortant. Les sommets x1, . . . ,xn sont appelés sommets entrées.On dira que le 
ir
uit 
al
ule la fon
tion booléenne f : {0, 1}n → {0, 1} si pourtout (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n soumis aux sommets entrées, la valeur de la sortie,après exé
ution de 
ha
une des portes intermédiaires, égale f(x1, . . . , xn). Unexemple est représenté sur la �gure 5.Le problème SATC de la satisfaisabilité en 
ir
uit est une variante du problèmeSAT.Le problème SATC (Satisfaisabilité en 
ir
uit).
I : Un 
ir
uit C à n entrées.
Q : Existe-t-il un 
hoix de (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}npour lequel la valeur de la sortie égale 1 ?10



Le langage SATC est 
lairement dans NP.� Exer
i
e 2. Montrer que SAT ∝ SATC.Proposition 11 SATC ∝ SAT.Preuve : Il s'agit d'exhiber une transformation polyn�miale de SATC vers SAT.Le prin
ipe en est le suivant : tout 
ir
uit C est transformé en une formule fà n + α variables, où {1, 2, . . . , α} est l'ensemble des ar
s du 
ir
uit qui ne sontpas issus d'un sommet �entrée�. Les n sommets �entrée� x1 . . .xn donnent nais-san
e à n variables x1, . . . , xn. Les autres variables sont des variables auxiliaires,
y1 . . . yα, où yi joue un r�le de support pour la valeur intermédiaire du 
al
ul qui
ir
ule sur l'ar
 i. Chaque sommet du graphe (une porte) qui n'est pas une entréedonne naissan
e à autant de sous-formules qu'il a de des
endants, où 
haque sous-formule est satisfaite si et seulement si la sortie de la porte respe
te la manièredont le 
ir
uit traite les entrées de la porte.Plus pré
isément, à 
haque ar
 i ne provenant pas d'un sommet entrée est asso
iéela variable yi. À 
haque ar
 issu d'un sommet xi est asso
iée la variable xi.Si une porte ¬ a un ar
 rentrant asso
ié à la variable x et un ar
 sortant asso
iéà la variable y, alors la sous-formule asso
iée est

(x ∨ y) ∧ (x ∨ y)qui est satisfaite exa
tement lorsque la valeur de �sortie� y est le 
omplémentairede la valeur de �rentrée� x. Si une porte ∧ a des ar
s rentrants asso
iés auxvariables x et y et un ar
 sortant asso
ié à la variable z, alors la sous-formuleasso
iée est
(x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z)qui est satisfaite exa
tement lorsque la valeur de �sortie� z égale x ∧ y. Si uneporte ∨ a des ar
s rentrants asso
iés aux variables x et y et un ar
 sortant asso
iéà la variable z, alors la sous-formule asso
iée est
(x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z)qui est satisfaite exa
tement lorsque la valeur de �sortie� z est égale à x ∨ y.En�n, l'ar
 menant au sommet �sortie� du 
ir
uit est asso
ié à la variable z,alors la sous-formule asso
iée, satisfaite si et seulement si la valeur de z est 1 esttout simplement

z.De même, l'ar
 i sortant d'un sommet �
onstante� (étiqueté 0 ou 1) donne nais-san
e à la sous-formule yi si la 
onstante est 1, et yi si la 
onstante est 0.11



La formule 
omplète f issue du 
ir
uit est le �et� logique ∧ de toutes les sous-formules pré
édemment 
itées.On 
onstate que, si le 
ir
uit est satisfaisable, 
'est-à-dire qu'une 
ertaine valeurde l'entrée (x1, . . . xn) du 
ir
uit lui fait sortir la valeur �1�, alors 
es mêmesvaleurs des variables xi, asso
iées aux valeurs yi qui 
orrespondent aux valeursintermédiaires 
ir
ulant sur les ar
s 1, 2, . . . α, satisfont la formule f . Ré
iproque-ment, si un 
hoix des valeurs de x1, . . . , xn, y1 . . . yα satisfait la formule f , alorsl'entrée (x1, . . . xn) asso
iée fait sortir 1 au 
ir
uit. En d'autres termes, on a biena�aire à une rédu
tion, le 
ir
uit est satisfaisable si et seulement si la formule estsatisfaisable. La transformation est 
lairement 
al
ulable en temps polynomial enla taille du 
ir
uit.Lemme 12 Soit f : {0, 1}n → {0, 1}n une fon
tion booléenne. Il existe un
ir
uit de 
omplexité (nombre de sommets) O(2n) qui 
al
ule f .Preuve : Il su�t de 
onstituer
∨

y=(y1...yn),f(y)=1

(

∧

yi=1

xi

∧

yi=0

xi

)

.

Théorème 13 Le problème SATC est NP-
omplet.Preuve : Soit L un langage de la 
lasse NP. Nous allons exhiber une rédu
tionpolynomiale de L vers SATC. Il s'agit don
 d'asso
ier à tout mot x ∈ Σ∗ un
ir
uit tel que x ∈ L si et seulement si x ∈ L.Dire que L est dans NP veut dire qu'il existe une ma
hine ML et un polyn�me
p tels que, x est dans L si et seulement s'il existe y ∈ Σ∗ tel que ML entre dansl'état �a

epte� au bout d'un temps 6 p(|x|). On peut en parti
ulier supposer
|y| 6 p(|x|). Considérons le tableau (Tij), de dimension (t + 1) × (2t + 1) où
t = p(|x|), dé�ni de la manière suivante. appelons n la 
ardinalité de l'ensemble
Q des états de ML.La ligne i du tableau 
onstitue une représentation de l'état du ruban de 
al
ulde la ma
hine ML au temps i, dans les positions

−t,−(t − 1), . . . ,−1, 0, 1, . . . , t.Plus pré
isément, la quantité Tij est la donnée du triplet (aij , hij, qij) où1. aij est le symbole de l'alphabet d'é
riture Γ se trouvant dans la 
ase j duruban, au temps i. 12



2. hij vaut 0 ou 1. hij = 1 si le 
urseur se trouve au temps i en position j,
hij = 0 sinon.3. qij donne le numéro q = 1, 2, . . . , n de l'état dans lequel se trouve la ma
hineau temps i, si le 
urseur est en position i, i.e. si hij = 1, sinon qij = 0.Chaque entrée Tij du tableau appartient don
 à un ensemble �ni F qui ne dépendque de la ma
hine ML.Le point 
lé de la preuve est la 
onstatation suivante. Pour 
haque i > 1,et 
haque j 6= −t, t, l'entrée Tij est entièrement déterminée par les entrées

Ti−1,j−1, Ti−1,j, Ti−1,j+1 :
Tij = f(Ti−1,j−1, Ti−1,j , Ti−1,j+1)où f est une fon
tion de F × F × F dans F . Les entrées Ti,−t et Ti,t sont, demanière similaire, des fon
tions de Ti,−t, Ti,−t+1 et de Ti,t−1, Ti,t respe
tivement.Il existe don
 un 
ir
uit de taille �nie qui prend 
omme entrée

Ti−1,j−1, Ti−1,j, Ti−1,j+1et 
al
ule Tij . On réalisera don
, par 
on
aténation de tous 
es petits 
ir
uits, un
ir
uit C qui� prend 
omme entrée tous les 
ontenus possibles des 
ases −t,−(t − 1), . . . ,−1au temps i = 0,� pour lequel les 
ontenus des 
ases 0, 1, . . . , t au temps i = 0 sont des 
onstantes,� qui 
al
ule la dernière ligne du tableau,� puis fait sortir 1 si une des entrées Ttj est telle que qtj représente l'état �a
-
epte�, et 0 sinon.On 
onstate que le 
ir
uit 
al
ule 1 sur l'entrée Y−t, . . . , Y−1 si et seulements'il existe un 
erti�
at y = y1 . . . yk, k 6 t, d'appartenan
e à L, où Y−1 =
y1, . . . , Y−k = yk, et Y−k+1 . . . Y−t sont égaux au symbole blan
 b.Le théorème pré
édent, 
onjointement ave
 la rédu
tion SATC ∝ SAT, démon-trent le théorème de Cook. Nous avons la variante suivante :Théorème 14 Le problème 3-SAT est NP-
omplet.Preuve : Il su�t de réduire SAT à 3-SAT. Pour 
ela on utilise la transformationsuivante. Soit f = C1 ∧ . . .∧Ck une formule booléenne, instan
e de SAT. Il s'agitde la transformer en une instan
e de 3-SAT.Si Ci est une 
lause de la forme x ∨ y on la rempla
e par la 
lause

(x ∨ y ∨ z) ∧ ((x ∨ y ∨ z)où z est une variable auxiliaire. 13



Si Ci est une 
lause de la forme x, on se ramène au 
as pré
édent en la remplaçantpar (x ∨ y) ∧ (x ∨ y) où y est une variable auxiliaire.Si Ci est une 
lause de la forme x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4, on la rempla
e par la 
lause
(x1 ∨ x2 ∨ y) ∧ (x3 ∨ x4 ∨ y)où y est en
ore une variable auxiliaire.On utilise une suite de transformations similaires, si Ci est une 
lause égale au�∨� de 
inq variables ou plus. Il est assez aisé de véri�er que l'on a bien a�aireà une transformation polynomiale.6 La 
lasse PSPACELa 
lasse PSPACE est la 
lasse des langages L ⊂ Σ∗ pour lesquels il existe unpolyn�me p et une ma
hine de Turing M tels que : l'entrée x ∈ Σ∗ appartient à

L si et seulement si� la ma
hine M entre dans l'état �a

epte� au bout d'un temps �ni,� au 
ours de 
al
ul le 
urseur ne sors jamais de l'ensemble des 
ases numérotées
−p(|x|), . . . ,1 , 0, 1, . . . , p(|x|).En d'autres termes, la 
lasse PSPACE 
ara
térise les problèmes dé
idables enn'utilisant qu'une mémoire (ou un espa
e) polynomiale en la taille des données.Comme une ma
hine de Turing ne peut passer que d'une 
ase à une 
ase voisineen une opération élémentaire, on a 
lairement P ⊂ PSPACE. On a plus :Proposition 15 NP ⊂ PSPACE.Preuve : À partir d'une ma
hine non-déterministe M qui dé
ide l'appartenan
eau langage L de NP, il su�t de 
onstruire un algorithme déterministe qui dé
ide

x ∈ L en examinant su

essivement, dans l'ordre (par exemple lexi
ographique),tous les 
erti�
ats potentiels y, puis en simulant M sur l'entrée (x, y). Il su�t degarder en mémoire le numéro du 
erti�
at y en train d'être examiné : la taille dunuméro identi�ant y étant proportionnel à |y|, il s'agit d'une quantité polynomialeen |x|. La mémoire totale requise reste don
 polynomiale en |x|.Proposition 16 Soit L ∈ PSPACE. Soit M une ma
hine qui dé
ide l'appar-tenan
e à L en espa
e polynomial. Il existe un polyn�me q tel que l'on ait lamajoration du temps de 
al
ul sur l'entrée x : tM (x) 6 2q(|x|).
14



Preuve : Considérons le tableau (Tij) de 
on�gurations de la ma
hine M dé�nipendant la démonstration du théorème 13, à 
e
i près que nous modi�ons les di-mensions du tableau. Si l'espa
e né
essaire au 
al
ul sur l'entrée x est majoré par
p(|x|), on prendra le nombre de 
olonnes du tableau égal à (2t + 1) où t = p(|x|).Comme nombre de lignes on prendra un majorant m du nombre de 
ontenuspossibles pour une ligne. On voit qu'au bout d'un temps 6 (2t + 1)|Q||Γ|2t+1,où Q est l'ensemble des états de M , la ma
hine doit avoir a

epté (ou rejetté)
x, sinon il existe un temps pour lequel la ligne du tableau T est égal à une lignepré
édemment ren
ontrée, 
e qui veut dire que la ma
hine M bou
le et reproduitindé�niment une suite �nie de 
on�gurations, sans jamais a

epter ou rejetter.Le problème suivant joue, pour la 
lasse PSPACE, un r�le équivalent à 
elui deSAT pour la 
lasse NP.FBQ (Formules Booléennes Quanti�ées)

I : Un ensemble �ni {x1, . . . xn} de variables et une a�rmationde la forme ∀xi∃xj . . . F (x1 . . . xn)où F (x1 . . . xn) = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Ck est une formule booléenne.
Q : L'a�rmation (ou formule quanti�ée) est-elle vraie ?Dé�nition 17 On dit que le langage Λ est PSPACE-
omplet si� Λ est dans PSPACE� Pour tout L ∈ PSPACE, L ∝ Λ.Le théorème suivant est l'équivalent du théorème de Cook.Théorème 18 Le problème FBQ est PSPACE-
omplet.Idée de la preuve : Soit L ∈ PSPACE et soit une ma
hine M qui dé
ide l'apparte-nan
e à M en espa
e polynomial. Soit, 
omme pré
édemment le tableau (Tij) de
on�gurations de la ma
hine M où la dernière ligne est dans l'état �a

epte� si etseulement si l'instan
e est dans L. D'après la proposition 16 nous pouvons sup-poser les dimensions du tableau 2t × t où t est polyn�mial en la taille de l'entrée.Il s'agit de 
oder le tableau de 
on�gurations (Tij) par une formule quanti�ée detaille polynomiale en l'entrée. L'idée est la suivante : étant données deux lignespossibles du tableau ℓ1 et ℓ2, 
'est-à-dire simplement des suites de t symbolesreprésentant des entrées du tableau, et étant donné un entier m, nous voulons as-so
ier une formule quanti�ée φℓ1,ℓ2,m qui soit vraie si et seulement si la ma
hine Mpasse de la ligne ℓ1 à la ligne ℓ2 en un nombre d'étapes 6 m. Montrons 
ommentré
ursivement 
onstruire une telle formule. Pour m = 1 nous mimons de près late
hnique employée pour démontrer le théorème 13. Supposons maintenant que15



nous savons 
onstruire une telle formule pour m et montrons 
omment 
onstruireune formule pour 2m. Une idée qui mar
he presque est d'é
rire
φℓ1,ℓ2,2m = ∃x φℓ1,x,m ∧ φx,ℓ2,moù x est un ensemble de variables né
essaire pour représenter une ligne du tableau

(Tij). Cette idée ne mar
he pas telle quelle 
ar on voit que la taille de la formuledouble à 
haque fois que l'on double m. À l'aide du quanti�
ateur ∀, nous rem-plaçons la formule 
i-dessus par une formule équivalente qui ne fait qu'ajouterune 
onstante à la longueur de la formule. É
rivons
φℓ1,ℓ2,2m = ∃x ∀(y, z)[(y = ℓ1, z = x) ∨ (y = x, z = ℓ2)] → φy,z,mCette fois la formule pour m n'a été utilisée qu'une seule fois. On n'a rajoutéqu'une 
onstante fois le nombre de variables né
essaires pour en
oder une lignedu tableau. Des te
hniques standard permettent de réé
rire 
ette formule sousforme 
orre
te (tous les quanti�
ateurs en tête de la formule).7 Algorithmes probabilistes : les 
lasses RP etBPPUn algorithme probabiliste est une ma
hine de Turing qui, sur l'entrée x ∈ Σ∗,
ommen
e par 
hoisir une suite aléatoire y1 . . . yq de symboles de Σ, de longueur qpolynomiale en la taille |x| de l'entrée, et puis ensuite pro
ède à un 
al
ul ha-bituel. La seule di�éren
e entre une ma
hine probabiliste et les ma
hines non-déterministes de la se
tion 2 est que le 
erti�
at y1 . . . yq n'est plus fourni parun ora
le, mais est 
hoisi aléatoirement, 
e qui permet de donner un sens à laprobabilité qu'au bout d'un temps polynomial la ma
hine a

epte l'entrée x.Dé�nition 19 On dit que le langage L ⊂ Σ∗ est dans la 
lasse RP s'il existe unpolyn�me p et une ma
hine de Turing probabiliste M tels que :� la ma
hine M a

epte ou rejette toute entrée x en un temps 6 p(|x|),� si x 6∈ L, la ma
hine rejette x ave
 probabilité 1,� si x ∈ L, la ma
hine a

epte x ave
 probabilité > 1/2.Exemples : les tests 
lassiques de non-primalité (Solovay-Strassen, Miller-Rabin)sont des algorithmes probabilistes au sens de la 
lasse RP dé�nie 
i-dessus. Lelangage est 
onstitué des entiers 
omposés. Si un entier n'est pas dans le langage,il est premier, et le test ne le dé
lare jamais 
omposé (ave
 probabilité 1 don
).Des propriétés arithmétiques de Z/nZ permettent d'établir que si l'entier est
omposé (dans le langage, don
) l'algorithme le dé
èle ave
 probabilité au moins

1/2. 16



Notons que 
haque fois qu'un algorithme probabiliste du type RP apporte uneréponse �oui�, on dispose d'un 
erti�
at d'appartenan
e au langage, i.e. d'unepreuve déterministe, véri�able en temps polynomial. En parti
ulier on a :Proposition 20 RP ⊂ NP.En e�et, tout x ∈ L, pour L ∈ RP, admet un moins un 
erti�
at y1 . . . yq véri�ableen temps polynomial, puisqu'au moins la moitié des mots y1 . . . yq sont de tels
erti�
ats.Notons en
ore qu'en répétant l'algorithme probabiliste k fois, en 
hoisissant les
erti�
ats potentiels y1 . . . yn de manière indépendante (au sens des probabilités),on trouvera un 
erti�
at d'appartenan
e à L ave
 une probabilité 1 − 1/2k.Il est tentant de 
onsidérer (et 
'est 
e que l'on fait en pratique) qu'un test de non-primalité a une valeur 
omme test de primalité. Plus généralement, l'algorithmeprobabiliste qui dé
ide l'appartenan
e à L ∈ RP, dé
ide aussi, mais en un sensquelque peu plus faible, de la non-appartenan
e à RP. Après k appli
ations del'algorithme se 
on
luant toutes par un rejet, on est 
onvain
u qu'ave
 une proba-bilité > 1− 1/2k l'entrée est dans L. La di�éren
e est que l'algorithme ne fournitpas de 
erti�
at, i.e. pas de preuve 
ourte d'appartenan
e à L. Il n'y a d'ailleurspas de raison pour que L ∈ RP implique L ∈ NP. On en 
on
lut 
ependant, quequitte à renon
er à disposer d'une preuve déterministe 
ourte d'appartenan
e aulangage L, on peut disposer de preuves probabilistes d'appartenan
e à des lan-gages en dehors de la 
lasse NP. On dé�nit la 
lasse suivante, a priori plus vasteque RP et appelée BPP, de langages dé
idables par des algorithmes probabilistes.Dé�nition 21 On dit que le langage L ⊂ Σ∗ est dans la 
lasse BPP s'il existeun polyn�me p et une ma
hine de Turing probabiliste M tels que :� la ma
hine M a

epte ou rejette toute entrée x en un temps 6 p(|x|),� si x 6∈ L, la ma
hine rejette x ave
 probabilité > 2/3,� si x ∈ L, la ma
hine a

epte x ave
 probabilité > 2/3.Retenons que RP ⊂ BPP (
lairement) et que l'on est sus
eptible de trouver dansBPP des langages a priori en dehors de NP. Donnons-en un exemple.Un programme de bran
hement (bran
hing program) est un graphe orienté sans
ir
uit, possédant� un sommet ra
ine r, de degré rentrant 0 et de degré sortant 1,� deux sommets terminaux, de degré sortant 0, étiquettés 0 et 1,� des sommets intermédiaires, étiquettés par des symboles x1 . . . xn, et possédant
ha
un deux ar
s sortants, l'un étiquetté par 0, l'autre par 1.Un exemple en est donné sur la �gure 6.17
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1Fig. 6 � Programme de bran
hement. Les ar
s pointillés 
orrespondent à l'éti-quette 0, les autres à l'étiquette 1.Un programme de bran
hement est un mode de 
al
ul d'une fon
tion booléenne.Un 
hoix des variables x1, . . . , xn détermine un 
hemin dans le graphe, et sonsommet terminal, 0 ou 1, donne la valeur de la fon
tion pour 
e 
hoix du n-uple
(x1, . . . , xn). Nous nous restreindrons aux programmes dits �à le
ture unique�,
'est-à-dire 
eux pour lesquels au
un 
hemin ne ren
ontre plus d'une fois unemême étiquette xi. Le programme de la �gure 6 est à le
ture unique.Intéressons-nous au problème de dé
ision suivant :

I : Deux programmes de bran
hement, B1 et B2, à le
ture unique.
Q : Les programmes B1 et B2 déterminent-ils la même fon
tion booléenne ?Ce problème ne paraît pas être dans NP, 
ar on ne voit pas 
omment démontrer,de manière déterministe, que deux programmes sont équivalents sans par
ourirtous les 
hemins possibles dans les graphes, 
e qui n'est pas polynomial en lataille des données.Il existe, 
ependant, un algorithme probabiliste pour 
e problème qui en faitun membre de la 
lasse BPP. Pour dé
rire 
et algorithme il nous faut dé�nir lepolyn�me PB asso
ié au programme B.Le polyn�me PB est un polyn�me en les variables x1 . . . xn. Il est dé�ni ré
ursive-ment, en attribuant de pro
he en pro
he une valeur aux sommets du programmede bran
hement, ainsi qu'aux arêtes. À la ra
ine du programme, ainsi qu'à sonsu

esseur, on attribue la valeur 1. Puis, si la valeur P est attribuée à un sommet

s étiqueté xi, on attribue Pxi à l'ar
 étiqueté 1 issu de s et P (1− xi) à l'ar
 éti-queté 0 issu de s. À un sommet s on attribue la somme des valeurs polynomiales18



des ar
s qui aboutissent à s. En�n, le polyn�me PB(x1, . . . , xn) est dé
laré êtrela valeur du sommet terminal 1. Par exemple, pour le programme de la �gure 6,on a :
PB(x1, . . . , xn) = x1x3x4 + x1x3(1 − x4)x2 + (1 − x1)(1 − x2)x4(1 − x3). (1)Remarquons que :1. le polyn�me PB(x1, . . . , xn) est une somme de �mon�mes� (en xi ou (1−xi))qui 
orrespondent 
ha
un à un 
hemin du programme d'extrémité 1.2. Le programme est à le
ture unique veut dire que le polyn�me PB est dedegré 1 au plus en 
ha
une des variables xi.3. Évalué en un quel
onque élément de {0, 1}n, l'addition et la multipli
a-tion étant e�e
tuées dans Z, le polyn�me PB(x1, . . . , xn) prend la valeur dela fon
tion booléenne représentée par le programme de bran
hement ; enparti
ulier PB(x1, . . . , xn) vaut 0 ou 1.Pour dé
ider si deux programmes de bran
hement représentent la même fon
tionbooléenne, il su�t don
 de trouver si les deux polyn�mes asso
iés sont égaux.Notons que la 
omplexité de la représentation polyn�miale des deux programmes,au sens de l'é
riture du type de l'exemple (1), est 
omparable à la 
omplexitédes programmes. On pourrait être tenté de développer les polyn�mes pour lesé
rire sous forme algébrique normale a�n de voir s'ils sont égaux. Le problèmeest que la forme algébrique normale de l'é
riture polyn�miale d'un programmede bran
hement peut très bien se révéler de taille exponentielle en n, même sile programme ne l'est pas. L'appro
he probabiliste que nous dé
rivons 
i-après
onsiste à évaluer les deux é
ritures polyn�miales, en des valeurs autres que 0ou 1.Proposition 22 Soient P et Q deux représentations polynomiales, à n variables,de deux programmes de bran
hement B1 et B2. Soit r1, . . . , rn des valeurs aléa-toires uniformes et indépendantes 
hoisies dans un 
orps K = Z/pZ où p est unnombre premier > kn.� Si les fon
tions booléennes représentées par P et Q (ou les programmes de bran-
hement 
orrespondants) sont identiques, alors P (r1, . . . , rn) = Q(r1, . . . , rn)dans K ave
 probabilité 1.� Si les fon
tions booléennes représentées par P et Q sont di�érentes, alors
P (r1, . . . , rn) 6= Q(r1, . . . , rn) dans K ave
 probabilité > 1/k.Pour démontrer la proposition nous avons besoin d'invoquer le lemme suivant.
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Lemme 23 Si K est un 
orps �ni et si P est polyn�me non nul de K[X1, . . . , Xn]de degré au plus 1 en 
haque Xi, alors on a
P[P (r1, . . . , rn) = 0] 6

n

|K|lorsque (r1, . . . , rn) est 
hoisi aléatoirement et uniformément dans Kn.Preuve : Si n = 1, le polyn�me P possède au plus une ra
ine, puisque son degré estau plus 1, 
e qui démontre le lemme dans 
e 
as. Soit n > 1 et supposons le lemmedémontré pour les polyn�mes à n − 1 variables. On peut é
rire P (X1, . . . , Xn)sous la forme
P (X1, . . . , Xn) = P1(X1, . . . , Xn−1) + P2(X1, . . . , Xn−1)Xn.On a, en notant E l'événement P2(r1, . . . , rn−1) = 0 et E l'événement 
omplé-mentaire,

P[P (r1, . . . , rn) = 0] = P[P (r1, . . . , rn) = 0 | E]P[E]

+ P[P (r1, . . . , rn) = 0 | E]P[E]

6 P[E] + P[P (r1, . . . , rn = 0 | E]

= P[E] + P[rn = −P1(r1, . . . , rn−1)/P2(r1, . . . , rn−1)]

= P[E] +
1

|K|

6
n − 1

|K|
+

1

|K|en appliquant à P[E] l'hypothèse de ré
urren
e. D'où le résultat.Preuve de la proposition 22 : Supposons d'abord que les programmes de bran-
hement représentent la même fon
tion. Appelons �mon�me� 
haque produit en
xi ou (1 − xi) dont les é
ritures polynomiales P et Q sont une somme. Remar-quons que si un mon�me de P 
omporte, soit xi soit (1−xi) pour tout i, alors 
emon�me représente une valeur de (x1, . . . , xn) pour laquelle la fon
tion booléennevaut 1. Nous dirons qu'un tel mon�me est un mon�me 
omplet. Maintenant, siun mon�me µ de P ne 
ontient ni xi, ni (1− xi), pour un ensemble I d'indi
es i,réé
rivons-le

µ
∏

i∈I

(xi + 1 − xi)et développons suivant 
haque xi + (1 − xi) pour obtenir une somme de 2|I|mon�mes 
omplets. Considérons maintenant les é
ritures polynomiales P̃ et Q̃déduites de P et de Q par le pro
essus de réé
riture que nous venons d'expli
iter.Celles-
i sont 
ha
une égales à une somme de mon�mes 
omplets qui représentent20



l'ensemble des valeurs des n-uples (x1, . . . , xn) pour lesquelles la fon
tion boo-léenne égale 1. Comme P̃ et Q̃ représentent la même fon
tion booléenne les é
ri-tures polynomiales P̃ et Q̃ sont égales. Ce
i veut dire que P et Q sont des é
riturespolyn�miales, éventuellement di�érentes, du même polyn�me de Z[X1, . . . , Xn].On en déduit que P (r1, . . . , rn) = Q(r1, . . . , rn) pour tout (r1, . . . , rn) de Z
n etdon
 pour tout (r1, . . . , rn) de (Z/pZ)n.Supposons maintenant que les programmes de bran
hement représentent des fon
-tions booléennes di�érentes. Dans 
e 
as les polyn�mes P et Q sont di�érents. Lepolyn�me P − Q n'est don
 pas le polyn�me nul et il est de degré 1 en 
haque

xi. Le résultat dé
oule alors du lemme 23.8 La 
lasse IPLa 
lasse IP est une généralisation étonnante de la 
lasse BPP qui 
ontient la
lasse NP. Pour l'introduire introduisons la notion d'isomorphisme de graphes.Soient G0 et G1 deux graphes. Soit φ une bije
tion de l'ensemble des sommetsde G0 vers l'ensemble des sommets de G1. On dit que φ est un isomorphisme dugraphe G0 sur le graphe G1 si :pour toute paire de sommets x, y de G0, il existe une arête dans G0 entre x et ysi et seulement s'il existe une arête dans G1 entre φ(x) et φ(y).On 
onsidère maintenant les problèmes de dé
ision suivants.ISO (Isomorphisme de graphes)
I : Un graphe G0 et un graphe G1, déterminés par leursmatri
es d'adja
en
e.
Q : Les graphes G0 et G1 sont-ils isomorphes (il existe unisomorphisme de G0 sur G1) ?Non-ISO (Non isomorphisme de graphes)
I : Un graphe G0 et un graphe G1,
Q : Les graphes G0 et G1 sont-ils non-isomorphes ?Le problème ISO est 
lairement dans NP. Un 
erti�
at d'appartenan
e au langageest simplement la donnée d'un isomorphisme. Par 
ontre, le problème 
omplémen-taire ne semble être, ni dans NP, ni dans BPP. Remplaçons l'idée d'un a

ès àun ora
le qui donnerait un 
erti�
at y1 . . . yq d'appartenan
e, par 
elle d'une ma-
hine P , à la puissan
e de 
al
ul illimitée. La notion d'algorithme polynomialnon-déterministe qui demanderait un 
erti�
at à P est rempla
é par un proto
oleentre une ma
hine V , à la puissan
e de 
al
ul polynomiale en la taille de l'entrée,sus
eptible d'interagir ave
 P , et de faire des 
hoix aléatoires. On appelle P le21



prouveur et V le véri�
ateur.Illustrons la notion par un exemple. Le proto
ole suivant �
erti�e� le fait quedeux graphes G0 et G1 sont non-isomorphes.1. Le véri�
ateur V 
hoisit un bit aléatoire ε, égal à 0 ou à 1. Puis il 
hoisitun isomorphisme aléatoire de Gε, 
e qui 
réé un graphe Γ. le prouveur Vdonne le graphe Γ au prouveur P .2. Le prouveur P répond en donnant la valeur de ε (0 ou 1).Si les deux graphes sont e�e
tivement non-isomorphes, alors un et un seul desdeux graphes G0 et G1 est isomorphe à Γ. Le prouveur P qui a une puissan
e de
al
ul illimitée sait déterminer lequel, et peut ainsi trouver la valeur de ε sanserreur.Par 
ontre, si les deux graphes sont isomorphes, alors le graphe Γ est une 
opieisomorphe aléatoire à la fois de G0 et de G1. Si la 
opie Γ de Gε a été 
hoisie ave
une loi uniforme, alors le prouveur P n'a au
une information à sa disposition luipermettant de privilégier l'une des deux hypothèses ε = 0 ou ε = 1. Sa puissan
ede 
al
ul ne lui est d'au
une utilité ! Il doit donner la mauvaise réponse ave
probabilité au moins 1/2.Au bout de k appli
ations du proto
ole, le véri�
ateur qui reçoit toujours la bonnevaleur de ε est 
onvain
u que, soit il s'est produit un événement de probabilité
1/2k, soit les deux graphes G0 et G1 sont isomorphes.Plus généralement, un proto
ole, ou preuve intera
tive, généralise la notion d'al-gorithme de la manière suivante : elle 
onsiste en la donnée de deux ma
hinesde Turing P et V séparées, mais qui a

eptent une entrée 
ommune x. En outrede leurs rubans de travail habituels, elles disposent 
ha
une de rubans de 
om-muni
ation. Chaque ma
hine est sus
eptible d'é
rire sur un de 
es rubans desmessages destinés à l'autre ma
hine. Chaque ma
hine peut lire les messages quilui sont destinés et s'en servir dans la suite de ses 
al
uls. La ma
hine P n'a pasde 
ontrainte de temps de 
al
ul mais le nombre total de messages transmis de
P vers V ou de V vers P , ainsi que le temps de 
al
ul de V doivent être polyno-miaux en la taille de l'entrée initiale x. À la �n du 
al
ul, la ma
hine V a

epteou rejette l'entrée x.On appelle IP la 
lasse des langages L pour lesquels il existe un proto
ole, quel'on notera (P ↔ V ), qui distingue les 
as x ∈ L et x 6∈ L de la manière suivante.� Si x ∈ L, alors le proto
ole (P ↔ V ) aboutit à 
e que V a

epte x ave
probabilité > 2/3.� Si x 6∈ L, alors, quelle que soit la ma
hine P̃ , le proto
ole (P̃ ↔ V ) aboutit à
e que V a

epte x ave
 probabilité 6 1/3.On notera la similarité de 
ette dé�nition ave
 
elle de la 
lasse BPP. En
ore une22



fois, les valeurs 2/3 et 1/3 sont arbitraires. Elles peuvent être rempla
ées par desvaleurs p, q quel
onques, 1 > p > 1/2 > q > 0.On a 
outume de dire qu'un proto
ole est 
omplet, s'il véri�e la première de 
espropriétés. On dit que le proto
ole est 
orre
t, ou valide (sound) s'il véri�e ladeuxième propriété.Le problème suivant est dans la 
lasse IP grâ
e à un proto
ole qui utilise late
hnique d'arithmétisation de la proposition 22.On 
onsidère le problème de dé
ision suivant, noté #SAT.
I : Une formule booléenne φ à n variables x1, . . . , xnet un entier k,
Q : Le nombre de 
hoix de (x1, . . . , xn) satisfaisant φest-il égal à k ?Ce problème ne semble pas être dans NP, ni même dans BPP. On peut toutde même dé
ider de l'appartenan
e au langage asso
ié de manière intera
tive.Dé
rivons le proto
ole. Tout d'abord, prouveur et véri�
ateur 
ommen
ent paradopter une représentation polyn�miale p(x1, . . . , xn) de la formule booléenne.Celle-
i est 
onstruite ré
ursivement en appliquant les règles suivantes, où a et bsont des sous-formules,

a ∧ b → ab

a → 1 − a

a ∨ b → a + b − abLe 
al
ul de p(x1, . . . , xn) se fait 
lairement en temps polynomial. Il est impor-tant d'avoir à l'esprit que le polyn�me p(x1, . . . , xn) est vu 
omme élément de
Z[X1 . . . , Xn], 
'est-à-dire qu'il se fonde sur l'addition et la multipli
ation dans
Z (et non pas par exemple dans Z/2Z). Dans 
es 
onditions, on 
onstate que lavaleur du polyn�me p(x1, . . . , xn), évalué en tout n-uple de {0, 1}n, 
oïn
ide ave
l'évaluation de la formule booléenne φ (0 ou 1) en 
e même n-uple.On remarquera de plus que, pour 
haque xi, le degré du polyn�me p(x1, . . . , xn)en xi est majoré par la longueur de la formule, appelons-là ℓ.
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Dé�nissons les quantités suivantes :
f0() =

∑

(a1...an)∈{0,1}n

p(a1, . . . , an)

f1(x1) =
∑

(a2...an)∈{0,1}n−1

p(x1, a2, . . . , an)...
fi(x1, . . . , xi) =

∑

(ai+1...an)∈{0,1}n−i

p(x1, . . . , xi, ai+1, . . . , an)...
fn(x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xn).Ainsi f0() est la quantité que P doit démontrer être égale à k. La quantité fi estun polyn�me de Z[X1, . . . , Xi] d'autant plus di�
ile à 
al
uler que i est petit.Notons que l'on a la relation :

fi(x1, . . . , xi) = fi+1(x1, . . . , xi, 0) + fi+1(x1, . . . , xi, 1). (2)
P et V se mettent d'a

ord sur un nombre premier q. Les polyn�mes fi serontaussi évalués dans Fq. Le proto
ole est le suivant :Étape 0. Le prouveur P donne à V la quantité P0 = f0(). Le véri�
ateur V véri�eque k = P0. Si 
e n'est pas le 
as il rejette l'entrée (φ, k).Étape 1. P donne à V le polyn�me P1(X) = f1(X) ∈ Z[X]. V véri�e que le degréde P1(X) est majoré par ℓ, évalue P1(0) et P1(1) et véri�e que

P0 = P1(0) + P1(1).Puis, V 
hoisit un r1 aléatoire dans Fq et l'envoie à P .Étape 2. P donne à V le polyn�me P2(X) = f2(r1, X) ∈ Fq[X]. V véri�e que ledegré de P2(X) est majoré par ℓ, évalue P1(r1), P2(0) et P2(1) dans Fq et véri�eque
P1(r1) = P2(0) + P2(1).Puis, V 
hoisit un r2 aléatoire dans Fq et l'envoie à P ....Étape i. P donne à V le polyn�me Pi(X) = fi(r1, . . . , ri−1, X) ∈ Fq[X]. V véri�eque le degré de Pi(X) est majoré par ℓ, évalue Pi−1(ri−1), Pi(0) et Pi(1) dans Fqet véri�e que

Pi−1(ri−1) = Pi(0) + Pi(1).24



Puis, V 
hoisit un ri aléatoire dans Fq et l'envoie à P ....Étape n.
P donne à V le polyn�me Pn(X) = fn(r1, . . . , rn−1, X) ∈ Fq[X]. V véri�e que ledegré de Pn(X) est majoré par ℓ, évalue Pn−1(rn−1), Pn(0) et Pn(1) dans Fq etvéri�e que

Pn−1(rn−1) = Pn(0) + Pn(1).Puis en�n, V 
hoisit un rn aléatoire dans Fq, évalue Pn(rn), et 
ompare 
ettequantité ave
 p(r1, . . . , rn−1, rn). Si 
ela 
on
orde il a

epte l'entrée (φ, k).Complétude. Dire que 
e proto
ole est 
omplet veut simplement dire que si Psuit à la lettre les instru
tions, elles seront a

eptées par V , pour toute entrée
(φ, k) du langage #SAT, 
'est-à-dire dès lors que k est bien le nombre de n-uplessatisfaits par la formule φ. Ce
i dé
oule dire
tement de la propriété (2) qui, sielle a lieu dans Z, a lieu dans Z/qZ.Validité. Ce point met en valeur toute la subtilité du proto
ole. Il s'agit de voirque, quelles que soient les données intermédiaires qui lui seront fournies, parun �faux� prouveur P̃ qui respe
te ou ne respe
te pas les règles, le véri�
ateurn'a

eptera une entrée (φ, k) qui n'est pas dans le langage qu'ave
 une probabilitétrès faible.Pour montrer la validité on raisonne ainsi : supposons que k ne soit pas le nombrede n-uples satisfaisant φ. pour que V a

epte l'étape 1, le prouveur doit donnerune valeur P̃0 di�érente de f0(), puisqu'on doit avoir P̃0 = k et que k 6= f0()(
ette dernière quantité étant la vraie valeur du nombre de n-uples satisfaisant
φ). De P̃0 6= P0 et de P0 = P1(0) + P1(1) on déduit P̃0 6= P1(0) + P1(1). Don
,le prouveur doit donner à l'étape 1 un polyn�me P̃1(X) di�érent de P1(X). Si la
ardinalité q du 
orps Z/pZ est su�samment grande, alors ave
 probabilité pro
hede 1 on a P̃1(r1) 6= P1(r1). En e�et, le degré de 
es polyn�mes étant majoré par
ℓ, il y a au plus ℓ valeurs de r1 telles que P̃1(r1) − P1(r1) = 0. La probabilitéde 
et événement est don
 au plus ℓ/q. Si 
et événement ne se produit pas on a
P̃1(r1) 6= P2(0)+P2(1), et le prouveur doit donner à l'étape 2 un polyn�me P̃2(X)di�érent de P2(X). Ce phénomène se propage à travers les n étapes et à la �n, ave
probabilité pro
he de 1, le véri�
ateur 
onstate que P̃n(rn) 6= p(r1, . . . , rn−1, rn).La seule possibilité pour que V a

epte l'entrée (φ, k) est qu'à une des étapes i il
hoisisse malen
ontreusement un ri tel que queP̃i(ri) = Pi(ri). La probabilité que
et événement se produise est inférieure à nℓ/q. On peut la rendre arbitrairementpetite en 
hoisissant q su�samment grand.
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