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Importance de la notion de probabilité conditionnelle

Quand a-t-besoin de la la notion de probabilité conditionnelle ?
- chaque fois que, pendant le déroulement d’une expérience

aléatoire, une information partielle est fournie a I'expérimentateur

- un événement en conditionne un autre, si la réalisation de ce
dernier dépend de la réalisation du premier.

Les notions d’indépendance et de conditionnement sont donc
étroitement liées.
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Exemple de conditionnement discret

Envisageons les trois cas suivants :

1. On lance un dé a six faces : quelle est la probabilité d’obtenir le
chiffre 37
Réponse : 1/6

2. On lance un dé a six faces : quelle est la probabilité d’obtenir le
chiffre 3 sachant que le résultat est impair ?
Réponse : 1/3

3. On lance un dé a six faces : quelle est la probabilité d’obtenir le
chiffre 3 sachant que le résultat est pair ?
Réponse : 0
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Exemple de conditionnement continu

Modele de déplacement d’un mobile (ex : véhicule) décrit pour un
vecteur x, € R? ou R3 au cours du temps r € R, :

- le vecteur x, est la position du mobile a I'instant  dans le cas
idéal d’'un modele théorique

- la position réelle X, est modélisée en introduisant un terme
perturbateur aléatoire

X, = x; + V,, avec V, v.a. centrée,

- suivi du véhicule a partir de mesures Y, qui donnent une
approximation de sa position réelle

Y, = X, + W,, avec W, v.a. centrée.

Question : connaissant les mesures v,,,...,Y,,, comment
prédire/estimer la position réelle du mobile au temps 7, ?

Réponse : utilisation de I'espérance conditionnelle (filtre de Kalman)
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Objectifs du conditionnement

m Apprendre a utiliser de nouvelles informations pour augmenter la
précision d’'un modele aléatoire (exemple : détection des spams)

m La définition du modeéle conditionnel dans le cas discret est
naturelle et remonte au XVIII siécle (Thomas Bayes,
mathématicien britannique, 1702-1761). La définition générale
est plus abstraite.

m Le formalisme des espaces de Hilbert et la notion projection
orthogonale peuvent étre utilisés pour définir les notions
d’espérance conditionnelle et de loi conditionnelle.

m Le conditionnement ouvre la voie a la statistique et I'inférence
bayésienne - Notion de modéle a priori et modéle a posteriori.

Approches fréquentistes # Approches bayésiennes
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— Probabilités conditionnelles par rapport & un évenement

Probabilités conditionnelles par rapport a un évenement
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Définition de la probabilité conditionnelle

Définition

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit B € A tel que P(B) > 0. On
appelle probabilité de A sachant B le nombre P2(A) (noté
également P(A|B)) défini par

PP(A) = P(AIB) =

Lancé de dé : on note A “chiffre 3” et B “chiffre impair”. On a que

ANB) 1 B 1
AﬂB:A;P(AﬁB):icarS;rdg )ZB;P(B)zcard 3

cardQ 6 2’

D’ou

P2(A) = P(A|B) = > =

sy

BN

D

=

ST -
Q| —
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— Probabilités conditionnelles par rapport & un évenement

Définition de la probabilité conditionnelle

Définition
Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit B € A tel que P(B) > 0. On

appelle probabilité de A sachant B le nombre P2(A) (noté
également P(A|B)) défini par

P?(A) = P(A|B) =

Lancé de dé : on note A “chiffre 3" et B “chiffre pair”. On a que

card(A N B) cardB. 3 1
ANB=0; PANB)= ——_-"2=0; P(B) = ==
: D PlANB) card(? 0; P(B) card? 6 2
Dot P(ANB 0
N
PB(A) = P(A|B) = ( )=T=0.
2
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Définition de la probabilité conditionnelle

Proposition

=
Q
=

pplication P2 : A — PB(A) est une probabilité sur (2, A).

Preuve : i) PP(Q2) = 2000 = 2 — et PB(A) = 2482 € [0, 1] car
ANB CB.

ii) Soit suite d’événements A,,, incompatibles 2 a 2 (i.e. A, NA,, = 0).
Les événements A, N B sont aussi incompatibles 2 a 2 et donc :

oun) - ((y4)8) r(yannn)

P(B) P(B)

TP4NB)
_ -
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— Probabilités conditionnelles par rapport & un évenement

Formule des probabilités totales

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit (B;);c; un systeme complet
d’événements de probabilités non nulles i.e.
(i) B; € A pourtouti € I,

(i) UBi =9,

i€l
(iii) sii+j, alors B;NB; =10,
(iv) P(B;) # 0 pour touti € I (ensemble dénombrable).
Alors, pour tout A € A,

P(A) = ZPBi(A)P(Bi) = ZP(A|Bi)P(Bi)-

icl iel
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Probabilités conditionnelles par rapport a un évenement

Formule des probabilités totales

Cas particulier trés utile :

P(A) = PP(A)P(B) + PP(A)P(B)
= P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
Exemple : Le taux de réussite d’'un examen donné est de 60 % pour

les candidats issus de I'établissement A et de 80 % pour ceux issus
de B. D’autre part, 55 % des candidats proviennent de A et 45% de

B.
Quel est le taux d’échec a cet examen ?
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Probabilités conditionnelles par rapport a un évenement

Formule des probabilités totales

Exemple : Le taux de réussite d’'un examen donné est de 60 % pour
les candidats issus de I'établissement A et de 80 % pour ceux issus
de B. D’autre part, 55 % des candidats proviennent de A et 45% de
B.

Solution : soit les événements A : “étre issu de A”, B : “étre issu de
B”, R : “réussir” et E : “étre en échec”.

Par la formule des probabilités totales on a que le taux de réussite
est:

60 x55  80x45

P(R) = P(RIA)P(A) + P(RIB)P(B) = — o= + — o = 69%,

et donc
P(E) =1—P(R) =31% : taux d’échec.
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Probabilités conditionnelles par rapport a un évenement

Formule de Bayes

Soit A et B deux évenements. On a que

P(ANB)
P(B)

Donc, on peut aussi écrire que (formule de Bayes) :

P(A|B) =

et = P(BJA) =

P(B|A)P(A)
P(B)
P(BJA)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)’

P(A|B) =

écrite (souvent!) sous la forme

P(A|B) < P(BJA)P(A)



Amphi 3

— Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Conditionnement par rapport a une v.a. discrete
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— Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Lois conditionnelles pour un couple discret

Soit X et Y deux v.a.r. discréetes, définies sur (2, A, P), avec
X(Q)={xi;icltety(Q) ={y;jeJ}, I,J dénombrables .
Loi de probabilité du couple (X, Y) est déterminée par
pi=P(X=x]N[Y=y])pouricletjel.
Lois marginales de X et Y

PX=x)= Zplj et Y y/ Zpu

Définition
Sip;. # 0, la loi conditionnelle de Y sachant [X = x;] est définie par :

P(X =50 =) _py
P(X =x;) Di.

|

PE=(Y =y) =P(Y =y|X = x) = L jEJ.

Sipi. = 0, alors, par convention, PX=*1(y = y;) = 0.
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Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Définition
Supposons que E(|Y|) < +oo.

L'espérance d’une v.a. dont la loi est la loi conditionnelle de Y a
I'événement [X = x;] est appelée espérance conditionnelle de Y a
I’événement [X = x;].

Elle est notée EX=%1(Y) ou E(Y|X = x;). On a donc
BRI (r) = 3wty =),
j
notée egalement

E(Y|X = x;) = Zyjp(y =y|X = x).

J
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— Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Exemple :soient X ~ P(\) et Y ~ P(u) indépendantes (loi de
Poisson de paramétres A > 0 et i > 0).

Les v.a. X et Y sont discrétes et a valeurs dans N de loi

i

A
P(X =1i]) = e**?, i €N,

et .
W
P([Y=j])=e “jf,, jeN

Proposition

Lav.a. X + Y suit une de loi de Poisson de parametre \ + p.
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T costomenonpupprainevadsore
Espérance conditionnelle dans le cas discret
Exemple :soient X ~ P()\) et Y ~ P(u) indépendantes.

Etant donné que X + Y ~ P(\A + 1), on a que pour 0 < i < n,

P([X=iN[X+Y =n) :P([X:i}ﬁ[Y:n—i])
P(X+Y =n|) P([X+Y;n})

PRI = 1)) =
P(X=i)P(Y =n—i)) _¢ e i
P(X+Y =n]) e~ () i

= a() () =

ou Z est de loi binomiale B (n, ﬁu) Ainsi, la loi conditionnelle de X &

n )\

[X + Y = n] est la loi binomiale B (n, A—)i\- ) d’espérance %= et donc

np
Ap

EXHY=(X) = E(X|X + Y =n) =
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Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Définition
Soit X une v.a. réelle discrete sur (2, A, P) telle que, pour tout

x € X(Q), P([X =x]) # 0 et soit Y une v.a. réelle discréte sur (2, A, P)
admettant une espérance i.e. E(|Y|) < +oc.

On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X,

/a variable aléatoire discréte

ouh: X() — R est la fonction définie par
h(x) = EF=1(v),
pour tout x € X(Q).

Remarque : on la note également E(Y|X) = EX(Y).
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Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Exemple :soient X ~ P()\) et Y ~ P(u) indépendantes.

On a que
h(n) = EXH=1(y) = E(X|X + Y =n) = —— neN,
A+
et donc X+ ¥)A
_|_
E(X)=E(Y|X+7Y)= ———
() = E(YX+¥) = 5

Remarque importante : EX*Y(X) est une variable aléatoire !
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— Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Théoréme (Théoreme de I'espérance totale)

Soit X etY deux v.a.r. discrétes définies sur le méme espace telles

que E(|Y|) < +oc. Alors la v.a.r. discrete EX(Y) admet une espérance
et

E(E*(Y)) = E(Y),
relation notée également

E(Y) = E(E(Y|X)).
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— Conditionnement par rapport a une v.a. discréte

Espérance conditionnelle dans le cas discret

Preuve (Théoréme de I'espérance totale) : on a que

h(x) =E(Y|X =x) = ZyjP(Y = y|X = x).

J

Lespérance de la v.a. h(X) = E(Y|X) peut donc s’écrire

EE(Y]X)) = E(h(X)) = Zh(xi)P(X = xi)

Z (Z yiP(Y = yj|X = xi)) P(X = x;)

i J

>y <ZP(Y = yjlX = x)P(X = xt))
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Conditionnement par rapport a une v.a. continue
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Lois conditionnelles dans le cas continu

Soit (X,Y) € R? un couple de variables aléatoires de densité fx y
admettant pour densités marginales fx et fy.

Pour tout x € R tel que fx(x) # 0, la densité conditionnelle de Y
sachant [X = x] est la fonction fi=* : R — R définie par

f))](:x _ fX,Y(xa y) )

Tx(x)

Parallele avec les couples discrets : on peut faire I'analogue avec
la loi de Y sachant [X = x;] :

PX=x]N[Y=y]) _py
P(X in) Pi,’

pPX=xl(y = y)) = =
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Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Espérance conditionnelle dans le cas continu

Supposons que E(|Y|) < +oo.Lespérance conditionnelle de Y a
‘I'événement [X = x|” est le réel :

EX=X(Y) = /R ¥y () dy.

L'espérance conditionnelle de Y sachant X est la variable
aléatoire réelle
EX(Y) = E(Y|X) = h(X)

avec h : R — R la fonction définie par h(x) = EX=*(Y), x € R.
Théoréme de I’espérance totale (comme dans le cas discret).
Si E(Y) existe :

E(Y) = E(E¥(Y)) = E(E(Y|X)).
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Espérance conditionnelle dans le cas continu

Exemple : soit un couple aléatoire (X, Y) de densité

1 —X—y/X
fey(xy) = e M (o 400 x 0400} ()
On veut calculer E(Y) ?
Calculons tout d’abord la densité conditionnelle

X=x(y) _Srbey) o ferley) 1
Y fx(x) Jpfey(x,y)dy  x 7

qui est une loi exponentielle de paramétre 1. On a donc que

—+oo
=x =x 1 —y/x
EX= (Y)=/y§ (y)dy=/ y—e ¥ dy = x,
R 0 X

etdonc E(Y|X) = X.



Amphi 3

Espérance conditionnelle dans le cas continu
Exemple : soit un couple aléatoire (X, Y) de densité

] —X—y/X
fry(x,y) = 2¢ 0,400 x 0,400} (5 )

On veut calculer E(Y) ?

Etant donné que

Jx(x) = /RfX,Y(xJ’)dy = e M0, 400 (¥)

(loi exponentielle de parametre 1) et E(Y|X) = X, par le Théoreme de
I'espérance totale, on obtient que

+oo
E(Y) =EE(Y|X)) =EX) = /Rxfx(x)dx = /0 e dx=1.
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Extensions de la notion de conditionnement

- Conditionnement dans le cas d’'un couple mixte Y v.a. discréete

par rapport a X v.a. continue / Y v.a. continue par rapport a X v.a.
discréte

- Extension au cas multidimensionnel (X,Y) € R” x R™
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Calcul de probabilités par conditionnement

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit A € A un évenement
quelconque et X une v.a. réelle. Posons

Y(w) = y(w), Yw € Q.

On peut remarquer que P(A) = E(1ly) = E(Y). Par le théoréme de
I'espérance totale, on a que

P(A) = E(E(Y]X)) = E(E(14]X)) = E(P(A|X)),
ou par convention on pose que

P(A]X) = E(11,]X).



Amphi 3

Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Calcul de probabilités par conditionnement

Cas discret : si X est une v.a.r. discrétes avec X(2) = {x;; i € I} on
obtient alors que

P(A) = E(P(AX)) ZP (A|X = x)P(X = x;),

et on retrouve donc la formule des probabilités totales !
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— Conditionnement par rapport a une v.a. continue

Calcul de probabilités par conditionnement
Cas continu : si X est une v.a.r. continue de densité fx on a alors que
P) = B(P(ARX)) = | PAIX = fe()as
JR

ou I'on pose que P(A|X =x) =lim,o P(A | x < X <x+h).

Exemple : soient X et Y deux v.a. indépendantes de densité fx et fy.
On peut alors calculer la densité de X + Y par conditionnement :

Fxay(f) = P(X+Y<1)= / P(X + Y < 1|X = x)fy (x)dx,
JR

Il
%\%\%

P(x+Y <t]X = x)fx(x)dx
P(Y <t — x)fx(x)dx (par indépendance de X et ¥)

Fy(t — x)fx(x)dx,

et donc fyv (1) = Fy y(t) = [ fr(r — x)fx(x)dx.
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Espérance conditionnelle et projection orthogonale
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Lien avec la projection orthogonale ?

Soit X et Y deux v.a.r. discretes, définies sur (2, A, P), avec
XQ)={x;iecltety(2) ={y;jeJ}, I,J dénombrables .
On rappelle que E(Y|X = x;) = > y;P(Y = y|X = x;).
J
Soit 4 : R — R une fonction déterministe. On a alors que

E(B(YORX) = 30 B(YIX = u)h(x)P(X = x)

Z (ZyjP(Y =ylX = xi)) h(x;)P(X = x;)

J

5 D) P(Y = ) 0 [X =) = E (YA(X))
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T piarcs consiomelospocionotroponae
Lien avec la projection orthogonale ?

On a donc que pour toute fonction 4 : R — R

E( (¥ —E(¥|X)) h(X) ) = 0.

Proposition

Soit (V, (-,-)) un espace de Hilbert et V, C V un sous-espace
vectoriel fermé de V. Soitv € V. La projection orthogonale de v sur V,
est le vecteur de vy € V, tel que

v —voll* < ||v — ul|?, pour toutu € V.
Il est aussi caractérisé par la propriété

(v — vo,u) =0, pour toutu € Vj.
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Lien avec la projection orthogonale ?

On a donc que pour toute fonction 2 : R — R

E| (Y —EYX) h(X) | =0avecv =Y, v, = E(Y|X).
5/—’ ~~~

v—vp u

Proposition

Soit (V,{-,), || - ||) un espace de Hilbert et V, C V un sous-espace
vectoriel fermé de V. Soitv € V. La projection orthogonale de v sur V,
est le vecteur de vy € V, tel que

v —vol* < |lv — ull?, pour tout u € V.
Il est aussi caractérisé par la propriété

(v — vo,u) =0, pour toutu € Vj.
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Structure hilbertienne

Soit (2, .4, P) un espace probabilisé, et X : (22, 4) — (R, Bg) une v.a.r.
(discréte ou continue) i.e. une application mesurable.

Définition
On note par L*(2, A, P) l'espace des v.a.r. X de carré intégrable i.e
telles que E(X?) < +oo.

Théoreme
L'espace L* (52, A, P) est un espace de Hilbert lorsqu'’il est muni du
produit scalaire

(X,Y) = E(XY),

et de la norme quadratique associée ||X||, = /E(X?).
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Structure hilbertienne

Définition (Information disponible par la connaissance de X)
SoitX : (2, A) — (R, Br) une v.a.r. On note par

By =X"'(Br)={X"'(B); BeBr} C A

la tribu engendrée par X.

Théoreme (Doob)

SoitX : (2, A,P) — (R,Br) etY : Q2 — R deux v.a.r. Alors Y est
mesurable par rapport a la tribu Bx ssi il existe une fonction
h: (R,Br) — (R, Br) mesurable telle que

Y = h(X).
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Structure hilbertienne

Définition
Soit L*(2, Bx, P) I'espace des v.a.r. Z : Q0 — R de carré intégrable et
mesurables par rapport a By.

Alors L*(§), Bx, P) est un sous-espace vectoriel fermé de L?(), A, P).

Théoreme (et Définition)
Soit X et Y deux v.a. quelconques de L*(2, A, P).

Alors,

E(Y|X) est I'espérance conditionnelle de Y sachant X

)

E(Y|X) estla projection orthogonale de Y surL*(Q, By, P)).
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Quelques propriétés de I'espérance conditionnelle

m Lespérance conditionnelle de Y sachant X est la meilleure
approximation quadratique que I'on puisse avoir de Y par une
v.a.r. de la forme h(X) i.e.
1Y = E(Y1X)]* = E (Y - B(Y]X))* < [|Y = h(X)[]* = E((Y — h(X))*)

pour toute fonction & : (R, Bg) — (R, Bg) mesurable.

m Par la propriété de projection orthogonale

(n(X),Y) = (nX),E(Y|X))
E(rX)Y) = E(RrX)E(Y[X))

pour toute fonction i : (R, Bg) — (R, Bg) mesurable.
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Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Quelques propriétés de I'espérance conditionnelle

m Si Y estindépendante de X, alors E(Y|X) = E(Y)

m Pour toute v.a.r. Y intégrable et toute fonction #: R — R bornée
E(h(X)Y[X) = h(X)E(Y[X)
m Propriété de I'espérance totale : pour tout couple aléatoire (X,Y)
E(E*(Y)) = E(Y)

m Pour toute v.a.r. X de L*(Q, A4, P), E(X) s'identifie a la projection
orthogonale de X sur le sous-espace des v.a.r. constantes.
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Variance conditionnelle

Etant données deux v.a.r. X et Y, la variance conditionnelle de Y
sachant X est la variable aléatoire :

]EX ((Y — EX(Y))Z) = (noté) VE[IX(Y)

Théoreme (Propriété de la variance totale)
Pour tout couple de variables aléatoires (X,Y) :
var(Y) = E(var*(Y)) + var(EX(Y))
E(Y-E@¥) = E(E*((¥-E'®)) +EE'() - EE 1)
Iy —EMI* = [Y —EXD)|* + IE*(Y) - E(Y )H2

Dans le cadre de la géométrie hilbertienne de L* (2, A, P), la propriété
de la variance totale équivaut donc au théoreme de Pythagore.
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Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Variance conditionnelle

Soit (X;);en une suite de v.a. indépendantes entre elles et de méme
loi qu’'une v.a. X.

Exemple 1 - Espérance et variance de la somme d’'un nombre n fixé
de v.a.

On a que

E (i:X,) =nE(X) et var (i:X,) = n var(X).
i=1 i=1

Exemple 2 - Espérance et variance de la somme d’un nombre
aléatoire de v.a.

Soit N € N* une v.a. discréte indépendante des X;, et considérons la

somme aléatoire
N
Sy = ZX,-
i=1

Question : quelle est I'espérance et la variance de S ?
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— Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Variance conditionnelle

Soit (X;);en une suite de v.a. indépendantes entre elles et de méme
loi qu’'une v.a. X.

On a que

E (iX,) =nE(X) et var (Zn:X,) = n var(X).

Soit N € N* une v.a. discrete indépendante des X;, et considérons la
N
somme aléatoire S = > X;

On établit (cf. PC) qué:Iél(S|N) = NE(X) et var(S|N) = Nvar(X), ce qui
implique

E(S) = E (E(SIN)) = E(N)E(X)
et

var(S) E(var"(S)) + var(EN(S))

= E(N)var(X) + var(N)(E(X))*.
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