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Chapitre 1

CONCEPTS DE BASE

On fait appel aux probabilités pour décrire une expérience dont le résultat est impossible
a prévoir avec certitude, mais dont on connait quand-méme ’ensemble des résultats possibles.
A titre d’exemple, considérons l’expérience suivante : on jette un dé et on lit le numéro ap-
paru sur la face supérieure. Lors de cette expérience, on peut s’intéresser au numéro de la face
supérieure (il y a alors 6 résultats possibles), ou seulement & la parité de cette face (il y a alors
2 résultats possibles). La notion de résultat d’une expérience n’est donc pas toujours claire :
c’est I'expérimentateur qui décide de ce qui mérite le nom de résultat en fonction de ses propres
motivations. Ce chapitre a pour but d’introduire les premieres notions de probabilités afin de
modéliser une expérience dont l'issue est aléatoire, et de se familiariser avec les outils qui seront
utilisés tout au long du cours.

1.1 Introduction de la notion d’événement

Si, lorsqu’on répete ’expérience dans des conditions identiques, le résultat observé est sus-
ceptible de changer, 'expérience est dite aléatoire. I’ensemble de tous les résultats possibles ou
états est appelé univers de 'expérience : on le notera 2.

Expérience 1 : lancé d'un dé a 6 faces Q@ = {1,2,3,4,5,6} et cardQ2 = 6 (ou card désigne le
nombre d’éléments).
Ezpérience 2 : lancé de deux dés a 6 faces

Q= {(1,1),"' ,(1,6),(2,1),'“ 7(276)7"'(671)7"' 7(676)}
et card(2 = 36.

L’ensemble 2 peut étre :
e fini (ensemble des 6 faces d'un dé, des 32 cartes d’'un jeu,...);
e infini dénombrable (ensemble des entiers naturels, ou d’états que ’on peut numéroter) ;
e infini non dénombrable (position d’une particule dans un liquide, poids, taille,...).

Ezxemple : On lance une fléchette en direction d’une cible. On peut convenir d’appeler résultat :
— le gain correspondant a la zone du point d’impact : Q = {0, 100, 200, 500, 1000} ;

— la distance du point d’impact au centre de la cible, mesurée a lcm pres par défaut : Q = IN;
— le point d’impact :  partie de IR? correspondant au mur.
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Lorsqu’on effectue une expérience aléatoire, certains faits liés & cette expérience peuvent se
produire ou non : on les appelle événements.

Exemples d’événements :

Pour Uexpérience 1, A1 “le numéro obtenu est pair” ; A, “le numéro obtenu est > 4”
Iy < . _

Pour Uexpérience 2, B “la somme des deux numéros obtenus est 6”

Chaque résultat possible d’une expérience aléatoire est appelé événement simple, mais les
événements susceptibles d’intéresser ne sont pas seulement les événements simples.

Ezemple : I’évenement “le numéro obtenu est pair” lors du lancé d’un dé n’est pas un évenement
simple.

Un événement est lié a une expérience associée a € si, pour tout résultat w € €2, on sait dire
si cet événement a lieu ou non. On convient d’identifier un tel événement a I’ensemble des w €
pour lequel il a lieu. Un événement sera donc identifié a une partie de €.

Ezemple :
Pour Uexpérience 1, Ay est réalisé si et seulement si w € {2,4,6}. On notera A; = {2,4,6}.
Pour lexpérience 2, B est réalisé si et seulement si (wy,ws) vérifie wy + wy = 6.

On notera B = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}.

Plus généralement, & chaque expérience, on peut associer un ensemble €2 tel que chaque
événement puisse étre représenté par une partie de €.

Rappel sur le vocabulaire ensembliste :

1- Soit A une partie de €.
On note A le complémentaire de A : c’est 'ensemble de tous les états qui ne sont pas dans A.

Propriété 1.1. A=A

2- Soient A et B deux parties de €.

On note AN B lintersection de A et de B : c’est I'ensemble des états qui sont a la fois dans A
et dans B.

On note AU B la réunion de A et de B : c’est ’ensemble des états qui sont dans A ou dans B
(ils peuvent étre dans les deux).

On note A C B et on dit que A est inclus dans B si tous les états de A sont dans B.

Propriété 1.2.
1) N et U sont commutatives et associatives.

2) Si AC B, alors ANB=A, AUB =B et B C A.

3-Si Ay, ,Ap,- - sont une infinité dénombrable de parties de §2, on note U A, (ou, de fagon

n
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“+o00
plus précise, U A, la réunion dénombrable des A, : c’est 'ensemble des états qui sont au moins
n=1

dans 'un des A,, et on note ﬂ A,, Vintersection dénombrable des A,, : c’est 'ensemble des états

n
qui sont dans tous les A, & la fois.

Propriété 1.3. 1) UA” = ﬂan, ﬂAn = Uan

2) AN <U An> = U(A N Ay) ¢ distributivité de l'intersection par rapport a la réunion ;
n

n

AU (ﬂ An) = m(A U A,) : distributivité de la réunion par rapport a l'intersection.
n

n

On appelle () I’événement impossible car il n’est jamais réalisé et 2 1’événement certain car
il est toujours réalisé.

Si AN B = (), on dit que A et B sont incompatibles car ils ne peuvent avoir lieu en méme temps.

1.2 Tribus

1.2.1 Définition, premieres propriétés

Définition 1.1. On appelle tribu A sur §2, tout sous-ensemble de parties de €2 tel que :
i) Qe A;
i) si A€ A, alors A€ A;
+o0
ii1) si pour tout n € IN, A, € A, alors U A, € A.
n=0

Le couple (£, .A) est appelé espace probabilisable.

Propriété 1.4. 1) 0 € A;
+00
2) si, pour tout n € IN, A, € A, alors ﬂ A, € A

n=0

Démonstration. 1) Par i) Q € A et par ii), Q € A; or Q = 0.

+o00 +oo
2) Par ii) A; = B; € A et par iii) | ] B, € A. Enfin, de nouveau par ii), | | B, € A.
n=0 n=0
+oo +oo L +oo
OrUB,,L:ﬂBn:ﬂAn. O
n=0 n=0 n=0

Propriété 1.5. L’intersection d’une famille quelconque (dénombrable ou non) de tribus de 2
est une tribu de ).
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Exemples de tribus :

e {(),Q} : la plus petite;
e P(Q) : la plus grande;
o {0,Q,A A}

Cas particulier trés important : lorsque €2 est fini ou infini dénombrable, on prend toujours
A =P(Q). (Ce ne sera pas le cas lorsque 2 = IR : la tribu considérée dans ce cas sera en général
la tribu des boréliens Big qui est la plus petite tribu contenant les ouverts de R).

Systéme complet d’événements :

On appelle systéme complet d’événements de €, toute famille finie ou dénombrable (A;);er

telle que :
i) A; € A pour tout i € I ;
i) )4 = Q;
el
iii) si i # j, alors A; N A; = 0.
(On dit aussi que les A; forment une partition dénombrable de Q).

1.2.2 Tribu engendrée par une famille de parties

Soit C une famille de parties de . On souhaite définir o(C) la “plus petite” tribu de parties
de © contenant C, c¢’est-a-dire que o(C) doit étre une tribu et que, si D est une tribu contenant
C, alors ¢(C) C D.

On considere ’ensemble des tribus contenant C. Cet ensemble n’est pas vide, puisqu’il
contient P(£2), ensemble des parties de 2. D’apres la propriété 1.5, l'intersection de toutes les
tribus contenant C est une tribu. Cette intersection contient C et, si D est une tribu contenant
C, alors D contient l'intersection des tribus contenant C. Ceci prouve que o(C) existe, et est
unique : c’est 'intersection de toutes les tribus contenant C.

Définition 1.2. On appelle tribu engendrée par une famille non vide C de parties de 2, l'inter-
section de toutes les tribus contenant C : on la note o(C).

Ezemples :

L.SiC={A}ou ACQ A#Det A+ Q, o(C)={0,A, A Q}

2. Si C = {A,B,C} est une partition de Q, o(C) = {0,A,B,C,AU B,AUC,BUC,Q}
et cardo(C) = 2° = 8. (Plus généralement, si C est une partition telle que cardC = n, alors
cardo(C) = 2").

3. Plus généralement, si C = {4, ; i € I} est une partition finie ou dénombrable de 2 (I C IN),

alors o(C) = U A; 5 J C I . En effet, par définition méme d’une tribu d’une part, et de o(C)
e

d’autre part, on a C C {U A JC I} C 0(C). On montre ensuite que {U A JC I} est
ieJ ieJ
une tribu en vérifiant les 3 axiomes de la définition.
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4. Si Q = IRY, on utilise le plus souvent la tribu des boréliens de IR®. 11 s’agit de la tribu
engendrée par les pavés de IRY, c’est-a-dire :

d
BIRdIO'<{H[CLZ‘,bi[; a;,b; € IR ; 1§l§d}> .

i=1

Dans le cas tres important ot d = 1, B|g contient en particulier IN, 7, Q, tous les intervalles de
IR (ouverts, fermés, semi-ouvers, bornés ou non),... Cependant By # P(IR) (la démonstration
de ce dernier point sort du du cadre de ce cours).

1.3 Introduction de la notion de probabilité

Une probabilité P est une mesure qui permet d’évaluer les chances de réalisation des événe-
ments. Si A est une tribu sur 2, & chaque événement A de A, on associe un réel P(A) compris
entre 0 et 1, appelé probabilité de I’événement A.

Définition 1.3. Soit (£2,.A) un espace probabilisable. On appelle probabilité (ou mesure de
probabilité) sur (2, A) toute application P de A vers [0,1] telle que :
i) P(Q)=1;

i1) pour toute suite d’événements A, € A, incompatibles deux & deuzx, on a :

+o0 +oo N
P <U An> => P(A4,) (: Gl P(An)) .
n=0 n=0 n=0

Le triplet (2,.4, P) est appelé espace probabilisé.

Propriété 1.6. 1) Si A C B, alors P(A) < P(B);

2) P(A)=1-P(A); P(0) =0;

3) PLAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB);

4) P (U Ai> = Z(fl)kﬂ Z P(A;; N---NA;) | (identité de Poincaré);
=1

k=1 1<ty <ipg<n

n

5) si (Ap)n est une suite croissante de A (An, C Any1), alors P (U An> = 2111 P(A,);

6) si (By,)n est une suite décroissante de A (Byy1 C By,), alors P (ﬂ Bn> = ET P(By).
n o¢]

Démonstration. 1) B=(BNA)U(BNA)=AU(BNA)et AN(BNA)=10 donc
P(B) = P(A) + P(BN 4) > P(A).

2) P(Q) = P(A) + P(A) car AUA =Qet ANA=1. Or P() =1 donc P(A) = 1— P(A) et, en
particulier pour A = Q, P(()) = 0.

3) On décompose AU B en 3 événements incompatibles 2 & 2 :

AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB).
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De méme, A= (ANB)U(ANB) et B=(ANB)U(ANB).
En passant aux probabilités, on obtient :

P(AUB)=P(ANB)+ P(ANB)+ P(AN B),
avec P(A) = P(ANB)+ P(ANB) et P(B) = P(AN B)+ P(AN B). On a donc bien :
P(AUB) = (P(A)— P(ANB))+P(ANB)+ (P(B)— P(ANB)) = P(A) + P(B) — P(AN B).

4) Pour n = 3, on a P(Al UAQ UAg) = P((Al U AQ) @] Ag) = P(Al UA2)+P(A3)—P((A1 UAQ) mAg)
d’apres 3). Mais, toujours d’apres 3),

P(A1UAy) = P(Ay) + P(As) — P(A1 N Ay)
et (A1 UAy) N Az = (A1 N A3) U (A2 N Az) union a laquelle on applique encore 3) :
P((AjUA2)NA3) =P(A1NA;s) + P(As N Az) — P(A1 N Ay N As3)

et en regroupant tout, on a bien le résultat.
On procede ensuite par récurrence sur n (on suppose la propriété vraie au rang n et on applique 3)

n

a A= U A; et & B = A1, puis 'hypothese de récurrence pour A, la distributivité, et de nouveau
i=1

I’hypothese de récurrence aux A; N Ap4q...)

5) Posons Cy = Ag et pour n > 1, C,, = A, N A,_1 (on a alors 4,, = A,,_1 UC,). On décompose la
preuve en plusieurs étapes :
— Les C; sont 2 a 2 disjoints

En effet, si, par exemple, i > j, supposons qu'’il existe w € C; N C;. On a alorsw € C; = A;NA;_1 C
A jetwe C; CA; C Ay car j <i—1,cequiest contradictoire.

N
— Ay = U C,, : démonstration par récurrence sur N ;

n=0
N
C’est vrai pour N =0et si Ay = U C,, alors
n=0
N+1
U C,=ANUCNy1 = An U (Any1 NAN) = ANy
n=0

N
— UA” = UC” : en effet, d’abord C,, C A,, donc UC” - UAn; d’autre part Ay = U C, C U Cn
n n n n n=0 n=0
pour tout N > 0 donc U Ay C U Ch.
N0 n>0

o0
— On en déduit P <U An> =P (U Cn> =Y P(Cy) car les Cy, sont 2 & 2 disjoints. Or, par définition
n n n=0

“+o00 N
d’une série, 7;) P(C,) = N1—1>I-Is}oo gP(Cn) et comme
N N
P(Ay) =P <U cn> =Y P(Cy),
n=0 n=0
onabien P | | J A, | = lim P(4,).

n—-+oo
n>=0
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6) Si (B,,) est décroissante (B,+1 C By) et si A, = B, alors (A,) est croissante et, d’apres 5), on a

P (U Bn) = lim P(B,)=1— lim P(B,).Or

n—-4o0o n—-4o0o
n=0
P UBn =1-P UE =1-P ﬂBn
n=0 n=0 n=0
Donc P (OO Bn> = lim _P(B,). O
n

Cas particuliers trés importants :

1- Q fini : Q@ = {wy, - ,wp} et A =P(Q).

Soient pi,- -+ ,pn, n nombres réels. Il existe une probabilité P sur (£2,.4) telle que, pour tout
n

ie{l,---,n}, P({wi}) = p; si et seulement si, pour tout ¢ € {1,--- ,n}, p; >0 et Zpi =1.

La probabilité P est alors unique et, pour tout A € A, P(A Z ;.
w; EA

Définition 1.4. On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les événements
simples sont égales.

card A
cardQ)’

Théoréeme 1.1. S’il y a équiprobabilité, alors, pour tout événement A, on a P(A) =

Démonstration. Supposons que card() = n. Il existe \ tel que p; = A pour tout 7. On a alors Zpi =
i=1

cardA

. O
card(

1
ni =1, d’ou)\—fet pour tout A € A, P(A Zpl—cardA )X A=
W, EA

Ezxemple de calculs de probabilités dans le cas ot € est fini : on lance un dé non truqué et on
considere les événements A “le résultat est pair” et B “le résultat est multiple de 3”.
1
0=1{1,2,3,4,5,6}, A=P(Q) et, pour 1 <i <6, P({i}) = 8 (le dé étant non truqué, il y
a équiprobabilité).

A={2,4,6}; B={3,6}; ANB={6}; AUB ={2,3,4,6}.

cardd 3 1 R
(A) = rd0 62 et de méme P(B) =

_1
3 Y
2-  infini dénombrable : Q@ = {w; ; i € IN} et A =P(Q).

'P(ADB):é;P(AUB):%:f.

CD\[\D

Il existe une probabilité P sur (€2,.4) telle que, pour tout i € IN, P({w;}) = p; si et seulement

si, pour tout ¢ € IN, p; > 0 et Zpi =1.
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La probabilité P est alors unique et, pour tout A € P, P(A) = Z ;.
w; EA

Remarque : On ne peut pas avoir équiprobabilité dans le cas infini dénombrable car, pour
qu’'une série converge, il est nécessaire que son terme général tende vers 0 et si p; = A pour tout
i, on doit avoir A = 0; mais alors E p; =0#1.

)

1.4 Evénements indépendants

Approche intuitive : 2 événements sont indépendants si la réalisation de 'un est sans effet
sur la réalisation de 'autre. En termes de probabilités, on a la définition suivante :

Définition 1.5. Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

1) Deux événements A et B de A sont indépendants si P(AN B) = P(A) x P(B).

2) Une famille d’événements (A,), est dite famille d’événements indépendants si, pour tout
p € IN* et pour tout {i1,--- ,ip} C IN,

P(Ailﬂ---ﬁAZ‘p):P(Ail)><~--><P(Aip). (*)

Mises en garde :
1- Ne pas confondre événements incompatibles (A N B = {)) et événements indépendants

(P(AN B) = P(A)P(B)).

2- Il faut vérifier (x) pour toutes les sous-familles : en particulier, 'indépendance 2 & 2 d’événements
n’implique pas leur indépendance.

Le concept d’indépendance est donc tres délicat : ainsi, il sera parfois difficile de deviner ou
de pressentir I'indépendance, qui devra donc étre vérifiée par le calcul.

Théoréme 1.2. Si (A, B) est un couple d’événements indépendants, il en est de méme des
couples (A, B), (A, B) et (A, B).

Démonstration.
P(A)P(B) — P(ANB) = (1 - P(A))P(B) — (P(B) — P(ANB)) = P(AN B) — P(A)P(B)
donc, si P(AN B) = P(A)P(B), alors P(AN B) = P(A)P(B). -
Comme A et B jouent des roles symétriques, on a le méme résultat pour (A, B), puis, en remplacant

B par B, pour (4, B). O

On peut généraliser ce résultat :

Théoréme 1.3. Si (A,), est une famille d’événements indépendants, il en est de méme de
(A, avec Al = A, ou bien A, = A,,.

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur le nombre de complémentaires. O
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1.5 Rappels d’analyse combinatoire

Lorsque 'univers €2 d’une expérience est fini, on utilise I’équiprobabilité sur (€2, P(2)) chaque
fois qu’aucun événement simple n’a de privilege sur les autres. Dans ce cas, le calcul des proba-
bilités se rameéne donc au calcul du nombre d’éléments de €2 et de ses sous-ensembles. L’analyse
combinatoire est précisément ’ensemble des méthodes permettant de compter les éléments d’un
ensemble.

Définition 1.6. Soit Ni,...,N, des ensembles de cardinal fini. L’ensemble des p-uplets
(y1,--+ ,yp) ou y; € N; pour tout i € {1,---,p} est appelé produit cartésien des N;. Il est

P
noté N1 X --- x Np, ou bien HNi.
=1

p
SiNy=---=N,=N, alors HNi est noté NP.
i=1

Propriété 1.7. card(N; x --- x Np,) = cardN;y X - -+ x cardN,, et card(N?) = (cardN)P.

On notera A, By, --- des ensembles de cardinal p.

1.5.1 Tirages ordonnés avec remise (ou applications)

On note F(E,, F;,) I'ensemble des applications de E, vers Fj,.

Théoréme 1.4. cardF(E,, Fy,) = nP.

Démonstration. Soit E, = {e1,--- ,e,}. A tout e; de E,, on associe, de fagon unique f(e;) dans F,.
La donnée de f équivaut a celle du p-uplet (f(e1),- -, f(ep)) de (F,)P et, d’apres la propriété 2.1,
cardF(Ep, F,,) = (cardF, )P = nP. O

Ezemple 2.1 : Combien de “mots” (ayant un sens ou pas) de 5 lettres peut-on former ?

On prend 26 boules gravées de A a Z que l'on place dans une urne. On fait 5 tirages
successifs (on veut un mot donc 'ordre des lettres a de 'importance), avec remise de la boule
apres chaque tirage (une lettre peut figurer plusieurs fois dans un mot).

L’ensemble des résultats possibles est ’ensemble des 5-uplets (u1, - - - ,us) avecu; € {A,--- , Z}.
On a alors cardQ = 26°.

1.5.2 Tirages ordonnés sans remise (ou injections)

On note Z(E,, F;,) 'ensemble des injections de E,, vers Fy,, lorsque n > p.

Théoreme 1.5. cardZ(E,, F,) =n(n—1)---(n—(p—1)).

Démonstration. 11 est nécessaire que n > p car chaque élément de E, doit avoir une image distincte.
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La donnée de j dans Z(E,, F},) équivaut a celle du p-uplet (j(e1),--- ,j(ep)) formé de p éléments
distincts de F, : il y a n choix possibles pour j(e1) ; le choix de j(e;) étant fait, il ne reste plus que n—1

choix possibles pour j(esz),-- -, et, pour j(ep), il ne reste plus que n — (p — 1) choix (p — 1 éléments de
F,, ayant déja été utilisés).
Ainsi, on a bien cardZ(E,, F,) =nx (n—1) x --- x (n— (p—1)). O

Ezemple 2.2 : Combien de mots de 5 lettres peut-on former sans utiliser 2 fois la méme lettre ?
On reprend les boules de I'exemple 2.1 : on fait 5 tirages successifs (il s’agit toujours d’un
mot, donc l'ordre a toujours de 'importance) mais on ne remet pas les boules déja tirées dans
I'urne (afin de ne pas retomber sur la méme lettre).
On a alors card() = 26 x 25 x 24 x 23 x 22.

Remarque : Si n = p, les injections sont en fait des bijections et on a alors :
cardZ(E,, F,) =n(n—1) x --- x2x 1 =nl

n!

Dans le cas général, (n > p), cardZ(E,, F},) = ( ]
n—p

7 que l'on note A7

1.5.3 Tirages non ordonnés sans remise (ou combinaisons)

Définition 1.7. Sin > p, on appelle coefficient binomial C¥ (ou parfois (n) ), le nombre
p
n!
pl(n—p)!
Propriété 1.8.
1) O =Cy";
2) CP = CP?_| + CP~1 (formule de Pascal)
n! n!
Démonstration. 1) C)}7P = = =CP.
: Pl (o) (0 o)

—1)! —1)! —1)! !

2ycr+opto D oD oyl M e

pln—=1-p)!  (p-DYn—-p)! pl(n—p)!

Définition 1.8. Une p-combinaison de F,, est une partie de F,, a p éléments.

Théoréme 1.6. Le nombre de p-combinaisons de F, est CF.

Démonstration. A toute injection j de Z(E,, F;,), on associe la partie {j(e1), - ,j(ep)}. Iy a p! in-
jections qui donnent la méme partie {j(e1),---,j(ep)} (autant de fagons que de classer les j(e;) pour
P !
1< i < p). Pour n > p, le nombre de parties est donc —:’ = % =CP. O
pt pln—p)!
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Ezxemple 2.3 : Combien de “mains” de 5 cartes différentes existe-t-il dans un jeu de 327

Ilyena C§2, qui correspond au nombre de fagons de choisir 5 cartes parmi 32 (I'ordre des
cartes dans la main n’a pas d’importance!)

1.5.4 Tirages non ordonnés avec remise (ou combinaisons avec répétitions)

Définition 1.9. Une p-combinaison avec répétition de F,, est une liste de p éléments de F,, les
répétitions étant autorisées et l’ordre dans la liste n’intervenant pas.

Par exemple [a, a,b, ¢, c, f] est une 6-c.a.r.

Théoreme 1.7. Le nombre de p-combinaisons avec répétitions de F,, est C;_;}_l.

Démonstration. Il revient au méme de considérer toutes les répartitions possibles de p boules identiques
dans n tiroirs zy,--- ,x,. En effet, a chaque tiroir, on associe le nombre de boules qu’il contient. On va
utiliser cette derniere modélisation pour démontrer le théoréme, mais on va procéder a I’envers, c’est-a-dire
aligner d’abord les p boules et placer ensuite les n — 1 cloisons des tiroirs.

Pour placer la premiere cloison, on a p + 1 choix possibles car les p boules délimitent p + 1 espaces
libres. Une fois placée la premiere cloison, on a p 4+ 2 choix pour la deuxieéme car la premieére cloison a

partagé un espace libre en 2,--- Ainsi, pour placer la (n — 1)-iéme et derniere cloison, on a p+n — 1
choix.
On a donc (p+ 1) x --- x (p+n — 1) facons de placer les cloisons. Mais les n — 1 cloisons étant

identiques, 'ordre de placement n’intervient pas et une méme configuration peut étre obtenue de (n —1)!
fagons différentes. Le nombre de configurations est donc :

(p+1)><-~-><(p+n—1)_(p+n—1)!_Cp P
(n—1)! T - meel T Vpenol

Une autre fagon plus rapide de procéder est de considérer que 1’on a au total n — 1+ p objets a placer

dont n—1 cloisons identiques et p boules identiques. Les places occupées par les n — 1 cloisons dans un tel

n — 1+ p-uplet d’objets déterminent une unique configuration et il y en a en tout Cg:llﬂ7 = C£71+p. O

Exemple 2.4 : Au jeu des “chiffres et des lettres”, combien y-a-t-il de tirages possibles pour

les 9 lettres ?
Il s’agit de 9-c.a.r. de 26 éléments donc ce nombre de choix est 0296+9—1 = C%,.

1.5.5 Partages d’ensembles

Probléme : Etant donné p entiers positifs ou nuls, ni,--- ,ny, vérifiant nq +--- +mn, = n, on
cherche le nombre de partages de F), en p parties Ay,---, A, telles que cardA4; = n;.
Théoréeme 1.8. Le nombre de partages de F,, en p parties Ay,--- , A, telles que cardA; = n;
n!
est ——.
nil---np!
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Démonstration. On commence par choisir les éléments de A; : il faut en choisir ny parmi n, soit C)'*

choix. Puis, on choisit, parmi les n — n; qui restent, les ny éléments de Ay, soit C?,, ~choix...
. o . ’1 2 . n, .
Une fois choisis les éléments de Ay, -, Ap_1, il ne reste plus que Cninl—m—np,l = C’,’f;; = 1 choix

pour ceux de A, (tous ceux qui restent).
Le nombre de partages est donc :

Cmenz, O - o (non)l (nom— e np)!
n Yn—nq n—ni——np_1 nl'(n — nl)' ng'(n —nq — n2)| np'()'
n!
= ol

O
Exemple 2.5 : Au jeu “des chiffres et des lettres”, combien y-a-t-il de tirages de 9 lettres possibles
contenant n4 fois la lettre A,--- , ny fois la lettre Z, avec ng +---+nz =97
|

Le nombre de choix est donc .
TLA! ce 712!



Chapitre 2

VARIABLES ALEATOIRES
REELLES, LOIS CLASSIQUES
SUR IR

Soit & une expérience aléatoire et (€2,.A, P) lespace probabilisé qui en rend compte. Il ar-
rive trés souvent qu’a chaque résultat de &, on associe une valeur numérique (par exemple la
somme des chiffres obtenus apres le lancer de 2 dés); on définit ainsi une application X de
Q vers IR. On sera amené a considérer I'ensemble des résultats w € Q tel que X (w) = a, ou
encore X (w) < a, ou encore X (w) € [a,b[... On voudrait parler de la probabilité de telle ou
telle situation. Or, dans un espace probabilisé, seuls les événements ont une probabilité (et la
tribu n’est pas toujours formée de toutes les parties de 2). Donc, pour pouvoir considérer la
probabilité de ces ensembles, il faut que ceux-ci soient dans la tribu A. Dans ce chapitre, apres
avoir présenté quelques généralités sur les variables aléatoires et leurs lois, on s’intéressera plus
particulierement aux variables aléatoires réelles.

2.1 Généralités

2.1.1 Tribu engendrée par une application

Rappelons que si X est une application d’un espace € dans un espace Q' et si A" C ,
'ensemble X ~*(A’) est le sous-ensemble de €, appelé image réciproque de A’ par X, défini par :

X1 A)={weQ; X(w) € A} noté aussi [X € A']

En d’autres termes, il s’agit de I’ensemble des éléments de  qui ont leur image par X dans A'.

Propriété 2.1. Si X est une application de 2 vers ) et si A’ est une tribu de parties de €,
alors

Bx =X1A)={X"14),; A cA}

est une tribu de parties de 2.

Démonstration. ¢« X H(Q)={weQ; X(w)€Q}=0QcByx.
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e Si A c A alors
X 1(A)={weQ; X(w)¢A}={weQ; X(w)eA}=X"1(A)ec By
car A’ e A'.

e Si (A});er est une famille dénombrable d’événements de A’ alors

Ux—@)=x" (U A;.) € Bx
el el

car U Ale A O

icl

Définition 2.1. La tribu Bx est appelée tribu engendrée par X .

Propriété 2.2. Si X est une application de Q vers €Y, si C' est une famille de parties de Q' et
si A= o(C) est la tribu engendrée par C', alors

Bx =0 (X))

c’est-a-dire X (0(C')) = o (X~H(C)).

Démonstration. Admise (I’égalité s’obtient en fait par double inclusion). O

2.1.2 Variables aléatoires

Définition 2.2. Soit X : (0, A) — (@', A’). On dit que X est une variable aléatoire (en abrégé
v.a.), ou encore application mesurable sur (Q, A) et a valeurs dans (', A'), si

Bx CcA

c’est-a-dire si, pour tout A’ € A', X 1 A') € A.

Propriété 2.3. Si X est une application de Q2 vers ', et si A" = o(C') est la tribu engendrée
par C', ot C' est une famille de parties de €, alors

X est une variable aléatoire <= pour tout A’ € C', X 1(A) e A

c’est-a-dire qu’il suffit de considérer les images réciproques des éléments d’une partie engendrant
la tribu A'.

Démonstration. = Evident, puisque €’ C A’

< D’apres la propriété 2.2, on a Bx = o (X_l(C’). Oro (X_l(C’)) C A puisque la famille de parties
X~H(C') et contenue dans la tribu A par hypothese, et que la tribu engendrée par cette famille (plus
petite tribu la contenant) est ainsi contenue dans A. On a donc bien Bx C A donc X est bien une
variable aléatoire. O
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Propriété 2.4. Si X est une v.a. de (Q,A) dans (U, A’) et si Y est une v.a. de (', A') dans
(", A", alors Y o X est une v.a. de (Q,.A) dans (9", A”).

Démonstration. Soit A” € A”. On a :

(Vo X) (A7) = {wef; YoX(w)=Y(Xw)e A"}
{we; X(wed =y AN=x1A)=A4AcA

car A/ € A (Y va)et A= X(A) € A (X v.a.), ce qui prouve bien que Y o X est une v.a. O

2.1.3 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Propriété 2.5. Si X est une v.a. définie sur un espace probabilisé (0, A, P), a valeurs dans
(Y, A", alors Uapplication Px : A € A" — Px(A") = P([X € A']) est une probabilité sur
AN,

Démonstration. e Ona [X € Q] ={weQ; X(w) e '} =Q donc
Px(Q)=P(X eQ))=P(Q)=1.

e Soit (Aj})ies une famille dénombrable d’événements deux a deux disjoints de A". Alors ([X € Aj]),c;
est une famille dénombrable d’événements deux & deux disjoints de A car [X € A]]N[X € A}] = [X €
A;NAll=[X € 0] = 0. On a donc

re(Us)

P (X S UAQ-) =P <U[X€A2]>

iel iel
= > P(X € A=) Px(A)
i€l icl
ce qui prouve bien que Px est une probabilité. O

Définition 2.3. La probabilité Px : A" € A’ — P(|X € A']) est appelée loi de probabilité de X
(on dit aussi image de P par X ).

2.1.4 Variables aléatoires réelles

On rappelle que, si X est une application de  vers €', on désigne par X (2) 'ensemble
{X(w) ; we Q}; c’est 'ensemble des valeurs susceptibles d’étre prises par X.

Une variable aléatoire de (Q,A) dans (', A") ou (', A') = (IR, BR) (avec By tribu des
boréliens de IR) est dite réelle. On rappelle que B = o ({[a,b[ ; a, b € R}).
En fait, on a aussi By = o ({{ ; [ intervalle de IR}) puisque

{la,b[ ; a, b€ R} C {I; I intervalle de IR} C BfR.

On peut ainsi écrire de maniere équivalente :

Définition 2.4. On appelle variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) toute application X de
(Q, A) dans IR telle que, pour tout intervalle I de IR, on ait X *(I) € A.
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On rappelle que X 1(I) = {w € Q; X(w) € I} est noté par commodité [X € I].
On écrira ainsi [a < X < b pour X '(Ja,b]); [X < 2] pour X (] — 00,z]) et [X = z] pour

X ({a}).

Cas particulier important : Si A = P(Q2), toute application de € vers IR est une v.a.r.

Théoréme 2.1. Une application X de (2, A) dans IR est une variable aléatoire réelle si et
seulement si, pour tout v € IR, on a [X < z] € A.

Démonstration. On sait, par définition que X est une v.a.r. si [X € I] € A pour tout I intervalle de IR
donc, si X est une v.a.r., en appliquant la définition pour I, =] — o0, z], on a bien [X € I,] = [X < z] € A.

Réciproquement, tout intervalle I de IR s’écrit comme réunion, intersection, complémentaire, d’une
suite d’intervalles de la forme | — oo, x].

1 -
U}—oo,b—}) N] — 00,a]. On a donc aussi :

n
n>1

Par exemple, si a < b, |a, b[= (

X~ (Ja, b))

I
g
—
3
v
| I
|
8
S
I
S|
_ 1
~—
)
|
8
L2,
~_

I
3
v
b
L
N
| I
|
8
S
|
S|
—_
N———
N———
D)
g
|
8
2,

On a alors U Xt G —00,b — :J) € A car A est stable par union dénombrable (A tribu);

n>1
X—1(] — 00,a]) € A car A est stable par complémentation ; et finalement X ~*(Ja, b[) € A car A est stable
par intersection. Les autres cas se traiteraient de maniere analogue. O

2.2 Fonctions de répartition

Définition 2.5. Soit X wune v.a.r. définie sur un espace probabilisé (2, A, P). On appelle
fonction de répartition de X application Fx de IR sur IR définie par

Remarque : Fx est bien définie sur IR car [X < z| € A pour tout = € IR.

Propriété 2.6.

1) Pour tout x € IR, Fx(x) € [0,1];

2) Fx est croissante ;

3) Fx est continue a droite;

4) lim Fx(z)=0; lim Fx(z)=1;
T——00

T——+00
5) pour tout (a,b) € IR?, si a < b, alors P([a < X <b]) = Fx(b) — Fx(a);
6) P([X =x]) = Fx(x) — Fx(z_) (=0 si Fx est continue en x).
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Démonstration. 1) Evident : Fx(x) = P([X < z]) € [0,1] car c’est la probabilité d’'un événement.

JU[z < X < 2'] (réunion de 2 ensembles disjoints) ; donc

2) et 5) Sia’ <z, alors [X <2']=[X <«
< 7']), clest- a—dlre

PX <2 =P(X <a]) + Pz < X
Fx(2') = Fx(z) + P([z < X < 2']).

Comme P([z < X < 2']) >0, on a bien Fx(x) < Fx(z'), c’est-a-dire Fx croissante, et on obtient 5) en
prenant x = a et x’ = b.

3) On utilise le résultat d’analyse suivant :

Toute fonction monotone F admet en tout point x des limites & gauche (notée F(z_)) et & droite
(notée F(x4));

si lim x, =z, alors lim F(z,)=F(z_)

N, Ty <T n—-+o0o
si lim x, =z, alors lim F(z,)=F(xy).
N, Ly >T n—-4o0o

J

SRS

1
Ici Serit | — = - —1. 0 lors [X < z] = |D»n D, =|X<
ci, on écrit | — 0o, x| ﬂ} oo, x + n} n a alors | ] O avec [ x4+

n

(Dy,) est une suite décroissante d’événements, donc, d’apres la propriété 1.6 6), on a alors P ﬂ D,

1 1
lim P(D,,), c’est-a~dire P([X < z]) = lim P ({X <z + }), soit Fix(z) = lim Fx <x + > = Fx(z4),
n n n n n

d’apres le résultat d’analyse que I'on vient d’évoquer.
On a donc Fy(z) = Fx(x4) et Fx est bien continue a droite.

4) Q= U n] donc P(Q) =1 =1lim P([X < n]) =lim Fx(n) = Er}_l Fx () par limite croissante.
De méme, () = ﬂ n] donc P(P) =0 = nBI«Poo Fx(—n) = xErPoo Fx (z) par limite décroissante.

1
6) [ X <z]=[X<z]U[X=2].0r [X <z]= U [X <z — n] et, par propriété de limite croissante,

n

i <o =tnr ([x <o 2]) i (o D) < o)

n

Donce, Fx(z) = Fx(z_) + P([X = z]). O

2.3 Variables aléatoires réelles discretes

2.3.1 Définition, fonction de répartition et loi d’une v.a.r. discrete

Définition 2.6. Une v.a.r. X sur (2, A, P) est dite discréte si X () est fini ou dénombrable.

On note X(Q) = {z1,--- ,x,} ou bien X(Q) = {z; ; i € IN} et p; = P([X = x;]).

Remarque : On a, pour tout z € R, [X < z] = U [X = z;] et une application X de Q vers IR
42, <T

est donc une v.a.r. discréte a valeurs dans {x; ; i € IN} si, pour tout ¢ € IN, on a [X = z;] € A.

Sa loi Py est alors entierement déterminée par les P([X = z;]) = p;. Ainsi, on peut reformuler

dans ce cas :
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Définition 2.7. On appelle loi de probabilité d’une v.a.r. discréte X, l’ensemble des couples

Remarque : On a p; > 0 et Zpi = 1. On notera également p; = Px({z;}).
K3
Fonction de répartition : Fy(z) = Z Di.
12 <T
Sur [x;—1, [, on a Fx(z) = Fx(xi—1) et Fx(z;) — Fx(zi—1) = P([X =z;]) = pi :
La fonction de répartition F'x d’une v.a.r. discrete X est ainsi une fonction en escalier croissante,
présentant des sauts de p; en chaque ;.

2.3.2 Fonction d’une v.a.r. discrete

Théoréme 2.2. Soit X une v.a.r. discrete et ¢ une fonction mesurable & valeurs réelles définie
sur X(2); alors Y = o(X) est une v.a.r. discréte vérifiant Y(Q) = o(X(Q2)) et, pour tout
yeY(Q), ona:

Py =y)= > P(X=u=z)

zip(zi)=y

Démonstration. Soit, pour y € Y(Q), I, = {z; € X(Q) ; ¢(z;) = y}. On a alors

V=y={we; p(Xw)=y}= |J{we; Xw=z}= | X =]

ziely ziely

Don P(Y =y)) = 3. P(X =)= 3. P(X=x)). O

zi€ly zis0(zi)=y

2.3.3 Lois discretes classiques

1) Lois discrétes finies.

a) Loi de Bernoulli B(p) :
X(Q)={0,1}; P([X =1]))=p; P(X =0]) =1-p.

Schéma théorique : On consideére une expérience £ et un événement A 1ié a £ tel que P(A) = p.
On effectue une fois £ et on appelle X le nombre de réalisation de A. On a donc X =1 si A est
réalisé et X = 0 si A n’est pas réalisé. d’ott [X =1] = A et [X =0] = A. X est bien une v.a.r.
car A € A : on dit que X est la variable indicatrice de I’événement A et on note X = 4. On a
bien X(2) = {0,1}; P(X = 1]) = p; P(X = 0)) = 1 - p.

b) Loi binomiale B(n,p) :
X(Q) ={0,---,n}; P([X =k]) = C*p*(1 — p)"* pour tout k € X().

Schéma théorique : On considere 'expérience £ du a) et 'événement A 1ié & € tel que P(A) = p.
On effectue n fois £ et on appelle X le nombre de réalisations de A au cours des n épreuves. On

a bien X(Q)={0,1,--- ,n}.




2.3. VARIABLES ALEATOIRES REELLES DISCRETES 25

Du point de vue de A, le résultat des n expériences peut étre représenté par un n-uplet formé
de 0 et de 1. On a alors X = k si et seulement si le n-uplet est formé de k “1” et den—Fk “0”. ll'y
a Cff tels n-uplets (autant que de fagons de placer exactement k£ “1” dans un n-uplet), et ils ont
tous la méme probabilité p*(1 — p)"* (les expériences étant effectuées de facon indépendante,
les probabilités se multiplient).

On a donc bien X (©2) = {0,1,--- ,n} et, pour tout k € X (),

P([X = k]) = Chp*(1 —p)" .

n
Remarque : On vérifie que Z P([X =k]) =1 : c’est la formule du binéme.
k=0
De plus, pour n =1, B(1,p) = B(p).

c) Loi hypergéométrique H(n,M,N) :

k ~n—k
C(MC(NfM

X(Q) ={max(0, n— N+ M),--- ,min(n, M)}; P([X =k]) = cn

pour k € X(Q).
Schéma théorique : Soit I un ensemble constitué de N objets dont M de type 1 et N — M de
type 2. On effectue n tirages sans remise dans E (n < N). Soit X le nombre d’objets de type 1
obtenus.

On ne peut avoir X =k quesi0 < k< Met0<n—k<N-—M,cest-a-dire 0 < k < M et
n—N+M < k < n. Les valeurs prises par X sont donc les entiers & tels que max(0,n—N+M) <
k < min(n, M).

Un élément w de [X = k] est constitué de k objets de type 1 parmi M et de n — k objets de
type 2 parmi N — M. Il y a Cﬂ facons de choisir les objets de type 1 et C’X,:kM objets de type
2. Or il y a en tout C} fagons de choisir n objets parmi N.

ChCN

Cx
Remarque : Si M >n et N — M > n (cas le plus fréquent), alors X (2) = {0,--- ,n}.

On a donc bien P([X = k]) = pour tout k € {max(0,n—N+M),--- ,min(n, M)}.

Attention : Selon les ouvrages, 'ordre des parametres dans la dénomination de la loi peut
changer.

d) Loi équiprobable U({z1, - ,x,}) :

X(Q)={z1, - ,zp}; P((X =xx]) = % pour tout z; € X ().

2) Lois discrétes infinies.

a) Loi géométrique sur IN* G(p) (ou P(1,p)) :
X(Q)=IN*"; P([X =k]) =p(1 —p)k_l pour k € IN*.

Schéma théorique : On considere toujours ’expérience £ du 1)a) et I’événement A 1ié a € tel que
P(A) = p. On répeéte maintenant £ dans les mémes conditions jusqu’a ce que A soit réalisé. On
note X le nombre d’épreuves effectuées.
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On a bien X (2) = IN* et, si 'on note A; I’événement “A est réalisé a la i-eéme épreuve”, on
aalors [X =1]=A; dot P([X =1]) =pet,pour k> 2, [X =kl =A;N---NAp_1N A dou

P(X =K) =P (A N---N A1 NA) = p(1 —p)F.
D’otl, finalement, X (Q) = IN* et, pour tout k € IN*, P([X = k]) = p(1 — p)¥L.

b) Loi de Poisson P(]) :

)\k
X(Q)=IN; P(X = k]) :e_AH pour k£ € IN.

“+oo
Remarque : On a bien ZP([X =k]) =1
k=0
Ezemple : Le nombre X d’événements aléatoires sur un intervalle T tels que des appels téléphoniques
sur un central, ol les arrivées des voitures a un péage d’autoroute suit une loi de Poisson.
On verra que A représente le nombre moyen d’appels ou d’arrivées pendant 7.

2.4 Variables aléatoires réelles absolument continues

2.4.1 Définition, fonction de répartition, densité

On a vu que, si X est une v.a.r. sa fonction de répartition Fx : z — P([X < z]) est une
fonction croissante, continue a droite et présente un saut en x si P([X = z]) # 0. Elle vérifie de
plus lim Fx(zx)=0et lim Fx(z)=1.

T——00 T—r+00

On va s’intéresser ici a des v.a.r. X telles que P([X = z]) = 0 pour tout x € IR, c’est-a-dire
telles que F'x soit continue sur IR.

Remarque : Dans ce cas, X ({2) ne peut pas étre dénombrable. En effet, on aurait alors P(2) =
Z P(]X = z]) =0, ce qui contredit P(£2) = 1.
zeX(Q)

On peut commencer par rappeler un résultat d’analyse qui sera utile par la suite :

Rappel : Si f est intégrable sur [a, b], alors, pour tout = € [a,b], f est intégrable sur [a, z] et si
€T

on pose F(z) = / f(t)dt, on a :

i) F' est continue sur [a, b] ;
ii) F' est dérivable a gauche (resp. & droite) en tout point zg €|a, b], (resp. [a, b]) ou f admet une
limite & gauche (resp. & droite) et F,(zo) = f(xo-) (resp. Fy(wo) = f(zor))-

Définition 2.8. Une v.a.r. X de fonction de répartition Fx est dite absolument continue s’il
existe une fonction a valeurs réelles f définie sur IR, appelée densité de X telle que :

i) f(z) = 0 pour tout x € IR;

ii) pour tout B € Bpp, f"'(B)={z € R; f(z) € B} € Bp;

400
iii) / f(t)dt existe et vaut 1;
o

iv) Fx(x) = /_ﬂf f(t)dt.
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Remarque : Une fonction vérifiant ii) est appelée fonction borélienne. En particulier, toute
fonction continue ou “suffisamment continue” (par exemple, continue par morceaux) de IR dans
IR est borélienne. Dans les exercices ou exemples, on ne consideérera que des fonctions f continues
ou continues par morceaux : ainsi, le point ii) sera automatiquement vérifié.

Conséquences tres importante de la définition 2.8 : Si X est absolument continue, on a,
sia<b:

Pla< X <b) = Plla<X<b])= <X <b)=P(la< X <))

= Fx(b) /f

En effet, P([X = b)) = 0 car Fx est continue, et Fx(b) — Fx(a) =

] = P(X =
/ dt—/ F(t) /f(t)dt.

De plus, en tout point tg ou la densité f est continue, on a que

Fx(to) = f(to).

Remarques :
1) La connaissance de f détermine entierement F'x mais la connaissance de F'x ne détermine

pas f de facon unique : on peut modifier a son gré f sur un ensemble fini sans changer / f(t)dt

(plus de précisions sur ce point sont données dans le chapitre sur le lien entre variables aléatoires
et la théorie de l'intégration de Lebesgue). Dans la pratique, f sera choisie la moins discontinue
possible. Par abus de langage, on appellera parfois “loi de X” la densité de X.

2) Si X est une v.a.r. absolument continue, alors F'x est continue, mais la réciproque est fausse.

3) 1l existe des v.a.r. qui ne sont ni discrétes, ni absolument continues (celles, par exemple,
dont la fonction de répartition est strictement croissante et présente des sauts en certains points).

Comment reconnaitre la fonction de répartition d’une v.a.r. absolument continue 7

Une fonction de répartition F' est celle d’'une v.a.r. X absolument continue si F' est continue
sur IR, dérivable sur IR\ I, olt I est un sous-ensemble fini (ou dénombrable) de IR, si F’ est
continue sur IR \ I et si I’ admet des limites & droite et & gauche en tout point de I.

2.4.2 Loi d’une fonction d’une v.a.r. absolument continue

Soit X une v.a.r. absolument continue (de densité fx et de fonction de répartition Fx) et ¢
une fonction réelle définie au moins sur un intervalle I contenant X (£2). Pour déterminer la loi
de Y = ¢(X), la méthode la plus générale consiste & exprimer sa fonction de répartition.

Fy(y) = P([Y <y)) = P([p(X) < y)) = P([X € o '(] — 00,y])])

ot p (] —00,y]) = {r € R ; ¢(x) <y} que 'on note ici B(y).
Le plus souvent, B(y) sera un intervalle ou bien une réunion d’intervalles disjoints et, comme
(X € UIk) = U[X € Ii], il sera alors aisé d’exprimer Fy a l'aide de Fx.
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Exemples :
1) SiY =aX +b, avec a # 0, Fy(y) = P([Y gb yl) = P([aX +b < y]) = P([aX <y —b)).

—b
e Sia >0, Fy(y) = P<[X ya ]) = Fy (ya ) Si Fy est dérivable sauf

éventuellement en quelques points, il en est de méme pour Fy par composition, et on a alors

i =) =1k (V) = 2o (U50))

a a
. y—b y—b : R
eSia<0,Fy(y)=P(|X>"—|)=1-Fx |~—— | car Fx et continue. Ici aussi,
a a
Fy est dérivable (sauf en quelques points) et, en utilisant (F o g) = (F' og) X ¢, on a alors
1 -b -b

fr(y) = Fy(y) = FX( ) = —*fx < )

Finalement, f,x14(y) = fX<

2) Si Y = X2, alors Fy (y) = P(IY < 9]) = P(IX* < g)).
e Siy <0, alors Fy(y) =0et fy = Fj, = 0 sur IR*.
e Siy >0, alors Fy(y) = P([—y < X <)) = Fx(y) — Fx(—/y) et

fy(y) = 2\1/17 (fx(Vy) + fxl(—\/gj)) dans ce cas.
Finalement, fx2(y) = NG (fx (V) + fx(=v¥)) Mo 1oo((y)-
3) SiY = ¢, alors Fy(y) = P([Y <y]) = P([e* <y]).

e Siy <0, alors Fy(y) =0et fy = Fy = 0.
e Siy > 0, alors Fy(y) = P([X < lny]) = Fx(lny) car t — Int est une bijection

strictement croissante de IR’ sur IR, puis fy(y) = Fy-(y) = — fx(Iny).
Y
. 1
Finalement, f.x(y) = ;fX (Iny) Mo, 400[(¥)-

De facon plus générale, on pourra utiliser, lorsque ¢ est bijective, le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Soit X une v.a.r. absolument continue de densité fx et ¢ une fonction mesu-
rable & valeurs réelles de classe C* (continue et dérivable de dérivée continue) sur un intervalle
I contenant X (Q), telle que ¢’ ne s’annule en aucun point de I ; alors Y = o(X) est une v.a.r.
absolument continue et elle admet la densité fy définie par :

_ Ix(e7Hy)
) = (o) T

Démonstration. ¢ est continue et ne s’annule pas sur I ; elle y garde donc un signe constant.
On part de Fy (y) = P([Y <y]) = P([p(X) < y]).
e Siy > sup (X (), alors P([p(X ) y]) est toujours vérifié et Fy (y) = 1;
o Siy < inf p(X (1)), alors P([p(X) < y]) n’est jamais vérifié et Fy (y) =0;
e Siy € [inf p(X(Q)), sup p(X (2 ))] alors y € (I) car p(X()) C o(I).
— Si ¢’ >0, alors ¢ et aussi ¢ ' sont strictement croissantes sur I. Il vient donc

Fy(y) = P([p(X) <)) = P(X < o™ (y)]) = Fx (¢ ().

Fx est continue, et si elle est dérivable sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de points,
comme ¢~ ! est dérivable, par composition, Fy = Fx o ¢~ ! est dérivable sur (), sauf peut-étre en un
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nombre fini ou dénombrable de points et :
Fy(y) = (Fxop™) (y) = Fx(¢™ () (¢™") (y) =

— Si ¢’ <0, alors ¢ et aussi ¢~ ' sont strictement décroissantes sur I. Il vient donc

Fy(y) = P([p(X) <yl) = P(X 2 o7 (y)]) =1 = Fx (¢ ().

Fx est continue, dérivable sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable de points, et =1 est
dérivable. D’ott Fy = 1—Fy o~ ! est dérivable sur ¢(I), sauf peut-étre en un nombre fini ou dénombrable
de points et :

-1
ol = —(Fy oo 1Y S -1 —1y/ :_fX((P y)
1
Donc, dans les deux cas, fy(y) = |J:DX ((:51 ((5))))| O
2.4.3 Lois absolument continues classiques
lsizeA

Rappel : Si A est un sous-ensemble de IR, alors Ta(z) = { . La fonction A est

Osiz ¢ A
appelée fonction indicatrice de A.

a) Loi uniforme U([a,b]) :

loi de densité f définie par f(z) = ﬁﬂ[a,b} ().
0 sixz <a

On a dans ce cas, F(z / (@) Z:Z si x € [a,b] , c'est-a-dire
1 sixz > b.

r—a

P =5=4

Mg () + Lpp 400 ()

b) Loi exponentielle £()\) :
loi de densité f définie par f(z) = Aexp(—=Az)Wjg_4oo((T)-
siz <0

0
On a dans ce cas, F(z / f(t) / AeMdt siz>0
0
ol / e Mdt = [—e_)‘t}z =1— e, cest-a-dire
0
F(.%') = (1 - 6_/\x> 11[07_,_00[(%).

c) Loi Gamma 7(\,a) (ou bien I'(a,\)) :

a

I(a)

“+o00

exp(—)\x):va_l]l]07+oo[(x) ouTI'(a) = / et lat,
0

loi de densité f définie par f(z) =

d) Loi Beta B(a,b) :
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1 I'(a)'(b

loi de densité f définie par f(z) = Ba.b) 11— x)billl}()’l[(w) ou B(a,b) = Im.
e) Loi de Cauchy C(«) :

loi de densité f définie par f(z) = 7r(a20j|— )
f) Loi Normale N (m,o?) :

loi de densité f définie par f(x) ! e < (z = m)2> (m est appelé la moyenne et o

= X _——_————
p s P 53 PP y
I’écart-type).
X—-m

Théoréme 2.4. Une v.a.r. X a pour loi la loi normale N'(m, 0?) si et seulement si X* =

o
est une v.a.r. de loi normale N'(0,1).

P . 1 —b

Démonstration. On a vu que fox1p(y) = ﬂfX <y >
a a
. . . 2 1 ( _m)2
Si X a pour loi la loi normale A (m,c?), alors fx(x) = —— exp ———5— | et alors, comme
oV 2 20

L 1 m . m

X* = —X — —, on applique la formule avec a = — et b= ——. On a alors :
o o o o

Frew) = ofx (o (v+2)) = ofloy+m) = e

et X™ suit bien la loi N(0,1).

1 2
Réciproquement, si fx«(z) = e~ /2 comme X = 0 X* +m, on a alors :
V2T
1 y—m 1 _w=-m)?
= — * = (& 202
fx(y) = fx ( . > o
et X suit bien la loi N'(m,o?). O

Conséquence : Tout calcul de probabilité faisant intervenir la loi normale N (m, o) se ramene
a un calcul faisant intervenir la loi normale N(0,1).

On note ® la fonction de répartition d’une v.a.r. de loi (0, 1) :

z 1
q)(x) = / \/T?e_ﬁ/z dt

Comme on ne sait pas calculer ®, il existe des tables qui donnent des valeurs approchées de
¢ (z) pour tout z € IR.

Théoréme 2.5. Soit X une v.a.r. de loi normale N'(0,1), de fonction de répartition ®. Alors :
1

1) pour tout x € IR, ®(x) =1 — ®(—x); en particulier $(0) = 57

2) pour tout v € IR, P([|X| < z]) =2®(x) — 1 et P([|[X]| > 2]) = 2(1 — ®(x)).
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Démonstration. 1) En faisant le changement de variable u = —¢, on obtient :
Tl e L e T e
—c dt = “itdu = vt du
,/700 \Y 271— +oco V 7T —x \/
teo g 2 1 2
_ - —uf/2 d 7/ - —uf/2 d
e u e u
oo V2T oo V2T

et on a bien ®(z) = 1 — ®(—x). En particulier #(0) =1 — ®(—0) =1 — ®(0), d’ou 2¢(0) =

P~z < X <z]) =®(x) — D(—z) = 20(z) — 1.

2) P([IX] < 2]) =
[ Z2]) = 1= P(IX] <a]) =1 - (20(x) = 1) = 2(1 - @(x)).

De plus, P([|X

1.

31
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Chapitre 3

ESPERANCE, VARIANCE ET
MOMENTS DE VARIABLES
ALEATOIRES REELLES

3.1 Variables aléatoires réelles discretes
Soit X une v.a.r. discrete définie sur un espace probabilisé (2, A, P).

On pose X () = {z; ; i € IN} (le cas fini est similaire au cas infini dénombrable et présente
moins de difficultés; on traitera donc uniquement le cas dénombrable).

3.1.1 Espérance

Définition 3.1. On dit que X posséde une espérance si la série Z |z |P([X = x,]) converge;
n=0
on appelle alors espérance de X et on note IE(X) le nombre défini par :

E(X) =Y z,P([X = x)).

n=0

3.1.2 Exemples d’espérances pour des lois discretes classiques

On reprend ici les lois évoquées au Chapitre 2.

a) Loi de Bernoulli B(p) (ou B(1,p)) :
X(Q) ={0,1}; P(X =1]) =p; P(X =0]) =1 —p;

E(X)=p.
En effet, IE(X) =0 x P([X =0]) +1 x P([X =1]) =p.

b) Loi binomiale B(n,p) :
X(Q) = {0, ,n} et, pour k € X(Q), P([X = k]) = Cyp*(1 —p)"";
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E(X) = np.
¢) Loi hypergéométrique H(n, M, N) :

Ck Cm—k
X(Q) = {max(0,n — N + M),--- ,min(n, M)} ; pour k € X(Q), P([X = k]) = M N=M

Cx
Mn
EX)=—.
()=
CMCJ@ 13\4 M!
En effet, IE(X k—2N=M avec, pour k > 1, kCY, = = MCF L
ke;ﬁ Cy. M= (k=DM — k) M—1
M k—1) 1 MnY(N —-n)(N-1)!  Mn
donc IE(X) = —— okt on1l = —nC” = = .
cn keXZ\{O} M-1~N— 1 (M=1) = on =N=1 " Nl(n — 1)I(N —n)! N
k—1 ( 1 1 01?401@_13\4
(pour trouver Z Chyr 1C’ (M1 = = C}_, on s’est servi de Z 07"_ =1,
ke X (2)\{0} keEX(Q) N
soit chk.onk —On appliqué Ak =k—1, N'=N—-1, M =M —1etn =n—1.
MYN—M N

kEX ()

d) Loi géométrique sur IN* G(p) (ou P(1,p)) :
X () = IN* et, pour tout k € X(Q), P([X = k]) = p(1 — p)k~L.

En effet, en posant ¢ =1 — p,

EX) = S kP(X=k)=p3 k¢!

k>1 k>1
1 P 1
-y S| =g (755) -t -
k>1dq Pdq (M ) l—q) (1-9* »p

e) Loi de Poisson P()) :

k
X(Q) =N, et, pour tout k € X(2), P([X =k]) = e,)\)\ ‘

En effet,
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3.1.3 Variance et moments d’ordre r

Définition 3.2. On appelle moment d’ordre r de X le nombre m,(X) défini par m,(X) =

Zx;P([X = xp]) pourvu que cette série converge absolument.
n=0
ii) On appelle moment centré d’ordre r de X le nombre

pr(X) =) (@ — (X)) P(X = 24)),

n>0

pourvu que cette série converge absolument.
iii) On appelle variance de X et on note var(X) le moment centré d’ordre 2 : pa2(X) i.e.

var(X) = ) (z — E(X))*P([X = a))

n=0

iv) Si X admet une variance, on appelle écart-type de X le nombre ox défini par

ox = /var(X).

3.1.4 Calcul de IE(p(X))

Soit ¢ : IR — IR une fonction mesurable a valeurs réelles quelconque. L’application Y =
©(X) : 2 — IR est encore une v.a.r. discrete. En effet, o(X)(Q) = o(X(2)) est dénombrable car
c’est I'image par ¢ d’un ensemble dénombrable et, pour tout y, € (X (Q)), si I, = {i ; o(x;) =
ynp ou z; € X(Q)}, alors [p(X) = yp] = U [X = ;] est dans la tribu A, comme réunion

i€ln
dénombrable d’éléments de A.

Théoréme 3.1. Soit ¢ une fonction continue par morceauz de IR dans IR telle que ¢(X)
admette une espérance. Alors :

E(p(X)) =) o(an) P(X = z4]).

n=>0

Remarque : Ce théoréme est I'un des plus importants : il permet en effet de calculer IE(p(X))
sans connaitre la loi de ¢(X) mais en connaissant simplement la loi de X.

Démonstration. Par définition de IE(p(X)), on a :

E@(X)) = D> ynP(p(X)=ya]) =D ynP <U X = mi]>
= D D P(X=w) =30 3 ele) PX = i)

Z@(%’)P([X = x;])

car (I,,)n est une partition de IN et {z; ; i € IN} = U{xz ;ie L} O

n
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Conséquences :

1) |E(aX +b) = alE(X) + b|si B(X) existe. En effet, si X (2) = {z,},

E(aX +b) = Y (az,+b)P([X = —az:pn =2,]) +b) P(X =

n

= alB(X) +b.

2) |var(X) = IE(X?) — IE(X)?|. En effet, en posant m = IE(X),

var(X) = IE(X —m)?) = Z(wn —m)?P([X = x,))

n

= IE(X2 —2mX + mQ) = Z(mi — 2mzy, + mg)P([X = )

= Y a2P(X =a,]) —2m Y wz, P(X =) +m? Y P(X =

= IE(X?) - 2mIE(X) + m? :nIE(XQ) —E(X)?

3) | var(aX +b) = a*var(X) |. En effet,

var(@X +b) = IE <((aX +b) — B(aX + b))2)
- E <(aX b — (aB(X) + b))2) = IE ((aX + b — alB(X) — b)2)
= E(*(X - E(X))?) = ’E (X — E(X))?) = a*var(X)

3.1.5 Fonctions génératrices

La fonction génératrice est un outil de calcul permettant de calculer les moments d’une v.a.r.
discrete a valeurs dans IN, et plus particulierement ’espérance et la variance. On pose Gx (t) =
Zt”P([X = n]). En appliquant le théoreme 3.1 & ¢; : x +— t%, on a donc Gx(t) = IB(t¥).
n=0

Pour t = 1, Gx(1) = 1, et, pour |t| < 1, Z t"P(X = n]) <> P(X =n]) = 1. La série

Z t"P([X ) converge donc absolument pour |t| < 1 et Gx(t) existe pour t € [—1, 1].
Théoréme 3.2. Soit Gx(t) Z t"P([X . Alors :
n=0

E(X) = lim Gx(t) et var(X) = lim (G%(t) + Gx(t) — (Gx(1)?) .

t—1_ t—1_

Démonstration. A l'intérieur du domaine de convergence de la série Z t"P([X = n]), on peut dériver
n
terme & terme et on a que pour |¢f| < 1:

=> nt"'P([X =n])

n>1
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W) = > nn—1)-(n—k+1)t"FP([X = n])

n>k

Sous réserve de convergence absolue, on peut passer a la limite dans la somme lorsque ¢ tend vers 1
par valeurs inférieures (c’est-a-dire intervertir lim et E ). On a alors, en appliquant le théoréme 3.1 aux

fonctions ¢i :z — x(x —1)---(z —k+1):

lim G'y (t) = > nP([X = n]) = B(X)

t—1
n>1

lim G% (t) = > _n(n —1)P([X =n]) = E(X(X - 1))

t—1
n>2

im G =Y nn—1)-(n—k+1)P(X =n)) =BX(X —1)--- (X —k+1))

t—1
n>k

En particulier,

var(X) = IE(X?) - IE(X)’ = E(X(X - 1)) + E(X) - E(X)?
— GL(1) 4 G (1) — G (10)2

Application aux lois classiques :

a) Loi binomiale B(n,p) :
X(€Q) ={0,--- ,n} et, pour k € X(Q), P([X = k]) = C}p*(1 —p)" "

(Gx(t) = (pt+1—p)"; B(X) = np; var(X) = np(1 - p). |

En effet,

t)=> t"P(X = Ztkck Fa—p)" ™ = (pt+1—p)"
k=0

Gx(t) =np(pt+1—p)" ! ; G’;’((t) =n(n—1)p*(pt+1—p)" 2

Gx(1-)=np ; G%(1-)=n(n—-1)p°
et donc var(X) = G% (1) + G (1) = G5 (1.)? = n(n—1)p* + np —n*p? = np—np? = np(1 —p).

b) Loi géométrique sur IN* G(p) :
X () = IN* et, pour tout k € X(Q), P([X = k]) = p(1 — p)k~L.
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En effet, en posant g =1 —p, on a :

Gx(t) = Y t"P(X =k) = t'pg!

k=1 k=1
1
=2 Z(tQ)k :p<1_t—1>
k=1 q q
2pq
() N S A () — .
X0 =Tt ~ Tt X0 = Ty
p 1 2pq 2q .
On a donc G’y (1_) = =—et G%(1.) = = — puis finalement
=g gE =t O =T =
2g 1 1 2g+p—1 q
Grv(1)+Gv(1)-Gv(Q P =04+ - - ="+ — — 1.
1)+ Gr(1) = Gy (1P = 2 0 - o =P8
c¢) Loi de Poisson P()\) :
k
X(Q) = IN, et, pour tout k € X(Q), P([X = k]) = e 2

H-
Gx(t) = e M B(X) = \; var(X) = \.

_ A
En effet, Gx(t) = > t"P(X =k]) =™ Ztkﬁ = e M,
k>0 k>0
Gl (t) = e heM, G% (1) = e N2eM done Gy (1-) = A, G% (1) = A et

GH(A )+ G%(1) —=G%(1)> =X+ A= A2 =\

3.2 Variables aléatoires réelles absolument continues

3.2.1 Espérance d’une v.a.r. absolument continue

Définition 3.3. Soit X une v.a.r. absolument continue, de densité fx. Si

+oo
/ ] fx (1)t < +o0

alors X admet une espérance définie par

B(X) = / i Fx(t)dt.

—00
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3.2.2 Variance et moments d’une v.a.r. absolument continue

Définition 3.4. Soit X une v.a.r. absolument continue, de densité fx.
i) Soit r € IN*. On appelle moment d’ordre r de X et on note m,(X) le réel défini par :

+0o0
my(X) = / t" fx (t)dt ; pourvu que cette intégrale converge absolument.

ii) En parti ofljlier, le moment d’ordre 1 de X (s’il existe) est 'espérance de X ,.

iii) Si X admet une espérance, on appelle moment centré d’ordre r de X le moment d’ordre r,
s’il existe, de X — IF(X). On le note pu,(X).

iv) En particulier, si ua(X) eziste, pa2(X) est appelé variance de X et noté var(X) i.e.

+oo
var(X) = [ (= B0 (0

—0o0

v) Si X admet une variance, on appelle écart-type de X le nombre ox défini par

ox = /var(X).

Propriété 3.1.
1) Soit X une v.a.r. de densité fx admettant une espérance et soit (a,b) € IR* x IR. Alors
aX + b admet une espérance et IE(aX 4+ b) = alE(X) + b.

+00
2) Si / 22 fx (z)dx converge, alors X* admet une espérance et
—00

B(X?) = /+0<> 2% fx (z)de.

—0o0

Démonstration. 1) Dans le Chapitre 2, nous avons montré que si X a pour densité fx, alors aX +b a

1 t—b
pour densité f,xp définie par f,x1s(t) = mfx <a)'

Foo I t—b
Donc, sous réserve d’existence, IE(aX + b) = / tfaxyo(t)dt = ||/ tfx () dt.
al J_o a
. N . t—1>0
On fait, dans la derniére intégrale, le changement de variable u = ——.
a

—0o0

eSia>0,E(X +0b) = 1/+Oo(au+ b)fx(u)adu = a/+ooufx(u)du—|— b/—irOO Ix(w)du =

a ) _~ —o00 —o0
alE(X) + b;
—00 +oo +oo
e Sia<0,E(@X+b) = L/ (au + b) fx (u) adu = a/ ufx(u)du + b/ fx(u)du =

- “+o00 —00 —00
alB(X) + b.
Comme IE(X) existe, IE(aX + b) existe aussi et IE(aX + b) = oIE(X) + b.

2) Dans le Chapitre 2, nous avons montré que si X a pour densité fx, alors X? a pour densité fy= définie

par fxa(0) = 5z (Fx(VD) + Fx(=VD)) o (1)
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Donc, sous réserve d’existence,

E(X?)

/:o tfx2(t)dt = /Om g (fx(\/i) + fX(—\/E)) dt

+o0 +oo

LieWhide+ [ (Vi
0

0

Dans la premitre intégrale, on fait le changement de variable u = v/t et dans la deuxiéme intégrale,
on fait le changement de variable u = —v/t (t = u?, dt = 2udu).

+oo

) - [ i wdu+ / A= [ e,

— 00

3.2.3 Calcul de IE(p(X))

Plus généralement, on admet le théoreme suivant :

Théoreme 3.3. Soit X une v.a.r. absolument continue de densité fx et ¢ une fonction a
valeurs réelles continue par morceauz sur X (S2), alors p(X) est une v.a.r. absolument continue
et, si elle admet une espérance, alors

+o0o

(X)) = / (@) f ().

—00

Conséquences :

1) m,(X) = E(X")

2) Fx(z) = E(1)_, 4 (X)) (en effet, IE(L}_ (X)) = /]I]oo,x] (t)fx(t)dt = /x fx(t)dt).

3) On retrouve [E(aX +b) = /+Oo(at +b)fx(t)dt = aIE(X) + b.

4) var(X) = BE(X?) - IE(X)%
En effet, en posant IE(X) =m, on a

var(X) = E((X —m)?) = E(X?-2mX +m?)
= E(X?) - 2mE(X) +m? = B(X?) - E(X)?

5) var(aX +b) = a*var(X).
En effet,

var(aX +b) = IE((aX +b—IE(aX +b))?) =E ((aX + b — alE(X) — b)?)
= E(a*(X - E(X))?) = ’E(X — E(X))?) = a®var(X).
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3.2.4 Fonction caractéristique

Définition 3.5. Soit X une v.a.r. réelle. La fonction caractéristique de X est la fonction a
valeurs complexes définie par

Vt € IR, ¢x(t) = IE(e"¥).

Notons que si X admet pour densité fx, alors la fonction caractéristique ¢ x (t) = /IR e fx (x)dx

est la transformée de Fourier de fx. Par la formule d”inversion de Fourier, on a donc que

Ve e R, fx(z) =

1 it
wr t)dt.
2T /]Re ox(t)

La loi d’'une v.a.r. réelle a densité est donc entierement déterminée par sa fonction ca-
ractéristique. Cette fonction a des propriétés analogues a celles des fonctions génératrices de
v.a. discretes, comme le montre (par exemple) le résultat suivant.

Propriété 3.2 (admis). Soit X une v.a.r. réelle. Alors X admet un moment d’ordre r € IN si
et seulement si sa fonction caractéristique ¢x est dérivable r fois ent =0, et on a que

]E(Xr) _ (—’L')T d"ox (t)

arr =0
3.2.5 Application aux lois classiques
a) Loi uniforme U([a, b)) :
1
Loi de densité fx définie par fx(z) = a4 Mg ) ().
—a
oo b 1 21 1 -a® b+ta
EX) = t t)dt = tdt = —| == = .
() /_Oo Jx(®) /ab—a b—a[2L 2 b—a 2
+oo b 1 (87" 188 —d® b2 +ab+a?
B(X?) = 2 = 2dt = = == = :
(x5 /_Ooth(t)dt /a b—atdt b—a[SL 3b—a 3
bV +ab+a®? b +2ab+a® b2 —2ab+a?  (b—a)?
_ 2y _ 2 _ _ — —
var(X) = IE(X?) — IE(X) 3 1 D I
2
E(X) = 22 ot var(x) = @ 12b)

b) Loi exponentielle £()\) :
Loi de densité fx définie par fx(z) = Ae ™ g | oo((2).

+o00o +o00 1 +o00 1 1
B(X) = / tfx(t)dt = / the M dt = / ue Udu = ~T(2) = —;
—0o0 0 A 0 A by
9 +o0 ) 400 Y 1 +o0 0 1 9 '
IE(X ) = n t fx(t)dt = ; t“ e dt = ﬁ ; ule Ydu = FF(:S) _ oF

var(X) = B(X?) —E(X)} = & — — = —.
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c) Loi Gamma v(\,a) :

A +00
Loi de densité fx définie par fx () = ——e 297 g 4 (), ont ['(a) = / o—tra=1 gp.
0

I'(a)
1
X admet des moments de tous ordres car . thIn t2(t" fx (t)) = 0 donc t" fx (t) < 2 pour t > tp.
—r+00
+oo teo e 1 Hoo _1P(a+1)
E(X) = t tdt:/ t——e Mol gt = / ue™" du =
B [ o= [ (@) Jo RO
X; + + A + F( )
(e 9] o a 1 (ee] 1 a+2
E(X?) = 2 fx(t dt:/ ? e Mol dt = / e du —
= [ emoa= [ (@ Jy " RS0
a(a+1)
)\ )
at+1) a@® a
var(X) = E(X?) — [E(X)* = ( 22 2N
a
E(X)= - etvar(X) = VA

d) Loi Normale N (m,c?) :

1 (x — m)2)
Loi de densité définie par x) = exp| ——— |.
fx par fx(x) o p< 2
1
X admet des moments de tous ordres car th? t2(t" fx(t)) = 0 donc " fx(t) < 72 pour
—+00
t>to.

X —
On a vu au Chapitre 3 que, si une v.a.r. X a pour loi N'(m,c?), alors X* = ™ est une
o
v.a.r. de loi normale N(0, 1).
+o00 +00 1 42
E(X™) = / tfx~(t)dt = t e~ 2 dt = 0 (intégrale d’une fonction impaire sur IR)
o —co V2T
+oc0 +o0 1 42
E(X*?) = / 2 fx«(t) dt = 2/ t2 5 e~ 2 dt (intégrale d’une fonction paire sur IR).
—00 0 ™
2 2
On fait une mtegratlon par parties en posant u =te” B etv="t(u=—e" T et v = =1).
A
2 2
2 t2 e*?dt:— {—te?] 5 d / St
\/ V 2 ( 0
t2 1
1 quand A — +oo car te” 2 — 0 et / e~ 2dt—>1.
V2 \/277 _A

On a donc IB(X*) = 0, IE(X*?) = 1 et var(X*) = IE(X*?) —IE(X*)? = 1.
Or X = oX* 4 m, donc IE(X) = oIE(X*) + m et var(X) = o?var(X*) d’otr :

E(X) =m et var(X) = o°.




Chapitre 4

INTEGRALE DE LEBESGUE ET
VARIABLES ALEATOIRES

Ce chapitre propose de présenter de fagon succinte comment la théorie des probabilités
s’appuie sur une notion d’intégration développée par Henri Lebesgue au début du 20eme siecle.
L’intégrale de Lesbesgue est un outil plus puissant que I'intégrale de Riemann qui s’appuie sur la
théorie de la mesure. L’objectif de ce chapitre est d’illustrer comment le formalisme de I'intégrale
de Lebesgue permet de traiter dans un cadre unifié a la fois les variables aléatoires discretes et les
variables aléatoires continues (& densité). Pour un cours beaucoup plus détaillé sur la théorie des
probabilités et ses liens avec 'intégrale de Lebesgue et la théorie de la mesure, nous renvoyons
le lecteur intéressé vers le livre suivant :

- Barbé Philippe & Ledoux Michel (2007), Probabilité (L3M1), EDP Sciences.

Dans tout le chapitre, le triplet (Q2,.4, P) désigne un espace probabilisé, et X une variable
aléatoire réelle (v.a.r) c’est a dire une application mesurable de (£2,.A) a valeurs dans (IR, B ).
Rappelons que la loi de probabilité de X (appelée aussi mesure image) est la probabilité Py :
Br — [0, 1] définie par Px(B) = P(X € B) pour tout B € BR.

Dans les chapitres précédents, la distinction entre variables aléatoires discretes et continues
a été faite en particulier au travers de I'écriture et des propriétés de leur fonction de répartition
Fx(z) = Px(] — 00, z]) . Les notations que nous avons utilisées sont rappelées dans le tableau
ci-dessous :

v.a.r. discrete v.a.r. a densité fx
X(Q) ={zn},cIN X(Q) CcR i
Fx(z) = P(X <a]) = Y P(X =) Fx(e)=P(X <zl =/ fx(t)dt -
Tp<T oo —o°
E(X) = 3 2. P((X = ) E(X) = / 2 fx(2)da
nelN >

X
Jusqu’a présent, dans le cas d’une variable aléatoire a densité, les intégrales / fx(t)dt et
—0o0

+oo
/ tfx(t)dt ont été (implicitement) définie par rapport a la notion classique d’intégration (au

—00



44 CHAPITRE 4. INTEGRALE DE LEBESGUE ET VARIABLES ALEATOIRES

sens de Riemann). Soit n € IN, et introduisons la mesure de dirac d, : Bg — [0, 1] définie par

|1 si z,€B
5xn(B)_{0 si xnﬁB,

pour tout B € BR. On peut alors remarquer que si X est une v.a. discrete telle que X (2) =
{#n}, N alors sa fonction de répartition peut s’écrire sous la forme

Fx(z) = Z Pn = Z Pndz, (] — 00, 2]),

Tn<T nelN

avec p, = P([X = z,]). Dans ce chapitre, nous allons voir (en particulier) comment le formalisme
de l'intégrale de Lebesgue permet d’écrire de fagon unifiée la fonction de répartition d’une v.a.
qu’elle soit a densité ou bien discrete.

4.1 Construction de l’'intégrale de Lebesgue

Nous donnons ici une présentation rapide de la construction de I'intégrale de Lebesgue.

4.1.1 Espace mesuré

Définition 4.1. Soit Q un espace muni d’une tribu A. On appelle mesure (positive) sur
(Q,.A) toute application p de A vers IRy telle que :

i) p(0) = 0;

i1) pour toute suite d’événements A, € A, incompatibles deux & deuzx, on a :

+oo +oo N
o (U An) = u(Ay) (— Jlim Zu@%) :
n=0 n=0 n—

0

Le triplet (92, A, 1) est appelé espace mesuré. Notons qu'une probabilité P est le cas particu-
lier d’une mesure positive prenant ses valeurs dans [0, 1] et qui vérifie P(2) = 1. Des exemples
importants de mesures sont les suivants.

Définition 4.2. Soit wy € Q un élément firé. La mesure de Dirac (ou masse de Dirac) au
point wq est la mesure définie par

1 si wpe A

vAe 4, 5w°(A):{ 0 si woé¢ A

Définition 4.3. Soit (wy,)n>1 une suite points de Q. La mesure de dénombrement associée
a cette suite est la mesure définie par

= Z(Swn-

n=1
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Nous verrons par la suite que les mesures de Dirac et les mesures de dénombrement per-
mettent de caractériser les lois de variables aléatoires discretes.

Un autre exemple est celui de la construction d’une mesure g sur © = IR? muni de la tribu
des boréliens A = B]Rd. L’exemple essentiel pour ce cours est celui de la mesure de Lebesgue A

qui est définie a partir de ses valeurs sur ’ensemble des pavés ®§-l:1]aj, b;] de R? par

d

A (®?z1]ajvbj]> =[] —a).

j=1

Dans le cas particulier de d = 1, on a que A(Ja,b]) = b — a est la longueur de U'intervalle |a, b].
La mesure de Lebesgue restreinte & un intervalle permet de caractériser les variales aléatoires
continues de loi uniforme.

4.1.2 Intégrale d’une fonction au sens de Lebesgue

Soit (€2, A, 1) un espace mesuré, et h : (2, A) — (IR, Br) une application mesure. Nous
souhaitons pouvoir donner un sens a l'intégrale de h par rapport a la mesure p qui sera notée

| hwydnto).

La théorie de Lebesgue peut bien sur se généraliser a I'intégration de fonctions A a valeurs dans
d’autres espaces que IR. Toutefois, pour des raisons de simplicité, cette (rapide) présentation
sera restreinte au cas de fonctions & valeurs réelles.

Soit A € Aet My : (2,4) = (IR, Br) l'application définie par Ta(w) = 1 si w € A et
Ta(w) = 1siw ¢ A, appellée fonction indicatrice de I'ensemble A. Pour construire 'intégrale
de Lebesgue, on définit tout d’abord l'intégrale de la somme d’indicatrices d’évenements.

Définition 4.4. L’intégrale de la fonction indicatrice 14 par rapport a la mesure u est

[ tatw)dutw) = ().
Q

Définition 4.5. Soit a1, ...,a, des réels positifs, A1,..., A, des évenements de A et posons
n
hn(w) = a;la; (w).
j=1

L’application h, s’appelle une fonction étagée positive, et l’intégrale de la fonction h, par
rapport a la mesure p est définie par

[ b)) = 3 a4y

Ensuite pour définir I'intégrale d’une fonction mesurable & : (Q2,.4) — (IR, BR) a valeurs
positive, on se sert de la propriété que h est la limite d’une suite croissante (hy,),>1 de fonctions
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étagées positives telles que

Yw € Q, h(w) = Erjra hn(w) (convergence simple).

Définition 4.6. Soit h : (2, A) — (IR,Bjp) une fonction mesurable a valeurs positives.
Lintégrale de la fonction h par rapport a la mesure u est définie par

/Qh(w)d,u(w): lim b (w)dp(w),

n——+00 Q

ot (hp)n>1 est une suite croissante de fonctions convergeant simplement vers f.

On peut maintenant définir 'intégrale d’une fonction h a valeurs positives ou négatives.

Définition 4.7. Soit h : (2, A) — (IR,BR) une fonction mesurable. La fonction h est dite
intégrable si

/ ()| dp(w) < +oo,
Q

et dans ce cas l'intégrale de la fonction h par rapport a la mesure p est définie par

/Q h(w)dp(w) = /Q max(h(w), 0)dju(w) — /Q (— min(h(w), 0)) dp(w).

En général, il peut étre tres compliqué de calculer 'intégrale de Lesbesgue d’une fonction
mesurable. Toutefois, dans le cas ou p© = A est la mesure de Lebesgue et si h : IR — IR est
une fonction continue sur un intervalle [a, b] telle que h(w) = 0 si w ¢ [a, b], alors l'intégrale de
Lebesgue de h par rapport a la mesure A coincide avec I'intégrale classique de Riemann i.e.

[ waute) = [ sy

Il est également aisé de calculer I'intégrale d’une fonction par rapport a une mesure de Dirac
ou a une mesure de dénombremet.

Propriété 4.1 (admis). Soit h: (2, A) — (IR, Bp) une fonction mesurable. Soit wg € A et duy
la masse de Dirac au point wgy. Alors,

/ (1), (1) = h(wo).
Q
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Propriété 4.2 (admis). Soit h: (2, A) = (IR, Bjp) une fonction mesurable. Soit (wy)n>1 une
suite points de Q, (an)n>1 une suite de réels positifs, et p, la mesure discrete

Mn = g anéwn
n=1

Alors,

/h( )dpin (w Zan Wy)-
Q

n=1

On peut donc remarquer qu’intégrer une fonction mesurable h par rapport a la mesure
discrete p, consiste simplement a effectuer la somme pondérée des valeurs de la fonction h aux
points w, affectés des poids «a,. L’intérét trés pratique de la théorie de I'intégration de Lebesgue
est de proposer un formalisme unifié pour traiter a la fois de sommes et d’intégrales.

4.1.3 Mesures définies par des densités

Propriété 4.3 (admis). Soit (2, A, 1) un espace mesuré et f : (2, A) — (IR, Bf) une fonction
a valeurs positives. L’application v : A — IRy définie par

VA€ A, /f Ydp(w

est une mesure (positive) dite mesure de densité f par rapport a pu.

Si v est une mesure de densité f par rapport a p, alors pour toute fonction h intégrable par
rapport a v, on a que

[ twidvtw) = [ bew)sw)dute).

Notons que si v, = E ndy, est une mesure discrete, alors
n>1

/ h(w)dvy, (w

ot f:(Q,A) = (IR, BR) est une application mesurable telles que f(w,) = a;, pour tout n >

Zan Wp,) —/h(w)f(w)d,un(w).

n>1

1
et pn = g O, - Ainsi, toute mesure discréte est une mesure a densité par rapport a
n>1
la mesure de dénombrement .

4.2 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Soit (2,.4, P) un espace probabilisé. On rappelle qu'une v.a. réelle (continue ou discrete) est
une application mesurable de (€2, A) dans (IR, BR), et que sa loi de probabilité est la mesure
image définie par Py(A) = P(X € A) pour tout A € B.
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4.2.1 Loi de probabilité d’une v.a. réelle discrete

Par définition, une variable aléatoire réelle X est de loi discrete si elle prend ses valeurs
dans une partie finie ou dénombrable de IR que I'on notera X ({2) = {z}, N- La loi d'une v.a.
discrete est caractérisée par la donnée des probabilités

pn:P(X:l'n),nelN.

Pour tout A € BR, on a que

P(Xe€B)= Y pa

neBnIN

Ainsi, la loi de probabilité de X est la mesure discrete

Px = Z pn(sa:nv

nelN

et on a que

P(X € B) Z Pnd xn Z pn]lB an

nelN nelN neB

4.2.2 Loi de probabilité d’une v.a. réelle continue

Définition 4.8. Soit f : (IR,Bp) — (IR,Bp) une fonction mesurable positive telle que son
intégrale par rapport a la mesure de Lebesque soit é€gale a 1 i.e.

[ H@axe -

ou A est la mesure de Lesbegue sur IR. La fonction f est dite densité de probabilité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Définition 4.9. Soit f une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgque. Une
variable aléatoire réelle X est dite continue et de densité f (ou plus simplement o densité) si sa
loi de probabilité est telle que

VA € B, Py(A) = /Af(x)dA(x)

Il est important de remarquer que la mesure de Lebesgue d’un ensemble dénombrable de
réels est nulle. De ce fait, on peut changer en nombre dénombrable de points la valeur d’une
densité de probabilité f (par rapport & la mesure de Lebesgue) sans changer la valeur de Px(A).
Dans la suite du cours on notera également par dx l'intégration par rapport mesure de Lebesgue

- [ i | s
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4.3 Espérance d’une variable aléatoire

Définition 4.10. Soit X une variable aléatoire réelle telle que

/ | X (w)|dP(w) < +o0.
Q

L’espérance de X est Uintégrale de la fonction mesurable X : Q — IR par rapport d la mesure
de probabilité P notée

E(X) = /Q X (w)dP(w).

L’espérance dune v.a.r. X représente donc la valeur moyenne que prend cette variable. Dans
la pratique, on n’effectue aucun calcul d’intégrale par rapport a la mesure de probabilité P. Les
calculs se feront en fait a partir d’intégrales sur IR ou de sommes discretes. Ceci se justifie a
I’aide du résultat suivant connu sous le nom de théoreme de la mesure image.

Théoréme 4.1. (admis) Soit X une variable aléatoire réelle, et ¢ : (IR,Bp) — (IR, Bp) une
application mesurable, telle que ¢(X) soit intégrable par rapport a la mesure de probabilité P.
Alors

I(6(X)) = /Q H(X (w))dP(w) = /mas(x)dPX(x).

Un corollaire immédiat du théoréeme de la mesure image est que ’espérance d’une v.a.r. X
de loi Px se calcule a I’aide la formule suivante

B(X) = /]R 2dPy (2).

Ainsi, dans le cas ou X est une v.a.r. continue de densité f (par rapport a la mesure de
Lebesgue dx) on a que

E(X) = /Rxf(x)da:,

et dans le cas ou X est une v.a.r. discrete de loi Py = Z Pndz, , on obtient que
nelN

E(X) = Z TnPn.-
nelN
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Chapitre 5

COUPLES ALEATOIRES
DISCRETS

5.1 Généralités

Soit X et Y deux v.a.r. discretes, définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
On pose X (Q) = {z;; i € N} et Y(Q) = {y; ; j € N}

5.1.1 Loi de probabilité d’un couple (X,Y)

Définition 5.1. On appelle loi de probabilité du couple (X,Y') l’ensemble des triplets (x;, y;, pij)
avec

pij = P([X = ;] N[Y =y;]) pouri e IN et j € IN.

On a alors Zzpij :Zzpij =1.
g J i

Dans le cas o X (£2) et Y(£2) sont finis avec peu d’éléments, les résultats peuvent étre donnés
dans un tableau a doubles entrées.

Ezemple : on considere un lancer de 2 dés a 6 faces. On note pas X7 et X5 les variables aléatoires

qui représentant le résultat obtenu avec chaque dé. On pose Y = max (X1, X2). Le tableau des
probabilités p;; du couple aléatoire discret (X,Y’) = (X1,Y) est alors donné dans la Table 5.1.

5.1.2 Lois marginales

Définition 5.2. Les v.a.r. X etY sont appelées v.a.r. marginales du couple (X,Y) ; les lois des
v.a.r. X et'Y sont appelées lois marginales du couple (X,Y).

On pose pi. = Y pij et p; = Yy

J (2
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TABLE 5.1 — Lancer de 2 dés : tableau a double entrée de la loi de probabilités du couple (X1,Y),
et des lois marginales de X et Y.

X1/Y 1 2 3 4 5 6 | P(Xi=uz)=pi

. 1 1 1 1 1 1 1

36 36 36 36 36 36 6

, 2 1 1 1 1 1

36 36 36 36 36 6

\ . 3 01 1 1 1

36 36 36 36 6

, 0o R N | 1

36 36 36 6

5 o o o o 2> 1 !

36 36 6

6 O 0 0 0 6 L

36 6
1 3 5 7 9 11
PY =y)=p;| — — 2 L = =
Y=v)=Pi|35 36 36 36 36 36

Théoréme 5.1. La loi de X est définie par l’ensemble des couples (z;,p;.) pour i € IN et la loi
de Y est définie par l'ensemble des couples (y;,p.;) pour j € IN .

Démonstration. Y() = {y; ; j € IN} donc Q = U[Y = y,| réunion dénombrable d’événements
J
disjoints. Les événements [Y = y;] forment un systéme complet d’événements, donc :

[X = xz]

[X :xi] nQ = [X :.’Ei] N (U[YZ:%])
= Ux==zlny =y)

J

d’apres la distributivité de N par rapport a U On a alors
J

P(X = z]) = ZP([X =z N[Y =y;l) = Zpij = pi.

et de méme
P(X =y =Y P(X=w]n [V =y)) =D v =py.

O

Lorsque l'on représente la loi du couple dans un tableau, la loi de X est obtenue en fai-
sant la somme sur les lignes (c’est-a-dire que p;. est la somme des p;; sur la i-eme ligne) et
la loi de Y est obtenue en faisant la somme sur les colonnes (c’est-a-dire que p; est la somme
des p;; sur la j-eme colonne). On peut se reporter a la Table 5.1 pour 'exemple du lancé de 2 dés.
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5.1.3 Indépendance de deux v.a.r. discretes

Définition 5.3. Deuzx v.a.r. discrétes X et'Y sont dites indépendantes si, pour tout (i,j) € IN?,
on a :

P(X =z N[Y =y;]) = P([X = z])P([Y = y;]) ( ¢’est-a-dire p;j = pi.pj).

Remarque : C’est le seul cas ou la loi du couple est entierement déterminée par les lois margi-
nales.

5.1.4 Somme de deux v.a.r. discrétes

Théoreme 5.2. Soit X et Y deuz v.a.r. discrétes et soit Z =X +Y.
Pour z € Z(2), on pose I, = {(i,j) € IN*; x; +y; = 2} ; alors P([Z = z]) = Z Dij-
(1,9)€l

Démonstration. Pour calculer P([Z = 2]), on consideére 'ensemble I, = {(i,5) € IN* ; x; +y; = 2} qui
décrit toutes les situations possibles pour lesquelles X + Y prend la valeur z.

On a alors [Z = z] = U ([X =2;)N[Y = y;]) réunion d’événements disjoints, donc
(i.4)€l-
P(Z=2)= ) PX=z]lnl¥=yl)= > by
(i,4)€l- (i,4)€l2

Ezemple : On lance un dé deux fois de suite et on s’intéresse a la somme des points.

Z(Q) ={2,---,12},
Is = {(la 5)7 (274)7 (37 3)a (472)7 (57 1)}7 I; = {(1?6)7 (275)7 (374)a (473)7 (572)7 (6a 1)}

1
P(X=x]NnY =y;]) = 3¢ powr tout couple (z;,y;) € {1,---,6}* donc

mwzmziapw:m:—,

Cas particulier important si X et Y sont indépendantes et a valeurs dans IN :

Théoreme 5.3. Si X et Y sont indépendantes a valeurs dans IN, de fonctions génératrices

respectives Gx et Gy, alors P([X +Y =n]) = Z pip.j et Gx4vy(t) = Gx(t)Gy (t) pour tout
i+j=n

t €0,1].

Démonstration.

Gx(H)Gy (t) = (ZtiP([X = i])) (thp([Y jD) =Y D tP(X =d)P(Y =)

i>0 7=0 120 720
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(On peut échanger l'ordre des termes car les deux séries sont a termes positifs.)

On a, d’aprés I'indépendance de X et de YV, P([X = i|)P([Y = j]) = P([X =i N[Y = j]) et, si
I, ={(i,j) € N*; i+ j =k}, pour k € IN, les I;, forment une partition de IN*. D’ot :

Gx(Gy(t) =Y > #HP(X =Y t"P(X +Y =k]) = Gxyv (1)

k>0 (i,5)€l} k>0

Application :

Propriété 5.1. Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes :
1) si X suit la loi binomiale B(n,p) et Y la loi B(m,p), alors X +Y suit la loi B(n+ m,p) ;
2) si X suit la loi de Poisson P(\) et'Y la loi P(u), alors X +Y suit la loi P(A+ p).

Démonstration. 1) Gx(t Ztkckpk )"k = (pt +1—p)" et de méme Gy (t) = (pt +1—p)™

donc

Gxiy(t) = Gx()Gy (t) = (pt +1—p)" ™.
On reconnait 1a la fonction génératrice de la loi binomiale B(n +m, p) donc X +Y suit la loi B(n+m,p).

+oo
)\
2) De méme, Gx (¢ Ztk AL =AM e Gy (t) = e "' donc

Gxiv(t) = Gx(t)Gy (t) = e~ AT AT,

On reconnait 14 la fonction génératrice de la loi de Poisson P(A+ u) donc X +Y suit la loi P(A+p). O

5.2 Opérateurs classiques

5.2.1 Espérance

Propriété 5.2.
1) Si X etY possédent une espérance, alors IE(X +Y) existe et

IEX+Y)=IEX)+ IEY) (linéarité de l’espérance).

2) Si X etY possédent un moment d’ordre 2, alors IE(XY') existe.

Démonstration. 1) Soit Z=X+Y.

Alors [Z=2l= | (X =wz]n[Y =y)) ot L ={(i,5) €N ; @; +y; = z}.
(i.d)€L
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YoeP(Z=2) = ) oz ) P(X=wmlnY =y)

2€2(Q) z€2(Q) (i))el.
= Z Z T + yJ [X - xl] [Y = yJD Z(ml + yj)plj
2€Z(Q) (i,5)€l, (1,5)

= szpzj +Zygng sz szj +ZyJ me

(4.9)

= Z%Pz + Z YiD.j
t J

Les deux séries obtenues sont absolument convergentes car IE(X) et IE(Y) existent donc, en reprenant
la démarche précédente avec Z |2|P([Z = z]) et en utilisant les inégalités du type |z| < |zi| + |y;],
2€2(Q)
on obtient absolue convergence de Z zP([Z = z]), ce qui légitime ce qui a été fait ci-dessus (i.e.
2€Z(R)
intervertir les sommations).
On a donc bien E(X +Y) =E(X) + E(Y).

2) Si Z = XY et si, pour z € Z(Q), on pose J, = {(i,j) € N? ; zy; = z}, alors [Z = 2] =
U ([X = a;] N [Y = y;]) et, sous réserve d’absolue convergence pour pouvoir intervertir les sommes,

(i,9)€J>
ona:
2€Z(Q) 2€Z(Q)  (i,5)€l:
= Z Z mzyj = LL'J [Y = y]])
2€Z(Q) (i,5)€J,
= Z Z LiYjiPij = inyjpij-
2€Z(Q) (i,5)€J= (4,5)
1, 5 1, 5 5 1 2
Or |ziy;| < 527 +y5) car 527 +y7) = [wiy;] = 5 (|2l = |y;[)” > 0 et

Z lziyilpi; < 5 Z o+ y3)pij = % fopij + Zy?pij

(i) 2 (i9) (i9)
%waZPijJr%nyZpu:% S wip 4+ Y i,
T ;o i j

1 1
= 5]E(X2) + §]E(Y2) < 400

car X et Y sont d’ordre 2. La convergence absolue est donc bien vérifiée et on a alors

1IE(XQ) + 11[3(1/2).

E(XY)= Z zP([Z =2]) = inyjpij et E(XY) < 5 5

2€Z(Q) (4,9)

O

Théoréme 5.4. Soit o une application de IR* dans IR, telle que ©(X,Y) admette une espérance.

Alors :
(4,9) iJ
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Démonstration. La démonstration est identique & celle des propriétés précédentes.
On pose Z = p(X,Y) et, pour z € Z(Q), K, = {(i,5) € IN* ; p(v;,y;) = 2}
Z(Q) est fini ou dénombrable car X (2) et Y(€2) le sont. On a alors

YowP(Z=2) = D 2z Y P(X=z]n[Y =y)

2€Z() 2€2(Q) (i,j)EK,

= > Y e@ny)P(X =z]n[Y =y

2€Z(Q) (i,j)EK.

= Z Z x“yl pl] Z(p Ti,Yj sz

2€Z(Q) (i,j)eK.

Les interversions des sommes sont légitimes car Z est d’ordre 1 donc Z 2P([Z = z]) est absolu-
2€Z(Q)
ment convergente. On a donc
= Z (i, Y;)pij

(4,9)

0
Application :
Propriété 5.3. Si X etY sont indépendantes, alors IE(XY) = IE(X)IE(Y).
Démonstration. En effet, on a alors p;; = p; p; et, d’apres ce qui précede,
Z TiY;pij = Z TiY;pip.j = (Z Tipi. ) (Z yjp.j) = EX)E().
(3,9 J
O

Remarque : La réciproque est en général fausse.

5.2.2 Variance et covariance

Définition 5.4. 5i X et Y sont d’ordre 2, on appelle :
1) covariance de X et de 'Y, le réel cov(X,Y) défini par

cov(X,Y) = [E((X — [E(X))(Y — IE(Y))) ;

2) coefficient de corrélation linéaire de X et de 'Y, le réel p(X,Y) défini par

cov(X,Y)
o(X)o(Y)’

3) matrice de covariance de X et de'Y, la matrice T'(X,Y) définie par :

p(X,Y) =

~—

(X, Y) = var(X)  cov( X Y cov(X,X) cov(X,Y
7 eov(Y, X)) var(Y cov(Y,X) cov(Y)Y) )°
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Propriété 5.4.
1)i) cov(X,Y) =cov(Y, X) = IE(XY) — [E(X)IE(Y) ;

1)ii) var(X +Y) = var(X) + var(Y) 4+ 2cov(X,Y) ;

1)iii) si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) =0 et
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

1)iv) cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y).

2) p(X,Y) € [-1,1] et p(aX +b,cY +d) = p(X,Y).

ac
|ac]

3) I'(X,Y) est une matrice réelle symétrique et, pour tout (u,v) € IR?,

(u,v)[(X,Y) ( z ) > 0.

Démonstration. 1)i) cov(X,Y) = IE ((X — IE(X))(Y — E(Y))) = E(XY -IE(X)Y —XIE(Y)+IE(X)IE(Y))
puis, en utilisant la linéarité de IE,
cov(X,Y) = B(XY) - B(E(X)Y) — E(XIE(Y)) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
1)ii) Toujours en utilisant la linéarité de IE, on a :
var(X +Y) = cov(X +Y, X +Y)=E(X +Y)?) - EX +Y)?
= E(X?+2XY +Y?) — (E(X) +E(Y))?
E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) - E(X)? - E(Y)? - 2[E(X)E(Y)
= var(X) 4 var(Y) + 2cov(X,Y)

1)iii) Découle de 1)i) et de la propriété 5.4.
1)iv)

cov(aX +b,cY +d) E ((aX +b)(cY +d)) —E(aX + b)E(cY + d)
E(acXY + adX + bcY + bd) — (alE(X) 4 b) (cIE(Y) + d)

= acE(XY) + adlE(X) 4+ bcIE(Y) + bd

—acE(X)IE(Y) — adIE(X) — beIE(Y) — bd

= accov(X,Y)

2)i) Pour tout A € IR, on a var(X + AY) > 0
Or var(X 4+\Y) = var(X)+2\cov(X, V) +A?var(Y), qui est un trinéme du second degré en \ toujours

positif : son discriminant réduit est donc négatif, c’est-a-dire que 'on a :

(cov(X,Y))? — var(X )var(Y) < 0.

1l s’ensuit alors que p*(X,Y) — 1 <0.
3)i) Immédiat car cov(X,Y) = cov(Y, X).
3)ii)

(u v)F(X,Y)(Z) = (u ”)(cgjr)((),(})/ CO\:;rXY )( )

= (u w) uvar(X) 4+ veov(X, Y
ucov(X,Y) 4+ vvar(Y

= w?var(X) + 2uvcov(X,Y) + vvar Y) var(uX +0Y) > 0.
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Chapitre 6

COUPLES ALEATOIRES A
DENSITE

6.1 Loi de probabilité d’un couple de variables aléatoires réelles

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité et X et Y deux v.a.r. définies sur (92,4, P).

Définition 6.1. On appelle fonction de répartition du couple (X,Y) la fonction Fxy définie

sur IR? par :
Fxy(z,y) = P(X <z]n[Y <yl).

Propriété 6.1. Les fonctions de répartition des v.a.r. X et'Y vérifient

Fx(z)= lim Fxy(z,y) et Fy(y) = lim Fxy(z,y).

Yy—r—+00 T—>+00

Démonstration. Q = U[Y < n] réunion croissante d’événements, donc, par distributivité,
n

réunion croissante d’événements. On a donc, d’apres la propriété 1.6 5),

P(IX <z])= lim P(X <z]Nn[Y <n]).

n—-+4oo

Il vient alors

Fx(z) = lim Fxy(z,n)= lim Fxy(x,y)

n——+00 Yy—r—+00

et, X et Y jouant des roles symétriques, la deuxieme assertion en découle de la méme fagon. O
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Définition 6.2. La loi du couple (X,Y") est dite absolument continue s’il existe une application
fxy de IR? sur IR, positive et borélienne (c’est-a-dire que, pour tout B € Bp, f)}ly(B) € Ble),

appelée densité du couple (X,Y), telle que, pour tout (z,y) € R? :

Fxy(z,y) / / fx v (u,v)dudv.

Remarques : toutes les fonctions “suffisamment continues” sont boréliennes. En pratique, on
prendra souvent fxy continue sur l'intérieur d'un sous-ensemble D de IR? et nulle sur son
complémentaire. Il existe des couples (X,Y’) non discrets n’admettant pas non plus de densité.
C’est le cas si, par exemple, X est une v.a.r. discrete et Y une v.a.r. absolument continue.

Propriété 6.2.

1) /m (/:Ofxy(u v)du) dv —/:O (/:Ofxy(u v)dv) du—1.

2) Les lois marginales de X et de' Y admettent les densités fx et fy définies par

+o0 +00
fx(u) =/ Ixy(u,v)dv et fy(v) = fxy(u,v)du.

—0o0 —00

?Fxy

)

3) En tout (zo,y0) ot fxy est continue, on a fxy(xo,Y0) = 920y (20, Y0)-

Démonstration. 3) Découle de la définition de fx y (définition 6.2).

2) Fx(z) = yl}r_&o Fx y(z,y) avec

Fxy(x,y) / </ fxy(u,v) ) du/: (/;fx,y(u,v)du) dv
donc Fy(z) = [ :O ( [ ; ey (u, v)du) dv = [ OO ( [ :o ey (u, U)dv> du et

+oo
fx(z) = Fyx(z) = / Ixv(z,v)dv.
—o0
Comme X et Y jouent des roles symétriques, la deuxieéme assertion en découle de la méme facon.
400 +oo +oo
1) Comme / fx(x)dz =1, on déduit de 2) que / (/ fX,y(x,v)dv) dx = 1. O
—o0 —0o0 —o0

Parallele avec les couples discrets :

1) est I'analogue de Z sz’j = Z (szg) =1
i J

2) est I'analogue de p; = Zpij et p; = sz‘j-
I, i

Ezemple : Soit (X,Y) un couple de loi uniforme sur le disque D(O, R). Déterminer sa densité
ainsi que les lois marginales de X et de Y.
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(X,Y) est un couple de loi uniforme sur le disque D(O, R) donc sa densité est constante sur D(O, R)
et nulle ailleurs.

Ixy(z,y) = Clpo,r)(z,y) donc C// drdy =1. Or // dz dy est l'aire de D(O, R),
D(O,R) D(O,R)

1
c’est-a-dire 7R? et CrR% =1 donne C = —— d’on
mR2

1
fxy(z,y) = R Ipo,r)(x,y)-

1
Ainsi, fxy(z,y) = 7z 8 2?2 + y? < R? et 0 sinon.
™
e Si |z > R, alors 2* +y*> > R? et fxy(z,y) =0 pour tout y € IR, d’ott fx(x) = 0.
e Si |z| < R, alors 224y < R? pour y? < R?—1z?, ¢est-a-dire pour y € {f\/R2 —x2, VR? — :L’Q}

et
oo g 2V R? — 22
fx(@) = / TR2 I, RQ—ﬁ](y) dy = T iRZ
2VR? — x2 2. /R2 — 2
Finalement, fx(x) = TQQ: I_gg(x) et fy(y) = sz I_g,g)(y) car X et Y jouent le
méme role.

6.2 Indépendance

Définition 6.3. Soit X et Y deux v.a.r. définies sur (2, A, P). Les variables aléatoires X ety
sont dites indépendantes si

P(X € ANy e B))=P (X € A)) P([Y € B])

pour tout A € Bp et B € Bp.

L’indépendance de deux variables aléatoires peut se caractériser plus simplement a ’aide de
la fonction de répartition ou de la densité du couple (X,Y).

Propriété 6.3 (Admis). Deuz v.a.r. X etY sont indépendantes si, pour tout (x,y) € IR?, on
a:

Fxy(z,y) = Fx(2)Fy (y)-

Propriété 6.4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité fxy admettant pour
densités marginales fx et fy. Les v.a.r. X et'Y sont ssi, pour tout (z,y) € IR?, on a :

Ifxy(@,y) = fx(x)fy(y).

On a également que l'indépendance de X et Y équivaut a IE(g(X)h(Y)) = E(g9(X))IE(h(Y))
pour toutes fonctions g et h pourvu que ces espérances existent.

Attention : IE(XY) = IE(X)IE(Y) n’est pas suffisant pour conclure sur l'indépendance de X
et de Y.
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6.3 Opérateurs classiques

6.3.1 Espérance

On a les mémes propriétés que dans le cas des couples discrets. Les résultats démontrés pour
les couples discrets au sujet des opérateurs restent valables : il suffit ici de remplacer les sommes
par des intégrales et les probabilités par des densités. En particulier, on a les résultats suivants.

Propriété 6.5.
1) Si X etY possédent une espérance, alors IE(X +Y) existe et

IE(X+Y)=IEX)+ EY) (linéarité de l’espérance).

2) Si X etY possédent un moment d’ordre 2, alors IE(XY') existe.

Propriété 6.6. Si ¢ est une fonction de IR® sur IR telle que o(X,Y) admette une espérance,
alors :

+oo +o0o
B(p(X,Y)) = / / o, y) fry (. y)ddy.

+oo +0o0
En particulier, IE(XY) = / / xyfxy(z,y)dxdy si cette espérance existe.

6.3.2 Variance et covariance

Définition 6.4. S5i X et Y sont d’ordre 2, on appelle :
1) covariance de X et de 'Y, le réel cov(X,Y) défini par

cov(X,Y) = [E((X — [E(X))(Y — IE(Y))) ;

2) coefficient de corrélation linéaire de X et de 'Y, le réel p(X,Y) défini par

cov(X,Y)
o(X)o(Y)’

3) matrice de covariance de X et de'Y, la matrice T'(X,Y) définie par :

p(X,Y) =

~—

(X, Y) = var(X)  cov( X Y cov(X,X) cov(X,Y
7 eov(Y, X)) var(Y cov(Y,X) cov(Y)Y) )°
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Propriété 6.7.
1)i) cov(X,Y) =cov(Y, X) = IE(XY) — [E(X)IE(Y) ;

1)ii) var(X +Y) = var(X) + var(Y) 4+ 2cov(X,Y) ;

1)iii) si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) =0 et
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

1)iv) cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y).

2) p(X,Y) € [-1,1] et p(aX +b,cY +d) = p(X,Y).

ac
|ac]

3) I'(X,Y) est une matrice réelle symétrique et, pour tout (u,v) € IR?,

(u,v)[(X,Y) ( Z ) > 0.

6.4 Changement de variables

Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité fxy et 1 une fonction (borélienne) de TR? sur
IR?. On souhaite connaitre la loi du couple (U, V) = ¢(X,Y). On va d’abord énoncer ’analogue

de foox)(y) = fx (e )™ ()] sur R.

Théoréeme 6.1. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité fxy et 1) une fonction de IR? sur

IR%. Si fx,y est continue sur l'intérieur d’un ensemble D et nulle sur son complémentaire, si

¥ est une bijection de D sur E = (D) telle que les dérivées partielles de 1 et de 1 existent
or Ox

et soient continues, et si, de plus, J(y gu gz % 0 sur E, alors le couple aléatoire

ov
(U, V) =¢(X,Y) admet pour densité la fonctzon ny définie par :

fU7V(U7 1)) = fX7Y(w71(u7 1))) ‘J(wil)(uvv)‘ st (uv 1)) € k.

Remarque : Comme dans le cas réel, il peut arriver que ¢ ne soit pas bijective sur D tout entier
mais que sa restriction ¢; a chacun des sous-ensembles D;, i € {1,2,---,¢q} d’une partition de
D, le soit. On a alors

fuv (u,v) ZfXY (u, 0))| T (5 ) (u, 0)| Wy (w, ).

1
Exemple : Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité fxy ou fxy(z,y) = 2—6_%(9”2“/2). Quelle
—_— T

X
tlaloide U =—=7
est la loi de v

X
Méthode : On calcule d’abord la loi de (U, V) = (Y’ Y), puis on déduit la loi de U comme loi marginale
du couple (U, V).
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On pose ¢(z,y) = (u,v) = (x,y) :y =v et x = uv conduit &
Yy

¢_1(u7v) = (.%‘,y) = (uv,v).

Le domaine IR x IR se transforme en IR x R*. Pour (u,v) € R x R :

oz Ox
J@ D) =| o gu = =v#0,

ou v

v
1

donc J(¢p™1) # 0 sur IRx]0, +oo[ et sur IRx] — 0o, 0[.
On a alors, pour (u,v) € IR x IR* :

Foe () = P (6 (o) T ()] = e 3O+ g

Il vient alors

+o0 1 +oo L2 (2 1 400 L2021
folw) = / fUV(uaU)dU:*/ e 27 (u+)|v|dv:2x— e~ 2V (W) 1y
—00 ' 27 — 0o 2 0
B
mu? +1 0 1+ u?
1 .
Dong, si (X,Y) suit la loi de densité fx y définie par fx y(z,y) = 2—67%($2+y2) alors Ta Lot de
™

X
U= v est la loi de Cauchy C(1).

6.5 Sommes de deux v.a.r. absolument continues

Théoréme 6.2. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité fxy. Alors :
1) la v.a.r. X +Y a pour densité la fonction fxiy définie par :

+00 +oo
fxty(w) = fxy(w—wv,v)dv= fxy(u,w—u)du.

2) Si X etY sont indépendantes, alors :

+o0

+oo
fxay(w) = / fx(w — v) fy (v)dv = / fxe () fy (w — u)d

—00 —00

Démonstration. On pose (U, V) = (X 4Y,Y) et ¥(z,y) = (u,v) = (x +y,y). Alors ¢ est une bijection
de IR? sur lui-méme et o~ (u,v) = (z,y) = (u — v,v).

J( M (u,v) = (1) _11 =1, donc fy,y(u,v) = fxy(u—v,v) et
+oo +oo
fulu) = / fov(u,v)dv= / fxy(u—v,v)dv.
+oo
De plus, si X et Y sont indépendantes, fi(u) = / fx(w—v)fy()dv. O
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Remarque : Si on prend (U,V) = (X, X +Y), on obtient

+o00
fxqv(v) = fX7y(U, v —u) du.

—00

Ezemple : Soit (X,Y) un couple de densité f définie par f(z,y) = k(2 + 3?) Ly 12 (2, y).
Déterminer k et calculer cov(X,Y"). Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ? Déterminer la
loide X +Y.

Réponse :

o k= %’ fx(z) = 2(952 + 1) -1 y(2) = fr(2).

e cov(X,Y) =0 mais X et Y ne sont pas indépendantes.

(1 +(1— |U|)3) 2,97 (u).

| =

o fxiy(u)=

Application aux lois normales :

Théoreme 6.3. Si X et Y sont deuzr v.a.r. indépendantes de lois respectives J\/’(ml,a%) et
N (ma,03), alors la v.a.r. X +Y suit la loi normale N'(my +ma, 0% + 03).

. 1 +oo 1 _ _ 2 _ 2
Démonstration. On a fxiy(u) = —— / exp (_ ((u v . my) + (v 72712) )) do.

oo 2 oy o5
o 2 _ 2 — M2
(u—v 5 m) (w Zb) sous la forme u
oy op A
de u. On aura alors :

On va mettre + B, ou A, B et M sont dépendantes

1 1 oo 1/ (v—M)?
fxty (u) im0 exXp ( 9 ) /_OO exp ( 5 ( A v
1 1
= —-B 2m A.
2mo 09 XPp ( 2 ) m
Il reste donc & déterminer A, B et M.
(U*v*ml)2 (v—m2)2 1 2 2 2 2
At T gl e meit )
B o2+ 03 W2 9 (u—m1)o% +maeo?  (u—my)?02 +m3o?
- 0?03 o2 + o2 o2 + o3

Or,on a:

(u —mq)%0% + mio? ((u—ml)ag—i—mgU%)Q
Jf + cr% a% + U%
(w = m1)?03 + m3o3)(03 + 03) — ((u— ma)o + mao?)?
(0F +03)?
(u—mq)%0302 + mioio? — 2ma(u — my)oio?
(0f +03)?
o203 (u—mq — ma)?
(0F +03)?
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(u—mq —mg)? VA ( 1 )
———2-et B=~——-——-" et, comme U) = ———exp|—=B],
o] + 03 O’% +0’% fX+Y( ) V2moi09 p 2

P (1) L. p( 1(“‘m1‘m2)2)
X X = — = €X I .
e V2m\/o% + 02 2 of+od

On reconnait 13 la loi normale NV (mq + ma, 07 + 03). O



Chapitre 7

CONVERGENCE DE SUITES DE
VARIABLES ALEATOIRES

Les variables aléatoires X,,, X utilisées dans ce chapitre sont toutes définies sur le méme
espace probabilisé (€2, A, P), a valeurs dans (IR, B[ ), de fonctions de répartition respectives I,
et F'. Dans ce chapitre, on va aborder les notions de convergence en moyenne, en moyenne qua-
dratique et en probabilité mais c’est surtout la convergence en loi qui retiendra notre attention,
ainsi que les questions d’approximations de lois.

7.1 Inégalités

Propriété 7.1. (Inégalité de Markov)
Soit e et a deux réels strictement positifs. Si X admet un moment d’ordre o (IE(|X|%) existe et
est fini), alors

1

P(IX] > e]) < ZIB(X]%).

Démonstration. On a :
| X[ = | X" Tx e + 1 X Tpjx <o

Il est clair que, puisque | X|* possede une espérance, les v.a.r. | X|% I} x| et [ X|* 1} x <. possedent
également une espérance. On a, par ailleurs :

(X[ Myixpze) = % Tpjxp>e)-
Cette inégalité implique que :

E(X1%) = B(X" Tjxize) + B (1X]" Tx)<)
IE (X% Wx 20) 2 e B (]x)50) =" P ([ X] > €])

WV

ce qui donne le résultat. O

Corollaire 7.1 : (Inégalité de Bienaymé-Tchebicheff)
Soit € un réel strictement positif. Si X admet un moment d’ordre 2, alors
1
P(|IX —IE(X)|| > ¢]) < mvar(X).

B
52
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Démonstration. On a var(X) = IE((X — IE(X))?) < 400, c’est-a-dire la v.a.r. Y = X — IE(X) admet
un moment d’ordre 2. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Markov a Y avec o = 2. O

On termine cette partie par deux autres inégalités classiques :

Inégalité de Jensen : Soit X une v.a.r. et ¢ une fonction convexe de IR dans IR. Alors, si X
et p(X) possedent une espérance, on a :

P(E(X)) < IE(p(X)).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X et Y sont des v.a.r. ayant un moment d’ordre 2, alors :

E(XY]) < VIE(X?) VIE(Y?).

7.2 Convergence presque sire

Définition 7.1. Soit (X,), v et X des variables aléatoires réelles. On dit que (Xy), N

converge presque surement vers X si et seulement si P ({w eQ: hr—i{l Xn(w) = X(w)}) =1.
n—-+0o0

On note alors X, &'

Ezemple : Soit (X,), N une suite de variables aléatoires bornées
[ Xn| < tn,

N . , c. . , p.s.
ol u, est une suite de réels positifs qui tend vers zéro. Alors X,, — 0.

Propriété 7.2. Soit (X,), v une suite de variables aléatoires qui converge presque sirement
vers X et f : IR — IR une fonction continue, alors f(X,) =3 f(X).

Démonstration. Comme f est continue sur IR, on a que hIJIrl f(Xn(w)) = f(X(w)) pour tout w € Q
n—-+0oo

tel que lim X, (w) = X(w). Par conséquent,
n—-+o0o

n—-+oo

{oens im xw=x@}c{ocns in sonw) = rxe).

et donc

tep({weo: tm son @) =rxe)}) <1,
car X,, 3 X. O

Un critere important de convergence presque stiire est donné par le théoreme suivant appelé
Lemme de Borel-Cantelli (un résultat classique en théorie des probabilités).

Théoréme 7.1 (admis). Soit (Xp), v une suite de variables aléatoires réelles et X une va-
riable aléatoire réelle. Si Z P(|X,, — X| > €) < 400 pour tout € > 0, alors X, 22X,
ncIN
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7.3 Convergence en moyenne quadratique

Définition 7.2. Soit (X,), v et X des variables aléatoires réelles admettant un moment
d’ordre 2. On dit que (Xn)ne]N converge en moyenne quadratique vers X si et seulement si

lim IB(X, — X)?) = 0. On note alors X, M x.

n—-+o00

On va maintenant énoncer quelques propriétés relatives a ces modes de convergence.

Propriété 7.3. Soit (Xy,), v une suite de v.a.r. admettant une variance. Si IE(Xp) N
n——+0oo

et var(X,,) o 0, alors X, MG f.

Démonstration. On a

IE(Xn) + IE(Xn) - M)Q)
E(X,))?) + E((E(X,) — p)?) = var(X,) + (E(X,) - p)* = 0

n—-+oo

E(X, —p)?) = E((X,

Propriété 7.4. Soit (X,), v et X des v.a.r. Si X, MG X, alors lim IE(X,) = IE(X) et

n——+oo
ngr—&r-loo var(X,) = var(X).

Démonstration. Les résultats se déduisent directement de 1'inégalité de Jensen appliquée & la fonction
convexe () = |z| :

B(X,,) — E(X)| = [B(X, - X)| <E(X, - X]) < VE(X, - X)%)

et d’autre part de I'inégalité :

VEXD) - VEX?)| < VE((X, - X)?).

7.4 Convergence en probabilité

Définition 7.3. Soit (X,), v une suite de v.a.r. et soit X une v.a.r. On dit que (X,), o N
converge en probabilité vers X si et seulement si, pour tout € > 0, lirf P(| X, —X| <¢€])=1.
n—-+0oo

On note alors X, £ x.

On a alors les propriétés suivantes :
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Propriété 7.5 (Admis). Soit (X,), v et (Yn),c v deuz suites de v.a.r. et X et Y deux v.a.r.

Si X, B X et Y, By etsi f est une fonction continue de IR dans IR et g une fonction continue
de IR? dans IR, alors :
P
1) f(Xn) = f(X)
P
2) g(Xn,Yn) = g(X,Y).

Corollaire : Soit (X,), N et (Yn), N deux suites de v.a.r. et X et Y deux v.a.r. Alors, si
X, B Xety, BV, ona:

1) [Xo] 5 [X]

2) Pour tout (\, u) € IR?, AX, uY,, X + wY

3) XY, 5 XV,

Théoreme 7.2. Soit (Xn)ne]N une suite de v.a.r. qui converge presque sturement vers X . Alors

X, 5 x.

Démonstration. Soit € > 0, et posons Bf, = {w € Q: | X,,(w) — X(w)| = €}. Laréalisation de I’événement

{w s lim X, (w) = X(w)} implique, pour tout € > 0, celle de I’évenement

n—-+oo

{w : Ing(w) t.q. Yn = no(w) w ¢ By} = U ﬂ Bt

no=1ln>no

Comme X,, “3 X, on a donc que P U ﬂ Bt | =1, ce qui s’écrit encore P ﬂ U Bf | =0.Les

no=1n>=ng no=1ln>=ng
évenements A,, = U B; étant une suite décroissante, on obtient donc que 1in41_ P U By | =0
—
n>ngo o o nz=ngo
Ca . P e
ce qui implique que 11151_ P (B,“LO) =0car B, C U By et donc X,, = X (par définition). O
no—+oo
n=ng

Théoreme 7.3. Soit (X,), v une suite de v.a.r. admettant un moment d’ordre 2 et X une

v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. Si X, M—'Q X, alors X, £> X.

Démonstration. L’implication découle de 'inégalité de Markov :

1
pour tout € > 0, P([|X, — X| >¢]) < ?E((Xn -X)3) — o

n——+00

7.5 Convergence en loi

Souvent, en statistique, on ne connait pas les lois : on observe seulement une certaine dis-
tribution. Les théorémes de convergence en loi permettent de justifier certaines approximations
de distributions observées par des lois théoriques connues.
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Définition 7.4. On dit que la suite de variables aléatoires (X,,) converge en loi vers X si, pour

tout x en lequel F' est continue, lim F,(x)= F(x). On écrit X, 5x.
n—+400

1
Ezemple 1 : soit X, une v.a. de loi uniforme sur [0, —]. On a que
— n

1
1 si t> —

n
FXn(t): nt si 0<t<l s et donc
0 si t<0

- sit >0, alors nEI—iI—loo Fx, (t) =1

- sit <0, alors ngrfoo Fx, (t)=0.

Donc X, converge en loi vers la v.a. constante X = 0 dont la fonction de répartition est

Fx(t) = 4 oo[(D)-

A
Exemple 2 : si X,, suit la loi binomiale B <n, > et si X suit la loi de Poisson P()), alors
—_— n

X, L x.

Démonstration. La fonction de répartition F de X est continue sur IR\ IN. Pour tout z € IR\ IN, on a :

min(E(x),n)

Fu(z)=> P(Xp=k)= > Chph(l—p,)" "
k=0

k<Lz

ou E(x) désigne la partie entiere de z. Pour n > E(z), on a alors

5

iy npp)¥n(n —1)---(n —
Fo(z) = (]Z!L) (n—1) n,f k+1)(1—pn)_k(1—pn)".
0

=
Il

Or, pour tout k € {0,---, E(x)},

n(n—l)--~(n—k+1)(1_pn)_k:1

lim
n—-+oo n

A
car py, ~ - — 0 quand n — +o0, et

n(n—1)~-~]§n—k+1) _ (1_1>...<1_k_1> — 1.

D’autre part, lim (1 —p,)" = lim e"=pn) —  lim e " = ¢~ donc finalement
n——+0oo n—-+00 n—-+oo
E(z) G
lim F, = Z e A=F
R (@) 2 H1C (=)

O

Le résultat suivant donne des caractérisation de la convergence en loi a ’aide des fonctions

caractéristique ou de la notion de convergence faible.




72 CHAPITRE 7. CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Propriété 7.6. Soit (X,), v une suite de v.a.r. et soit X une v.a.r.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— Convergence en loi :
I
X, > X

- Convergence des fonctions caractéristiques :

ox, (1) = (™) —  ox(t) = E(e"X), Vt € IR

n—-+o0o

— Conwvergence faible :

:/]Rf(:c)dPXn() ~ EJ /f )dPx («

n—-4o00

pour toute fonction f : IR — IR continue bornée.

7.6 Loi des grands nombres

Un des résultats les plus importants en théorie des probabilités est la loi forte des grands
nombres.

Théoréeme 7.4 (admis). Soit (X,), v une suite de variables aléatoires indépendantes, d’ordre

X1+ +X 5.
1, de méme loi admettant une espérance m, et Z, = M Alors Z, 23 m.
n

La loi forte des grands nombres justifie 'intuition fréquentiste que la moyenne de variables
aléatoires calculée a l'issue de n expériences indépendantes réalisées dans les mémes conditions
converge vers l’espérance commune des variables.

7.7 Théoreme central limite - convergence vers la loi normale

Le théoréme central limite (TCL), partie fondamentale de ce chapitre, sera admis.

Théoreme 7.5. Soit (X")ne]N une suite de v.a.r. indépendantes d’ordre deuzx, de méme loi,

d’espérance m et de variance o>.

S
Soit S, =X1+ -+ X, et T, = w. Alors, on a que T, i T ouT est une v.a.r. de loi

Vno
normale N (0, 1).

Sy —IE(Sy)

Remarque : IE(S,,) = nm, var(S,) = no® et T, = .
var(Sy)

Démonstration. sans perte de généralité, on peut supposer que m = 0 et o> = 1. On veut donc montrer
que

£>TouT~N(0 1)

S
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Pour cela, on va montrer que

@ sy () o or(t) = et*/2 pour tout ¢ € IR.
N n——+oo
Par indépendance de X7,...,X,, on a que
it Sn ) ——
65, (1) = (V) = (e T )

[ =T (G5) = (o (7))

Etant donné que IE(X?) < 400, la fonction ¢y : IR — C est deux fois dérivable avec
¢y (0) = B(X) = 0 et ¢ (0) = ~IE(X?) = ~1.
Donc, pour v — 0, on a que

) 2 )

I
©
=
G
+
S
o~
2
g
_|_

¢x(u)

Donc, pour n — 400

w0 = (o (&)
t

ce qui termine la démonstration.
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Application : Quand n est grand (il est classiquement admis, qu’en pratique, le TCL est valide
lorsque n > 30), S, suit approximativement la loi normale N (IE(S,,), var(S,,)), ¢’est-a-dire la loi

Sn, . . :
N(nm,no?) et Z, = - la loi normale N (IE(Z,,), var(Z,)), c’est-a-dire la loi N'(m, %)

Ezemple : on cherche a savoir combier de lancers on doit effectuer dans un jeu de pile ou face
équilibré pour que la fréquence d’apparition de pile soit proche de 1/2 & ¢ > 0 pres avec une

probabilité supérieure a 95 %.

Soit v = 0.05. Les résultats des lancers peuvent se modéliser par une suite de v.a.r. (Xy), -IN

indépendantes de loi de Bernoulli B(1/2). L’espérance de ces variables est p = 1/2 et leur

variance est 02 = 1 /4. On cherche donc un entier n a partir du quel

P(‘X1+~-+Xn

—p‘>e> < a,
n

ce qui peut se ré-écrire sous la forme
€
P(IT > Vi) <a,
o

X1+ + Xy —np
Vno

avec T, =

mation suivante

P (1> i) = (12 %) =2(1-3 (va5)).

g

. Le théoréme central limite peut alors s’utiliser pour 'approxi-
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ol Z désigne une v.a.r. de loi N(0,1) et ® sa fonction de répartition. Il suffit donc de choisir

(@1 (1-a/2)?
€2/o? '

On a alors que ®! (1 —a/2) = ®71(0.975) ~ 1.96. Si ¢ = 0.01, on obtient que n > 10000
lancers suffisent & approcher la fréquence 1/2 au centieéme pres avec 95% de chance de succes.



Chapitre 8

CONDITIONNEMENT

La notion de probabilité conditionnelle est la plus importante, mais aussi la plus délicate
de la théorie des probabilités. Elle est introduite en particulier chaque fois que, pendant le
déroulement d’une expérience aléatoire, une information partielle est fournie a I’expérimentateur.
Un événement en conditionne un autre, si la réalisation de ce dernier dépend de la réalisation
du premier. Les notions d’indépendance et de conditionnement sont donc étroitement liées.

8.1 Probabilités conditionnelles
8.1.1 Introduction
Envisageons, ’exemple suivant :
1) On lance un dé. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 ?

2) On lance un dé et on obtient un chiffre impair. Quelle est la probabilité que ce soit le chiffre 3 7

Dans le cas 1), on répond 1/6, mais dans le cas 2), on répond 1/3.
Pour modéliser le cas 2), on peut prendre Q' = {1, 3, 5}, muni de ’équiprobabilité (probabilité

1
P’ telle que P'({1}) = P'({3}) = P'({5}) = g)
Mais on peut prendre aussi 2 = {1,2,3,4,5,6}, muni de la probabilité @ telle que :

Q({1}) = Q({3}) = RQ({5}) = é et Q({2}) = Q({4}) = Q({6}) = 0.

Cette fagon de procéder a I'avantage de conserver le méme univers que dans le cas 1) et de
montrer que la différence entre 1) et 2) est liée & un changement de probabilités.

Définition 8.1. Soit B € A tel que P(B) > 0. On appelle probabilité de A sachant B le nombre

PP(A) (ou P(A/B)) défini par PP(A) = w

Retour sur l’exemple précedent :
On note A “on obtient le chiffre 3” et B “on obtient un chiffre impair”. On a
card(ANB) 1 _cardB 3 1

cardQ 6 2
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. _P(AnB) _
DouPB(A)_W_

2Ol

Propriété 8.1. Lapplication PP : A PB(A) est une probabilité sur (Q,.A).

, ) . P(QNB) P(B) P(ANB)
Démonstration. i) PE(Q) = = =1let PP(A) = ———
VPO = =g =) LT = g

ii) Pour toute suite d’événements A,,, incompatibles 2 & 2, les événements A,, N B sont aussi incompatibles
2 a 2 et on a, en utilisant la distributivité de I'intersection par rapport a la réunion dénombrable, puis le

fait que P est une probabilité :

€[0,1) car AN B C B.

Conséquence importante : P5(4) = 1 — PB(A).

Probabilités conditionnelles et indépendance :

Théoreme 8.1. Si A et B sont deux événements indépendants de probabilité non nulle, alors

PB(A) = P(A) et PA(B) = P(B).

P(ANB)

Démonstration. Si A et B sont indépendants, alors P(AN B) = P(A)P(B) donc P(B) = P(4)
c’est-a-dire PB(A) = P(A) et de méme PA(B) = P(If(z)m = P(B). O

8.1.2 Formule des probabilités totales

Théoréme 8.2. Soit (B;)icr un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. Alors,
pour tout A € A,
P(A) =Y PP(A)P(B;).

i€l

Démonstration. Les B; sont 2 & 2 disjoints et 2 = U B; donc, par distributivité de 'intersection par
iel
rapport a I'union dénombrable :

A=ANQ=An <UB,»> = JAnB)

i€l icl
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Or, comme les AN B; sont aussi 2 & 2 disjoints, on a P(A) = Z P(ANBy).
iel
On applique alors la formule des probabilités composées : P(A N B;) = PP(A)P(B;). O

Cas particulier trés utile : P(A) = PB(A)P(B) + PE(A)P(E).

En effet, (B, B) forme un systéme complet d’événements de €.

8.1.3 Théoreme de Bayes

Théoréme 8.3. Soit (B;)icr un systéme complet d’événements de probabilités non nulles et A
un événement de probabilité non nulle. Alors, pour tout ig € I :

PBio(A)P(B;
PA(BzO) — OBS ) ( ZO) .

>, PPi(A)P(B))

iel
Démonstration. On a que PA(B;,) = W ainsi que P(ANB;,) = PPio(A)P(B;,). Ainsi, d’apres
la formule des probabilités totales (Théoreme 8.2), P(A) = Z PBi(A)P(By). O

icl
PE(A)P(B) _ P5(A)P(B)

Cas particulier trés important : PA(B) = P(A) = PE(A)P(B) + PE(A)P(B)
_|_

8.2 Conditionnement dans le cas discret

8.2.1 Lois conditionnelles pour un couple discret

On reprend les notations du chapitre 5 sur les couples de variables aléatoires discrétes. Soit
X et Y deux v.a.r. discretes, définies sur (€2, A, P), avec

X(Q)={z;;iel}etY(Q)={y;; jeJ}, I,J dénombrables .
On rappelle que la loi de probabilité du couple (X,Y") est déterminée par
pij = P([(X =x;]N[Y =y;]) pouri el et je
et que les lois marginales de X et Y sont

P(X=zi)=pi.=) pj et PY =y)=p;=) pj
i 7

Définition 8.2. Sip; # 0, la loi conditionnelle de Y sachant [X = x;] est définie par :

je.

P(X=wz]nY =y]) _py

P=zl(y =4y = P(Y = 9| X = 2) = P(X =ux;) P

Si p;. = 0, alors, par convention, plX=ui] (Y =y;) = 0. On peut de méme définir la loi condi-
tionnelle de X sachant [Y = y;].
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Lorsque 'on représente la loi du couple dans un tableau, la loi conditionnelle de X sachant
[Y = y;] est obtenue en prenant la j-eme colonne du tableau, divisée par la somme des p;; sur
la j-éme colonne et la loi conditionnelle de Y sachant [X = x;] est obtenue en prenant la i-eme
ligne, divisée par la somme des p;; sur la i-eme ligne.

8.2.2 [Espérance conditionnelle dans le cas discret

Soit X une v.a.r discréte définie sur un espace probabilisé (€2, 4, P) et Y une v.a.r. discrete
définie sur le méme espace probabilisé et admettant une espérance (IE(|Y'|) existe et est fini). Soit
x; € X(Q) tel que P([X = z;]) > 0. Montrons que l'espérance d’une v.a.r. discréte Z ayant pour
1oi 1a loi conditionnelle de Y & Pévénement [X = x;] (c’est-a-dire P([Z = y;] = PE=2l([y = y;])
pour tout j € J) existe. On a en effet :

Sl PR = yl) = Zm e

jeJ JjeJ
= Z\yy\P =z N[Y =y))
]EJ
avec Y |y | P([X = 2] N[Y = y]) <D lyj | P([Y = y5]) < +o0. Ainsi,
jeJ jeJ

Définition 8.3. L’espérance d’une v.a.r. dont la loi est la loi conditionnelle de'Y a [’événement

[X = x;] est appelée espérance conditionnelle de' Y a l’événement [X = x;]. Elle est notée
IEX=71(Y). On a done
JEIX=i] Zy plX= wz] _yj])-
JjeJ

Ezxemple : Soit X une v.a.r. de Poisson de parametre A > 0 et Y une v.a.r. de Poisson de
parametre u > 0 avec X et Y indépendantes. On a que X +Y est de loi de Poisson de parametre
A+ (cf. exercices en PC). On a alors, si 0 <7 < n,

P((X=iN[X+Y =n]) PX=4dN[Y =n—1i])

PRI (X — )

PIX+Y=n))  PX+Y=n]
P(X =i)P(Y =n—i) _ ¢ ¥ e
P([X +Y =n]) e—(Atp) (AHL)”

() (o) e (i) () =

A
). Ainsi, la loi conditionnelle de X & [X +Y = n] est la
QW

ou Z est de loi binomiale B (n,
A+

et on a donc

loi binomiale B <n, —
A+ + p

) . nA
, d’espérance
I A

(X) N
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Définition 8.4. Soit X wune v.a.r. discréte sur (2, A, P) telle que, pour tout x € X(Q),
P([X = z]) # 0 et soit Y une v.a.r discréte sur (2, A, P) admettant une espérance. On ap-
pelle espérance conditionnelle de Y sachant X, notée ]EX(Y), la v.a.r. discréte :

avec h(z) = IEX="(Y) pour tout x € X (1).

Ezemple : Dans I'exemple précédent (Px = P(\), Py = P(u) avec X et Y indépendantes), on a

(X 4+ Y)A

EXTY(X)=h(X+Y)=
(X) ( ) P

avec h(n) = EX+Y=nl(X) = )\T/J

Théoréme 8.4. (Théoréme de ’espérance totale)

Soit X et'Y deuz v.a.r. discrétes définies sur le méme espace telles que IE(Y) existe. Alors la
v.a.r. discréte IEX(Y) admet une espérance et

IE(IEX(Y)) = IE(Y).

Démonstration. On rappelle que IE(¢(X)) = Z o(xz)P([X = z]) (sous réserve d’existence, c’est-a-
zeX ()
dire de convergence absolue) que 'on applique ici & ¢(X) = IEX (Y), c’est-a-dire que

p(z) =EX=(y) = Y yPE=(y = y))
yEY (Q)

pour tout z € X(Q2). On a alors que

EEYY) = > > yPPNY =y)P(x =2

zEX () yeY (Q2)

= Y Y (X =40 =y)

zeX () yeY (22)

= ¥ y( 3 P([X::Jc]ﬁ[Yzy])Z D yP([Y =y)) = E(Y)

YEY (Q) TEX(Q)

les interversions de sommes étant 1égitimes puisque

YooWPIY=yD= > Iyl Y PlX=an[Y=y]) <+

yeY (Q) yEY(Q)  z€X(Q)

8.3 Conditionnement dans le cas continu

8.3.1 Lois conditionnelles dans le cas continu

On reprend les notations du chapitre 6 sur les couples de variables aléatoires a densité.
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Définition 8.5. Pour tout x € IR tel que fx(x) # 0, la densité conditionnelle de Y sachant
[X = ] est la fonction f3£= définie par f3~"(y) = 7!}‘}(,1/(33,@/).
fx (@)
400
Remarque : la fonction ff =% est bien une densité car elle est positive et / X=C(y)dy = 1.
—00

Parallele avec les couples discrets :

Ceci est I’analogue de pij _ _Pij

Pi. 2. Pik
k

Propriété 8.2. Si X et Y sont indépendantes, alors fl)/(:x = fy pour tout z tel que fx(z)#0
et f}?:y = fx pour tout y tel que fy(y) # 0.

_ fX,Y(l‘,y)

Démonstration. fy=(y) i@ donc, si X et Y sont indépendantes, fxy(z,y) = fx(x)fy(y)
X
“ Fx @)y ()
y) = = fr(¥).
La deuxieme assertion se démontre de la méme fagon, X et Y jouant des roles symétriques. O

8.3.2 [Espérance conditionnelle dans le cas continu

Soit (X,Y’) un couple de v.a.r. absolument continu, de densité fxy et de densités marginales
fx et fy tel que IE(Y) existe (IE(|Y]) existe et est fini). On a vu que la loi conditionnelle

plx=a ~ fxy(z,y)

v admet dans ce cas la densité définie par f3f =% (y) = @) pour tout z € IR tel que
x(x

fx(x) > 0. On a alors :
/ lylfxy(z,y)dy < +o0.
R

Définition 8.6. L’espérance conditionnelle de Y a l’événement [X = x| est le réel :

EX=H(Y) = /]R ¥ (y) dy.

L’espérance conditionnelle de Y sachant X est la v.a.r. IB*(Y) = h(X) avec :

h(z) = EX=%(Y).

On a ici, tout comme dans le cas discret, le théoreme de 'espérance totale si IE(Y) existe :
E(EX(Y)) =IE(®Y).

(La démonstration est la méme en remplagant les sommes par des intégrales et les probabilités
par des densités).
Ezemple : Soit (X,Y) de densité A2 e~ et de support D = {(z,9) ; 0 <z < y}.
On a alors fx(z) = /+oo MM dy Mo oo () = )\e*)‘xI[[07+oo[(a:) (X est de loi exponentielle
E(N) et ’
F(y) = Ae MO Lo ()
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I’espérance de Y conditionnée par X = x est égale a :

400 400 1
]EX:z(Y) _ / ny e~ My—2) dy = /0 (x+ u))\e_)‘“ du=1x+ X

(en faisant le changement de variable u = y — x). D’ou il vient :

1
EX(Y)=X+ 3

8.4 Complément sur les lois conditionnelles

Dans les sections précédentes, on a défini la loi conditionnelle dans le cas d’un couple de v.a.r.
discret et dans le cas d’un couple de v.a.r. absolument continu. On va donner ici rapidement les
analogues dans le cas ou I'une des deux v.a.r. est discrete et I’autre absolument continue. On
reprendra également les notations des chapitres 5 et 6.

8.4.1 Loi d’une variable absolument continue Y conditionnée par une variable
discrete X

On considére des couples aléatoires mixtes dont I'une des composantes X est discréte tandis
que 'autre Y est continue.

Définition 8.7. Un couple aléatoire (X,Y) défini sur D x IR ou D est un espace au plus
dénombrable est dit mizte si sa loi Px )y est définie par :

pour tout (vy, B) € D x Bpp, Pxy({zr}, B) = / fxy(zg,y)dy
B

ot fxy est une fonction borélienne positive vérifiant Z /]R fxy(zk,y)dy = 1.
k

Les lois marginales sont ici :

fr(w) = fxy(ery) et P(X =a3) = Px({z}) = / fxy (g, y) dy.
A R

Ezemple : Soit le couple (X,Y") défini sur IN x IRy pour lequel :

k
_oy Y
Ixy(k,y) =e Zyﬁ‘

Il est facile de montrer que : / Z fxy(k,y)dy = 1.
RJ,— k
' I'(w)I(v) e
Rappel : B(u,v :/ 1 — )t dt = =~ on I'(z :/ et dt et T(n) =
ppel: B(u.) = [ #1—1 Fpy ot = [ ()
(n—1)!'sin e IN*.

+o0o 400 k
fr(y) = foy(k,y) = 26_23’% T +oo[(y) = € Y Mg 4oo[(y) : ¥ est une v.a. exponen-
k=0 k=0 '

tielle £(1).
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+oo k k+1
Px({k}) = / fxy(k,y)dy = / e dy = <> ; X est de loi géométrique G sur
R, 0 k! 2
1

IN de parametre 5

Théoréme 8.5 (Admis). Etant donné le couple mizte (X,Y), la densité conditionnelle de Y
sachant [X = x| est définie par :

X=aul )y = fxy(@ny)
v Px({z1}) -

8.4.2 Loi d’une variable discrete conditionnée par une variable absolument
continue

Théoréme 8.6 (Admis). La loi de probabilité conditionnelle de la v.a.r. discréte X sachant
[Y = y] est définie, pour tout y tel que fy(y) >0 par :

pour tout xy, PY:?J([X = 1)) = fxy (@r,y)

fr(y)

8.5 Compléments sur ’espérance conditionnelle

Dans cette partie, on va donner une autre approche de I'espérance conditionnelle, tres utile
dans le cas des variables ayant des moments d’ordre 2. En effet, dans ce cas, il est possible de
travailler avec une structure hilbertienne pour la représentation de variables aléatoires.

Définition 8.8. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X : (2, A) — (IR,Bp) une v.a.r.
(discréte ou continue) i.e. une application mesurable. On note par L*(Q, A, P) lespace des
v.a.r. X de carré intégrable i.e telles que IE(X?) < 4o0.

Théoreme 8.7. L’espace LQ(Q,A, P) est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit
scalaire
(X,Y) =IEXY),

et de la norme quadratique associée || X |y = /IE(X?).

Le cadre de la géométrie hilbertienne est particulierement adapté a la modélisation et a
la compréhension des propriétés de ’espérance conditionnelle. On vient de définir ’espace
L*(Q, A, P) des variables aléatoires X de carré intégrable (i.e. IE(X?) fini) dans lequel on définit
le produit scalaire (X,Y) = [E(XY) des v.a.r. X et Y. En analyse hilbertienne, on définit la
norme quadratique || X|, = v/IE(X?2), pour laquelle 'espace L*(Q, A, P) est un espace de Hil-
bert. Afin d’introduire un autre caractérisation de l’espérance conditionnelle, rappelons tout
d’abord quelques propriétés de la projection orthogonale dans les espace de Hilbert.
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Propriété 8.3. Soit (V,(-,-),||-||) un espace de Hilbert et Vo C V un sous-espace vectoriel fermé
de V. Soit v € V. La projection orthogonale de v sur Vy est le vecteur de vy € Vjy tel que

v — wvoll? < |lv —ul|?, pour tout u € V.
1l est aussi caractérisé par la propriété

(v —wg,u) =0, pour tout u € Vp.

Pour donner un peu d’intuition sur le lien entre espérance conditionnelle et projection or-
thogonale, considérons le cas ou X et Y deux v.a.r. discretes, définies sur (2,4, P), avec

XQ)=A{x;;iel}etY(Q)={y;; jeJ}, I,J dénombrables .

On rappelle que E(Y|X = z;) = ZyjP(Y = y;|X = ;). Soit h : IR — IR une fonction

J
déterministe. On a alors que

E(EY[X)h(X)) = ZIE(YIX = xi)h(z:i) P(X = ;)

7

= S Y yP = yIX = 2) | (@) P(X = ;)
J

- ZZyjh(xi)P([Y =] N[X = z5]) =B (YA(X))

On a donc montré que pour toute fonction A : IR — IR

E| (Y -EY|X)) h(X) | =0avecv =Y, vy = IE(Y|X),
—_—

v—g u

ce qui permet donc d’interpréter vy = IE(Y|X) comme la projection de v =Y dans l’espace des
fonctions de la forme h(X) ot h : IR — IR est une fonction déterministe. Les v.a.r de la forme
h(X) s’apparentent & I’ensemble des fonctions mesurables par rapport a la tribu engendrée par
X et peuvent s’interpréter comme la classe des v.a.r que 'on peut construire & partir de la
connaissance de X. Plus précisément, on a les propriétés suivantes.

Définition 8.9 (Information disponible par la connaissance de X). Soit X : (22, A) — (IR, Bjp)
une v.a.r. On note par

Bx =X"'(BpR)={X"'(B); BEBR}CA

la tribu engendrée par X.

Théoréme 8.8 (Doob). Soit X : (2, A, P) — (IR,Bp) et Y : Q = IR deuxw v.a.r. AlorsY est

mesurable par rapport a la tribu By ssi il existe une fonction h : (IR, Bjp) — (IR, Bp) mesurable
telle que

Y = h(X).
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Le théoreme suivant est la caractérisation hilbertienne de ’espérance conditionnelle.

Définition 8.10. Soit L*(Q, Bx, P) Uespace des v.a.r. Z : Q — IR de carré intégrable et mesu-
rables par rapport a Bx. Alors L*(Q, Bx, P) est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q, A, P).

Théoréme 8.9 (et Définition). Soit X et Y deuz v.a. quelconques de L*(2, A, P). Alors,

IE(Y|X) est lespérance conditionnelle de Y sachant X

0

IE(Y|X) est la projection orthogonale deY sur L?(Q, Bx, P)).

On a alors les propriétés suivantes :

Propriétés 8.1 :

(1) Linéarité : IEZ(aX + bY) = alEZ(X) 4 bIEZ(Y) avec a et b réels, X, Y, Z des v.a.r. quel-
conques.

(2) Croissance : si Y > X alors pour toute v.a.r. Z, IEZ(Y) > IEZ(X)

(3) Si Y est indépendante de X, alors IEX(Y) = IE(Y)

(4) Pour toute v.a.r. Y intégrable et toute fonction h bornée :

EX(h(X)Y) = h(X)EX(Y)
(5) Propriété de 'espérance totale : pour tout couple aléatoire (X,Y) :
E(EY(Y)) = (V)
(6) IE(h(X)Y) = IE(h(X)IEX(Y)) qui généralise la propriété précédente.

(7) Majoration de la variance :
var(IEX (Y)) < var(Y)

(Si X conditionne Y, toute observation de X apporte une information sur Y et en réduit donc
la variance).

Le théoreme suivant établit que l'espérance IE(X) est la meilleure approximation (quadra-
tique) de X par une constante.

Théoréme 8.10. Pour toute v.a.r. X de L*(Q, A, P), IE(X) s’identifie a la projection de X
sur le sous-espace des v.a.r. constantes.
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8.6 Régression linéaire de Y par rapport a X

Théoreme 8.11. La meilleure approximation quadratique de Y par une fonction affine de X
(supposée de variance non nulle) est la variable aléatoire Y définie par :

~ [0 g
¥ - <px,y’”> X+ (E(Y) P E(X))
ox ox

La droite de régression de Y par rapport a X, est définie par l’équation :

y=azr+b Oda:pxyo——y etb=IEY) — alF(X).
ox

Démonstration. 11 s’agit de minimiser ¢(a,b) =IE (Y — (aX + b))2)(a.b)eIRz'

La fonction ¢(a,b) est convexe; son minimum est atteint pour les valeurs de a et b qui annulent ses
dérivées partielles :

8%:0 S EY - (aX + )] =0 E(X)a+b = E(Y)
| EBXY)-EBX)EY) oy
d’oti, sachant que ox # 0 : { ‘= o3 —PXY ox - O
— E(Y) — aIE(X)

On rassemble ici les deux types d’approximation quadratique d’une v.a.r. Y en fonction d’une
var. X :

Théoréeme 8.12. Si (X,Y) est un vecteur aléatoire de carrés intégrables, les propriétés suivantes
sont vérifiées :

(1) La meilleure approximation quadratique de Y par une fonction affine dépendant de X est la
v.a. Y :

A~

Y = <pX,YZ;> X+ <IE(Y) - PX,Y% IE(X)>
(2) IEX(Y) est la meilleure approzimation quadratique de Y par une fonction de X i.e.
(Y - BX(V))?) < B(Y — h(X))%)

pour pour toute fonction mesurable h : IR — IR.
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8.7 Variance conditionnelle

Définition 8.11. Etant données deuz v.a.r. X et Y, la vartance conditionnelle de Y sachant
X est la variable aléatoire :

EX (Y — IBX(Y))?) =(note) var (Y).

VarX:x(Y) exprime la dispersion quadratique de Y autour de l’espérance conditionnelle
EX=2(Y).

Théoréme 8.13. (Propriété de la variance totale)
Pour tout couple de variables aléatoires (X,Y) :

var(Y) = IE(var® (Y)) + var(IEX (Y))

Dans le cadre de la géométrie hilbertienne de LQ(Q,A, P), la propriété de la variance totale
équivaut au théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle de cétés Y, IE(Y), IEX(Y).

Démonstration.
var(Y) = E((Y -EY(Y)+E*(Y)-E®Y))?)
= E(Y -EY(Y))?) +2E (Y - EXY)EY(Y) - E(Y))) + E (EX(Y) - E(Y))?).

Le dernier terme est égal & var(IEX (Y)), le premier terme est égal & IE(var™ (Y)); quant au terme
médian, il est nul. O



Chapitre 9

VECTEURS ALEATOIRES -
VECTEURS GAUSSIENS

Ce chapitre est une généralisation en dimension n > 2 des notions vues précédemment sur
les couples de variables aléatoires. En dimension supérieure a 2, on parle plutot de vecteurs
aléatoires, et nous insisterons sur la notion de vecteurs gaussiens. Par convention, un vecteur
aléatoire X de dimension n sera considéré comme un vecteur colonne de IR" et ses composantes
sont des variables aléatoires réelles qui seront notées X1,..., X,,.

9.1 Vecteurs aléatoires

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé qui rend compte d’une expérience aléatoire. Un vecteur
aléatoire (de dimension n) est une application mesurable de ({2, A, P) dans (IR", Bg~). La loi
Px du vecteur aléatoire X est une mesure de probabilité sur IR™ muni de sa tribu borélienne
B~ Laloi de X, dite mesure image, est définie par

VA € Brr, Px(A) = P(X € A).

Définition 9.1. Soit X = (X1,...,X,,)" un vecteur aléatoire de loi P. Les coordonées de X
sont dites indépendantes si, pour tout 1 < p < n et pour tout {i1,--- ,i,} C {1,...,n}, on a que

P({Xll c All} N---N {Xip S Aip}) = P({Xn € All}) X X P({Xip € Aip})’

pour tout Ay, ..., A, € Bp.

Définition 9.2. L’espérance d’un vecteur aléatoire X de dimension n est le vecteur de IR"™
constitué des espérances de chacune des coordonées i.e.

E(X) = (IE(Xy),...,E(X,)).

Propriété 9.1. Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. Soit m > 1 un entier positif,
b un vecteur de IR™ et A une matrice de dimension m X n. L’espérance du vecteur aléatoire
Y = AX +b est

IEYY)=AIE(X) +b.
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Démonstration. Le résultat découle directement de la définition de I’espérance d’un vecteur aléatoire et
de la propriété de linéarité de I'espérance vue précédemment pour des v.a. réelles. O

Dans le suite de ce chapitre, on va s’intéresser aux vecteurs aléatoires a densité (par rapport
a la mesure de Lebesgue). Le cas des vecteurs aléatoires prenant un nombre fini ou dénombrable
de valeurs est une généralisation immédiate des notions vues précédemment sur les couples de
v.a. discretes.

9.1.1 Loi d’un vecteur aléatoire a densité

Définition 9.3. La loi du vecteur aléatoire X de dimension n est dite absolument continue s’il
existe une fonction mesurable f : (IR", Bpr) — (IR, BR), appelée densité de X, telle que
i) f(z) > 0 pour tout x € IR" ;

ii) /IR” f(x)dx existe et vaut 1;

iif) VA € Bpgn, Px(A) :/ f(x)da.
A

Dans le cas ou Px est absolument continue, on dira (plus simplement) que le vecteur aléatoire
X admet pour densité f.

Propriété 9.2 (admis). Soit X = (X7,...,X,,) un vecteur aléatoire de dimension n admettant
pour densité f. La coordonnée X; du vecteur X est une variable alétoire réelle qui admet pour
densité la fonction fx, (dite loi marginale) définie par

fx,(zi) = / . flar, o o1, X4, i1y -« -y xp)day - dri—1dxiqq - .. dxy, pour tout x; € IR.

Propriété 9.3 (admis). Soit X = (Xi,...,X,)" un vecteur aléatoire de dimension n et de
densité f. Les coordonées de X sont indépendantes si et seulement si

n

fan,. . an) =[] fx. (@)

i=1
pour tout (x1,...,xy,) € IR".
9.1.2 Matrice de covariance
Définition 9.4. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire de dimension n. On appelle matrice

de covariance de X, la matrice carrée de taille nxn, notée Xx, dont les coefficients (£; j)1<ij<n
sont donnés par

Yij = cov(Xy, Xj) = IE((X; — E(X;))(X; — E(X;))) -

En notation matricielle, la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X est

Sx = B ((X ~ E(X))(X - E(X))) .
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Propriété 9.4 (admis). Soit X un vecteur aléatoire de dimension n et de matrice de covariance
Yx. Soit A une matrice de dimension m X n avec m un entier positif. La matrice de covariance
Yy du vecteur aléatoire Y = AX (de dimension m) est

Yy = AXx A

Propriété 9.5 (admis). Soit X = (X1, ..., X,,)" un vecteur aléatoire de dimension n. La matrice
de covariance Xx = (X;j)1<ij<n de X est une matrice symétrique semi-définie positive i.e.

Z .SCZ'ZZ'J‘CC]' >0, Vo = (.Tl7 - ,In) € IR".

1<i,j<n

St les coordonnées de X sont indépendantes, alors Xx est une matrice diagonale.

Attention : la réciproque de la seconde assertion de la Proposition 9.5 n’est pas vraie.
Si la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X est diagonale, cela n’implique pas que les
coordonnées de X sont indépendantes.

9.1.3 Changement de variables

Soit X un vecteur aléatoire de densité fx. Le support de f est le sous-ensemble D de IR"
défini par
D ={xeR" f(x)>0}.

Dans la suite, on supposera que D est un ouvert de IR™.

Propriété 9.6 (admis). Soit X un vecteur aléatoire de densité fx de support D ouvert. Soit
@ une application mesurable de (IR",Bpr) dans (IR",Bpn), et le vecteur aléatoire Z = o(X).
Supposons que @ soit un C* difféomorphisme de D dans son image w(D). Alors, le vecteur
aléatoire Z admet pour densité la fonction fz donnée par

Vz € p(D), fz(2) = [Jac(e™)(2)|fx (07" (2),

ol . )
Opy (2)  9¢y (2)
021 Oz,
Jacle ™ =|
Oy (2) Opu (2)
821 8zn
avec o 1 (2) = (o7 H(2), ..., 00 1 (2)).
9.1.4 Fonction caractéristique
Définition 9.5. Soit X = (Xi,...,X,)" un vecteur aléatoire de dimension n. La fonction

caractéristique de X est la fonction a valeurs complexes définie par

Vit= (t17'~-atn), € IR", ¢x(t) = E(eiZZ:lthk> .
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Si X admet pour densité fx, alors la fonction caractéristique ¢x(t) est la transformée de
Fourier de fx. Par la formule d’inversion de Fourier, on a donc que

Vo= (z1,...,7,) € R" € R, fx(z)= (2717)" / . e~ k=1 5Tk g o (1) dt.

La loi d'un vecteur aléatoire (a densité) est donc entierement déterminée par sa fonction
caractéristique. On a en particulier les résultats suivants.

Propriété 9.7 (admis). Deux vecteurs aléatoires X et Y ont méme loi si et seulement si

Ox = Py.

Propriété 9.8 (admis). Soit X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire de dimension n. Les
coordonnées de X sont indépendantes si et seulement si la fonction caractéristique de X est le
produit des fonctions caractéristiques de ses coordonnées i.e.

Vi=(t,....tn) € R", ¢x(t) = [ ox.(tr)
k=1

Avant d’aborder la partie suivante sur les vecteurs gaussiens, il est utile d’énoncer également
le résultat suivant qui donne la fonction caractéristique d’une v.a.r. de loi normale.

Propriété 9.9 (admis). Soit X une variable aléatoire de loi normale, d’espérance m et de
variance o*. Alors

1
Vte IR, ¢x(t) =exp (itm - 21%2) .

9.2 Vecteurs gaussiens

9.2.1 Caractérisation des vecteurs gaussiens

Définition 9.6. On dit que X = (X1,...,X,)" est un vecteur aléatoire gaussien, si toute com-
binaison linéaire a coefficients réels des coordonnées X1,...,X, de X suit une loi normale de
moyenne m et de variance o (avec éventuellement o = 0).

Ainsi, si X = (X1,...,X,) est un vecteur gaussien on a donc en particulier que chacune
de ses coordonnées X; suit une loi normale. Toutefois, la réciproque n’est pas vraie car on peut
construire un vecteur aléatoire non-gaussien dont toutes les coordonées suivent une loi normale.
Dans le cas de coordonnées indépendantes, on néanmoins le résultat suivant.

Propriété 9.10. Soit X1,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi normale
centrée réduite. Alors, le vecteur X = (X1,...,X,)" est un vecteur aléatoire gaussien.

n
Démonstration. Soit uy,...,u, des réels, et Y = Zuka une combinaison linéaire (quelconque) des

k=1
coordonnées du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,)". En utilisant le Proposition 9.9 et le fait que les X},
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sont des v.a. indépendantes de loi normale centrée réduite, on a que la fonction caractéristique de Y est

VitelR, ¢Y(t) = IE (eit k=1 uka) — H E (eituka.)
k=1
n n 202
- Mmoo (-55F)
k=1 k=1

n

Par la Proposition 9.9, la v.a. Y suit donc une loi normale d’espérance nulle et de variance E ui, ce qui

k=1
montre que X est un vecteur gaussien. O
Propriété 9.11. Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire gaussien de dimension n,
d’espérance m = (my,...,my) € IR" et de matrice de covariance . Alors, la fonction ca-

ractéristique de X est

Vte R, ¢x(t) =exp (it’m — ;t’Et) .

n
Démonstration. Soit t = (t1,...,t,) € IR™ et posons Y = Zthk. Comme Y est une combinai-
k=1

son linéaire des coordonnées du vecteur gaussien X, on a que Y suit une loi normale d’espérance
n

E(Y) = Ztkmk = t'm, et de variance var(Y') = ¢'St. Par la Proposition 9.9, on a donc que la fonction

k=1
caractéristique de Y est

Vs € IR, ¢y (s) =exp (is(t’m) - ;SQt/Et) :

et le résultat s’obtient finalement en remarquant que ¢x (t) = ¢y (1). O

La loi d’un vecteur gaussien est donc caractérisée par la donnée de son espérance et de sa
matrice de covariance. En particulier, si on effectue une transformation linéaire d’un vecteur
aléatoire gaussien, on obtient de nouveau un vecteur aléatoire gaussien, dont il suffit de calculer
I’espérance et la matrice de covariance pour le caractériser.

9.2.2 Quelques propriétés des vecteurs gaussiens

En général, deux variables aléatoires réelles non corrélées ne sont pas nécessairement indépendantes.
Pour des vecteurs gaussiens, indépendance des coordonnées et absence de corrélation sont deux
notions équivalentes.

Propriété 9.12. Soit X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire gaussien de matrice de covariance
Y. x. Les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes si et seulement si la matrice Yx est
diagonale.
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Démonstration. Supposons que la matrice X x soit diagonale. Notons my, et a,% I’espérance et la variance
de Xj,. Par la Proposition 9.11, on a que la fonction caractéristique de X s’écrit

Vt:(tl,..., ) IR” gbx —exp( Ztkmk_ztkak> Hexp <ztkmk—tkak> H¢Xk tk

k=1

et donc par la Proposition 9.8, on en déduit que les v.a. X sont indépendantes. La réciproque est
immédiate. O

Propriété 9.13. Soit X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire gaussien d’espérance m € IR" et
de matrice de covariance 3. Si ¥ est définie positive (i.e. de déterminant det(¥X) > 0 non nul)
alors X adment pour densité la fonction fx définie par

Ve e IR", fx(z)=

1 1 1 P
RNz exp <—2(x —m)S e — m)) )

Démonstration. La matrice ¥ (symmétrique & valeurs réelles et définie positive) est diagonalisable sous
la forme

¥ =QAQ,
oll Q est une matrice orthogonale (i.e. Q'Q = I,,), et A est une matrice diagonale, dont les termes
diagnonaux A\;,i = 1,...,n sont des réels strictement positifs (valeurs propres de ). Posons
Y =Q'(X —m).

Etant donné que X est un vecteur gaussien, Y est donc également un vecteur gaussien d’espérance 0 € IR™
et de matrice de covariance Yy = Q'X(Q = A. La matrice de covariance de Y étant diagonale on a donc
que les coordonnées Y;,i = 1,...,n de Y sont indépendantes. De plus, Y; est de loi normale de moyenne
nulle et de variance \;. Par conséquent la densité du vecteur aléatoire Y est

n n 1 1 y2
Vy=(y1,.--,yn) €ER", fy(y) = | |fn(yi) = | | ﬁeXp< . )
i=1 i=1 2 A;/2 2);

1 1 1, )
e ex —_— A
@n)"2 T, & p< i

Soit ¢ I'application de IR" dans IR" définie par ¢(y) = Qy+m. On a donc que X = ¢(Y). Etant donnée
que <p_1(x) = Q'(x —m) est de jacobien %1, la Proposition 9.6 implique que la densité de X est donnée
par

o €I fx(@) = (@ = m) = s e (<5 - QAT - m))

ou l'on a utilisé le fait que det(X) = H X et que 271 = QATIQ'. O

i=1

9.2.3 Espérance conditionnelle et projection orthogonale

On va maintenant revenir sur la notion d’espérance conditionnelle et montrer qu’elle se
caractérise trées facilement dans le cas gaussien. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé, et X :
(Q, A) = (R,Bg) une v.a. réelle. On rappelle que 1'on note par L?(€2, A, P) l'espace des v.a.
réelles X de carré intégrable i.e telles que IE(X?) < +o0. De plus, I'espace L?(€, A, P) est
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un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire (X,Y) = IE(XY), et de la norme
quadratique associée || X ||, = /IE(X?).

. . (X .
Une remarque tres importante est alors la suivante. Si < v ) € R? est un vecteur gaussien

d’espérance nulle, alors 'orthogonalité de X et Y dans Iespace L*(Q, A, P) i.e.
(X,Y) =E(XY) =0
et 'indépendance de X et Y sont des propriétés équivalentes car

Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) = E(XY) = (X,Y).

Utilisons donc de nouveau le cadre de la géométrie hilbertienne pour caractériser I’espérance

conditionnelle. Soit Z = (Z1,...,Z,) € R™ un vecteur aléatoire gaussien d’espérance nulle, i.e.
E(Z;) = 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Introduisons la définition suivante :

Définition 9.7. Soient {i1,...,ip} C {1,...,n} avec p < n. Le sous-espace vectoriel (fermé)
engendré par les v.a. Zi, ..., Z;, est

p
Vect(Zi,...,Z;,) = {ZakZik, oy € R}

k=1

On a alors les propriétés suivantes :

Propriété 9.14. Soit Y € L*(Q, A, P) une v.a.r. telle que (Y, Ziyy- .y Zi,) € RPHL est un
vecteur aléatoire gaussien d’espérance nulle. Alors, I’espérance conditionnelle de Y sachant le
vecteur Z = (Zi,, .. ., Zi,), notée B(Y'|Z;,, ..., Z;,) ou E(Y|Z), est la projection orthogonale de
Y sur l’espace

p
Vect(Zil, .. .,Zip) = {Z akZ’ika o € R},

k=1

et dans le cas p =1

COV(ZZ' Y)
EY|Z)) = ——2—>7;,.
( | 741) VCLT’(ZZ‘I) 11
On peut alors remarquer que E(Y'|Z;,, ..., Z;,) est donc une v.a. gaussienne ce qui montre la

stabilité de la loi gaussienne par conditionnement. De plus on a également la décomposition
suivante lors du conditionnement par rapport a deux vecteurs gaussions indépendants :
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Propriété 9.15. Soit Z € R"™ et W € R"™ deux vecteurs aléatoires gaussien indépendants et
d’espérance nulle. Soit Y € L*(Q, A, P) une v.a.r. telle que (Y, Z',W') € R est un vecteur
aléatoire gaussien d’espérance nulle. Alors, l'espérance conditionnelle de Y sachant le vecteur

( 5/ >, notée E(Y|Z, W), est la projection orthogonale de Y sur l’espace

Vect(Z,W) = > anZp+ Y BWj, a, 85 € R p = Vect(Z) @ Vect(W)
k=1 j=1

et donc
EY|Z,W)=E(Y|Z)+E(Y|W).

9.2.4 Lois conditionnelles et prédiction

Ftudions maintenant les lois conditionnelles de certaines coordonnées d’un vecteur gaussien
sachant la valeur des autres coordonnées. Soit Z un vecteur aléatoire gaussien de dimension
n divisé en deux blocs de coordonnées X et Y de dimensions nx > 1 et ny > 1 telles que

. X . -
n=nx +ny, le Z = ( v > . L’espérance de Z s’écrit alors sous la forme

et la matrice de covariance ¥ de Z peut se décomposer de la fagon suivante

_( Xx 2o
2= ( ) Xy >
ou

S0 = B (X — B(X))(Y — B(Y))).
La notion de densité conditionnelle vue précédemment pour les couples de variables aléatoires
réelles peut étre étendue au cas des vecteurs aléatoires. La densité conditionnelle de Y sachant

X = z est alors la fonction

X=x o fZ($7y)
Y (y) - fX(x) )

et on a le résultat suivant.
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Propriété 9.16 (admis). Supposons que Z = < v ) soit un vecteur gaussien, et que la matrice

de covariance Xx de X est définie positive. Soit x € IR™ . La loi contionnelle de Y sachant
X = x est alors une loi gausienne d’espérance

E(Y|X =z)=IEY)+ 33 (z — E(X))

et de matrice de covariance
X= / —1
Yy Tt =%y — XXy o,

et donc

= ]- 1 1 =x =Tr|— =T
Vy € IR", {f— (y) = (27T)ny/2 ; t(EX— ; exp <—2 (y —m )’ [2{5 ] 1 (y —m )) .
et(Xy~*

avec my " = IE(Y) + 253 (z — E(X)).
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Chapitre 10

PROCESSUS DE MARKOV

10.1 Introduction aux Processus Aléatoires

La théorie des processus aléatoires concerne ’étude mathématique de phénomenes physiques,
biologiques ou économiques évoluant dans le temps, et dont 1’évolution est de caractere aléatoire,
c’est-a-dire non prévisible avec certitude. Pour définir un processus aléatoire, il faut :

1- Un espace des temps 7' (T C IR;)

Les deux espaces des temps les plus utilisés sont :
e T'=1IN : le processus est dit discret; on regarde ce qu’il se passe a chaque unité de temps, ou
bien on fait une suite d’opérations et on regarde ce qu’il se passe & chaque opération (ex : lancer

d’une piece).

e T'=1R, : le processus est dit continu : on garde les yeux fixés sur un systeme qui évolue dans
le temps a partir d’'un instant ¢o que 'on prend pour origine des temps (t = 0).

2- Un espace des états F

L’ensemble E peut étre :

e discret : c’est-a-dire fini ou dénombrable. Il sera, dans ce cas, souvent pratique d’identifier £
avec une partie de IN ou de ZZ.

e non discret : par exemple £ = IR ou E C IR? (partie du plan) ou E C IR? (partie de 1’espace)

3- Une famille de variables aléatoires (X;)icr.

Ces variables aléatoires sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et a
valeurs dans l'espace des états E. Ainsi, a chaque instant ¢ € T, on associe, non pas une va-
leur déterministe (comme dans le calcul d’une trajectoire mécanique) mais une valeur aléatoire
décrite par une variable aléatoire X; a valeurs dans FE. La variable aléatoire X; peut représenter
les résultats d’essais successifs comme par exemple, le jet d’une piece a pile ou face, ou des
observations successives sur une caractéristiques d’une population.
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Définition 10.1. Un processus aléatoire est une famille de variables aléatoires (X¢)ier-

Un processus aléatoire est une généralisation d’un vecteur aléatoire. Comme dans le cas du
vecteur aléatoire, la connaissance de la loi de X; pour tout ¢t € T est loin de caractériser le pro-
cessus. Les éléments principaux qui différencient les processus aléatoires généraux sont I’espace
des états F, I'espace des temps T et les relations de dépendance entre les X;.

4- Quelques relations de dépendance.

e Processus de comptage :
Un processus de comptage (NVi)ier, ou T° C IR, est un processus croissant (si s < ¢, alors
Ng < Ny), a valeurs dans E = IN.

e Processus a accroissements indépendants :
Un processus croissant (X;);>o est dit a accroissements indépendants si pour tout n € IN*,
et pour tous t1,--- ,tp tels que t; < to < -+ < t,, les accroissements Xy, — Xo, Xy, — X¢y,
-, Xy, — Xy, , sont des variables aléatoires indépendantes.

e Processus homogene dans le temps :
Le processus (X¢)i>0 est dit homogene, si pour tout ¢ et pour tout s, la loi de X143 — X ne
dépend pas de s.

e Processus de Markov :
Le processus (X;)¢>0 est dit de Markov, si pour tout n € IN, pour tous t1,--- ,t,, t,y1 tels que
t1 <tg < -+ <ty <tpyr:

P([Xe, 1 = ena]/[Xey = ea] NN [Xy, = en]) = P([Xe, 1y = enia]/[Xe, = en))

c’est-a-dire que seul le passé le plus proche est pris en compte pour déterminer les probabilités
d’occupation de chaque état.

Exemples de processus aléatoires

Processus de ramification

Ce processus est utilisé pour suivre ’évolution de certaines populations animales ou cellu-
laires, ou bien d’un nom chez les humains. Chaque individu génere, indépendamment des autres,
un nombre aléatoire de descendants. X,, est le nombre d’individus total & la n'“™® génération.

E=IN; T=1IN.

Files d’attente

Des clients se présentent a des guichets a des temps aléatoires, pour y recevoir des services
de durée aléatoire (ex : banque, magasin, péage d’autoroute...). X; est le nombre de clients en
attente a l'instant ¢.

E=IN; T=R,.
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10.2 Généralités sur les Processus de Markov

Le processus de Markov fournit un outil simple de modélisation d’une classe particuliere
de systemes a espace d’états discret. L’analyse des processus de Markov est un préliminaire
nécessaire a 1’étude des systemes de files d’attente.

Définition 10.2. Le processus (Xt)i>o est dit de Markov, si
a)axiome de Markov : pour tous t1 < to < -+ < t, < tyy1, pour tous i, - ,Tpy1 :

P([Xt, 1, = znn1l/[Xey = 2] 0 N[ X, = 2]) = P([Xt,y = 2n1]/[Xt, = 74))

b)axiome d’homogénéité : pour tous s et t, pour tous x,y € E, P([Xi+s = y]/[Xs = z]) ne
dépend que de t (et non des instants s et t + s).

L’axiome de Markov traduit que la probabilité de n’importe quel comportement futur, le
présent étant connu, n’est pas modifié par toute connaissance supplémentaire du passé.

Notations : On pose pey(t) = P((Xiss = y)/[X, = 2]) = P(IX; = 4]/[Xo = a]) et P(t) =
(Pa,y(t))z,yer- On pose aussi 7 (t) = Px, (vecteur ligne de composantes m,(t) = P([X; = z]).)

Propriété 10.1.
a) P(t) est une matrice stochastique, i.e. py () >0 et Zp%y(t) =1 pour tout x.
y

b) Pour tout s et pour tout t, P(s+t) = P(s)P(t).

¢) Pour tout s et pour tout t, 7 (s +t) = 7 (s)P(t).

Démonstration. a) p,,(t) € [0,1] car c’est une probabilité. De plus, la ligne « correspond a la loi P)[()f(’:z]
et on a bien
D paw(t) = DS PROTI(X = g]) = 1.
y y

b) Pour calculer p, ,(t + s) = PXo=2)([X,,, = y]), on va faire intervenir les différents états pouvant
étre occupés a l'instant ¢ :

PRO=((Xyp g =y)) =

P([Xo =z])
_ P([Xo = 2] N [Xy = 2] N [Xets = y])
-2 P([% = 2))
_ P([Xiys = y]/[Xo = 2] N [Xy = 2]) P([Xo = 2] N [X; = z])
zeFE P([XO = ]
= > P([Xers = y)/[Xs = 2)) P([X; = 2]/[Xo = 2])

d’apres 'axiome de Markov (X n’apporte rien de plus que X; pour déterminer la loi de Xy ,). Ainsi,
on a

Pay (t + 5) = Z pz,z(t)pz,y(s)v

zeE

qui est le coefficient (z,y) de la matrice produit P(t)P(s).
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¢) my(t +5) = P([Xers = y]) = Y P([Xers = y)/[Xe = 2]) P([X, = 2]) c'est-a-dire
relk

Fy(t + ) = Z Wx(t)px,y(s)'

zEE

10.3 Chaines de Markov a temps discret

Pour cette classe particuliere de processus, on ne s’intéresse a I’état du systeme qu’en des
instants particuliers t¢,, de leur évolution. Pour simplifier la présentation, on prendra ici 7" = IN.

10.3.1 Matrice de transition et graphe d’une chaine de Markov

On notera P la matrice P(1) définie précédemment (et p,, = psy(1)). Comme, pour tous
entiers m et n, on a P(n +m) = P(n)P(m), on a en particulier, pour tout n, P(n + 1) =
P(n)P(1) = P(n)P et donc, comme de plus, P(0) = I = P°

P(n) = P" et 7 (n) = 7 (0)P™ pour tout n € IN|.

Ainsi, la seule donnée de la matrice de transition P et de 7(0) suffit a déterminer la loi
de X, pour tout n € IN. La matrice de transition P caractérise la chaine et se préte bien aux
calculs mais, pour mieux visualiser les transitions entre états, il est souvent utile de faire un
graphe de la chalne, équivalent a la donnée de P ou :

— les états sont représentés par des points;

— une probabilité de transition p, , > 0 est représentée par un arc orienté de x a y au dessus
duquel est notée la valeur de p, .

10.3.2 Classification des états

Définition 10.3. Soit = et y deux états. On dit que x meéne a y s’il existe n € IN tel que
Pzy(n) > 0. On dit que = et y communiquent si x méne a4 y et si y méne a x i.e. s’il existe
ni € IN tel que pyy(n1) > 0 et ng € IN tel que py . (n2) > 0.

Remarque : Pour n > 1, pg (n) = Z Pa,z1Par s+ P,y dONC, sipyy(n) > 0, il existe
L1, Tn—1
1, Tp—1 tels que proy > 0, Prygo >0, Pz, 1y > 0, c’est-a-dire que 'on peut trouver

sur le graphe un “chemin” de x & y si « # y (il peut méme y en avoir plusieurs!). Attention
toutefois, p; »(0) = 1, donc 2 mene toujours a  méme s’il n’y a pas de chemin de z vers lui-méme.

Définition 10.4. Soit x et y deux états. La relation de communication est une relation
d’équivalence i.e. x < y s’il existe (ny,ng) € IN? tels que pg(ﬁ,j) >0 et pgfj) > 0.

Définition 10.5. Une chaine a une seule classe (pour la relation d’équivalence <) est dite
irréductible.

Remarque : Dans une chaine irréductible, on a donc que tous les états communiquent.
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Définition 10.6. Un état = est dit non essentiel s’il existe un étaty et n € IN tels que pg ,(n) >
0 et py(m) =0 pour tout m € IN. Dans le cas contraire x est dit essentiel.

Les états d’une méme classe de communication sont de méme nature : on parlera de classe
non essentielle (classe que 'on peut quitter) et classe essentielle (ou absorbante) (classe que I'on
ne peut pas quitter).

Définition 10.7. La période d(z) d’un état x est définie par :
d(z) = PG.C.DA{n € IN* ; py »(n) > 0}

(avec d(z) = 0 si pour tout n € IN*, py »(n) =0). Si d(x) =1, z est dit apériodique.

‘Propriété 10.2. Tous les états d’une méme classe de communication ont méme période.

Démonstration. Si x et 2’ communiquent, il existe k et [ tels que py (k) > 0 et py (1) > 0. Alors
Pro(k+1)>0.

Soit m tel que py 5 (M) > 0. Alors p, »(k+m+1) > 0. Donc d(x) divise k+1 et d(x) divise k+m+1;
donc d(z) divise m et ceci, pour tout m tel que p, ,(m) > 0, donc d(z) divise d(z'). Comme z et 2’
jouent le méme role, d(x) = d(z'). O

Remarque : Une classe dont un élément admet une boucle, (c’est-a-dire p, , > 0), est obli-
gatoirement apériodique (c’est-a-dire de période 1), mais ce n’est pas une condition nécessaire.

Introduisons, maintenant le temps d’atteinte d’un état x

min{n > 1; X, =z} si il existe m > 1 tel que X,,, = =

Définition 10.8. T}, = :
éfinition 10.8. T, {+mssz#$p0UTt0Utm>1

Définition 10.9. Un état = est dit récurrent si PXo=%)([T, < 4o0]) = 1, clest-a-dire, si
partant de x, on repasse presque surement en x. Dans le cas contraire, x est dit transitoire.

Définition 10.10. La probabilité de premier passage de x a y en n pas est donnée par f&) =
P[XOZI]([Ty =n]) pour n =1 (et par convention fggog =0).

On introduit également les quantités suivantes.

Définition 10.11. La probabilité d’atteindre y en partant de x est donnée par

fx,y = Zf;%)

n=1

Définition 10.12. Le temps moyen de premier passage par y en partant de x est donné par

Sonfl) si fay =1
Py = nx1
+o0 si foy <1
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Propriété 10.3.
1) L’état © est récurrent si et seulement si fz , = Z (" =1.

n>1

2) L’état x est transitoire si et seulement si fop = Z (" < 1.
n=1

Démonstration. Celle-ci découle immédiatement des définitions précédentes d’un état récurrent ou tran-
sitoire. 0O

Définition 10.13. Le temps moyen de retour en x est donné par

— JEXo= m}( T,) = MZ’CC_an:gZ?‘

n=1

Si z est un état transitoire, alors u, = 4o00. Toutefois, u, peut étre infini, méme si = est
récurrent. On est donc conduit a une classification plus fine des états récurrents.

Définition 10.14. Un état récurrent est dit récurrent positif si p, < 4+00. Dans le cas contraire,
il est dit récurrent nul.

10.3.3 Formules de récurrence

Propriété 10.4. Pourn > 1 et m > 1 tels que n —m > 0, et pour tout x,y dans E on a que
p:v,y pr z pz Y n - m) (10'1>
zelR
Démonstration. Le résultat découle immédiatement de la relation P = P™ P, O

La formule (10.1) s’appelle I’équation de Chapmann-Kolmogorov. Elle s’interpréte comme le
fait que la probabilité d’aller de = a y en n pas, c’est aller de = a z en m pas, puis aller de z a y
en n —m pas en passant par les états z qui le permettent.

n
Propriété 10.5. Pourn > 1, on a pgy(n Z f — k).
k=0

Démonstration. Le processus passe de x & y en n étapes si et seulement s’il passe de z & y pour la
premiere fois en k étapes (0 < k < n) et s’il passe ensuite de y & y en les n — k étapes suivantes. Ces
chemins, pour des k distincts, sont disjoints, et la probabilité d’un chemin pour k fixé est ffckﬁ Dy.y(n—k).
Ce raisonnement intuitif peut étre rendu rigoureux de la fagon suivante.
Comme, pour n > 1,

n—1
[(Xn=y] = U ([Ty = kN [Xy, =y]) U[T, = n],
k=1
on en déduit, les [T, = k] étant disjoints,

P([Xn =yl/[Xo=2]) = ZP([Ty:k]ﬁ[Xn=y]/[Xo=w])+f£Z)

n—1

= ZP Zx])P([XnZy]/[Tka]ﬂ[onx])—&—fg(ﬁ)
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Or,pour 1 <k <n-—1, [T, =kN[Xy = 2| est de la forme AN [X} = y] ot A ne dépend que de
Xo,- -, Xk_1. Par conséquent,

P([Xn = yl/[T) = K| N [Xo = a]) = P([Xn = yl/AN[X) = y]) = P([Xn = yl/[Xk = 9]) = pyy(n — k).

Comme P([X,, = y]/[Xo = x]) = psy(n) et P([Ty, =k]/[Xo=1z]) = f;ky), il en résulte

— n
pﬂ%y Z »Lypyﬂ/n_ n)_zflypy»yn_ Zfabypyyn_ )
k=1 k=0
avec la convention fx(og =0.
O

10.3.4 Caractérisation de la nature d’un état

Théoreme 10.1.

+oo
1 ’ 3 itif si ' = li .
) Un état y est récurrent positif si et seulement si Z)py,y(n) +oo et nﬁufoopy’y(n) >0
n—=
+o00
5 3 ; ' = li = 0.
2) Un état y est récurrent nul si et seulement si Z()p%y(n) +o0o et n_l}rfoopyvy(n) 0
n=»
+o0
3) Si un état y est récurrent, on a alors que pr,y(n) = +00 pour tout x qui meéne a y.
n=0
+o0
4) Un état y est transitoire si et seulement si Zpy y(n ) < 400.
n=0
On a alors me y(n) < +oo pour tout x € E.
n=0
Démonstration. On consideére les séries entieres Fy, ,( Z s" Iny) et Py y Z " Pg y(
On établit que ‘ Ppy(s) =0py+ Fopy(5)Pyy(s) ‘
En effet, par la propriété 10.5, P, ,( Z $"pyy(n) = pzy(0) + Z me yDy.y(n — k) avec

n=1
Pz,y(0) = 65 4. De plus fq(zogpyy(O) =0, donc on a blen

Z foypyyn— :Z Z ypyy”_ k) = Fypy(s)Pyy(s)
n=0 k=0

n=1

d’apres la définition du produit de deux séries.
1

1—Fyy(s)
e Si y est récurrent, f, , =1, soit, par le théoreme d’Abel, liI{l Fy,(s) =1 et donc 1i1{1 Py, (s) =
s—1_ 7 s—1_

En appliquant ceci & = y, on obtient P, ,(s) = 1+ F ,(s)P, 4(s), soit P, ,(s) =

-+o0. La distinction entre un état y récurrent positif ou récurrent nul via la condition lirf Py.y(n) >0
n—-+0o0
ou lilf Py.y(n) = 0 est plus délicate a établir. C’est une conséquence du théoreme 10.3 donné un peu
n—r—+00

plus loin dans ce chapitre.
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e Six # y et sixmene ay, alors F, (1) # 0, et, comme Py y(s) = Fy 4 (s)Pyy(s), si Hl{l Py y(s) =
, e i
+00, alors hI{l P, y(s) = +oo.
s—1_

e Si y est transitoire, alors 111{1 Py, ,(s) < 400 et, comme on a Fy (1) <1,ona lim P, ,(s) < 4oo,
s—=1_ ° s

s—1_
+oo
c’est-a-dire pry(n) < 400.
n=0
O
+o00o
Conséquence : Si y est transitoire, alors pr,y(n) < 400 pour tout z, et, en particulier,
n=0
lim p;,(n) =0, mais la réciproque est fausse en général.

n—-+o00

Propriété 10.6. Les états d’une méme classe de communication sont, soit tous récurrents, soit
tous transitoires.

Démonstration. Siz et 2’ communiquent, il existe k et [ tels que py . (k) > 0 et pyr (1) > 0. On a donc
Paz(k+n+1) = pea (k)per o (n)per (1) pour tout n > 1. Donc, par le théoreme 10.1, si 2’ est récurrent,
alors = l’est aussi et, comme z et 2’ jouent le méme 16le, si x est récurrent, alors ' 'est aussi.

Cas particulier des chaines finies.

Propriété 10.7. Si E est fini alors il existe au moins un état récurrent.

Démonstration. Si tous les états étaient transitoires, on aurait lirf P,y (n) = 0 pour tout y et alors,
n——+00

1 t ’ bre fini de t li = li =0
comme la somme ne comporte qu’un nombre fini de termes, n—1>I-sr-loo me,(n) Z im pgy(n) ,

n—-+o0o
yek yek

ce qui contredit Z Pay(n) = 1.
yeE

10.3.5 Distribution stationnaire

Définition 10.15. Une famille T = (7)zer est dite distribution stationnaire d’une chaine, de
matrice de transition P, si c¢’est une probabilité qui vérifie T =TP.

Remarques :

e Si ?(O) =7, alors, ?(n) = 7 pour tout n (preuve par récurrence sur n : étant donné

que T(n+1)=7(n)P,si #(n) = 7, alors #(n+1)=7P=7.)

e Si (X,,) converge en loi, liril 7 (n) est une probabilité notée 7 () qui est distribution
n—-—+0oo

stationnaire de la chaine. En effet, on a ?(n +1) = ?(n)P pour tout n € IN et, en prenant la
limite quand n — +o00, on obtient bien () = () p,
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N peut ne pas exister : si E = IN et py 141 = 1 pour tout k € IN, 7 = 7P conduit &
mo = 0 et 7 = 71 pour tout k € IN* : on aurait alors 7 = 0 pour tout k € IN et 7 ne peut
pas étre une probabilité.

e Une chaine peut admettre une infinité de distributions stationnaires.

Interprétations :
o T, = E TeDey S €crit aussi g TyDyx = g TaPay ( car E Pyz = 1). On peut
zeE zeE zeE zeE

interpréter myp,, comme le nombre moyen de transitions de y vers x par unité de temps et

Z TyPy,z 'interprete alors comme le flux moyen de sortie de ’état . De méme, Z TePe,y €St

zelR el
le flux moyen d’entreée dans 1’état y. Ainsi, en régime permanent :

‘pour tout état y, il y a égalité entre le flux sortant de y et le flux entrant dans y. ‘

e m, peut s’interpréter comme la proportion de temps passé dans ’état y.

Propriété 10.8. Si 7 est distribution stationnaire d’une chaine wrréductible, alors mp, > 0 pour
tout x € E.

Démonstration. On a © = 7 P" pour tout n € IN, donc Ty = Z TzPz,y(N) pour tout état y.
z€E
Supposons qu'il existe y tel que m, = 0. Alors, comme 7,p, ,(n) > 0, on a, pour tout = € E et pour
tout n € IN, myp, 4(n) = 0.
Or, la chaine étant irréductible, il existe n tel que p, ,(n) > 0; d’ott m, = 0, et ceci, pour tout z. On

aalors @ = 0 , ce qui est impossible, puisque 7 est une probabilité.

O

Si z est récurrent positif, on pose, pour tout y € E, p,(y) = IEX0=2] (Z H[Xn—y]ﬂ[Tpn]) |
n=0
c’est le nombre moyen de visites dans 1’état y entre deux visites dans I'état x.

pz(y)
[

Propriété 10.9. Six est un état récurrent positif, alors 7= ( ) est une distribution
yeE

stationnaire.

Démonstration. On a

pa(y) = EX= > i, —ynimsn | = ZIE[XOZSE] (Tix, =y)n [z >n))
n>0 n>0
= > PP (X, = 9] N [T > )

n=0

Siy # x, on a PXo=7l ([ X = y] N [T, > 0]) = 0et, pour n > 1, on a aussi PXo= ([X,, = 4] N [T, = n]) =
0, de sorte que l'on a deux expressions pour p,(y) :

paly) =D PR (X, =y N [Ty > —1]) ; (+)

n>1
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paly) = Y PR~ (X, =y N [T, > n]).
n>1
D’autre part, PXo=% ([ X = 2] N [T,, > 0]) = 1 et, pour n > 1, les probabilités PXo=! ([X,, = 2] N [T}, > n])
sont nulles, de sorte que py(z) = 1. Comme x est récurrent, la relation 1 = f; , = Z P[onw]([Tm =n])

n>=1
est vérifiée.
Or, elle peut encore s’écrire 1 = p,(x) = Z pXo=2l(|X, = 2] N [T, > n — 1]). Ainsi, () est vérifiée

n>1
pour tout y € E. On la réécrit :
poly) = PR=I(Xy=y)n [T >0) + ) PP= (X, =y N [T > n - 1])
n>=2
= Pey+ > PPOTI(X, = g0 [T >n—-1)).

n>2

Maintenant, pour n > 2,

Po= (X, =yIn [T >n—1))=> PR=(X,  =zn[X, =y|N[Ta >n—1]) =K

avec K = ZP[X‘)::”] (X = y]/[Xn1 = 2] N [Ty > n— 1)) P= (X, _, = 2] N [T, > n—1]).

Or7 zF#x

[T, >n—1N[X,-1 = 2] = [X1 # z]N - N[Xp—1 # 2]N[Xp—1 = 2] = [ X1 # 2] N[ Xp—2 # 2]N[X,—1 = 2],
et, par 'axiome de Markov

PPo=2l (X, = y/[Xp_1 = 2| N [Ty >n—1]) = PXo=2l([X, = y]/[ X1 = 2]).

Ainsi,

PRl (X, =y]N [T >n—1)) = > PRI (X, = y)/[X, 1 = 2)) PR~ P (X, 1 = 2] 0 [T, > n— 1))
z#x
= sz,yP[XO:z]P([Xn—l = Z] N [Tac >n— 1]) .
z#x
Par suite,

pe(y) = pey+ Yy PET(X, =yN [T >n—1])

n>2

= oyt Y D Py PO ([(Xnoa = 2N [T > 0~ 1))

n>2 z#x

= Doyt sz,y Z pto=al((x, | =2N[T, >n—1])

ZF#T n>2

= Puy+ sz,y Z ptXo=2l(|X, = 2] N [T, > n))

ZH#x n>1

= Pyt sz,ypz Z Pz pz,y (102)
ZH#x

D’autre part, on a

> pa(y)

DOEFT Y M myrpsay | =BT YN ik g
Y n=0 n>0 y
- (Z H[Tz>"]) = PFO=I((T, > n)) = BR=N(T,) = p,.

n>=0 n>=0



10.3. CHAINES DE MARKOV A TEMPS DISCRET 107

Si x est récurrent positif, alors u, < +oo et on peut poser m, = pm(y) Par 1’égalité (10.2), il en

Ha

résulte bien que 7 est une distribution stationnaire.

Théoréme 10.2.

1) Une chaine irréductible admet une distribution stationnaire 7 si et seulement si tous ses
états sont récurrents positifs. Dans ce cas, 7 est unique et m, = 1/, pour tout x € E.

2) Une chaine quelconque admet une distribution stationnaire si et seulement si elle posséde une
classe récurrente positive. Dans ce cas, si @ est une distribution stationnaire et si (R;); sont
les classes récurrentes positives, il existe des réels positifs A; de somme 1 tels que :

e = 0 si x nest pas récurrent positif et w7, = N/ st x € R;.

Démonstration. 1) e On montre facilement que I'existence d’une distribution stationnaire implique la

récurrence de la chaine. En effet, on a alors @ = 7 P" pour tout n € IN, d’olt Ty = Z TP,y (M) pour
zelk
tout y € E. Si tous les états étaient transitoires, on aurait, pour tout x € F, lirf Pa,y(n) = 0.
n—-+0oo

Comme p ,(n) < 1 et que Zwm converge, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée

x
de Lebesgue, c’est-a-dire intervertir limite et somme.

(n) —
On a alors 7, = hm ;prm,y Z Ty 7111)1_{100 Dy 0, ce qui est contradictoire.
x

e On montre ensuite que, si 7 est une dlstrlbution stationnaire, que I’on prend comme distribution
initiale (i.e. 7, = P¥o=¥) “alors m,u, = 1 pour tout état y.
En effet, y, = EX=Y(T,) = Z PEe=vl([T, > n)) Z PXo=vl([T, > n]); d’ott

n>=0 n>1

mypy = Y PEOZU(T, > n])P([Xo = y]) = Y P([Xo =y N [T, >n]).

n=1 n>1

On pose a,, = P([X,, #ypour 0 < m < n]). Ona P([Xo=y|N[T, >1]) =P([Xo=y]) =1-ao
et, pour n > 2,

P(Xo =y [T, >n—1) = P(Xo =40 [Xem £y pour 1 <m<n—1)
= P(Xm#ypourl <m<n—1])—P([X,, #ypour 0 <m < n—1])
= P([Xm#Aypour 0<m<n—2])—P([X, Zypour 0 < m<n—1])

n—2 — An—1

d’apres 'axiome d’homogénéité. Donc p,m, = g P([Xo=y|N[T, =2n])=1- lirf an, et liar_l apn, =
n—-+0o0 n—-+0oo
n>1

P([X,, # y pour tout m > 0]) = 0 car y est récurrent. Donc p,m, = 1 et, comme 7, > 0 par la proposi-

tion 10.8, on a p, < +oo et m;, = —.
Hy
On a ainsi montré que tout état y est récurrent positif et que la distribution 7 est unique.
e Réciproquement, si les états sont récurrents positifs, on a une distribution stationnaire donnée par
la propriété 10.9, et, d’apres ce que I'on vient de voir, cette distribution est donc unique et vérifie 7, = —

Hy
pour tout état y.
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2) Si 7 est distribution stationnaire, alors @ = 7 P" pour tout n € IN. D’olt Ty = Z TaPDa,y (1)

zeFE
pour tout y € E.
e Si y est transitoire, on vérifie exactement comme dans 1) que m, = 0.
e Si y est récurrent, alors m, = Z MyPry = Z TyPz,y Car si x est transitoire, m, = 0 et si z est

relR zeCl(y)
récurrent, dans une autre classe, py , = 0.
En posant C = Cl(y) et 7(C) = Z Tz, ON & :
z€Cl(y)
— soit 7 (C) = 0 et alors 7, = 0 pour tout z € C';

™
— soit 7@(C) # 0 et alors 7 = ( = ) est distribution stationnaire de la chaine irréductible
W(C) xeC ?
réduite a C. Par conséquent, d’apres ['unicité vue au 1), on a 7, = (©) et x est récurrent positif. De
fhe

plus, on a Z?(C) =1
c

Conséquences :
1) 7 nlest pas unique s’il existe plusieurs classes récurrentes positives.

2) Les états d’une méme classe de communication sont, soit tous transitoires, soit tous
récurrents positifs, soit tous récurrents nuls.

En effet, soit = récurrent positif. Alors la chaine réduite a la classe de communication de
x est irréductible et admet une distribution stationnaire puisqu’elle possede un état récurrent
positif. Donc, tous les états de la classe de communication de x sont récurrents positifs.

3) Si la chaine est irréductible, le nombre moyen de visites & y entre deux passages par x

vérifie p,(y) = Ha
Hy
= 4éfini () e . . e,
En effet, 7 définie par m, = est distribution stationnaire et d’apres l'unicité, m, = —.
Kz Hy

10.3.6 Comportement asymptotique

La loi conditionnelle de X,, sachant [X, = z] est représentée par la famille (ps,(n))yck-
Pour avoir la convergence en loi, il est nécessaire que liril Pay(n) existe pour tout y mais, en
n—-+0o0

général, ceci n’est pas suffisant car il n’est pas évident que la famille limite soit une probabilité.
C’est pourquoi, on introduit la notion plus restrictive suivante :

Définition 10.16. On dit que la chaine (X,)n>0 de matrice de transition P admet une
distribution limite si, pour tout (z,y) € E?, Pzy(n) admet une limite 1, indépendante de z,

quand n tend vers 400, la famille | = (ly)yer €tant non identiquement nulle.

La famille I = (ly)yer est alors la distribution limite.

%
Remarque : Il n’est pas évident, a priori, que si [ existe, elle mérite le nom de distribution.
Il est clair que I, > 0, mais de pr,y(n) = 1, on déduit a priori seulement que Z ly, < 1.

yer yeR
Pour pouvoir aller plus loin, il va falloir admettre le théoréme suivant, dit théoreme ergodique :
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Théoréme 10.3 (ergodique). Si y est apériodigue ou mnon récurrent positif, alors

im p,u(n) = Joy pour tout x € E, ol fry = Z fm? = Z P[XOZ‘T}([Ty =n]).
u k)

n—-+o0o y
n=1 n=1

Conséquences :
e En particulier, si y est récurrent nul, alors lirf Pzy(n) =0 car fy, =1 et pu, = +oo.
n—-—+0oo

1
e Si = y apériodique ou non récurrent positif, alors lim p,,(n) = —. En effet, si y est
n—-+4o0o v’

Y

récurrent, alors f,, = 1 et si y est non récurrent, alors p, = 400 et comme f,, < 1, on a
fy,y — i =0

Hy Hy

— —
Propriété 10.10. Si [ est une distribution limite, alors | est 'unique distribution stationnaire
de la chaine.

Démonstration. Soit y tel que liIJIrl Pzy(n) =1, # 0. Alors, nécessairement, y est récurrent positif,
n—-+oo

d’apres le théoreme ergodique. Il existe donc au moins une classe récurrente positive. Mais il ne peut
pas en exister plusieurs car sinon, en prenant x dans une autre classe récurrente positive, on aurait

11111 Pz,y(n) = 0. D’apres le théoreme 10.2, il existe donc une unique distribution stationnaire 7 avec
n—-+0oo

1
T, = — pour tout état récurrent positif, et m, = 0 sinon.
Mo

On a donc, pour tout état y, m, = Z TPz,y(N) et, comme p, ,(n) < 1 et que Z Ty Cconverge, on

zeE z€E
peut appliquer le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, c’est-a-dire intervertir limite et somme.

. . —
On am, = nBI-sI-loo Z TePay(n) = Z Ty ngr_{_loopw,y(n) =1l Z Tz = ly, donc | = .
z€E zeE zeE

ﬁ
En particulier, on en déduit que [ est une loi de probabilité.

O

Théoréme 10.4. La distribution limite existe si et seulement si la suite (X,)n>0 converge en
loi, la loi limite n’étant pas fonction de la loi initiale. La limite en loi est alors la distribution
limite, qui est aussi l'unique distribution stationnaire de la chaine.

Démonstration. Celle-ci résulte de la définition de la distribution limite et de la propriété précédente.

O

10.4 Processus de Markov continus

10.4.1 Régime transitoire

Contrairement & ce qui se passe pour les chalnes de Markov a temps discret, on ne dispose
pas ici d’un historique complet du processus : on observe celui-ci a certains instants dans le
temps, choisis aussi nombreux que 'on veut et répartis comme on veut mais la notion d’“unité
de temps” n’a plus de sens ici et la matrice P = P(1) ne permet pas de déterminer P(t) pour
tout ¢.

L’idée est alors de considérer P(h) lorsque h — 0.
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Gréace a la relation P(t+ h) = P(t)P(h) = P(h)P(t) et a P(0) =1, on a :

P(t+ h) — P(#)
h

Sous réserve d’existence des limites, si on pose A = }llim ———— = P'(0), on a alors :
—0

P'(t) = P(t)A = AP(t) et P(0) = I.

Cette équation différentielle matricielle admet 1'unique solution :

10 n
_ tA __ n
P(t)=¢" = ] A"

n=0

Ainsi, on détermine A & partir de la famille (P(t))>0, (A = P’(0)), mais réciproquement, la
seule connaissance de A permet de retrouver tous les P(t) (P(t) = ).
La matrice A est appelée le générateur infinitesimal du processus.

Day(h) — 0xy
—

On pose A = (az,y)zycE- Alnsi, az, = ]llirn
b b b _}0

o Six#y, apy >0 et pyy(h) =agyh+o(h)

eSiz =y, a;, <0etpga(h)=1+az,h+o(h).

On a ici, | pour tout z € E, Z agy = 0| (la somme sur chaque ligne de A vaut 0).
yeE

Propriété 10.11. Pour tout état x € E, le temps passé dans x avant de le quitter suit la loi
exponentielle E(Ay) avec Ay = —ay 4 = Z Agy-
yF

Démonstration. Si T, désigne ici le temps passé en x avant de le quitter, on a :
P([Ty, >t+h]) = P([Ty > t+ h)/[T, > t])P([T > t])

Mais, d’apres 'homogénéité dans le temps, on a P([T, > t+ h|/[T, > t]) = P([Tx > h]). Ainsi, si on pose
G, (t) = P([T, > t]), on obtient :

Gz (t + h) = G4(t)Gy(h) avec Gy (h) = pg.o(h) +0(h) =1+ ag zh + o(h),

o(h)

Ga(t+h) — Ga(t) = G (t) (am@ + ) et, en faisant h — 0, il vient :

h

donc

h
G (t) = a3 G (t) avec G4(0) =1,

soitt G (1) = ==t ot | P(IT, < f]) = 1— %=t |
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L’évolution d’un processus de Markov a temps continu peut se voir comme une répétition de
deux phases :
— on reste un certain temps (de loi exponentielle) dans un état ;
— lorsqu’on quitte cet état, on choisit 1’état vers lequel on sort, cette destination ne
dépendant ni du temps passé dans 1’état, ni du chemin par lequel on est arrivé a I’état. On
notera p; , la probabilité de se rendre dans I'état y en quittant I’état x.

a
Propriété 10.12. Pour tout (z,y) € E? tel que x # v, Day = Z‘T’y (et pgr =0).
Qg2

z#T

Démonstration. On a, si Ay = —ay 5 = E Qg2
z#x

P([Xepn # 2/[Xe = 2]) = Ash + o(h)

et, pour y # x,
P([Xesn = yl/[Xe = 7]) = aayh + o(h) = payrch + o(h)
d’apres la définition de p; . C’est donc bien que p,,, = a;)y = ZGL
T Ay
zH#T

O

Définition 10.17. La chaine de Markov discréte de matrice de transition P = (pgy)zycE €St
appelée chaine de Markov induite du processus.

10.4.2 Régime permanent

On rappelle que, si 7 (t) est la loi de Xy, i.e. @ (t) = (72(t))eer olt m:(t) = P([X; = z]), on
a:

T(t) =T (0)P(t).

Définition 10.18. On dit que le processus (Xi)i=0 est stationnaire si la loi de X; est
indépendante de t.

On a alors ?(t) = 7(0) pour tout ¢t > 0 et en dérivant I’équation précédente, on obtient :

0="T(0)P'(t)=T(0)P(t)A =T (t)A =T (0)A.

Définition 10.19. On appelle distribution stationnaire toute probabilité K qui vérifie

TA=T10.

Si (X;) converge en loi et si () = \ lim 7 (t), alors 7 () est distribution stationnaire du
processus. e

On a (?A)y = E Tplyy = E TpOgpy + Tyly g AVEC Ay y = — E ay o ainsi :
el TFYy T#y

-, . N
7A= 0 équivaut & Z Toelgy = Z TyQy o
TFY THY




112 CHAPITRE 10. PROCESSUS DE MARKOV

Cette relation traduit I’équilibre, en régime stationnaire du flux rentrant en y (Z TzQyy) €t
THY
du flux sortant de y (Z Tylyz)-
7y



Chapitre 11

PROCESSUS DE POISSON

11.1 Introduction

De nombreux phénomenes aléatoires se manifestent par des “arrivées” survenant une par
une a des instants aléatoires successifs.

Ezxemples :

— arrivées d’appels a un central téléphonique
— passage de véhicules a un péage d’autoroute
— arrivées de clients a un guichet

— occurrence d’accidents dans une ville

— pannes de machines dans une usine

De tels phénomenes peuvent se définir par la famille (A,,) cIN* des temps d’arrivées qui sont
des variables aléatoires. Mais on peut aussi le faire a partir du processus de comptage (N¢), IR,
ou par la famille (75,), .y+ des intervalles de temps entre deux arrivées.

‘ Ny est le nombre d’événements apparus jusqu’a l'instant ¢. ‘

Nijy — Ny, est le nombre d’événements apparus entre u et u + ¢.

L’espace des états du processus (Nt)te]R+ est I/ = IN et 'espace des temps est 7' = IR .
Le processus qui modélise convenablement les exemples cités est le processus de Poisson.
On conviendra que Ny = 0.

On note :
— A, 'instant de réalisation du n
— Ty, la durée séparant le (n —1)"™*

16Me ¢yénement ;
événement du n'“™° événement pour n > 2 et T} = Aj.
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— A, =T +T5+---+ T, pour tout n € IN* :
—Ty=A1et T, =A, — A,_1 pour tout n > 2.

Ainsi, la connaissance de la famille (A;), N+ équivaut a celle de la famille (75,), .+

D’autre part, A, <t signifie que le n'*™° événement a eu lieu a 'instant ¢ ou avant, c’est-a-

dire qu’a l'instant ¢, au moins n événements ont eu lieu, c’est-a-dire que N; > n. Ainsi

et
P([N; = n)) = P(IN: > n]) = P(INe > n+1]) = P([An < 1)) — P([Ans1 < 1)).

Par conséquent, la connaissance de (IVy) telR, équivaut a celle de la famille (An),cIN*-

11.2 Définition et description du processus

Soit (Ny) telR, Un processus aléatoire a valeurs dans IN tel que Ny = 0.

Définition 11.1. Le processus (Nt)telR+ est appelé processus de comptage si c’est un processus
croissant, c’est-a-dire si pour tout s < t, Ny < N;. La variable aléatoire Ny— N est alors appelée
accroissement du processus sur ]s,t].

Définition 11.2. Un processus de comptage (Nt)te]R+ est appelé processus a accroissements

indépendants si pour tout n € IN* et pour tous ti,--- ,t, tels que t; < to--- < ty, les accroisse-
ments Ny, — No, Nyy — Ny, -+, N, — Ny sont des variables aléatoires indépendantes.

n—1

Les processus vérifiant cette hypotheése sont assez nombreux : il semble en effet assez naturel
que les arrivées se produisant dans des intervalles disjoints ne soient pas liées entre elles.

Définition 11.3. Le processus est dit stationnaire (ou homogéne dans le temps), si pour tout s
et pour tout t, l'accroissement Nyys — Ng a méme loi que Ny.

Remarque : Cette propriété est semblable a ’axiome d’homogénéité pour les chaines de Mar-
kov : seule la durée écoulée entre deux instants (et non pas les deux instants eux-mémes) compte
pour déterminer la loi de I’accroissement.

Définition 11.4. Un processus a accroissements indépendants stationnaire (Nt)te R, est dit

P(|N; 1
a événements rares si lim P([Np > 0]) =0 et si lim (I > 1))

h—04 h—04 P([N, = 1]) -0

Remarque : La deuxiéeme propriété traduit 'improbabilité d’arrivées simultanées.
Si on pose f(t) = P([N; = 0]) ( et donc f(0) = 1), la premiere hypothese traduit la continuité
de fen 0, car P([N, > 0]) =1 — f(h) et donc hlirg f(h) = £(0).
—U+
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Définition 11.5. Un processus de comptage (Nt)th+ tel que Ng = 0 est un
processus de Poisson si
C1: (Nt)teﬂh est stationnaire

C2 : (Nt)t€]R+ est un processus a accroissements indépendants ;
C3 : (Nt)telR+ est un processus a événements rares .

Le nom donné au processus de Poisson s’explique par ce qui suit :

Propriété 11.1. Un processus de comptage (Nt)th+ tel que Ng = 0 est un processus de
Poisson si et seulement si :

C1: (Nt)te]R+ est stationnaire ;
C2 : (Nt)telR+ est un processus & accroissements indépendants ;

C8’ : il existe A > 0 tel que, pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny suive la loi de Poisson de
parameétre At.

Démonstration. Un processus qui vérifie C3’ vérifie également C3.
En effet, si on a C3’, alors

P([N, =0]) = e =1— X +o(h)

d’ott P([Ny, > 0]) = Ah+o(h) et Jim P([Ny, > 0]) = 0. De plus, P([N, = 1]) = e M h = A +o(h) ~ Ak
et
P([N, > 1]) =1 = P([Ny = 0]) = P([Nn = 1]) = o(h)

P([N; 1
et donc lim ([Na > 1])

A, (M=)

On va maintenant montrer que, pour un processus de Poisson, 'axiome C3’ est vérifié.

k

P([Neys = k) = ;P([NHS = kN[N, =) (11.1)
= Ek;P([Nt =N [Npys — Ny = k — i) (11.2)
= éP([Nt = i) P([Neys = Ny =k — i) (11.3)
— z:P([Nt =i)P([N, = k —1i]) (11.4)

(On passe de (11.2) & (11.3) en utilisant C2 et de (11.3) & (11.4) en utilisant C1.)

Atk
On pose alors P([N; = k]) = m(t) et on va établir que 7y (t) = e_’\ti( k:')

par récurrence sur k.
Etude pour k = 0 : mo(t) = f(t) avec f qui vérifie
flt+s) = f(t)f(s) (%)

f est continue sur IRy car }lllg%](f(t +h)—f(t) = }lllir%)f(t)(f(h) —1) =0 par C3.

Or, les seules solutions continues de (x), & valeurs dans IR, sont les fonctions de la forme f(t) = e®".

(En effet, v = In f vérifie ¥(s +¢) = () + ¥ (s). En particulier, ¥(nt) = niy(t), puis, avec t = l,
n

P <1) = l7721(1), puis ¢ (%) = Td)(l). On a alors ¥(r) = ry(1) pour tout r € QQ et on conclut que

n n n




116 CHAPITRE 11. PROCESSUS DE POISSON

Y(x) = 21p(1) par densité de Q dans R (z = limr,) et grace & la continuité de f (f(x) = lim f(r,)).
Ainsi f(z) = V(@) — emw(l)).

Ici f est & valeurs dans [0, 1], non identiquement nulle, donc a < 0. Le cas a = 0 n’a pas d’intérét car
alors on aurait P([N; = 0]) = 1 pour tout ¢. Donc, a < 0 et il existe A\ = —a tel que

F(t) = mo(t) = P(IN, = 0]) = e,

At) _
Récurrence sur k : On suppose maintenant que m;(t) = ef)‘t% pour tout ¢ > 0 et pour tout i < k et
o (AD)EF
on va montrer que mj41(t) = e
que me (8) = e 1).

Pour cela on va établir une équation différentielle du premier ordre vérifiée par 711 (¢) : on regarde
combien d’arrivées se sont produites jusqu’a l'instant ¢ 4+ A en faisant intervenir le nombre d’arrivées qui
se sont produites jusqu’a l'instant ¢.

k+1
[Nt+h:k+].]: U[Nt:Z]m[Nt+h—Nt:k+1—l]
=0

et donc, toujours en utilisant C2 puis C1, il vient

k1 k41
P([Nt+h=k;+1]):ZP([NtZZ’DP([NtJrh—Nt=k+1—ﬂ)ZZP([NtZiDP([Nth‘+1—i])

soit, avec la notation introduite ici

k+1
Tr+1(t +h) = Zm )Te+1—i(h)

Or,pour i < k—1l,onak+1—i>2;dou PN, = k+1—1]) = mgp1-:(h) = o(m1(h)) car
lim PNy > 1) =0 et
h—0 P([Ny, = 1])

Trtr(t+h) = Zﬂi(t)ﬂkﬂﬂ‘(h) + mi(h)me(t) + mo () mey1(h) = w1 (h) e (t) + mo(h) T4 () + o(mi(h)).

Avec mo(h) =1 —7m1(h) + o(m1(h)), on obtient alors :

Thp1(E 4+ h) = Thpa (8) = m(R) [ () — mrga (8)] + o(h).

- h h
Donc a1 (b h) = Tria () = m (h) [mg(t) — mpr1 ()] + oth) et
h h h
. m(h
o (®) = Jim P ) ).
. 1—mo(h . 1—my(h
Or my(h) =1 —mo(h) + o(m1(h)) donc flzlg%)m((h)()) =1= }1113}) hO( ) X ) et comme
_ PESY
lim L —mo(h) = lim L-¢ = A,
h—0 h—0
5 . Wl(h) _ I N / — it -
c’est donc que Illlr% = A, d'ott () = A [mp(t) — mhyr (2)], soit
—

Thp1 () + A1 (8) = Ami(2).
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Pour résoudre cette équation différentielle linéaire du premier ordre, on applique la méthode dite “de
variation de la constante”.
On a donc 711 (t) = C(t)e ™ avec

>\k+1tk
Cl(t)ei)\t = )\ﬂ'k(t) = eiAtT.
. )\k—i—ltk
Dou C'(t) = i et
t AL gt ARFL [ k17t (At)k+1
t) — = "(u)du = kdu = =
) - () /0 Clu)du == /0 =T {k—klh (k+1)!
k+1
avec 711(0) = C(0) = P([No = k + 1]) =0 car Ng = 0. On a donc bien 741 (t) = B_MEIi\t—&)—l)" O
Remarque :
Pour tous s et t et pour tous i < k :
P([Nt+s = k] N [Ns = Z]) = P([Ns = l] n [Nt—f—s —Ng=k— Z])

= P([Ns =4))P([Neys — Ny = k — i)

Ainsi,

P([Nt+s = k?]/[Ns = Z]) =

‘ _t)\tk—i
= P(Ny=k—i])=e A((kzz)'

Ceci détermine les probabilités de transition de ¢ a k entre les instants s et ¢ + s.

11.3 Caractérisation d’un processus de Poisson par ses temps
d’arrivée
Soit A, linstant de la ni®™€ arrivée : A, = inf{t > 0; Ny =n}etT,le pieme temps
d’attente pour n € IN* : T,, = A, — A,,_1 (en convenant Ay = 0).

n
OnaAn:ZTietNt:maX{n>O; A, <t}
i=1

Théoreme 11.1. (Nt)th+ est un processus de Poisson de parameétre A si et seulement si les
variables aléatoires T, sont indépendantes de méme loi exponentielle E(N\) (de densité

fr, () = Ae M Mo oo (1))

Démonstration.
P(Ty >t]) = P([N; =0)) =e M =1—Fi(t)

ou F est la fonction de répartition de 7. On a donc bien Tj qui suit la loi exponentielle E(A).
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PI=tl(Ty > 4])) = P([Nyy4t = 1]/[Ny, = 1] 0 [Ny = 0 pour tout s < t,])
= P([Nt1+t — Ntl = 0]/[Nt1 = 1] n [Ng =0 pour tout s < tl})
= P([Nty1t — Ny, =0])

d’apres l'indépendance des accroissements.

Or P([N¢, 41 — Ny, = 0]) = P([Ngy1¢—¢, = 0]) = P([N; = 0]) d’apres la stationnarité; et c’est aussi
e car N suit la loi de Poisson P(\t).

Donc T3 est bien indépendante de T et de méme loi exponentielle £(X).

De facon plus générale,

P([T, > t]/[Ty =ta] N+ [Th—1 = tg—1]) = P([Ntp_,+t — Ny, = 0])
P([N; =0]) = e .

Donc Ty, est indépendante de T4, --- ,Tx—1 et de méme loi exponentielle E(N).

La réciproque sera admise. O

Conséquence : Les variables aléatoires A,, suivent la loi Gamma (A, n) (ou loi d’Erlang), de
densité définie par
)\TL

—At yn—1
m@ ¢ t ]I]O,+OO[(t)

fa,(t) =

Propriété 11.2. 5i (Nt)th+ est un processus de Poisson de parametre X\, le temps aléatoire
U qui sépare un instant 0 du prochain événement et le temps aléatoire V' qui sépare 6 du dernier
événement suivent la loi exponentielle E(N).

Démonstration.
P([U > z]) = P([Ngjz — Ng = 0] = P([N, =0]) = e~

car [U > z] signifie que pendant la durée x qui suit 6, il n’y a aucune arrivée. De méme,
P([V > x]) = P([Ng — Ng_, = 0] = P([N, = 0]) = e

car [V > z] signifie que pendant la durée z qui précédait 6, il n’y a eu aucune arrivée. O

2 1
Remarque : On a alors IE(U+ V) =IE(U)+1IE(V) = X alors que IE(T,) = 3, pour tout n € IN*.

C’est donc que U +V = Ty, n’a pas méme loi que les T}, alors que sur [Ny = n], on a Ty, = T,.

1
On peut terminer ce paragraphe en remarquant que [IE(Ny) = \| et |IE(T,) = X
plus A est grand, plus le nombre moyen d’arrivées par unité de temps est important, et plus
I'intervalle entre 2 arrivées est court, ce qui semblait a priori évident. Pour cette raison, on
appelle également le parametre A 1'intensité du processus.

. Ainsi,




11.4. PROPRIETES SUPPLEMENTAIRES 119

11.4 Propriétés supplémentaires

11.4.1 Processus de Poisson et loi binomiale

Propriété 11.3. Pour s < t, la loi conditionnelle de Ny sachant [Ny = n] est la loi binomiale

B (ng)

Démonstration.
v o P(Ns =k N[Ny =mn])  P(Ns=knN[N;— Ny =n—k])
PRTIN =KD = TNy PN, = ]
_ P(INs =K))P([Ny =Ny =n—k]) _ P(I[Ns = k])P([N;—s =n — k])
P([N¢ = n]) P([Ny = n])
e—,\swe—,\(t—s) (A(t;_S))“!’*’“ N o\ n—k
= o =a() (7))

n!

11.4.2 Processus non homogenes

Soit (X¢)¢>0 un processus de comptage a accroissements indépendants vérifiant Xy = 0,
P([Xppn =14+ 1]/[ Xy =1i]) = Mt)h + o(h) et P([Xern =1]/[Xe =1]) =1 — A(t)h + o(h).

On note A, le n'™° temps d’arrivée du processus.

t
Propriété 11.4. X; suit la loi de Poisson de parameétre A(t) = / AMu)du et Ty = A; suit la
0

t
loi de densité t — A\(t) exp [—/ )\(u)du] o 4oof(t)-
0

Remarques :

[1] Pour un processus de Poisson (X;) d’intensité A, on a
P([Xiyn =1+ 1)/[ X =1i]) = A+ o(h) et P([Xpn =1]/[Xe =1]) =1 — Ah + o(h).
c’est-a-dire que A\ ne dépend pas de t.

[2] Le processus étudié ici est une généralisation du processus de Poisson. Pour A\(¢) = A
constant, on retrouve que X; suit la loi de Poisson de parametre A(t) = A x t et que T} suit la
loi exponentielle de parametre .

Démonstration. On reprend la méthode utilisée pour montrer que, si (X;) est un processus & accrois-
sements indépendants, stationnaire et a événements rares, alors X; suit la loi de Poisson P(At) : on pose
7 (t) = P([X: = n]) puis, en considérant m,(t + h) et en passant a la limite quand h — 0, on va établir
une équation différentielle.

P([Xt4n = 0]) = P([Xy = 0] N [Xyqn — Xy = 0]) = P([Xy = 0))(1 = A(t)h + o(h)), soit

Tolt + h) = mo(t) = ~A(B)hmo(t) + o(h).
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D’autre part, pour n > 1,
P(Xpn=n]) = Y P(X=Kn0[Xpn— X, =n—k)
k
—  P([X, = n])(1 = A(H)h) + P(IX; = n — AW + ofh)

soit m, (t 4+ h) — mp(t) = (—=AE)mp(t) + AME)7Tpn—1(t))h + o(h). On a donc, en divisant par h et en faisant
h—0:

avec mp(0) =1 et m,(0) =0 pour n > 1.

{ 7o (t) + A(t)mo(t) =0
7 (1) + X&) () = N#)Tp—1(t)

On résout alors, soit en utilisant les équations différentielles du premier ordre (et la méthode de
variation de la constante), soit a 1’aide de la fonction génératrice de X; :

+oo
Gz,t) =Y 2"m(t).
n=0

Premiére méthode :

T — (0] = ~A(0) et n(mo(8) = Wn(ra(0)) = - [ M)

Ainsi, 7o(t) = P([X: = 0]) = exp(—A(t)). D’autre part, par la méthode de variation de la constante,
mn(t) = C(t) exp(—A(t)) avec C'(t) exp(—A(t)) = A(t)mp—1(t)

%, on a alors C’(t) = A(t)(?n(tz):)_'l
(A()" |

n!

et par récurrence, si on suppose que m,_1(t) = exp(—A(t))

et on a bien :

et, comme C(0) =0 (m,(0) = 0 pour n > 1), on a alors C(t) =

P(X, = n]) = ma(t) = exp(~A () E

!

“+oo
Deuziéme méthode : On a %(z,t) +A)G(z,t) = A(t) Z 2" mp—1(t) = A(t)2G(z, 1), soit % =(z—1)A
n=1

ot

¢
et, comme G(0) = m(0) = 1, |G(z,t) = exp {(z— 1)/ )\(u)du} . On reconnait bien la la fonction
0

7
génératrice de la loi de Poisson de parametre A(t) = / Au)du.
0

Pour la loi de Ty, P([Ty > t]) = P([X: = 0]) = exp(—A(t)) =1 — Fp, (¢t) pour ¢ > 0. On a donc bien

[f1.(£) = M) exp(—A(t)) pour £ > 0]
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