UNE GENERALISATION DE LA LOI DE
TRANSFORMATION POUR LES RESIDUS.

J.Y. BoYyEr ET M. HICKEL

Résumé. Cet article prouve comment, dans le cadre analytique des résidus, les
représentations intégrales du type Bochner-Martinelli permettent d’obtenir une preuve
complete d’une généralisation de la loi de transformation. On montre ensuite com-
ment, dans une théorie trés générale diie & J. Lipman, ce résultat peut s’étendre sans
le recours a des outils analytiques.

Abstract. This paper shows that integral representations of Bochner-Martinelli
types is a way to achieve a complete proof of an extended transition formula for mul-
tidimensional complex residues. Then, without any use of analytic tools we generalize
this result in the algebraic formalism of residues due to J. Lipman.

1-Introduction

Soient A un anneau commutatif, R une A-algebre commutative, f = (f1,..., fn)
et g =(g1,-..,9n) deux suites de R quasi-régulieres (cf. [ Ku 1l ] ou [M] ) tel que
R

les A modules ] et soient projectifs de type fini. On suppose

(f1-~~fn (91--~9n)

qu'il existe une matrice A = (a; ;)1<i,j<n € Mp(R) telle que:

g=Af (11)

Dans la théorie algébrique des résidus mis en place par J.Lipman (cf.[L]) on définit
pour w € A"Qr/a, ol Qr/a est le R module des différentielles de la A-algebre R,
la notation résidu ([L] 3.5.1) par:

w

fl?"'?fn

Dans le cas ot R = C[Z4,...,Z,] (resp. R = 0O,,) et (f1,..., fn) définit une variété
discrete (resp. O est un zéro isolé ) , on a précédemment prouvé ([ Boy]) que cette
définition algébrique coincide avec la définition analytique des résidus utilisant les
représentations intégrales ([T] ,[Y]).

La définition algébrique des résidus respecte la loi de tranformation([L] (2.8)):

Res | |ca

(1.2)

w det Aw
Yw € A"Q , Res = Res
R/A |:f17'--afn:| {91»---7%}
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2 UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION

L’utilité d’une telle “loi” est bien connue, cependant certaines démonstrations,
comme celle proposée dans la preuve du Nullstellensatz sur un corps de caractéristique
quelconque dans [B-Y], ou encore dans le cadre analytique les calculs effectués dans

[E] ou [K], nécessitent d’exprimer le résidu par rapport a (f2' ..., fP++1) ol
(B1,-..,0n) € N™ en fonction d’ une somme de résidus par rapport a (g‘f““, e, gl
ou (ay,...,an,) € N ce que permet seulement la loi de transformation lorsque

B; = 0 pour tout i.
Lorsque R = O,, , 'anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes sur C”,
et h € O,, en notant

1 hdz
(2@7‘(’)” r; fl e fn

RGS(f’O) (h) =

le résidu local de Grothendieck (cf. [G] ou [T]) I'article [K] d’'une part, le livre [T]
d’autre part proposent la formule:

hdz = hdet Aaj, i, ...a;, 4 dz
i [ g D G, [ et (g

i1eim . . I . . I
o , 9j1 -+ 9jm9

ou fl = fi...f, et Ciy..q,, = a1l...ap! , ap désignant le nombre de fois ou k
apparait dans la liste (i1,...,4,,). Cette formule, proposée dans le cas général, est
uniquement démontrée dans le cas ou f et g ont un Jacobien non nul en 0.

Il est présenté ci-dessous une preuve analytique complete de (1.3). En fait
cette formule peut prendre sa place dans une théorie algébrique des résidus, une
démonstration en est donnée dans le paragraphe 4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 2, utilise des formules de
représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (cf. [A], [C], ou [Y]). L’idée
de cette preuve est diue a A. Yger, elle contient par ailleurs une méthode de
démonstration originale de la loi de transformation (cf. [Y]). On se place dans
le cadre de O, et des suites f = (f1,...,fn) et g = (91,-..,9n) régulieres, mais la
preuve est aussi valable dans le cadre de C[Z1, ..., Z,] et des suites f = (f1,..., fn)
et g =(91,-..,9n) de C[Z1,..., Z,] qui définissent une variété discrete de C. On
peut montrer que de telles suites sont quasi-régulieres [Boy].

Dans la démonstration algébrique, présentée dans le paragraphe 4, on se place
dans le cadre général d’'une A-algebre commutative R ou A est un anneau commu-
tatif, et ’on utilise le formalisme algébrique des résidus mis en place par J. Lipman
(cf. [L] ). Dans le cas particulier ou ’on choisit R = O,, ou bien R = C[Z4, ..., Z,]
et pour éléments de R , X7 = Z1,...,X,, = Z,, la proposition 4.3 fournit le
théoreme 2.1 du paragraphe 2.

Nous remercions vivement A. Yger pour les nombreuses discussions et idées qui
nous ont aidés a réaliser ce travail.

2-Une loi de transformation généralisée.

Théoréme 2.1. Soient f = (f1,...,fn) €t 9= (91,-..,9n) deuz suites réquliéres
dans O,, qui vérifient la relation (1.1). Pour (B1,...,0,) € N® et h € O, on a:
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OERes porer | ppne gy () =

hdet A [ i | (22)

4,7

Z C(B,a) Res((go‘k,l+"‘+o‘k,n+1

k )1§k§n»0) R
a1+ tan 1=01 1,5=1

al,n+"'+an,n:ﬁn

ot B=(B1,...,0n) , = (j)i<ij<n €t C(B,a) est le coefficient binomial:
(alylf?;an,l) e (al,n;éﬁ;an,n) (alvl + e + O{l,n)! R (anyl + T + a”,n)!

Bk ) _ Br!

Q1,k510n, k ! !

avec: (
[CATNRRRRIC 7O

Preuve de 2.1. Soit U un ouvert, contenant 0, sur lequel on peut choisir des
représentants des germes des fonctions holomorphes en jeu dans le théoreme. On
notera de la méme maniere les représentants et les germes, et quitte a réduire U, on
peut supposer que f et g admettent 'origine pour seul zéro. Le théoreme est une
conséquence de la proposition suivante, qui peut avoir un intérét pour elle méme:

Proposition 2.3. Soient U un ouvert de C" contenant B(0,p), W un voisinage
de OB(0, p) inclus dans U, f = (f1,..., fn) des fonctions holomorphes sur U qui
admettent pour seul zéro lorigine et s une fonction de classe C* sur W qui vérifie:

(5(0), F(©) =D sk(O)fr(¢) #0
k=1

pour ¢ € W . Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout 8 = (B1,...,0,) € N
on a:

Res(flﬂl+1,~--,f5n+l,0)(h) =

LN [ ] D) e A
I<l=p

Bl(2im) S (s, )t 24

ot dspg) = /4 dS;

Le théoreme est une conséquence facile de cette proposition. En effet, on choisit
s défini par s, = 27:1 a;rg; pour 1 <k <netp>0tel que B(0,p) C U. En
n(n—1)
(n—14+|8DH(=1) =
(2im)™

notant K(n, ) = la proposition donne:

ﬁ' Res(ffﬁl,---,ff"ﬂ,o) (h) =

oz . det A>)_ (—1)k_1_d_ N\ dC
K(n, 9) /m_th(Zaj,kgmk S )

k=1 j=1
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en développant, le second menbre de (2.5) s’écrit:

K /<|p ﬁ 2 (Oél,lw i Qn k) H )

k=1 1k+ +ank ﬂ
detAZkZl(—l)k 1gkdg /\d{

Hg”2(n+|/3|)
C (B, ) @
:K(n,ﬁ)/ - (hdet A H a;’)
¢1=p CY1,1+---+ZOzn,1=ﬁ1 Hk:l(ak’l oo n) 1,j=1
al,n"_""’ian,n:/ﬁn
ﬁ—(ak,1+“'+0¢k,n) Qg ( )
k 2(n+181)
k=1 gl

ot Qg = 374, (1) "grdgpy Ad¢
On peut appliquer a chaque terme de (2.6) la proposition 2.3 ou f est remplacé
par g et s par g, on obtient:

ozl g
Z C(B,a) Res((gzk,ﬁ,..wk’nﬂ)lgkgn’o) hdet A H a;
ay,1+ - tan 1=01 1,7=1

al,n+"'+an,n:6n

ce qui termine la preuve du théoreme.

Remarque 2.7 Les formulations proposées en (1.3) et (2.2) sont différentes mais
elles contiennent les mémes informations. En effet dans (1.3) on peut supposer que
1 <ié <--- <4, on note B le nombre de fois qu’apparait k£ dans la liste
(i1, ...,1m) et Pon choisit (ji,...,Jm) € (N*)” ou N* = N — {0}. On peut écrire:

Qj1iy - Aj i _ aak(]-)yk (2 8)
gjl "'gj'm 1<]</8k gak(])

1<k<n

Br#0
ol oy, est une application de [[1, Bx]] dans [[1,n]]. En notant as j le nombre de fois

aas,k
que application ay prend la valeur s, (2.8) s’écrit: H Zkk )
1<k,s<n
Br#0
Or pour fi # 0 il existe ( P ) applications de [[1, Bx]] dans [[1, n]] qui
Q1.k5 -3 C0nk

prennent ay y fois la valeur s, et donc dans (1.3) on a (a1 1‘51.% 1) e (Oé1 n.ﬁ".an n)

hdet Aa;, ;. ...a; ; dz
termes identiques & / SRELL ]Im’lm
r, 91 -+ Gjm
Far)! (o + —l—ann) et ¢, ..
s’écrire comme (2.2)

. D’autre part ¢j,... j,, = (o1 +

= f! ce qui prouve que (1.3) peut

im
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Preuve de la proposition 2.3. Dans un premier temps on prouve que (2.4) ne dépend
pas de la section s choisie, puis la preuve est faite lorsque f a un Jacobien qui ne
s’annule pas sur U et enfin pour f quelconque.

Soit 0 < p1 < p tel que OB(0,p) C W et X une fonction de classe C! sur U qui
prend la valeur 0 sur un voisinage de 9B(0, p1) et 1 sur un voisinage de 0B(0, p),
on pose pour ¢ € U — {0}:

e (1 - X(C)—<_ 1) (2:9)

ot (s(0. F(O) = Ty sk QO
On a: (5(¢), f(¢)) =1 donc 95 = A\, _, 95, = 0.

En particulier on obtient:
n

d([T 57> (015 dsu \do) = o> (-1 1([] 557)50  dspg A\ d¢) =0

j=1 k=1 k=1 VEL

nos =] 35N ()R takdsyy \ d¢

est fermée sur U — {0}. En utilisant le théoreme de Stokes on a:

[ onee= [ e
I<l=p I¢l=p1

c’est a dire

" - i Y1 (D) spdspg AdC ; 8 k=t (DT d g A dC
/|<|:p H T (s(0), FOYH /|<|=m j]lef] Fo), Foy™

ce qui montre que la valeur de I'intégrale ne dépend pas de la section s.

Pour démontrer la proposition dans le cas ou f a un Jacobien qui ne s’annule
pas sur U, on considere f comme un systeme de coordonnées sur U.

D’une part, d’aprés la formule de Cauchy, on a:

1 (©)d¢
ReS(f1,81+l’m’f5n+170)(h) = @in) /Ff FOTL

haf e haf
det 1 deta—<
(0)

1
~ (2im)" /Ff ot ﬁn“ A ofP

D’autre part,d’apres les formules de Bochner-Martinelli - ou de Leray - (cf. [A]
[Y] ou [C] p.181 ) pour fy proche de 0, on a:

b gy = (DD [ () B s A
det Gt (2im)" cl=p \ det gt (s(¢), F(O) = fo)"

df =
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en dérivant par rapport a fy 'intégrale ci-dessus on obtient:

P ( h@f)
deta—g

— K(n M8 2ot (5 1) sdspg A df
opp ()= K( ’5>/qu,<det ) =50 7

ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.

Dans le cas ou f est quelconque, pour € générique, f. = f — € n’a que des zéros
simples dans U, et il existe o > 0 tel que pour € assez petit |f.(¢)| > « sur 9B(0, p).
En prenant pour section f, on a:

K(n / H 8; 2ok (=1 Psdspg A d¢
[{|=p

e (5(¢), £(¢))™ 17!
o —B; D ohe (= )k717kd7[k] A d¢
— K(n, ) i n
fl'g Fo), Foy™
n gy S (C DR d g NG
= lim K(n, ) h fff] — ~
=0 /;pll cuom@»“m

En remplacant dans (2.6) f par f., le méme calcul qui a permis de prouver que Q3
n

Z( 1)k_17€,kd7€,[k] /\ dg

ﬁj k=1 est

est fermé sur U — {0},prouve que la forme h — —
Jl (T, £l

fermée dans U — V(f.). En notant P. les zéros de f., le théoréme de Stokes permet
de remplacer

N’y ZZ:1<_1)]€_1?6 kdfe 3 /\dC
K(nv ) h feﬁj — 7 n ’
fépll F.(C), £ )"

o 5 ZZ:l(_]')k_lfe kd7€ (k] /\ dC
par K(n,p) h fﬁj. — — (2.10)
a§%> -wafll TAGNA®S)

Les zéros de f. étant simples, on est pour chaque terme de (2.10) dans le cas
précédant et (2.10) peut s’écrire:

> Resgoin g g (h)
P.eV(fe)

D autre part, d’aprés le “principe de continuité” (cf. [G] p.657) on a:

............

P ev(fe)

ce qui termine la preuve de la proposition.
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3-Une application des techniques utilisées

Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G], on prouve
par un argument algébrique immédiat que si:
g=Af,f(P)#0et g(P)=0, P étant un zéro isolé de g alors:

1 / hdet Adz
(2im)™ rgp 91---9n

Des exemples simples montrent par contre, que dans les mémes conditions il est

possible d’obtenir
/ h det Aajl,il Ce ajIm’ide 7& 0
r i1+ 9im9
Un argument analytique mis en ceuvre dans la preuve de la proposition 2.3

permet d’obtenir la proposition suivante qui généralise (3.1):

Proposition 3.2. Soient U un ouvert de C™ f = (f1,..., fn) etg = (g1,--.,gn)des
fonctions holomorphes sur U telles que g = Af ot A = (a;,;)1<i,j<n €St une matrice
a coefficients dans O(U). On suppose que g admet un zéro isolé P qui n’est pas un
zéro de f alors:

Vh € Op, =0 (3.1)

Ip

n

hdet Aa; ;. ...a; ; d
vheOWU), Y. cjll..jm/ LAy iy iz
r 9j1 -+ - 95,9

j17~"ajm:1 ap

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 2.3 on choisit W un voisinage
de OB(P,r) , s une fonction de classe C* sur W qui vérifie: (s(¢), f(¢)) # 0 pour
¢ € W. Soit U un voisinage de B(P,r) , X une fonction de classe C! sur U qui
prend la valeur 1 sur un voisinage de OB(P, ) , et zéro sur un voisinage de P on

pose pour ¢ € U:
i SO O
50 = 2O 75, 77+ YO T

le calcul fait dans la preuve de la proposition 2.3 montre que la forme:

Al EX ;(—1)k—1§§k dsp [\ d¢
=1

Jj=1
est fermée sur U ce qui prouve que:

BT % 2okt SV Tsndsig AdC .
/IC+P|:r ]1;[1 ! <3(g),f(g)>n+lﬁl 0 (3.3)

On choisit s défini par: s, = Z?:l a; kG, (3.3) s’écrit en utilisant le calcul fait
dans la preuve du théoreme 2.1:

hdet A ﬁ a’ | =0

2]

Z C(ﬂ7a) R‘es((g:k’ldF“+ak’n+1)1§k§n7P)

a1+ tan 1=01 i,7=1

al,n+"'+an,n:ﬁn

soit encore:
n

hdet Aajl,il ¢ 7 I Y dz —0
: : c.jl-~~j7n . . I -
jla"'7jm:1 FgP gjl o ‘gjmg
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4-Une preuve algébrique de la loi de transformation généralisée.

lemme 4.1. Soient R une A-algébre commutative, g = (f1,..., fn) une suite de R
quasi-réguliére, A € M, (R) une matrice, Uy, ..., U, des variables algébriquement
indépendantes sur R et V.= AU, alors la suite (Uy,...,Upn, f1 = Vi,..., fn— Va)
de R[U] est quasi-réguliére.

Preuve de 4.1.

Soit (CLil, . ,CLin) c R, I = (Ul, o Uny fi — CLilUil, R CLMUM)R[U] ,
k € N* et /
(Y. appUl(f—a)”) e 1" (4.1.1)
BEN™, 3 eN™
|8]+18'|=k
ol ag,p GR’[U] et (f-(lU) (fl Ay H?"';fn_ ] n)
Pour montrer que la suite (Ui, ..., Uy, f1 —ai, Uiy, ..., fn —a;, Ui, ) est quasi-

réguliere, il suffit de traiter le cas ol ag,3r € R ce que I'on suppose maintenant.

En notant /
P Y, agpU°(f—al)”)

BeN™,B'eN™
18|+18'|=k

le terme constant de (4.1.1) considéré comme un polynéme en U, on a:

Po( > appU°(f—al)?)= Y agpf’
BEN™,3'eN" B'eN”
1B1+18"|=k 18" 1=k
Les éléments de T**1 s’écrivent:
> BeN™ §'eN" CB,B UPfP o cg 3 € R, en particulier leur terme constant est de
1B1+18[Zk+1 /
la forme ) grenn copr 5, par conséquent

18| =k+1
D wpfh = copf’
H'ENn B'GN”
18" |=k 18" |=k+1
ce qui prouve que g eyn ao,ﬁ/fﬂ/ c JL ou J = (fi,...,f,)R. La suite
18" |=k
(f1,...,fn) de R étant quasi-réguliere on a agp € J, en particulier agp € I
pour tout 3’ tel que || = k.
Soit o« € N™ tel que || > 1. On suppose prouvé par récurrence sur |a| que
a5, € I pour tout (5, ) € N*" tel que |8] < |a] et || + 5] = k.
En notant Po (3 genr gren a8 UP(f — al')?") | les termes qui contiennent ex-

|B|+6" |=k
actement U® on a:

Po( > appUPl(f—al)?)

BeN™ 3'eN"
18]+16" |=k
= Y aapU T+ P ) appUP(f—al)”)
B/GNn ﬂGNn,ﬁ/EN"
|| +18" | =k 181<|el

1B1+18"|=k
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Les variables Uy, ...,U, étant algébriquement indépendantes sur R, il existe des
ca,p € R tels que:

Po( Y. appUl(f—al)’)= > capUf’
BEN™,3'eN™ B’enNm
|B]+18"|=k || 4|8 |=k+1

par récurrence sur (3, 3) on a que:
P ) appU°(f —al)?) e "V
BEN",3'eN"

18]< ||
|8]+16"|=k

par conséquent ) g enn o p U € TFT,

lo|+[6'|=k
Or Les éléments de I*T! g’écrivent: > BeN™ g'eN" CB,p U8 o cg,p € R, les
|Bl+18"|2k+1 .
variables U, ..., U, étant algébriquement indépendantes on en déduit que:
( Z aa,ﬁ’fﬁl) c Jhti-lal
B/EN’IL
|| +18"|=k

La suite (f1,..., fn) de R étant quasi-réguliére on a que a, g € I pour tout 5’ et
par récurrence ag g € I pour tout (3, 3’) ce qui prouve que la suite (Uy, ..., Uy, fi—
ai, Ui,y .., fn—ai,U;,) est R[U] quasi-réguliere.

En réitérant ce procédé on obtient que la suite (U, ..., Uy, 91—2?:1 a1 Ui, ... gn—
Soi i an,iU;) de R[U] est quasi-réguliere.
lemme 4.2. Soient R une A-algébre commutative, (fi,..., fn) une suite de R

R
quasi-réguliere telle que ———— TRNA soit un A module projectif de type fini, X1,..., X,
1- n
des éléments quelconques de R Ui, ..., U, des variables algébriquement indépendantes
sur R, my,...,mp,mi,...m; des entiers et h =3 n aU® € R[U] alors
Zaan‘dU/\dX Qmy,...om, X
Res Um1+1 Umn+1 fm1+1 m,,+1 Res mi+1 m,,+1 <4'2'1)
9 g9 S 1 gy n

etsim; >0 ,re R on a:

rf;dX rdX

Res m M = Res m ml 422
{ RRPY ¢ ’+1a---7f£’”‘"“1 [f ASTRRNY ,fﬁ”"“l 422

Preuve de 4.2.
Soit R le complété I adique de R ou I est I'idéal de R engendré par fi,..., fn,
R . R
P= ? =7 et 0: P — R une section de la projection canonique 7: R — P
Soit R’ = R[Ul,...,U [, I' = (Uy,....,Un, f1,.... fn) R’, R’ le complété I’
R, R? R ~
= = — = Peto' : P— R’ une section de la
T I 1
projection canonique 7’ : R’ — P

adique de R’ , P’ =
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D’aprés la propriété universelle du séparé complete laneCtIOIl canonique ¢ de
R dans R’ induit une application injective 7 de R dans R’ et par conséquent on
peut choisir ¢/ =700

En suivant les notations mises en place par Lipman ([L] (3.7)), pour r € R iden-
tifié par 'injection canonique a un élément de R, soit rf = = aenn Taf I'élément
de hom4( P, P)[[f]] qui vérifie pour tout p € P, o(p)r = ZaEN" o(ro(p)f* on a
alors

100(p)r =103 penn 0(Ta(p) f*) donc o’ (p)r = > ey ' (Ta(p) f* ce qui permet

0
d’identifier les écritures de r¥ et 7(r)*. D’autre part si 'on note r# det((@f Xjﬁ)) =
i
S aerie o on 2
rdX
Res | ,m/+1 m;+1] = TTP/A(5m'1,...,m/n)
L S

Soit 3 € N, pour tout p € P on a: o(p)rUP = Y aenn o(re(p) f4UP donc

(rUﬁ)ﬁ — ptyp

(TUB) det( Z S UP fo
aeNn
par conséquent
rdX
Res { m+1 m%“] =Trp/a(Omy,...,m:,)
1 s Jn
Res { rU%dU A dX . }
Ufl—’_?-"ngn—’_l?flnll ety 7’271
et si B (B1,-.,0,)
rUPdU A dX
Res U 1+1 Br+1 pmi+1 mi 41| = 0
1 9 y¥n s J1 yeoos Jn
ce qui montre
Y a UdU N dX Ay ... m, dX
Res gt [mat1 it m' +1| = Res | i m! 41
A »J1 yeeenJn 1 yeeos n

Pour la seconde égalité on a (rf;)* det((@?f Xﬂ)) Y aenn Oaf fi d'ot:

Res |: mi1+1 fmn+1:| = TTP/A(6m1,...,mifl,...,mn)
1 s dn

rdX
:Res f{nl—"_l?""fmi?"'?fmn—‘rl

ce qui termine la preuve du lemme 4.2.
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Proposition4.3. Soit R une A-algébre commutative, f = (f1,...,[n) et g =
(91,---,9n) deux suites de R quasi-réguliéres telles que d’une part g = Af ou A €

R R
M, ( R) et d’autre part que les A-modules et
( ) (flfn) (gl...gn)

de type fini. Pour tout entier (31,...,03, et les éléments quelconques r, X1,..., X,

de Rona:

soient projectifs

rdX
Res f11+1,".,fﬁn+1

rdet AT ._,a; 7 dX
- > KB, a)Res | oy 1) (4.3.1)
a1+ Fan,1=01 <gk )1§kz§n

al,n+"'+an,n:ﬁn

C (B, a)
0!
preuve de la proposition 4.3.

Soient Uy, ..., U, des variables algébriquement indépendantes sur Ret V = AU,
d’aprés le lemme 4.1 les suites de R[U]

ou K(f,o) =

(Ula---aUn;fl —Ul,...,fn—Un) et (Ul,...,Un,gl —Vl,...,gn—Vn)
sont quasi-régulieres, par conséquent les suites
(Ulﬁl+17 R Ugn+17 fl_U17 sty fn_Un> et (U151+15 crey U5n+1791_‘/17 s 7g7‘L_Vn)
sont aussi quasi-régulieres ([L] (3.2.c)). Les modules:

R[U] R[U]
P O = Un ooy fo— Un) (OF - OB g1~ Vi, gn — Vi)

sont des A-modules projectifs de type fini.

Ulﬁl-l-l U1ﬁ1+1
. I, O ~ U/B;H-l Uﬁ;ri-l
Soit A = € My, (R[U]), on a A n = n donc

(0 A) n(RIU)) fi—=Ur g -V

fn - Un gn — Vn

d’aprés la loi de transformation ([L] (2.8)):
Res rdU N dX
Uit U — Uy f = Uy

(4.3.2)
rdet AdU A dX

= Res
lUflJ’l,...,Ug"“,gl —Vl,...,gn—Vn}

On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
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En utilisant

Bi
[ =0 (- U) YU
k=0

et en notant

S Ut 0
B =
0 Yoo Uk fn=t

on obtient .
U1,81+1 U{Bl‘i’
I, O Uﬁ;ﬁ-l Ug;ﬂ
I, B fi—-U | 181+1
fn _ U, fg;ﬁ_l

qui donne en appliquant la loi de transformation:

rdU AN dX
U151+17"'7U7§n+17f1 _U17"'7fn_Un

= Res r(I1i Zgi:o Ufffi_k)dU AdX
(Ulﬁl+1""7Ugn+lvf1ﬁl+1 7f7?n+1

PICI

le lemme 4.2 appliqué au membre de droite donne:

Res U151+1’,..,U£n+17f1 A Un:| = Res {flﬁﬁl’“.’fgnﬂ] (4.3.3)

Pour le second membre de 4.3.2 en utilisant

|8|+n—1
“+n +n +n—k—1
e N R O IR
k=0

et

n
Vi|5|+n _ (Z am,Uj)WHn
=1

- (W Yoo
[0 7 PR 8 7} ’ ’
17 ) ln

@i+t =|6|+n (4'3'4)

on a || = 1 + -+ + B, donc pour chaque terme de 4.3.4 il existe un entier k tel
que o i > B + 1, on peut donc trouver des éléments ¢; ; € R[U] tels que

n
|B]4+n __ Bi+1
VAT =) iUy

Jj=1
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on pose
C= (Ciy,j)1<i<n S MW(R[U])
1<j<n
Bl+n—1 Bl4+n—k—1
L:‘on Vlkg:‘l o 0
et D= .
IBl4+n—1 -k |Bl4+n—k—1
0 k:On Vn In "
on obtient . Bt
1
Ulﬁl-i- U'1
(]n 0 ) U5;+1 B Ugnﬂ
C D g —Vi g|15\+n
Gn — Vi gLBHn
et en appliquant la loi de transformation:
Res rdet AdU N dX
Ul UP g — VAL gn — Vi
— Res {Tdet AL 25 Vg U 2 dX}
+1 + +
(Ulﬁl ,...,Ug"—’_l,gl n,...,gn " (435)
or
- k
k k [T Qfon 10, in
Vi :(Zaz‘,jUj) = Z (a- - )ai,ll"‘ai,n Uy»h .. ugt
j=1 a1+ tog =k Llyeeer B
par conséquent:
n |Bl+n—1
k |Bl+n—k—1
[y v
i=1 k=0
k kn +n—k;—1 —ky—
= Z VitV gllﬁln ! ...glan .
0<k; <|B|+n—1
1<i<n
n n n n
S SR | (o 0 570 1 (At | P i
0<k;<|B|+n—1,1<i<n i=1 ’ C =1 j=1 =1 (4.3.6)
ay 1+ tar =k

an,1+"’+an,n:kn

d’aprés le lemme 4.2 seul les termes de 4.3.6 tels que :

o+t oan =6

al,n+ e Qppn = 677,
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apportent une contribution non nulle a (4.3.5) par conséquent on obtient:

Res rdet AdU A dX
Ul Ut g — VAL gn — Vi

rdet A H aa” H ngHn_ki_ldX

SR PR | (A L B

ar it tan1=p1 =1 gl glf
al,n"’""’:an,n:ﬁn
rdet AT ., CM”dX
— Z K(ﬂ, Oz) ReS |: ak,1+ +ZOZ‘Z€ nt1 :| (43.7)
(9% )1gk§n

a1+ ton1=01
al,n+"‘+an,n:/6n

ce qui prouve en utilisant (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.7) la proposition 4.3.
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