
UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE

TRANSFORMATION POUR LES RESIDUS.

J.Y. Boyer et M. Hickel

Résumé. Cet article prouve comment, dans le cadre analytique des résidus, les

représentations intégrales du type Bochner-Martinelli permettent d’obtenir une preuve

complète d’une généralisation de la loi de transformation. On montre ensuite com-
ment, dans une théorie trés générale dûe à J. Lipman, ce résultat peut s’étendre sans

le recours à des outils analytiques.

Abstract. This paper shows that integral representations of Bochner-Martinelli
types is a way to achieve a complete proof of an extended transition formula for mul-

tidimensional complex residues. Then, without any use of analytic tools we generalize

this result in the algebraic formalism of residues due to J. Lipman.

1-Introduction

Soient A un anneau commutatif, R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fn)
et g = (g1, . . . , gn) deux suites de R quasi-régulières (cf. [ Ku 1 ] ou [M] ) tel que

les A modules
R

(f1 . . . fn)
et

R
(g1 . . . gn)

soient projectifs de type fini. On suppose

qu’il existe une matrice A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(R) telle que:

g = Af (1.1)

Dans la théorie algébrique des résidus mis en place par J.Lipman (cf.[L]) on définit
pour ω ∈ ∧nΩR/A, où ΩR/A est le R module des différentielles de la A-algèbre R,
la notation résidu ([L] 3.5.1) par:

Res
[

ω
f1, . . . , fn

]
∈ A

Dans le cas où R = C[Z1, . . . , Zn] (resp. R = On) et (f1, . . . , fn) définit une variété
discrète (resp. O est un zéro isolé ) , on a précédemment prouvé ([ Boy]) que cette
définition algébrique cöıncide avec la définition analytique des résidus utilisant les
représentations intégrales ([T] ,[Y]).

La définition algébrique des résidus respecte la loi de tranformation([L] (2.8)):

∀ω ∈ ∧nΩR/A, Res
[

ω
f1, . . . , fn

]
= Res

[
det Aω

g1, . . . , gn

]
(1.2)
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2 UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION

L’utilité d’une telle “loi” est bien connue, cependant certaines démonstrations,
comme celle proposée dans la preuve du Nullstellensatz sur un corps de caractéristique
quelconque dans [B-Y], ou encore dans le cadre analytique les calculs effectués dans
[E] ou [K], nécessitent d’exprimer le résidu par rapport à (fβ1+1

1 , . . . , fβn+1
n ) où

(β1, . . . , βn) ∈ Nn, en fonction d’ une somme de résidus par rapport à (gα1+1
1 , . . . , gαn+1

n )
où (α1, . . . , αn) ∈ Nn, ce que permet seulement la loi de transformation lorsque
βi = 0 pour tout i.

Lorsque R = On , l’anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes sur Cn,
et h ∈ On en notant

Res(f,0)(h) =
1

(2iπ)n

∫
Γf

hdz

f1 . . . fn

le résidu local de Grothendieck (cf. [G] ou [T]) l’article [K] d’une part, le livre [T]
d’autre part proposent la formule:

ci1...im

∫
Γf

hdz

fi1 . . . fimf I
=

n∑
j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
Γg

h detAaj1,i1 . . . ajm,im
dz

gj1 . . . gjmgI
(1.3)

où f I = f1 . . . fn et ci1...im
= α1! . . . αn! , αk désignant le nombre de fois où k

apparâıt dans la liste (i1, . . . , im). Cette formule, proposée dans le cas général, est
uniquement démontrée dans le cas où f et g ont un Jacobien non nul en 0.

Il est présenté ci-dessous une preuve analytique complète de (1.3). En fait
cette formule peut prendre sa place dans une théorie algébrique des résidus, une
démonstration en est donnée dans le paragraphe 4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 2, utilise des formules de
représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (cf. [A], [C], ou [Y]). L’idée
de cette preuve est dûe à A. Yger, elle contient par ailleurs une méthode de
démonstration originale de la loi de transformation (cf. [Y]). On se place dans
le cadre de On et des suites f = (f1, . . . , fn) et g = (g1, . . . , gn) régulières, mais la
preuve est aussi valable dans le cadre de C[Z1, . . . , Zn] et des suites f = (f1, . . . , fn)
et g = (g1, . . . , gn) de C[Z1, . . . , Zn] qui définissent une variété discrète de Cn. On
peut montrer que de telles suites sont quasi-régulières [Boy].

Dans la démonstration algébrique, présentée dans le paragraphe 4, on se place
dans le cadre général d’une A-algèbre commutative R où A est un anneau commu-
tatif, et l’on utilise le formalisme algébrique des résidus mis en place par J. Lipman
(cf. [L] ). Dans le cas particulier où l’on choisit R = On ou bien R = C[Z1, . . . , Zn]
et pour éléments de R , X1 = Z1, . . . , Xn = Zn, la proposition 4.3 fournit le
théorème 2.1 du paragraphe 2.

Nous remerçions vivement A. Yger pour les nombreuses discussions et idées qui
nous ont aidés à réaliser ce travail.

2-Une loi de transformation généralisée.

Théorème 2.1. Soient f = (f1, . . . , fn) et g = (g1, . . . , gn) deux suites régulières
dans On qui vérifient la relation (1.1). Pour (β1, . . . , βn) ∈ Nn et h ∈ On on a:
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β! Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,0)
(h) =

∑
α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

C(β, α) Res
((g

αk,1+···+αk,n+1
k )1≤k≤n,0)

h det A
n∏

i,j=1

a
αi,j

i,j

 (2.2)

où β = (β1, . . . , βn) , α = (αi,j)1≤i,j≤n et C(β, α) est le coefficient binomial:(
β1

α1,1;...;αn,1

)
. . .
(

βn

α1,n;...;αn,n

)
(α1,1 + · · ·+ α1,n)! . . . (αn,1 + · · ·+ αn,n)!

avec:
(

βk

α1,k;...;αn,k

)
= βk!

α1,k!...αn,k!

Preuve de 2.1. Soit U un ouvert, contenant 0, sur lequel on peut choisir des
représentants des germes des fonctions holomorphes en jeu dans le théorème. On
notera de la même manière les représentants et les germes, et quitte à réduire U , on
peut supposer que f et g admettent l’origine pour seul zéro. Le théorème est une
conséquence de la proposition suivante, qui peut avoir un intérêt pour elle même:

Proposition 2.3. Soient U un ouvert de Cn contenant B(0, ρ), W un voisinage
de ∂B(0, ρ) inclus dans U , f = (f1, . . . , fn) des fonctions holomorphes sur U qui
admettent pour seul zéro l’origine et s une fonction de classe C1 sur W qui vérifie:

〈s(ζ), f(ζ)〉 =
n∑

k=1

sk(ζ)fk(ζ) 6= 0

pour ζ ∈ W . Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn

on a:

Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,0)
(h) =

(n− 1 + |β|)!(−1)
n(n−1)

2

β!(2iπ)n

∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

s
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉n+|β| (2.4)

où ds[k] =
∧

j 6=k dsj

Le théorème est une conséquence facile de cette proposition. En effet, on choisit
s défini par sk =

∑n
j=1 aj,kgj pour 1 ≤ k ≤ n et ρ > 0 tel que B(0, ρ) ⊂ U . En

notant K(n, β) =
(n− 1 + |β|)!(−1)

n(n−1)
2

(2iπ)n
la proposition donne:

β! Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,0)
(h) =

K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

k=1

(
n∑

j=1

aj,kgj)βk
det A

∑n
k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

‖g‖2(n+|β|) (2.5)
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en développant, le second menbre de (2.5) s’écrit:

K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

k=1

(
∑

α1,k+···+αn,k=βk

(
βk

α1,k; . . . ;αn,k

) n∏
j=1

a
αj,k

j,k g
αj,k

j,k )

det A
∑n

k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

‖g‖2(n+|β|)

= K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

∑
α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

C(β, α)∏n
k=1(αk,1 + · · ·+ αk,n)!

(h detA
n∏

i,j=1

a
αi,j

i,j )

n∏
k=1

g
(αk,1+···+αk,n)
k

Ωg

‖g‖2(n+|β|) (2.6)

où Ωg =
∑n

k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

On peut appliquer à chaque terme de (2.6) la proposition 2.3 où f est remplacé
par g et s par g, on obtient:

∑
α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

C(β, α) Res
((g

αk,1+···+αk,n+1
k )1≤k≤n,0)

h detA
n∏

i,j=1

a
αi,j

i,j



ce qui termine la preuve du théorème.

Remarque 2.7 Les formulations proposées en (1.3) et (2.2) sont différentes mais
elles contiennent les mêmes informations. En effet dans (1.3) on peut supposer que
1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im , on note βk le nombre de fois qu’apparait k dans la liste
(i1, . . . , im) et l’on choisit (j1, . . . , jm) ∈ (N∗)n où N∗ = N− {0}. On peut écrire:

aj1,i1 . . . ajm,im

gj1 . . . gjm

=
∏

1≤j≤βk
1≤k≤n
βk 6=0

aσk(j),k

gσk(j)
(2.8)

où σk est une application de [[1, βk]] dans [[1, n]]. En notant αs,k le nombre de fois

que l’application αk prend la valeur s, (2.8) s’écrit:
∏

1≤k,s≤n
βk 6=0

a
αs,k

s,k

g
αs,k
s

.

Or pour βk 6= 0 il existe
(

βk

α1,k; . . . ;αn,k

)
applications de [[1, βk]] dans [[1, n]] qui

prennent αs,k fois la valeur s, et donc dans (1.3) on a
(

β1
α1,1;...;αn,1

)
. . .
(

βn

α1,n;...;αn,n

)
termes identiques à

∫
Γg

h det Aaj1,i1 . . . ajm,im
dz

gj1 . . . gjmgI
. D’autre part cj1... jm = (α1,1 +

· · · + α1,n)! . . . (αn,1 + · · · + αn,n)! et ci1... im
= β! ce qui prouve que (1.3) peut

s’écrire comme (2.2)
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Preuve de la proposition 2.3. Dans un premier temps on prouve que (2.4) ne dépend
pas de la section s choisie, puis la preuve est faite lorsque f a un Jacobien qui ne
s’annule pas sur U et enfin pour f quelconque.

Soit 0 < ρ1 < ρ tel que ∂B(0, ρ) ⊂ W et X une fonction de classe C1 sur U qui
prend la valeur 0 sur un voisinage de ∂B(0, ρ1) et 1 sur un voisinage de ∂B(0, ρ),
on pose pour ζ ∈ U − {0}:

s̃(ζ) = X (ζ)
s(ζ)

〈s(ζ), f(ζ)〉
+ (1−X (ζ)

f(ζ)
〈f(ζ), f(ζ)

(2.9)

où 〈s(ζ), f(ζ)〉 =
∑n

k=1 sk(ζ)fk(ζ)
On a: 〈s̃(ζ), f(ζ)〉 = 1 donc ∂s̃ =

∧n
k=1 ∂s̃k = 0.

En particulier on obtient:

d(
n∏

j=1

s̃βj
j

n∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ) = ∂(

n∑
k=1

(−1)k−1(
∏
j 6=k

s̃
βj

j )s̃βk+1
k ds̃[k]

∧
dζ) = 0

ce qui prouve que la forme:

hΩs̃ := h
n∏

j=1

s̃
βj

j

n∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ

est fermée sur U − {0}. En utilisant le théorème de Stokes on a:∫
|ζ|=ρ

hΩs̃ =
∫
|ζ|=ρ1

hΩs̃

c’est à dire

∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

s
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉n+|β| =
∫
|ζ|=ρ1

h
n∏

j=1

f
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1fkdf [k]

∧
dζ

〈f(ζ), f(ζ)〉n+|β|

ce qui montre que la valeur de l’intégrale ne dépend pas de la section s.
Pour démontrer la proposition dans le cas où f a un Jacobien qui ne s’annule

pas sur U , on considère f comme un système de coordonnées sur U .
D’une part, d’aprés la formule de Cauchy, on a:

Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,0)
(h) =

1
(2iπ)n

∫
Γf

h(ζ)dζ

fβ1+1
1 . . . fβn+1

n

=
1

(2iπ)n

∫
Γf

(
h

det∂f
∂ζ

)
fβ1+1
1 . . . fβn+1

n

df =
1
β!

∂|β|

(
h

det∂f
∂ζ

)
∂fβ

(0)

D’autre part,d’après les formules de Bochner-Martinelli - ou de Leray - (cf. [A]
[Y] ou [C] p.181 ) pour f0 proche de 0, on a:(

h

det∂f
∂ζ

)
(f0) =

(n− 1)!(−1)
n(n−1)

2

(2iπ)n

∫
|ζ|=ρ

(
h

det∂f
∂ζ

) ∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
df

〈s(ζ), f(ζ)− f0〉n
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en dérivant par rapport à f0 l’intégrale ci-dessus on obtient:

∂|β|

(
h

det∂f
∂ζ

)
∂fβ

(0) = K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

(
h

det∂f
∂ζ

)
n∏

j=1

s
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
df

〈s(ζ), f(ζ)〉n+|β|

ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.
Dans le cas où f est quelconque, pour ε générique, fε = f − ε n’a que des zéros

simples dans U , et il existe α > 0 tel que pour ε assez petit |fε(ζ)| > α sur ∂B(0, ρ).
En prenant pour section f , on a:

K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

s
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉n+|β|

= K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

f
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1fkdf [k]

∧
dζ

〈f(ζ), f(ζ)〉n+|β|

= lim
ε→0

K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

f
βj

ε,j

∑n
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉n+|β|

En remplaçant dans (2.6) f par f ε, le même calcul qui a permis de prouver que Ωs̃

est fermé sur U −{0},prouve que la forme h
n∏

j=1

f
βj

ε,j

n∑
k=1

(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉n+|β| est

fermée dans U −V (fε). En notant Pε les zéros de fε, le théorème de Stokes permet
de remplacer

K(n, β)
∫
|ζ|=ρ

h
n∏

j=1

f
βj

ε,j

∑n
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉n+|β|

par
∑

Pε∈V (fε)

K(n, β)
∫
|Pε+ζ|=τ

h
n∏

j=1

f
βj

ε,j

∑n
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉n+|β| (2.10)

Les zéros de fε étant simples, on est pour chaque terme de (2.10) dans le cas
précédant et (2.10) peut s’écrire:∑

Pε∈V (fε)

Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,Pε)
(h)

D autre part, d’aprés le “principe de continuité” (cf. [G] p.657) on a:

lim
ε→0

∑
Pε∈V (fε)

Res
(f

β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,Pε)
(h) = Res

(f
β1+1
1 ,...,fβn+1

n ,0)
(h)

ce qui termine la preuve de la proposition.
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3-Une application des techniques utilisées

Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G], on prouve
par un argument algébrique immédiat que si:

g = Af, f(P ) 6= 0 et g(P ) = 0 , P étant un zéro isolé de g alors:

∀h ∈ OP ,
1

(2iπ)n

∫
ΓgP

h detAdz

g1 . . . gn
= 0 (3.1)

Des exemples simples montrent par contre, que dans les mêmes conditions il est
possible d’obtenir ∫

ΓgP

h detAaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

6= 0

Un argument analytique mis en œuvre dans la preuve de la proposition 2.3
permet d’obtenir la proposition suivante qui généralise (3.1):

Proposition 3.2. Soient U un ouvert de Cn f = (f1, . . . , fn) et g = (g1, . . . , gn)des
fonctions holomorphes sur U telles que g = Af où A = (ai,j)1≤i,j≤n est une matrice
à coefficients dans O(U). On suppose que g admet un zéro isolé P qui n’est pas un
zéro de f alors:

∀h ∈ O(U),
n∑

j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
ΓgP

h det Aaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

= 0

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 2.3 on choisit W un voisinage
de ∂B(P, r) , s une fonction de classe C1 sur W qui vérifie: 〈s(ζ), f(ζ)〉 6= 0 pour
ζ ∈ W . Soit Ũ un voisinage de B(P, r) , X une fonction de classe C1 sur Ũ qui
prend la valeur 1 sur un voisinage de ∂B(P, r) , et zéro sur un voisinage de P on
pose pour ζ ∈ Ũ :

s̃(ζ) = X (ζ)
s(ζ)

〈s(ζ), f(ζ)〉
+ (1−X (ζ))

f(ζ)
〈f(ζ), f(ζ)

le calcul fait dans la preuve de la proposition 2.3 montre que la forme:

h
n∏

j=1

s̃
βj

j

n∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ

est fermée sur Ũ ce qui prouve que:∫
|ζ+P |=r

h
n∏

j=1

s
βj

j

∑n
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉n+|β| = 0 (3.3)

On choisit s défini par: sk =
∑n

j=1 aj,kgk, (3.3) s’écrit en utilisant le calcul fait
dans la preuve du théorème 2.1:∑

α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

C(β, α) Res
((g

αk,1+···+αk,n+1
k )1≤k≤n,P )

h detA
n∏

i,j=1

a
αi,j

i,j

 = 0

soit encore:
n∑

j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
ΓgP

h det Aaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjmgI
= 0
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4-Une preuve algébrique de la loi de transformation généralisée.

lemme 4.1. Soient R une A-algèbre commutative, g = (f1, . . . , fn) une suite de R
quasi-réguliére, A ∈ Mn(R) une matrice, U1, . . . , Un des variables algébriquement
indépendantes sur R et V = AU , alors la suite (U1, . . . , Un, f1 − V1, . . . , fn − Vn)
de R[U ] est quasi-régulière.

Preuve de 4.1.
Soit (ai1 , . . . , ain) ∈ R, I = (U1, . . . , Un, f1 − ai1Ui1 , . . . , fn − ainUin)R[U ] ,

k ∈ N∗ et
(

∑
β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) ∈ Ik+1 (4.1.1)

où aβ,β′ ∈ R[U ] et (f − aU) = (f1 − ai1Ui1 , . . . , fn − ain
Uin

).
Pour montrer que la suite (U1, . . . , Un, f1 − ai1Ui1 , . . . , fn − ain

Uin
) est quasi-

régulière, il suffit de traiter le cas où aβ,β′ ∈ R ce que l’on suppose maintenant.
En notant

P0(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′)

le terme constant de (4.1.1) considéré comme un polynôme en U , on a:

P0(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) =

∑
β′∈Nn

|β′|=k

a0,β′f
β′

Les éléments de Ik+1 s’écrivent:∑
β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|≥k+1

cβ,β′U
βfβ′ où cβ,β′ ∈ R, en particulier leur terme constant est de

la forme
∑

β′∈Nn

|β′|=k+1

c0,β′f
β′ , par conséquent

∑
β′∈Nn

|β′|=k

a0,β′f
β′ =

∑
β′∈Nn

|β′|=k+1

c0,β′f
β′

ce qui prouve que
∑

β′∈Nn

|β′|=k

a0,β′f
β′ ∈ Jk+1, où J = (f1, . . . , fn)R. La suite

(f1, . . . , fn) de R étant quasi-régulière on a a0,β′ ∈ J , en particulier a0,β′ ∈ I
pour tout β′ tel que |β′| = k.

Soit α ∈ Nn tel que |α| ≥ 1. On suppose prouvé par récurrence sur |α| que
aβ,β′ ∈ I pour tout (β, β′) ∈ N2n tel que |β| < |α| et |β|+ |β′| = k.

En notant Pα(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) , les termes qui contiennent ex-

actement Uα on a:

Pα(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′)

=
∑

β′∈Nn

|α|+|β′|=k

aα,β′U
αfβ′ + Pα(

∑
β∈Nn,β′∈Nn

|β|<|α|
|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′)
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Les variables U1, . . . , Un étant algébriquement indépendantes sur R, il existe des
cα,β′ ∈ R tels que:

Pα(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) =

∑
β′∈Nn

|α|+|β′|=k+1

cα,β′U
αfβ′

par récurrence sur (β, β′) on a que:

Pα(
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|<|α|
|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) ∈ Ik+1

par conséquent
∑

β′∈Nn

|α|+|β′|=k

aα,β′U
αfβ′ ∈ Ik+1.

Or Les éléments de Ik+1 s’écrivent:
∑

β∈Nn,β′∈Nn

|β|+|β′|≥k+1

cβ,β′U
βfβ′ où cβ,β′ ∈ R, les

variables U1, . . . , Un étant algébriquement indépendantes on en déduit que:

(
∑

β′∈Nn

|α|+|β′|=k

aα,β′f
β′) ∈ Jk+1−|α|

La suite (f1, . . . , fn) de R étant quasi-régulière on a que aα,β′ ∈ I pour tout β′ et
par récurrence aβ,β′ ∈ I pour tout (β, β′) ce qui prouve que la suite (U1, . . . , Un, f1−
ai1Ui1 , . . . , fn − ain

Uin
) est R[U ] quasi-régulière.

En réitérant ce procédé on obtient que la suite (U1, . . . , Un, g1−
∑n

i=1 a1,iUi, . . . , gn−∑n
i=1 an,iUi) de R[U ] est quasi-régulière.

lemme 4.2. Soient R une A-algèbre commutative, (f1, . . . , fn) une suite de R

quasi-régulière telle que
R

(f1 . . . fn)
soit un A module projectif de type fini, X1, . . . , Xn

des éléments quelconques de R, U1, . . . , Un des variables algébriquement indépendantes
sur R, m1, . . . ,mn,m′

1, . . . m
′
n des entiers et h =

∑
α∈Nn aαUα ∈ R[U ] alors

Res
[ ∑

aαUαdU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , Umn+1

n , f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
n+1

n

]
= Res

[
am1,...,mn

dX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
n+1

n

]
(4.2.1)

et si mi > 0 , r ∈ R on a:

Res
[

rfidX
fm1+1
1 , . . . , fmi+1

i , . . . , fmn+1
n

]
= Res

[
rdX

fm1+1
1 , . . . , fmi

i , . . . , fmn+1
n

]
(4.2.2)

Preuve de 4.2.
Soit R̂ le complété I adique de R où I est l’idéal de R engendré par f1, . . . , fn,

P =
R̂

Î
=

R
I

et σ : P → R̂ une section de la projection canonique π : R̂ → P

Soit R’ = R[U1, . . . , Un], I ′ = (U1, . . . , Un, f1, . . . , fn) R’, R̂’ le complété I ′

adique de R’ , P’ =
R̂’

Î ′
=

R’
I ′

=
R
I

= P et σ′ : P −→ R̂’ une section de la

projection canonique π′ : R̂’ −→ P
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D’aprés la propriété universelle du séparé complété, l’injection canonique i de
R dans R’ induit une application injective ı̄ de R̂ dans R̂’ et par conséquent on
peut choisir σ′ = ı̄ ◦ σ

En suivant les notations mises en place par Lipman ([L] (3.7)), pour r ∈ R iden-
tifié par l’injection canonique à un élément de R̂, soit r] =

∑
α∈Nn rαfα l’élément

de homA( P, P)[[f ]] qui vérifie pour tout p ∈ P , σ(p)r =
∑

α∈Nn σ(rα(p)fα on a
alors

ı̄◦σ(p)r = ı̄◦(
∑

α∈Nn σ(rα(p)fα) donc σ′(p)r =
∑

α∈Nn σ′(rα(p)fα ce qui permet

d’identifier les écritures de r] et ı̄(r)]. D’autre part si l’on note r] det((
∂

∂fi
X]

j )) =∑
α∈Nn δαfα on a

Res
[

rdX
f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

n+1
n

]
= TrP/A(δm′

1,...,m′
n
)

Soit β ∈ Nn, pour tout p ∈ P on a: σ(p)rUβ =
∑

α∈Nn σ(rα(p)fαUβ donc

(rUβ)] = r]Uβ

(rUβ)] det((
∂

∂fi
X]

j )) =
∑

α∈Nn

δαUβfα

par conséquent

Res
[

rdX
f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

n+1
n

]
= TrP/A(δm′

1,...,m′
n
)

= Res
[

rUβdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

n+1
n

]
et si β 6= (β′1, . . . , β

′
n)

Res
[

rUβdU ∧ dX
U

β′1+1
1 , . . . , U

β′n+1
n , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

n+1
n

]
= 0

ce qui montre

Res
[ ∑

aαUαdU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , Umn+1

n , f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
n+1

n

]
= Res

[
am1,...,mn

dX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
n+1

n

]

Pour la seconde égalité on a (rfi)] det((
∂

∂fi
X]

j )) =
∑

α∈Nn δαfαfi d’où:

Res
[

rfidX
fm1+1
1 , . . . , fmn+1

n

]
= TrP/A(δm1,...,mi−1,...,mn)

= Res
[

rdX
fm1+1
1 , . . . , fmi

i , . . . , fmn+1
n

]
ce qui termine la preuve du lemme 4.2.
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Proposition4.3. Soit R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fn) et g =
(g1, . . . , gn) deux suites de R quasi-régulières telles que d’une part g = Af où A ∈

Mn( R) et d’autre part que les A-modules
R

(f1 . . . fn)
et

R
(g1 . . . gn)

soient projectifs

de type fini. Pour tout entier β1, . . . , βn et les éléments quelconques r, X1, . . . , Xn

de R on a :

Res
[

rdX
fβ1+1
1 , . . . , fβn+1

n

]
=

∑
α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

K(β, α) Res
[

r det A
∏n

i,j=1 a
αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,n+1
k )1≤k≤n

]
(4.3.1)

où K(β, α) =
C(β, α)

β!

preuve de la proposition 4.3.
Soient U1, . . . , Un des variables algébriquement indépendantes sur R et V = AU ,

d’aprés le lemme 4.1 les suites de R[U ]

(U1, . . . , Un, f1 − U1, . . . , fn − Un) et (U1, . . . , Un, g1 − V1, . . . , gn − Vn)

sont quasi-régulières, par conséquent les suites

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , f1−U1, . . . , fn−Un) et (Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , g1−V1, . . . , gn−Vn)

sont aussi quasi-régulières ([L] (3.2.c)). Les modules:

R[U ]

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , f1 − U1, . . . , fn − Un)
,

R[U ]

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , g1 − V1, . . . , gn − Vn)

sont des A-modules projectifs de type fini.

Soit Ã =
(

In 0
0 A

)
∈ M2n(R[U ]), on a Ã



Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

f1 − U1
...

fn − Un


=



Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

g1 − V1
...

gn − Vn


donc

d’aprés la loi de transformation ([L] (2.8)):

Res
[

rdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , f1 − U1, . . . , fn − Un

]
= Res

[
r det AdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , g1 − V1, . . . , gn − Vn

] (4.3.2)

On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
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En utilisant

fβi+1
i = Uβi+1

i + (fi − Ui)
βi∑

k=0

Uk
i fβi−k

i

et en notant

B =


∑β1

k=0 Uk
1 fβ1−k

1 0
. . .

0
∑βn

k=0 Uk
nfβn−k

n


on obtient

(
In 0
In B

)


Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

f1 − U1
...

fn − Un


=



Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

fβ1+1
1
...

fβn+1
n


qui donne en appliquant la loi de transformation:

Res
[

rdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , f1 − U1, . . . , fn − Un

]
= Res

[
r(
∏n

i=1

∑βi

k=0 Uk
i fβi−k

i )dU ∧ dX

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , fβ1+1
1 , . . . , fβn+1

n

]
le lemme 4.2 appliqué au membre de droite donne:

Res
[

rdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , f1 − U1, . . . , fn − Un

]
= Res

[
rdX

fβ1+1
1 , . . . , fβn+1

n

]
(4.3.3)

Pour le second membre de 4.3.2 en utilisant

g
|β|+n
i = V

|β|+n
i + (gi − Vi)

|β|+n−1∑
k=0

V k
i g

|β|+n−k−1
i

et

V
|β|+n
i = (

n∑
j=1

ai,jUj)|β|+n

=
∑

αi1+···+αin=|β|+n

(
|β|+ n

αi1 , . . . , αin

)
a

αi,1
i,1 . . . a

αi,n

i,n U
αi,1
1 . . . Uαi,n

n

(4.3.4)

on a |β| = β1 + · · · + βn donc pour chaque terme de 4.3.4 il existe un entier k tel
que αi,k ≥ βk + 1 , on peut donc trouver des éléments ci,j ∈ R[U ] tels que

V
|β|+n
i =

n∑
j=1

ci,jU
βj+1
j
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on pose

C = (ci,j)1≤i≤n
1≤j≤n

∈Mn(R[U ])

et D =


∑|β|+n−1

k=0 V k
1 g

|β|+n−k−1
1 0

. . .
0

∑|β|+n−1
k=0 V k

n g
|β|+n−k−1
n


on obtient

(
In 0
C D

)


Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

g1 − V1
...

gn − Vn


=



Uβ1+1
1
...

Uβn+1
n

g
|β|+n
1

...
g
|β|+n
n


et en appliquant la loi de transformation:

Res
[

r detAdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , g1 − V1, . . . , gn − Vn

]
= Res

[
r detA(

∏n
i=1

∑|β|+n−1
k=0 V k

i g
|β|+n−k−1
i )dU ∧ dX

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβn+1

n , g
|β|+n
1 , . . . , g

|β|+n
n

]
(4.3.5)

or

V k
i = (

n∑
j=1

ai,jUj)k =
∑

αi,1+···+αi,n=k

(
k

αi,1, . . . , αi,n

)
a

αi,1
i,1 . . . a

αi,n

i,n U
αi,1
1 . . . Uαi,n

n

par conséquent:

n∏
i=1

|β|+n−1∑
k=0

V k
i g

|β|+n−k−1
i

=
∑

0≤ki≤|β|+n−1
1≤i≤n

V k1
1 . . . V kn

n g
|β|+n−k1−1
1 . . . g|β|+n−kn−1

n

=
∑

0≤ki≤|β|+n−1,1≤i≤n
α1,1+···+α1,n=k1

...
αn,1+···+αn,n=kn

n∏
i=1

(
αi,1+···+αi,n

αi,1,...,αi,n

) n∏
i,j=1

a
αi,j

i,j

n∏
j=1

U
(α1,j+···+αn,j)
j

n∏
l=1

g
|β|+n−kl−1
l

(4.3.6)

d’aprés le lemme 4.2 seul les termes de 4.3.6 tels que :

α1,1+ · · ·+ αn,1 = β1

...
α1,n+ · · ·+ αn,n = βn
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apportent une contribution non nulle à (4.3.5) par conséquent on obtient:

Res
[

r detAdU ∧ dX
Uβ1+1

1 , . . . , Uβn+1
n , g1 − V1, . . . , gn − Vn

]

=
∑

α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

n∏
i=1

(
αi,1+···+αi,n

αi,1,...,αi,n

)
Res

 r detA
∏
(i,j)

a
αi,j

i,j

∏
1≤i≤n

g
|β|+n−ki−1
i dX

g
|β|+n
1 , . . . , g

|β|+n
n



=
∑

α1,1+···+αn,1=β1

...
α1,n+···+αn,n=βn

K(β, α) Res
[

r det A
∏n

i,j=1 a
αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,n+1
k )1≤k≤n

]
(4.3.7)

ce qui prouve en utilisant (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.7) la proposition 4.3.
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