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Résumé.- Le travail présenté propose dans une première partie de relier et
comparer trois approches différentes du résidu : celle définie par les représentations
intégrales dans le cas des intersections complètes de dimension zéro sur C, celle
induite par la notion de trace sur les algèbres de Gorenstein, définie par G. Scheja
et U. Storch, et étendue par la suite par E. Kunz, R. Hübl, R. Waldi, et enfin celle
définie par J. Lipman via l’homologie de Hochschild.

Dans une seconde partie, nous montrons comment les représentations intégrales
du type Bochner-Martinelli permettent d’obtenir une preuve complète d’une généra-
lisation de la loi de transformation. Nous montrons ensuite comment étendre ce
résultat dans le cadre algébrique des résidus définis par J. Lipman. Nous donnons
ensuite d’autres généralisations de la loi de transformation.

Dans une troisième partie, nous obtenons une extension algébrique d’une formule
analytique classique de A. Weil. La formule obtenue permet de caractériser les
homomorphismes finis de A[z] dans A[z] lorsque A est un anneau nœthérien, et
donne une preuve purement algébrique de la formule de Weil analytique.

Dans une quatrième partie, nous montrons comment notre formule de Weil per-
met d’obtenir une bonne borne dans le problème d’appartenance effective à un
idéal.

Comparison of differents ways of defining residues and applications.

Abstract.- The first part of this work clarifies the connection between three
different types of residues : those defined by the integral (the local residue in
multidimensional complex analysis), those defined using the trace on Gorenstein
algebra which was introduced by G. Scheja and U. Storch, then generalized by E.
Kunz, R. Hübl and R. Waldi, and those defined by Lipman’s approach to residues
via Hochschild homology.

In part two we use integral representations of Bochner-Martinelli type in a com-
plete proof of an extended transition formula for multidimensional complex residues.
Then, without analytic tools, we generalize this result to Lipman’s approach to
residues. We also give other generalizations of transition formulas.

In part three we show how a classical analytic formula of A. Weil can be ex-
tended to residues defined by Lipman’s approach. This formula is used to deter-
mine whether a homomorphism from A[z] to A[z] is finite when A is a nœtherian
ring, and also to give an algebraic proof of the usual analytic Weil’s formula.

In part four we show how our form of Weil’s formula gives an effective solution
for the membership problem with good bounds.

Spécialité. Mathématiques Pures
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une nouvelle énergie. Je lui dois la chance d’avoir pu rencontrer des spécialistes du
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J’ai été très honoré que Madame Alicia Dickenstein et Monsieur Bernard Teissier
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§1. Une généralisation de la loi de transformation pour les résidus 53
1.1. Introduction 53
1.2. Une preuve analytique de la loi de transformation généralisée
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2.1. Problèmes de finitude 95
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PRESENTATION DES RESULTATS

Dans son ouvrage “Residues and Duality ”consacré à la théorie de la dualité de
Grothendieck, R. Hartshorne définit l’homomorphisme “Residue Symbol ”ainsi que
ses principales propriétés ([H] chap. III, §9 ou [Be] ). Cet homomorphisme a de
nombreuses applications (cf. par exemple [A-C], [A-L], [Li] , [Ton]), mais il est défini
initialement dans une théorie globale de la dualité qui le rend difficilement acces-
sible notamment par l’emploi des catégories dérivées. Depuis, plusieurs approches
différentes de la notion de résidu sont apparues avec différents degrés de généralité
( cf. par exemple [Ho], [L], [S-S2], [Ku2], [H-K1], [H-K2], [Hu], [Lo], [Pa], [Ye]).
Certaines n’utilisent que des techniques d’algèbre commutative et homologique.
Elles donnent un accès direct et plus simple, et permettent une généralisation du
Symbole Résidu.

D’autre part la théorie analytique des résidus telle qu’exposée dans [G-H], [A-
Y], [T], s’est considérablement enrichie et son champ d’application s’est élargi (cf.
notamment [T], [B-G-V-Y], [B-Y1], [B-Y2]).

Dans le travail présenté ci-après nous nous intéressons à trois approches diffé-
rentes du résidu dans le cas le plus élémentaire. Plus précisément, nous considérons
d’une part la notion de résidu définie, via l’homologie de Hochschild, par J. Lipman
qui semble la théorie possédant le plus grand degré de généralité. D’autre part
nous étudions la notion de résidu induite par la notion de trace sur les algèbres
de Gorenstein définie par G. Scheja et U. Storch ([S-S1], [S-S2] ), et étendue par
la suite par R. Hübl, E. Kunz, R. Waldi ([H], [H-K1], [H-K2], [K-W]). Enfin celle
définie par les représentations intégrales dans le cas des intersections complètes de
dimension zéro sur C. La confrontation de ces trois points de vue est sans doute
“bien connue des spécialistes ”mais n’apparâıt pas ou peu dans les publications
(voir par exemple [H-K1] p. 59).

Notre but, à travers cette confrontation, est avant tout de généraliser et de mieux
comprendre l’aspect algébrique de certaines formules issues de la théorie analytique
des résidus qui jouent un rôle important,notamment dans des versions effectives du
Nullstellensatz (cf. [B-G-V-Y], [B-Y1], [B-Y2], [Te]).

Notre travail est organisé de la manière suivante: le chapitre I présente les trois
points de vue considérés, tandis que les chapitres II et III étendent dans la théorie
de J. Lipman des formules issues de la théorie analytique des résidus. Le chapitre
IV propose deux applications des formules obtenues précédemment.

Typeset by AMS-TEX
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Présentation du chapitre I

Le but du présent chapitre est essentiellement de donner une présentation suc-
cincte des trois notions considérées en établissant leurs liens.

Ainsi le paragraphe 1 rappelle brièvement la notion de résidu intégral dans le
cas des intersections complètes de dimension 0. Lorsque R = Oq est l’anneau des
germes en zéro des fonctions holomorphes sur Cq et f = (f1, . . . , fq) est une suite
régulière de Oq, le résidu intégral de r ∈ Oq est défini par

Res(f,0)(r) =
1

(2iπ)q

∫
Γf

r(z)dz
f1(z) . . . fq(z)

,

où Γf désigne le tube Γf = {ζ ∈ B(0, δ) : |fi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , q}, orienté par la
condition d(arg f1)∧ · · · ∧ d(arg fq) > 0 ([G-H], [T]). On énonce aussi les propriétés
de non-dégénérescence (dualité locale) et la loi de transformation.

Le paragraphe 2 considère la situation suivante: R est une A-algèbre plate
commutative unitaire, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que

P =
R
fR

soit un A-module projectif de type fini et que le noyau de

µ̃ : P⊗A R→ P

p⊗ r → pr̄

soit engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq). Une généralisation des
travaux de G. Scheja et U. Storch ([S-S1],[S-S2]) telle que présentée dans l’appendice
de [Ku2], montre que homA(P,A) est un P-module libre de rang 1. De plus, en
considérant des ai,j ∈ P⊗A R tels que:

1⊗ fi =
q∑

j=1

ai,jζj (1 ≤ i ≤ q),

et ∆̃f
ζ = det(ai,j) d’image ∆f

ζ =
∑M

j=1 ᾱj ⊗ β̄j dans P ⊗A P, il existe une unique
forme linéaire τ ζ

f ∈ homA(P,A) telle que:

M∑
j=1

ᾱjτ
ζ
f (β̄j) = 1 . (*)

τ ζ
f est une base du P-module homA(P,A) ([Ku2]). On appellera ∆f

ζ le Bezoutien
de f par rapport à ζ. La forme linéaire ainsi obtenue induit une notion de résidu
vérifiant les propriétés de non-dégérescence, compatibilité au changement de base,
loi de transformation, loi de transitivité.

Lorsque R = C[z1, . . . , zq] est l’anneau des polynômes à q variables, on peut
choisir pour ζ la suite (z̄1 ⊗ 1 − 1̄ ⊗ z1, . . . , z̄q ⊗ 1 − 1̄ ⊗ zq). L’unique élément
de homA(P,A) qui vérifie (*) est le résidu intégral global de f considéré comme
élément de homA(P,A), ce que permet la non-dégénérescence du résidu global.

Le paragraphe 3 présente la notion de résidu telle que définie par J. Lipman
dans “Residues and Traces of Differential forms via Hochschild Homology ”([L]).
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Après avoir énoncé les principales définitions et constructions, nous arrivons au
cadre central de notre étude qui est le suivant: R est une A-algèbre commutative

unitaire, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que P =
R
fR

soit un

A-module projectif de type fini, σ : P→ R une section A-linéaire de la projection
canonique de R dans P, et R̂ le complété f -adique de R. Pour ri ∈ R, on considère
des γi,α ∈ homA(P,P) tels que dans R̂:

∀p ∈ P, ri.σ(p) =
∑

α∈(N)q

σ (γi,α(p)) fα .

Si r0, . . . , rq ∈ R, le symbole résidu via l’homologie de Hochschild peut être représenté
par

ResR/A

[
r0 d r1 ∧ · · · ∧ d rq

f1, . . . , fq

]
= TrP/A

γ0,0 ◦
∑
τ∈Sq

(−1)|τ |γτ(1),ε1 ◦ · · · ◦ γτ(q),εq

 ,

où εj = (δ1,j , . . . , δq,j) ∈ Nq est le q-uplet à composantes toutes nulles sauf la
j ième, et TrP/A la trace canonique du A-module homA(P,A). Le symbole résidu
ainsi obtenu vérifie les propriétés de compatibilité au changement de base, loi de
transformation, loi de transitivité.

Le paragraphe 4, quant à lui, compare les trois approches présentées. On établit
en particulier la proposition suivante qui permet d’associer à la forme linéaire τ ζ

f

du paragraphe 2, un symbole résidu via l’homologie de Hochschild. Pour cela, on
note S = P ⊗A R, et Ω(Φ) l’application R-linéaire canonique ([B1],chap.III, §10,
prop.19):

Ω(Φ) : ΩR/A −→ ΩS/P

α dR/A(r) −→ 1⊗ α dS/P(1⊗ r) .

Proposition.
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J

de µ̃ : S = P⊗A R→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).
On note τ ζ

f la base du P-module homA(P,A) associé à f et ζ. On considère une
suite ω = (ω1, . . . , ωq) de ΩR/A telle que

Ω(Φ)(ωj) = dS/P(ζj) (modulo JΩS/P) j = 1, . . . , q .

Alors

∀r ∈ R, ResR/A

[
r ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
= τ ζ

f (r̄) .

On obtient ainsi la construction du paragraphe 2 comme cas particulier de la
notion de résidu défini par J. Lipman, et ceci peut-être de manière plus élémentaire
que celle suggérée dans [H-K1] (§1, remarque 1.8 p. 59). Cette proposition permet
d’établir:
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Corollaire.
Soit ∆f

ζ =
∑M

j=1 ᾱj ⊗ β̄j ∈ P⊗A P le Bezoutien de f par rapport à ζ. Pour tout
h ∈ R :

M∑
j=1

αj ResR/A

[
βjh ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
≡ h (modulo fR) .

Dans le cas particulier où A=C et R=C[z1, . . . zq] (resp. R=Oq), et ζ = (z̄1 ⊗
1 − 1̄ ⊗ z1, . . . , z̄q ⊗ 1 − 1̄ ⊗ zq), on montrera, indépendamment de la proposition
précédente, que la loi de transformation permet d’établir:

∀r ∈ R, ResR/C

[
r(z) d z1 ∧ · · · ∧ d zq

f1, . . . , fq

]
= τ ζ

f (r̄)

= Resf (r)

(resp. = Resf,0(r)) .

Présentation du chapitre II

Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq)
deux suites de R quasi-régulières telles que d’une part g = Af où A ∈ Mq( R)

et d’autre part telle que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient projectifs

de type fini. Pour des raisons calculatoires, il est souvent nécessaire d’exprimer
le résidu par rapport à (fβ1+1

1 , . . . , f
βq+1
q ) où (β1, . . . , βq) ∈ Nq, en fonction d’une

somme de résidus par rapport à (gα1+1
1 , . . . , g

αq+1
q ) où (α1, . . . , αq) ∈ Nq (cf. [B-Y3],

[El], [K]).
Lorsque R = Oq, l’article “Transformation formula for Grothendieck residues

and some of its applications ”de A. M. Kytmanov ([K]), propose la formule

ci1...im

∫
Γf

hdz

fi1 . . . fim
f I

=
q∑

j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
Γg

hdetAaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

où f I = f1 . . . fq et ci1...im = α1! . . . αq! , αk désignant le nombre de fois où k
apparâıt dans la liste (i1, . . . , im). Cette formule, proposée dans le cas général,
est uniquement démontrée dans le cas où f et g ont un Jacobien non nul en 0 et
donc constituent des systèmes de coordonnées. La preuve est basée sur la formule
de dérivation des fonctions composées. En utilisant la formule de représentation
intégrale de Leray, on propose dans le chapitre II une preuve complète de cette
formule. En fait, on peut étendre cette formule dans le cadre algébrique des résidus
définis via l’homologie de Hochschild. On établira:

Théorème. (Loi de transformation généralisée)
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux

suites de R quasi-régulières telles que d’une part g = Af où A ∈ Mq( R) et

d’autre part que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient projectifs de type

fini.
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Pour tout entier β1, . . . , βq et des éléments quelconques h,X1, . . . , Xq de R, on
a :

Res R/A

[
hdX

fβ1+1
1 , . . . , f

βq+1
q

]
=

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)
β!

Res R/A

[
h detA

∏q
i,j=1 a

αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q

]
.

L’outil essentiel de cette preuve algébrique est la loi de transformation. Les
résultats du paragraphe 1 de ce chapitre sont publiés, en collaboration avec M.
Hickel, sous le titre “Une généralisation de la loi de transformation pour les résidus
”au Bulletin de la S.M.F.([B-H1]).

Le paragraphe 2 de ce chapitre, propose d’autres formules de transformation.
Dans le formalisme de J. Lipman, on étend la loi de transformation généralisée
à certaines localisations de R. Dans la même veine que la loi de transformation
on obtient des formules similaires lorsque l’hypothèse g = Af est remplacée par
: g1, . . . , gq sont dans la clôture intégrale de l’idéal (f). On donne ensuite une
amélioration de la formule des transporteurs issue de l’article Residue Calculus and
Effective Nullstellensatz de C. A. Berenstein et A. Yger ([B-Y3]) .

Présentation du chapitre III

Soient R une A-algèbre, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle

que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. Nous envisageons dans ce

paragraphe la question suivante: étant donné un élément h ∈ R, existe t-il une
bonne manière de représenter h par un développement en série selon les puissances
de f?

Lorsque R = Oq et f = (f1, . . . , fq) est une suite régulière de Oq, la formule de
représentation intégrale de Bergman-Weil permet d’obtenir la formule de Weil:

∀h ∈ Oq, h(z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

1
(2iπ)q

∫
Γf

h(ζ)∆(ζ, z)dζ
f1(ζ)i1 . . . fq(ζ)iq

f i1−1
1 (z) . . . f iq−1

q (z) ,

où Γf désigne le tube Γf = {ζ ∈ B(0, δ) : |fi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , q}, orienté
par la condition d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fq) > 0 ([W], [A-Y]). La formule de Weil
généralise donc en un sens la formule de Taylor ou de Cauchy, puisqu’elle permet
de développer de manière canonique tout élément h de Oq suivant les puissances
de f . Ce chapitre reprend et complète un article en collaboration avec M. Hickel (à
parâıtre dans Manuscripta Mathematica), qui étend la formule de Weil au résidu
algébrique défini via l’homologie de Hochschild.

On note R̂ le complété f -adique de R, Re = R⊗A R l’algèbre enveloppante de
R, et R̂e son complété pour la topologie (f ⊗R + R⊗ f)-adique. Le morphisme

Re −→ R

a⊗ b −→ ab

de noyau J , induit un morphisme R̂e −→ R̂ dont on note Ĵ le noyau. Enfin pour
ri ∈ R, on note Ri = ri ⊗ 1− 1⊗ ri ∈ R̂e.
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Théorème. (Formule de Weil)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires nœtheriens, R étant muni

d’une structure de A-algèbre plate sur A, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-

régulière de R telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (r1, . . . , rq) de R telle que (R1, . . . , Rq) soit une suite
régulière de R̂e qui engendre Ĵ .

Soient alors des éléments ai,j ∈ R̂e tels que:

1⊗ fi − fi ⊗ 1 =
q∑

j=1

ai,jRj

et ∆ = det(ai,j) ∈ R̂e.
Pour tout h ∈ R, on a dans R̂ l’égalité:

h =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂/A

[
∆h dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q

Cette formule s’applique à de nombreuses situations dont on donnera divers
exemples. Dans le cas polynomial, on caractérisera la finitude de la formule de
Weil. Plus précisément:

Proposition.
Soient A un anneau commutatif nœthérien, et f(Z) = (f1(Z), . . . , fq(Z)) une

suite de polynômes de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module pro-

jectif de type fini. On considère des éléments ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que

fi(T )− fi(Z) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj) ,

on note ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )) =
∑

α∈Nq TαJα(Z), et I la famille finie
I = {α ∈ Nq | Jα(T ) 6= 0}.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini.
ii) Pour tout polynôme h(Z) ∈ A[Z], la formule de Weil est finie: il existe un

entier Mh tel que:

h(Z) =
∑

i=(i1,...,iq)∈(N∗)q

|i|≤Mh

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T ) dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z) .

iii) Pour chaque élément de la famille finie {Zj (j = 1, . . . , q); Jα(Z)Jβ(Z) (α, β ∈
I)}, la formule de Weil est finie.
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Dans le cas des séries convergentes, la proposition suivante jointe au théorème,
donne une preuve algébrique de la formule de Weil classique.

Proposition.
Soient les anneaux des séries convergentes A = C{x1, . . . , xm} = C{x}, R =

C{x1, . . . , xm y1, . . . , yq} = C{x, y}, et f = (f1(x, y), . . . , fq(x, y)) une suite régulière

de C{x, y} telle que P =
C{x, y}
f.C{x, y}

soit un C{x}-module projectif de type fini. On

note ai,j(x, y, z) ∈ C{x, y, z} des éléments tels que:
fi(x, y)− fi(x, z) =

q∑
j=1

ai,j(x, y, z)(yj − zj) (i = 1, . . . , q)

∆(x, y, z) = det(ai,j(x, y, z)) .

Alors pour tout g(x, y) ∈ C{x, y}:

g(x, z) =
∑

α=(α1,...,αq)∈(N∗)q

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) ∆(x, y, z) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
fα−1(x, z) ,

la convergence étant uniforme sur une base de voisinages compacts de l’origine.

Présentation du chapitre IV

Lorsque A est un anneau nœthérien, et f = (f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite quasi-

régulière de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module projectif de type

fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini, pour tout h(Z) ∈ A[Z] la formule de
Weil contient un nombre fini de termes. En particulier lorsque h(Z) ∈ fA[Z], elle
fournit des polynômes gj(Z) tels que

h(Z) =
q∑

j=1

gj(Z)fj(Z) .

On donnera une borne sur le degré des polynômes gj(Z) qui ne dépend que de
k = deg(h(Z)) , q (nombre de variables), D = max1≤i≤q(deg(fi(Z)), et d’un entier
M défini en se donnant pour chaque Zi une relation de dépendance intégrale sur
A[f ]. On montrera:

Proposition.
Soient A un anneau nœthérien, et f = (f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite quasi-

régulière de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module projectif de

type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini
Pour k ∈ N, et h(Z) ∈ f(Z)A[Z] un polynôme de degré au plus k, il existe des

polynômes gj(Z) tels que

h(Z) =
q∑

j=1

gj(Z)fj(Z) ,
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et
deg(gj(Z)) ≤ D (K(f, k) + q − 1)− q ,

où K(f, k) = M (q(DM − 1) + k).
Lorsque A est un anneau nœthérien intègre, la majoration précédente permet

d’obtenir
deg(gj(Z)) ≤ kDq + qD2q .

Dans le paragraphe 2, on montre comment la formule de Weil permet d’obtenir
une généralisation d’un théorème d’Euler-Jacobi dont une preuve a précédemment
été donnée dans [K-K].

Théorème.
Soient A un anneau nœthérien, R = A[Z1, . . . , Zq], f(Z) = {f1(Z), . . . , fq(Z)}

une suite quasi-régulière de polynômes de R de degré d1, . . . , dq telle que
R

(f(Z))
soit

un A-module projectif de type fini, et k = (k1, . . . , kq) ∈ (N∗)q. On note hi(Z) la
partie homogène de degré di de fi(Z). On suppose que h(Z) = {h1(Z), . . . , hq(Z)}

est une suite quasi-régulière de R, et que
R

(h(Z))
un A-module projectif de type

fini. Alors:
i) pour tout polynôme q(Z) de degré au plus

∑q
i=1 kidi − q − 1 on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= 0 ,

ii) pour tout polynôme q(Z) de degré
∑q

i=1 kidi − q on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= ResR/A

[
Q(Z)dZ

hk1
1 (Z), . . . , hkq

q (Z)

]
,

où Q(Z) est la partie homogène de degré
∑q

i=1 kidi − q de q(Z).

MMM

Les suites quasi-régulières jouant un rôle clé dans l’approche algébrique des
résidus, l’appendice de cette thèse est consacré à quelques rappels sur cette no-
tion.
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CHAPITRE I

DIFFÉRENTES APPROCHES DU RÉSIDU

Ce chapitre présente et compare deux approches algébriques formelles des résidus,
c’est-à-dire indépendantes de la dualité globale introduite par A. Grothendieck
et développée dans [Ha]. Ces deux approches utilisent uniquement des résultats
de la théorie des anneaux, et pour l’une d’entre elles des résultats d’algèbre ho-
mologique. Dans les deux cas on considère R une A-algèbre commutative unitaire,

et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R tel que P =
R
(f)

soit un A-module

projectif de type fini. Cette situation est par exemple réalisée pour le résidu intégral
dans le cas des intersections complètes de dimension zéro. Le paragraphe 1 de ce
chapitre est consacré à quelques rappels sur le résidu intégral.

L’une de ces approches algébriques, présentée dans le paragraphe 2, est issue de
travaux de Scheja et Storch et une présentation en est faite par E. Kunz dans [Ku2].
Elle repose sur l’étude du P-module homA(P,A) et elle conduit au Résidu défini
via les algèbres de Gorenstein. Elle nécessite que les anneaux qui interviennent
soient nœthériens, et que R soit une A-algèbre plate. Elle satisfait les propriétés
usuellement appelées: non-dégénérescence, loi de transformation, changement de
base, loi de transitivité.

L’autre, présentée dans le paragraphe 3, a été introduite par J. Lipman dans [L].
Elle repose sur l’homologie de Hochschild et conduit au Résidu défini via l’homologie
de Hochschild. Elle permet d’obtenir des formules explicites qui fournissent les
résidus par rapport à toutes les puissances de f . Elle satisfait les propriétés de loi
de transformation, changement de base, loi de transitivité.

Dans le paragraphe 4 on montre que ces deux approches permettent d’obtenir le
résidu intégral. De plus on montre que le Résidu défini via l’homologie de Hochschild
donne le même résultat que le Résidu défini via les algèbres de Gorenstein, lorsque
les hypothèses d’existence sont satisfaites.

Les paragraphes 2 et 3 sont des expositions de deux approches algébriques
différentes des résidus. Ils ont été rédigés pour cerner au plus près leurs simili-
tudes et leurs différences. Lorsque les preuves des propositions énoncées dans ces
paragraphes sont consignées dans des ouvrages, on donne uniquement les références
exactes de ces preuves.

Typeset by AMS-TEX
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§1. Le résidu intégral dans le cas des intersections complètes

Lorsque h(z) =
g(z)
f(z)

est une fonction méromorphe définie sur un ouvert U ⊂ C

qui admet 0 pour pôle d’ordre k > 0, on définit le résidu local de h en 0 par:

Res(0)(h) =
1

2iπ

∫
∂B(0;r)

g(z)
f(z)

dz , (1)

où r > 0 et tel que ∂B(0; r) ⊂ U , et 0 est le seul pôle de h dans B(0; r).
f étant une fonction holomorphe qui admet 0 pour zéro d’ordre k, on peut écrire,

sur un voisinage de 0,
f(z) = zku(z)

où u est une fonction holomorphe qui ne s’annule pas. L’application:

z −→ (u(z))1/k.z

définit un difféomorphisme sur un voisinage V ⊂ U de 0. Le cycle Γf,ε = {z ∈ V :
|f(z)| = ε} orienté par la condition d(argf) > 0, et où ε > 0 est un réel suffisamment
petit pour que Γf,ε b V , est homologue à un cycle de support ∂B(0; r). Par
conséquent:

Res(0)(h) =
1

2iπ

∫
Γf,ε

g(z)
f(z)

dz . (2)

Le résidu local défini sur Oq, l’anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes
définies sur Cq, est une généralisation de la formule 2. Cette notion de résidu local
permet de définir le résidu global sur l’anneau des polynômes C[X1, . . . , Xq]. Dans
ce paragraphe, on rappelle ces deux notions et les propriétés de base qui leur sont
attachées.

1.1. Le résidu local.

Soit f = (f1, . . . , fq) une suite de fonctions holomorphes définies sur un ouvert
U ⊂ Cq, et qui admettent sur la boule B(0; r) ⊂ U l’origine comme seul zéro
commun. Pour ε = (ε1, . . . , εq) ∈ (R+∗)q, on pose

Γf,ε = {ζ ∈ B(0, r) : |fi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , q} , (3)

où les réels εi > 0 sont suffisamment petits pour que Γf,ε b B(0; r). D’après le
théorème de Sard, l’ensemble des valeurs critiques de l’application

(|f1|2, . . . , |fq|2) : U −→ (R+∗)q (4)

est de mesure nulle dans (R+∗)q. Par conséquent, pour presque tout ε, Γf,ε est une
variété réelle de dimension q, lisse, compacte; on peut l’orienter par la condition
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d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fq) > 0. Soit h une fonction holomorphe sur un voisinage de
B(0; r). La forme différentielle

h(z)dz1 ∧ · · · ∧ dzq

f1(z) . . . fq(z)
(5)

est fermée sur B(0; r) \ {z : f1(z) . . . fq(z) = 0}. En appliquant le théorème de
Stokes et le théorème de Sard, on montre que∫

Γf

h(z)dz
f1(z) . . . fn(z)

(6)

ne dépend pas du choix de ε ∈ (R+∗)q, hors d’un ensemble de mesure nulle.
Ces remarques permettent de donner la définition suivante:

Définition 1.1.1. ( Résidu local.)
Soient f = (f1, . . . , fq) une suite de Oq qui admet 0 pour zéro isolé, h ∈ Oq, et

r > 0 un réel suffisamment petit de façon que f et h admettent des représentants
sur un voisinage de B(0; r) que l’on note aussi f et h. On définit le résidu local de
h, par rapport au germe de f en 0, par:

Res(f,0)(h) =
1

(2iπ)q

∫
Γf

h(z)dz
f1(z) . . . fq(z)

. (7)

où Γf désigne la variété réelle de dimension q, lisse, compacte

Γf = {ζ ∈ B(0, r) : |fi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , q}

orientée par la condition d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fq) > 0.

Remarque 1.1.2.

De par la définition de l’orientation du cycle Γf , la forme linéaire Res(f,0) est
alternée par rapport à f = (f1, . . . , fq). Si δ est une permutation de {1, . . . , q} de
signature |δ|, Res((fδ(1),...,fδ(q)),0) = (−1)|δ|Res((f1,...,fq),0).

1.2. Le résidu global.

Lorsque P = (P1, . . . , Pq) est une suite de polynômes de C[X1, . . . , Xq] dont la
variété des zéros V (P ) est finie et non vide, on peut, pour chaque point α ∈ V (P ),
définir la forme linéaire Res(P,α)

Définition 1.2.1. ( Résidu global.)
Soient P = (P1, . . . , Pq) une suite de polynômes de C[X1, . . . , Xq] qui définit une

variété finie et non vide de Cq, et Q ∈ C[X1, . . . , Xq]. On définit le résidu global
de Q par rapport à P par:

ResP (Q) =
∑

α∈V (P )

Res(P,α)(Q) . (8)
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1.3. Propriétés de base du résidu intégral.

La propriété de non-dégénérescence du résidu intégral et la loi de transformation
que l’on énonce ci-dessous dans le cas du résidu local, restent valables dans le cas
du résidu global.

Proposition 1.3.1. ( non-dégénérescence du résidu.)
Soient f = (f1, . . . , fq) une suite de Oq qui admet 0 pour zéro isolé, I(f) l’idéal

de Oq qu’elle engendre, h ∈ Oq.
h ∈ I(f) si et seulement si:

∀g ∈ Oq, Res(f,0)(g.h) = 0 . (9)

Proposition 1.3.2. ( loi de transformation.)
Soient f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux suites de Oq qui admettent 0

pour zéro isolé. On suppose qu’il existe une matrice A = (ai,j) ∈M(Oq) telle que

g = Af , (10)

alors pour tout h ∈ Oq, on a:

Res(f,0)(h) = Res(g,0)(det(ai,j) g) . (11)

Exemples 1.3.3.

a) On considère dans Oq, la suite f = (f1, . . . , fq) définie par

fi(z) = zni
i (1 ≤ i ≤ q ; ni > 0)

Pour h(z) =
∑

β=(β1,...,βq)∈Nq bβz
β ∈ Oq on a:

Res(f,0)(h) =
1

(2iπ)q

∫
|z1|=ε1

...
|zq|=εq

h(z)dz
f1(z) . . . fq(z)

.

D’après la formule de Cauchy, par dérivation, on obtient:

Res(f,0)(h) = bn1−1,...,nq−1 . (12)

b) On considère dans C[X1, . . . , Xq] la suite P = (P1, . . . , Pq) définie par:

Pi(X) = ai,niX
ni
i + ai,ni−1X

ni−1
i + · · ·+ ai,0 (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni ; ai,ni 6= 0) .

Pour Xβ = Xβ1
1 . . . X

βq
q on a:

ResP (Xβ) =
1

(2iπ)q

∑
α=(α1,...αq)∈V (P )

∫
ΓP,α,ε

Xβ1
1 . . . X

βq
q

P1(X) . . . Pq(X)
dX1 ∧ · · · ∧ dXq

=
∑

α=(α1,...αq)∈V (P )

(
q∏

i=1

1
2iπ

∫
ΓPi,αi,εi

Xβi

i

Pi(X)
dXi)

=
∑

α=(α1,...αq)∈V (P )

(
q∏

i=1

1
2iπ

∫
|Xi−αi|=εi

Xβi

i

Pi(X)
dXi)

=
∑

α=(α1,...αq)∈V (P )

1
(2iπ)q

∫
|X1−α1|=ε1

...
|Xq−αq|=εq

Xβ1
1 . . . X

βq
q

P1(X) . . . Pq(X)
dX1 ∧ · · · ∧ dXq
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Pour des réels R1, . . . , Rq suffisamment grands, en appliquant le théorème de Stokes
on obtient:

ResP (Xβ) =
1

(2iπ)q

∫
|X1|=R1

...
|Xq|=Rq

Xβ1
1 . . . X

βq
q

P1(X) . . . Pq(X)
dX1 ∧ · · · ∧ dXq

=
1

(2iπ)q

∫
|X1|=R1

Xβ1
1

P1(X)
dX1· · ·

∫
|Xq|=Rq

X
βq
q

Pq(X)
dXq)

=


0 si β 6= (n1 − 1, . . . , nq − 1)

1
a1,n1 . . . aq,nq

si β = (n1 − 1, . . . , nq − 1)
.

Par conséquent si Q(X) =
∑
β = (β1, . . . , βq)
0 ≤ βi ≤ ni − 1

bβX
β , on a:

ResP (Q) =
bn1−1,...,nq−1

a1,n1 . . . aq,nq

. (13)

Cet exemple sera repris dans les paragraphes 2 et 3 pour illustrer les approches
algébriques des résidus. Ce calcul sera utilisé dans plusieurs applications (chapitres
III et IV).

§2. Traces dans les algèbres de Gorenstein et résidus

Ce paragraphe fournit, via des résultats sur les algèbres de Gorenstein, une
définition fonctionnelle du résidu que l’on appellera résidu via les algèbres de Goren-
stein. Les définitions et théorèmes donnés ci-dessous sont issus de l’appendice [Ku2].
Les propositions 2.2.2 et 2.2.3 sont dues à Scheja et Storch ([S-S]).

Tous les anneaux considérés sont supposés unitaires, commutatifs et nœthériens.
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2.1. Algèbres de Gorenstein.

Une généralisation de la notion d’anneau de Gorenstein, que l’on rappelle ci-
dessous, est celle d’algèbre de Gorenstein.

Définition 2.1.1. Anneau de Cohen-Macaulay.
Soit (A,m) un anneau local nœthérien. A est un anneau de Cohen-Macaulay

si dim(A) = d(A) où dim(A) désigne la dimension de Krull de A et d(A), la
profondeur de A i.e: la longueur maximale d’une suite régulière. Un anneau com-
mutatif nœthérien A est Cohen-Macaulay si pour tout idéal maximal m de A, Am

est un anneau local de Cohen-Macaulay.

Définition 2.1.2. Anneau de Gorenstein.
Soient (A,m) un anneau local de Cohen-Macaulay de profondeur d, (a1, . . . , ad)

une suite régulière de A et q l’idéal primaire qu’elle engendre. σ(A/q) = {r̄ ∈

A/q |m.r̄ = 0} est un
A
m

espace vectoriel de dimension finie r. r est indépendant

de la suite régulière (a1, . . . , ad) et s’appelle le type de l’anneau Cohen-Macaulay
(A,m). Si r = 1, (A,m) s’appelle un anneau local de Gorenstein. Un anneau
nœthérien A est Gorenstein si pour tout idéal maximal m de A, Am est un anneau
local de Gorenstein.

Définition 2.1.3. Algèbre de Gorenstein.
Soient A un anneau, P un anneau muni d’une structure de A-algèbre plate sur

A. P est une A-algèbre de Gorenstein si pour tout p ∈ Spec(P) ,
Pp

(p ∩A)Pp
est

un anneau local de Gorenstein.

Soit P une A-algèbre. On munit homA(P,A) d’une structure de A-module à
gauche en posant pour tout g ∈ homA(P,A) et p, x ∈ P:

(p.g)(x) = g(px) . (1)

P⊗A P peut être muni de deux structures de P-module: la multiplication par un
élément de P agissant soit par multiplication sur le facteur droit, soit par multipli-
cation sur le facteur gauche des éléments de P⊗A P. Soit I le noyau de

µ : P⊗A P −→ P

x⊗ y −→ xy .
(2)

Sur AnnP⊗AP(I), les deux structures de P-module cöıncident. On a la proposition
suivante:

Proposition 2.1.4.
Soient A un anneau et P une A-algèbre finie, plate sur A.
i) le morphisme Ψ : P⊗A P −→ homA(homA(P,A),P)

x⊗ y −→ Ψ(x⊗ y)
où Ψ(x⊗ y) : homA(P,A) −→ P

l∗ −→ l∗(y)x
est un isomorphisme de A-module.

ii) Ψ induit un isomorphisme de P-module:

Ψ′ : AnnP⊗AP(I) −→ homP(homA(P,A),P)

où I est le noyau de µ : P⊗A P −→ P
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Preuve de la proposition 2.1.4. P est un A-module projectif. En effet, A étant
nœthérien, tout A-module de type fini admet une présentation finie ([B2] chap.1),
et tout module plat qui admet une présentation finie est projectif ([B2] chap.2). P
étant un A-module projectif, la preuve de i) est donnée dans [B1] chap.2 §4. La
preuve de ii) est donnée dans [Ku2] F9 p.363. �

Proposition 2.1.5. (Propriétés caractéristiques des algèbres de Gorenstein)
Soient A un anneau et P une A-algèbre finie, plate sur A. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes:
i) P est une A-algèbre de Gorenstein.
ii) homA(P,A) est un P-module projectif de rang 1.
iii) homP(homA(P,A),P) est un P-module projectif de rang 1.
iv)AnnP⊗AP(I) est un P-module projectif de rang 1.

Preuve de la proposition 2.1.5.
La preuve de i)⇔ ii) est donnée dans [Ku2] E16 p.352.
ii) ⇔ iii) car les modules projectifs de type fini sont réflexifs (cf. [B1], II,§2 n0

7 cor.4).
iii)⇔ iv) d’après la proposition 2.1.4, les P-modules homP(homA(P,A),P) et

AnnP⊗AP(I) sont isomorphes. �

Lorsque, dans la proposition précédente, on remplace P-module projectif de rang
1 par P-module libre de rang 1, les assertions ii), iii) et iv) sont équivalentes. Ceci
conduit à donner la définition suivante:

Définition 2.1.6. Traces dans les algèbres de Gorenstein.
Soit P une A-algèbre de Gorenstein telle que homA(P,A) est un P-module

libre de rang 1. On appelle trace de la A-algèbre P toute base {σ} du P-module
homA(P,A).

Si σ est une trace de la A-algèbre P, on note ∆σ l’unique élément de AnnP⊗AP(I)
tel que Ψ(∆σ)(σ) = 1.

Cette définition est donnée dans [Ku2], appendice F §b. {Ψ(∆σ)} est la base du
P-module homP(homA(P,A),P), duale de la base {σ} du P-module homA(P,A).
On a une bijection entre les bases du P-module homA(P,A) et celles du P-module
AnnP⊗AP(I). Si {σ} est une base de homA(P,A) et σ∗ ∈ homP(homA(P,A),P)
sa base duale, {∆σ} tel que Ψ(∆σ) = σ∗ est une base de AnnP⊗AP(I).

En particulier, lorsque {∆} est une base du P-module AnnP⊗AP(I), il existe un
unique élément τ ∈ homA(P,A) tel que:

Ψ(∆)(τ) = 1 , (3)

et τ est une base du P-module homA(P,A).

La proposition suivante établit le lien entre les traces d’une algèbre de Gorenstein
et la trace canonique.

Définition 2.1.7. Trace canonique dans une algèbre.
Soient P une A-algèbre finie projective, et TrP/A ∈ homA(End(P),A) l’opérateur

trace défini sur End(P) ([B1] chap.3 §4 ). Pour s ∈ P, on note ms ∈End(P)
l’endomorphisme multiplication par s et σP/A(s) = TrP/A(ms) . L’opérateur σP/A

s’appelle la trace canonique de la A-algèbre P.
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Proposition 2.1.8.
Si P une A-algèbre de Gorenstein telle que homA(P,A) est un P-module libre

de rang 1, et {σ} une trace de la A-algèbre P, alors:

σP/A = µ(∆σ).σ (4)

où µ : P⊗A P −→ P

x⊗ y −→ xy

La preuve de cette proposition est donnée dans [Ku2] F12 p.365. �

On fera appel, lors de la loi de transitivité du résidu de Gorenstein, au résultat
suivant (cf. prop. F.17, §F, appendice [Ku2]):

Proposition 2.1.9.
Soient P/A une algèbre finie et plate de Gorenstein qui admet pour trace τ ∈

homA(P,A), et Q/P une algèbre finie et plate de Gorenstein qui admet pour trace
σ ∈ homP(Q,P). On note I = ker(P ⊗A P → P), J = ker(Q ⊗P Q → Q)
K = ker(Q ⊗A Q → Q), ∆τ l’élément de AnnP⊗AP(I) associé à τ , ∆σ l’élément
de AnnQ⊗PQ(J) associé à σ, et ∆̃σ ∈ Q⊗A Q un représentant de ∆σ.

Alors Q/A est une algèbre de Gorenstein, et
a) τ ◦ σ est une trace de Q/A.
b) ∆τ ∆̃σ ∈ Q⊗A Q est l’élément associé à τ ◦ σ.

2.2. Résidu via les algèbres de Gorenstein.

Soient A un anneau, R une A-algèbre, et f = (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-

régulière telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose de

plus que le noyau de:
µ̃ : P⊗A R −→ P

x̄⊗ y −→ x̄ȳ

est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq). On note, comme dans
la proposition 2.1.4, I le noyau de µ : P ⊗A P −→ P et Ψ′ : AnnP⊗AP(I) −→
homP(homA(P,A),P). Ce paragraphe montre que AnnP⊗AP(I) est un P-module
libre de rang 1. On construit, à partir des suites f et ζ, un élément ∆f

ζ ∈
AnnP⊗AP(I) , et un élément τ ζ

f ∈ homA(P,A) tels que:

Ψ′(∆f
ζ )(τ ζ

f ) = 1

On appellera ∆f
ζ le Bezoutien de f par rapport à ζ, et pour h ∈ R, τ ζ

f (h̄) le résidu
(via les algèbres de Gorenstein) de h par rapport à f et ζ. La démarche repose en
partie sur le théorème de Wiebe.
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Proposition 2.2.1. Théorème de Wiebe.
Soient S un anneau, ζ = (ζ1, . . . , ζq) et η = (η1, . . . , ηq) deux suites quasi-

régulières de S telles que, pour 1 ≤ i ≤ q, ηi =
∑q

j=1 ai,jζj. En notant ∆ =

det(ai,j) , T =
S
ηS

, et ρ̃ la surjection canonique de S dans T, on a:

a) ρ̃(∆) est indépendant du choix des coefficients ai,j.
b) AnnT(ρ̃(∆)T) = ρ̃(ζ)T
c) AnnT(ρ̃(ζ)T) = ρ̃(∆)T

La preuve de cette proposition est donnée dans [Ku2] E19 ,E21 p.356. �

Proposition 2.2.2.
Soient A et R deux anneaux, R étant muni d’une structure de A-algèbre plate

sur A, et f = (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-régulière telle que le A-module

P =
R
fR

soit projectif de type fini. On note J le noyau de µ̃ : P⊗A R −→ P.

Alors, si l’idéal J est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq) de
P⊗A R, P est une A-algèbre de Gorenstein et homA(P,A) est un P module libre
de rang 1.

Preuve.
La suite η = (1 ⊗ f1, . . . , 1 ⊗ fq) est une suite quasi-régulière de S = P ⊗A R.

En effet, R étant une A-algèbre plate, S est une R-algèbre plate. Soit m un
idéal maximal de S qui contient η, et n = m ∩ R l’image réciproque de m par
l’homomorphisme structural R→ S. Rn est un anneau local dont l’idéal maximal
contient la suite régulière (f1, . . . , fq). Par abus de notation, on note de la même
façon un élément de R et son image dans Rn. Pour 1 ≤ k < q l’homomorphisme:

Rn

(f1, . . . , fk−1)
×fk−−→ Rn

(f1, . . . , fk−1)
(5)

est injectif. Comme Sm est un Rn-module plat, l’homomorphisme:

Sm ⊗Rn

Rn

(f1, . . . , fk−1)
×1⊗fk−−−−→ Sm ⊗Rn

Rn

(f1, . . . , fk−1)
(6)

est injectif. Or Sm ⊗Rn

Rn

(f1, . . . , fk−1)
' Sm

(1⊗ f1, . . . , 1⊗ fk−1)
, ceci prouve que

l’image de η dans Sm est une suite régulière, donc η est une suite quasi-régulière
de S.

Soient T =
S
ηS

= P ⊗A P, et ρ̃ : S → T la surjection canonique de S dans T.

Comme 1⊗ fi ∈ J , il existe des éléments ai,j ∈ S tels que:

1⊗ fi =
q∑

j=1

ai,jζj . (7)

On note ∆̃f
ζ = det(ai,j), et ∆f

ζ = ρ̃(∆̃f
ζ ). D’après le théorème de Wiebe, ∆f

ζ ne
dépend que des suites ζ et η et l’on a:

AnnP⊗AP(∆f
ζ P⊗A P) = ρ̃(ζ)P⊗A P (8)

AnnP⊗AP(ρ̃(ζ)P⊗A P) = ∆f
ζ P⊗A P . (9)
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On a les morphismes d’anneaux:

µ̃ : P⊗A R −→ P

x̄⊗ y −→ x̄ȳ

, ρ̃ : P⊗A R −→ P⊗A P

x̄⊗ y −→ x̄⊗ ρ(y)
et, µ : P⊗A P −→ P

x̄⊗ ȳ −→ x̄.ȳ .

µ̃ = µ ◦ ρ̃, comme le noyau J de µ̃ est engendré par ζ = (ζ1, . . . , ζq), le noyau I de
µ est engendré par ρ̃(ζ):

ρ̃(ζ)P⊗A P = kerµ = I . (10)

Par conséquent, par (9):

AnnP⊗AP(I) = ∆f
ζ P⊗A P . (11)

AnnP⊗AP(I) est muni d’une structure naturelle de P-module à gauche définie par

x.(a⊗ b) = xa⊗ b = a⊗ bx .

Soit m = ∆f
ζ (
∑k

i=1 xi ⊗ yi) ∈ AnnP⊗AP(I). Comme

(
k∑

i=1

xi ⊗ yi −
k∑

i=1

xiyi ⊗ 1) ∈ I

on a par (11):

∆f
ζ (

k∑
i=1

xi ⊗ yi −
k∑

i=1

xiyi ⊗ 1) = 0 .

Par conséquent

∆f
ζ (

k∑
i=1

xi ⊗ yi) = ∆f
ζ (

k∑
i=1

xiyi ⊗ 1)

= (
k∑

i=1

xiyi).∆
f
ζ

(12)

ce qui prouve que ∆f
ζ est un générateur du P-module AnnP⊗AP(I). D’autre part,

si x ∈ P
x.∆f

ζ = 0⇔ (x⊗ 1) ∈ AnnP⊗AP(∆f
ζ P⊗A P)

⇔ (x⊗ 1) ∈ I ( par (8) et (10) )
⇔ x = 0

donc AnnP⊗AP(I) est un P-module libre dont une base est ∆f
ζ . D’après la propo-

sition 2.1.5, ceci montre, en particulier, que P est une A-algèbre de Gorenstein, et
que homA(P,A) est un P-module libre de rang 1 . �
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Corollaire et définitions 2.2.3. ( Bezoutien, Résidu )
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-régulière

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P ⊗A R → P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).
Soient alors des ai,j ∈ P⊗A R tels que:

1⊗ fi =
q∑

j=1

ai,jζj (1 ≤ i ≤ q).

On pose ∆̃f
ζ = det(ai,j) et

∆f
ζ = ρ̃(∆̃f

ζ ) ∈ P⊗A P . (13)

où ρ̃ : P⊗A R→ P⊗A P.
∆f

ζ est une base du P-module AnnP⊗AP(I), et ne dépend que des suites ζ et f .
On appellera ∆f

ζ le Bezoutien de f par rapport à ζ.
homA(P,A) est un P-module libre de rang 1 dont l’unique base τ ζ

f telle que:

Ψ(∆f
ζ )(τ ζ

f ) = 1 , (14)

est appelée la trace de la A-algèbre P suivant la présentation
R
fR

et la suite ζ.

τ ζ
f détermine une unique forme A-linéaire de R nulle sur fR, que l’on note:

ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
. On appellera cette forme le résidu par rapport à f et ζ,

via les algèbres de Gorenstein. Pour tout h ∈ R on a:

ResR/A

(
h ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
= τ ζ

f (h̄) . (15)

Exemple 2.2.4.

On peut illustrer le corollaire 2.2.3 à l’aide de l’exemple suivant; cet exemple
permettra de montrer que le résidu intégral est un cas particulier du Résidu défini
via les algèbres de Gorenstein.

Soient A = K un corps commutatif et R = K[X1, . . . , Xq] = K[X] l’anneau des
polynômes à cœfficients dans K. R étant un K-module libre, R est une K algèbre
plate. On considère les polynômes à une variable

Pi(X) = ai,ni
Xni

i + ai,ni−1X
ni−1
i + · · ·+ ai,0 (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni ; ai,ni

6= 0) ,

et I l’idéal de K[X] engendré par les Pi(X). P =
R
I

est un K-espace vectoriel dont

une base est {X̄k = Xk1
1 . . . X

kq
q | 0 ≤ ki ≤ ni − 1, 1 ≤ i ≤ q}.

Par la suite on identifiera K[X]⊗K K[X] et K[X,Y ], ainsi que K[X]⊗K K[X]/(1⊗
P (X)) et K[X,Y ]/(P (Y )). La suite

(X − Y, P (Y )) = (X1 − Y1, . . . , Xp − Yp, P1(Y ), . . . , Pq(Y ))
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étant régulière dans K[X,Y ], (X−Ȳ ) est une suite quasi-régulière de K[X,Y ]/(P (Y )).
D’autre part, comme tout polynôme Q(X,Y ) peut s’écrire sous la forme Q(Y, Y )+
Q(X,Y )−Q(Y, Y ), un générateur du noyau de

µ̃ : K[X,Y ]/(P (Y )) −→ K[X]/(P (X))

classe (Q(X,Y )) −→ classe(Q(X,X))

est (X − Ȳ ). Les hypothèses de la proposition 2.2.2 sont vérifiées, on note:

ζ = (X1 − Ȳ1, . . . , Xq − Ȳq) .

On a

Pi(X)− Pi(Y ) =
ni∑

ki=1

ai,ki(X
ki
i − Y

ki
i )

=
ni∑

ki=1

ai,ki

(
ki−1∑
αi=0

Xαi
i .Y ki−1−αi

i

)
(Xi − Yi) ,

par conséquent:

∆P (X)
ζ =

q∏
i=1

(
ni∑

ki=1

ai,ki

(
ki−1∑
αi=0

X̄αi
i .Ȳ ki−1−αi

i

))

=
∑

k = (k1, . . . , kq)

1 ≤ ki ≤ ni

a1,k1 . . . aq,kq


∑

α = (α1, . . . , αq)

0 ≤ αi ≤ ki − 1

X̄αȲ k−1−α


où k − 1 = (k1 − 1, . . . , kq − 1). Par définition de τ ζ

P (X):

∑
k = (k1, . . . , kq)

1 ≤ ki ≤ ni


∑

α = (α1, . . . , αq)
0 ≤ αi ≤ ki − 1

(a1,k1 . . . aq,kq
)τ ζ

P (X)(Ȳ
k−1−α)X̄α

 = 1 .

Comme {Xα | α = (α1, . . . , αq) , 0 ≤ αi ≤ ni − 1} est une base de P, on a, pour
chaque α = (α1, . . . , αq) , 0 ≤ αi ≤ ni − 1:

∑
k = (k1, . . . , kq)

αi ≤ ki − 1 ≤ ni − 1

(a1,k1 . . . aq,kq )τ
ζ
P (X)(Ȳ

k−1−α) =
{ 0 si α 6= 0

1 si α = 0
. (16)

Lorsque α = (n1 − 1, . . . , nq − 1) la formule (16) donne:

τ ζ
P (X)(1̄) = 0 .
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Soit α = (α1, . . . , αq) 6= 0 où 0 ≤ αi ≤ ni − 1. On suppose montré, par récurrence
descendante sur α, que:

(γ = (γ1, . . . , γq) | 0 ≤ γi ≤ ni − 1− αi) =⇒
(
τ ζ
P (X)(Ȳ

γ) = 0
)
. (17)

La formule (17) est vraie lorsque α = (n1−1, . . . , nq−1). Soit εi = (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0)
le q-uplet à composantes nulles exceptée la iième.

Si α− εi 6= 0, d’après (16) on a:∑
k = (k1, . . . , kq)

αi − εi ≤ ki − 1 ≤ ni − 1

(a1,k1 . . . aq,kq
)τ ζ

P (X)(Ȳ
k−1−α+εi) = 0 .

En appliquant l’hypothèse de récurrence (17), on obtient:

(a1,n1−1 . . . aq,nq−1)τ
ζ
P (X)(Ȳ

n−1−α+εi) = 0 ,

par conséquent τ ζ
P (X)(Ȳ

n−1−α+εi) = 0.
De la même façon, si α− εi = 0, d’après (16) et l’hypothèse de récurrence (17),

on obtient
(a1,n1−1 . . . aq,nq−1)τ

ζ
P (X)(Ȳ

n−1) = 1 .

La forme linéaire τ ζ
P (X) est donc définie par:

τ ζ
P (X)(X̄

k) =

{
0 si k 6= (n1 − 1, . . . , nq − 1)

1/a1,n1 . . . aq,nq
si k = (n1 − 1, . . . , nq − 1)

. (18)

A partir de (18), on obtient pour Q(X) =
∑
β = (β1, . . . , βq)
0 ≤ βi ≤ ni − 1

bβX
β :

ResR/A

(
Q(X) ζ1.ζ2 . . . ζq

f1, . . . , fq

)
=
bn1−1,...,nq−1

a1,n1 . . . aq,nq

. (19)

La formule (19) reste valable lorsque A est un anneau commutatif, R = A[X1, . . . , Xq],
et

Pi(X) = Xni
i + ai,ni−1X

ni−1
i + · · ·+ ai,0 (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni ) .

En effet, d’une part P =
R
I

est un A-module libre de type fini dont une base est

{X̄k = Xk1
1 . . . X

kq
q | 0 ≤ ki ≤ ni − 1, 1 ≤ i ≤ q}, d’autre part (P1(X), . . . , Pq(X))

est une suite régulière. Pour montrer ceci il suffit de considérer les A-modules libres
B0 = A et pour 1 ≤ i ≤ q − 1

Bi =
A[X1, . . . , Xi]

(P1(X), . . . , Pi(X))
=

⊕
0≤αj<nj

j=1,...,i

AXα1
1 . . . Xαi

i .
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On a pour 0 ≤ i ≤ q − 1

A[X1, . . . , Xq]
(P1(X), . . . , Pi(X))

= Bi[Xi+1, . . . , Xq] ,

et la multiplication par Pi+1(X) dans Bi[Xi+1, . . . , Xq] est injective, par conséquent
la suite (P1(X), . . . , Pq(X)) est régulière. Comme précédemment la suite

ζ = (X1 − Ȳ1, . . . , Xq − Ȳq)

de A[X,Y ]/(P (Y )) est quasi-régulière et engendre le noyau de

µ̃ : A[X,Y ]/(P (Y )) −→ A[X]/(P (X))

classe (Q(X,Y )) −→ classe(Q(X,X))
.

Les hypothèses de la proposition 2.2.2 sont vérifiées et les mêmes calculs que ceux
effectués précédemment montrent que pour Q(X) =

∑
β = (β1, . . . , βq)
0 ≤ βi ≤ ni − 1

bβX
β :

ResR/A

(
Q(X) ζ1.ζ2 . . . ζq

f1, . . . , fq

)
= bn1−1,...,nq−1 .

On peut procéder de même lorsque A = C, R = Oq = C{x1, . . . , xq}, et f =
(f1, . . . , fn) une suite de C{x} telle que

fi = xni
i (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni) .

f = (f1, . . . , fn) est une suite régulière de C{x}, et C{x}/(f) est un C-espace
vectoriel de dimension finie. On montre ci-dessous que le noyau de

µ̃ :
C{x}
(f)

⊗C C{y} −→ C{x}
(f)

x̄i −→ x̄i

yi −→ ȳi

est engendré par:
ζ = (x̄1 − y1, . . . x̄q − yq).

En effet, soit h(x, y) =
∑p

i=1 ai(x)gi(y) où ai(x) ∈ C[x] et gi(y) ∈ C{y}. On a:

h(x, y) =
p∑

i=1

ai(x)(gi(y)− gi(x)) +
p∑

i=1

ai(x)gi(x)

=
p∑

i=1

ai(x)(
q∑

j=i

(xj − yj)bi,j(x, y)) +
p∑

i=1

ai(x)gi(x)

où bi,j(x, y) ∈ C{x, y}. Comme C{x}/(f) est un C-espace vectoriel de dimension
finie, l’image de bi,j(x, y) dans C{x, y}/(f(x)) est un élément de C{x}/(f)⊗C C{y};
ceci montre que le noyau de µ̃ est engendré par ζ. On est à partir de là, dans une
situation similaire au cas polynomial: ζ est une suite quasi-régulière, ∆f

ζ = ∆P (X)
ζ ,

et pour h(x) =
∑

β=(β1,...,βq) bβX
β :

ResR/A

(
h(x) ζ1.ζ2 . . . ζq

f1, . . . , fq

)
= bn1−1,...,nq−1. � (20)

Remarque 2.2.5.



2. RÉSIDU VIA LES ALGÈBRES DE GORENSTEIN 29

La forme linéaire ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
est alternée par rapport à f et ζ. En

effet

1⊗ fi =
q∑

j=1

ai,jζj et ∆̃f
ζ = det(ai,j) ,

par conséquent ∆̃f
ζ est alterné par rapport à f et ζ. Plus précisément, si δ et γ

sont deux permutations de {1, . . . , q} de signatures respectives |δ| et |γ|, en notant
fδ = (fδ(1), . . . , fδ(q)) et ζγ = (ζγ(1), . . . , ζγ(q)), on a: ∆̃fδ

ζγ
= (−1)(|δ|+|γ|)∆̃f

ζ .

Comme ∆fδ

ζγ
= (−1)(|δ|+|γ|)ρ̃(∆̃f

ζ ), on obtient:

Ψ(∆fδ

ζγ
)((−1)(|δ|+|γ|)τ ζ

f ) = 1 .

Par unicité de la trace (déf. 2.1.6), on déduit

τ
ζγ

fδ
= (−1)(|δ|+|γ|)τ ζ

f ,

par conséquent:

ResR/A

(
. ζγ(1).ζγ(2) . . . ζγ(q)

fδ(1), . . . , fδ(q)

)
= (−1)(|δ|+|γ|) ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
. (21)

�

Proposition 2. 2. 6. (Passage au complété.)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P⊗A R −→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).
On note R̂ le complété f-adique de R, f̂i l’image de fi dans R̂, et ζ̂i l’image de ζi
par l’application canonique de P⊗A R dans P⊗A R̂.Alors:

1) P/A admet pour présentation
R̂

(f̂)
, et pour trace τ ζ̂

f̂

2) Pour tout r ∈ R, d’image r̂ ∈ R̂ on a:

ResR/A

(
r ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
= ResR̂/A

(
r̂ ζ̂1.ζ̂2 . . . ζ̂q
f̂1, . . . , f̂q

)
. (22)

Preuve.
1) R étant un anneau nœthérien, R̂ est un R-module plat, il est donc, en partic-

ulier, A-plat. f étant une suite quasi-régulière de R, f̂ est une suite régulière de R̂,

et
R̂

f̂R̂
=

R
fR

= P est un A-module projectif de type fini. On montre, ci-dessous,

que ζ̂ est une suite quasi-régulière de P⊗A R̂ qui engendre le noyau Ĵ de:

P⊗A R̂ −→ P

x̄⊗ ŷ −→ x̄ȳ .
(23)
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En effet, comme P⊗A R est nœthérien et (1⊗ f)P⊗A R ⊂ ζP⊗A R, on a:

((P⊗A R)1⊗f )ζ ' (P⊗A R)ζ

où (P⊗A R)1⊗f , (P⊗A R)ζ sont les complétés 1⊗ f et ζ adiques de P⊗A R, et
((P⊗A R)1⊗f )ζ le complété ζ-adique de (P⊗A R)1⊗f .
ζ étant une suite quasi-régulière de P⊗A R, son image dans (P⊗A R)ζ est une

suite régulière. Par conséquent ζ est une suite quasi-régulière de (P⊗A R)1⊗f . Or

(P⊗A R)1⊗f = P⊗A R̂ ,

donc ζ̂ est une suite quasi-régulière de P⊗A R̂.
ζ̂ engendre Ĵ . En effet, tout élément de P⊗A R̂ peut s’écrire sous la forme

u =
k∑

i=1

pi ⊗ ri + v , (24)

où pi ∈ P, ri ∈ R et v ∈ (1⊗f)P⊗A R̂ ⊂ Ĵ . Par conséquent, u ∈ Ĵ si et seulement
si
∑k

i=1 pi ⊗ ri ∈ J . Comme J est engendré par ζ, cela prouve que Ĵ est engendré

par ζ̂. D’après le corollaire 2.2.3, on peut définir τ ζ̂

f̂
∈ homA(R̂,A), qui est la trace

de la A-algèbre P suivant la présentation
R

(f̂)
et la suite ζ̂.

2) Les triplets (R, f, ζ) et (R̂, f̂ , ζ̂) vérifient les hypothèses du corollaire 2.2.3
et fournissent deux présentations de P. Par construction ∆f

ζ = ∆f̂

ζ̂
, donc, d’après

l’unicité de la trace, τ ζ̂

f̂
= τ ζ

f . �

2.3. Propriétés fonctorielles du résidu défini via les algèbres de Goren-
stein.

On présente dans ce paragraphe les propriétés essentielles du résidu défini via
les algèbres de Gorenstein. C’est-à-dire, la non-dégénérescence, la loi de transfor-
mation, l’action d’un changement de base, et la loi de transitivité.

Proposition 2.3.1. (non dégénérescence.)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P⊗A R −→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).
Soit h ∈ R. On a h ∈ (f1, . . . , fq) si et seulement si:

∀r ∈ R , ResR/A

(
h.r ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
= 0 .
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Preuve.
On note h̄ , r̄ les images de h , r dans P. Comme τ ζ

f est une base du P-module
homA(P,A) on a:

h̄ = 0⇐⇒ h̄.τ ζ
f = 0 .

Par définition de la structure de P-module de homA(P,A) ceci équivaut à:

∀r ∈ R , h̄.τ ζ
f (r̄) = τ ζ

f (h̄r̄) = 0 . �

Proposition 2.3.2. (loi de transformation.)
Soient R une A-algèbre plate, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux suites

quasi-régulières de R telles que les A-modules P =
R
fR

et P′ =
R
gR

soient projectifs

de type fini. On suppose que

gi =
q∑

j=1

αi,jfj (i = 1, . . . , q; ai,j ∈ R) (25)

et que le noyau J ′ de µ̃′ : P′⊗AR −→ P′ est engendré par une suite quasi-régulière
ζ ′ = (ζ ′1, . . . , ζ

′
q). Notons ζ = (ζ1, . . . , ζq) l’image de ζ ′ dans P ⊗A R; ζ est une

suite quasi-régulière de P⊗A R qui engendre le noyau J de
µ̃ : P⊗A R −→ P. Pour tout h ∈ R on a:

ResR/A

(
h ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
= ResR/A

(
hdet(αi,j) ζ ′1.ζ

′
2 . . . ζ

′
q

g1, . . . , gq

)
. (26)

Cette propriété est la formulation, dans les notations introduites précédemment,
de la proposition F.26, §F de l’appendice [Ku 2]. �

Soient A Ψ−→ A′ une A-algèbre, et M un A-module. M ′ = A′ ⊗A M est un
A′-module, et si m ∈M on notera m′ = 1⊗m ∈M ′.

Proposition 2.3.3. ( compatibilité au changement de base.)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P⊗A R −→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).

Soit A Ψ−→ A′ une A-algèbre telle que R′=A′ ⊗A R soit nœthérien.

Alors f ′ = (1⊗f1, . . . 1⊗fq) est une suite quasi-régulière de R′, et P′ =
R′

(f ′)
est

un A′-module projectif de type fini. ζ ′ est une suite quasi-régulière de P′⊗A′ R′ '

P′ ⊗A R, et engendre le noyau J ′ de µ̃′ : P′ ⊗A′ R′ −→ P′. Ainsi P′ =
R′

(f ′)
est

une A′-algèbre de Gorenstein, et on a:

∀h ∈ R , ResR′/A′

(
h′ ζ ′1.ζ

′
2 . . . ζ

′
q

f ′1, . . . , f
′
q

)
= Ψ(ResR/A

(
h ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
) . (27)
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Cette propriété est la formulation, dans les notations introduites précédemment,
de la proposition F.27, §F de l’appendice [Ku 2]. �

Le résidu, défini via les algèbres de Gorenstein, vérifie la loi de transitivité.
Comme précédemment, on note P/A une algèbre de Gorenstein de présentation

R
(f1, . . . , fq)

, et qui admet pour trace:

τ ζ
f : P→ A .

Soit S une R-algèbre plate telle que S′ =
S

(f1, . . . , fq)
soit une P-algèbre plate. On

considère g′ = (g′1, . . . , g
′
l), une suite quasi-régulière de S′ telle que Q =

S′

g′S′
soit

un P-module projectif de type fini. On suppose que le noyau de Q ⊗P S′ → Q
est engendré par une suite quasi-régulière η′ = (η′1, . . . η

′
l). Par suite Q/P est une

algèbre de Gorenstein qui admet pour trace:

τη′

g′ : Q→ P .

D’après la proposition 2.1.9, Q/A est une algèbre de Gorenstein et admet pour
trace:

τ ζ
f ◦ τ

η′

g′ : Q→ A

Soit g = (g1, . . . , gl) ⊂ S et η′′ = (η′′1 , . . . η
′′
l ) ⊂ Q ⊗A S des antécédents de g′ et

η′. (f, g) est une suite quasi-régulière de S. En effet, le même argument que celui
utilisé dans la preuve de la quasi-régularité de la suite 1 ⊗ f dans la proposition
2.2.2, montre que la suite f est une suite quasi-régulière de S, de plus l’image de la
suite (f, g) dans un localisé de S par un idéal maximal contenant (f, g) est régulière.
De même la suite (ζ, η′′) est une suite quasi-régulière de Q⊗A S ([Ku2], appendice
F, prop. F.28). (ζ, η′′) engendre le noyau de Q⊗A S→ Q et

τ ζ,η′′

f,g : Q→ A ,

est une trace de Q/A. On a ([Ku2], appendice F, prop. F.28 ):

τ ζ,η′′

f,g = τ ζ
f ◦ τ

η′

g′ . (28)

Traduit dans les notations introduites dans 2.2.4, on obtient:

Proposition 2.3.4.
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P⊗A R −→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).

Soient S une R-algèbre plate telle que S′ =
S

(f1, . . . , fq)
soit une P-algèbre plate,

et g′ = (g′1, . . . , g
′
l) une suite quasi-régulière de S′ telle que Q =

S′

g′S′
soit un
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P-module projectif de type fini. On suppose que le noyau de Q ⊗P S′ −→ Q
est engendré par une suite quasi-régulière η′ = (η′1, . . . η

′
l). On note g ⊂ S et

η′′ ⊂ Q⊗A S des antécédents de g′ et η′.
Alors pour tout s ∈ S on a:

ResS/A

(
s ζ1.ζ2 . . . ζq.η

′′
1 . . . η

′′
l

f1, . . . , fq, g1, . . . , gl

)
= ResR/A

σ(ResS′/P

(
s′ η′1.η

′
2 . . . η

′
l

g′1, . . . , g
′
l

)
) ζ1.ζ2 . . . ζq

f1, . . . , fq


(29)

où s′ ∈ S′ est l’image de s, et σ(ResS′/P

(
s′ η′1.η

′
2 . . . η

′
l

g′1, . . . , g
′
l

)
) ∈ R un antécédent de

ResS′/P

(
s′ η′1.η

′
2 . . . η

′
l

g′1, . . . , g
′
l

)
∈ P.

Cette proposition permet d’obtenir:

Proposition 2.3.5. (Loi de transitivité.)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de µ̃ : P⊗A R −→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq).
Soient S une R-algèbre plate , et g = (g1, . . . , gl) une suite quasi-régulière de S

telle que T =
S
gS

soit un R-module projectif de type fini. On suppose que le noyau

de T⊗R S −→ T est engendré par une suite quasi-régulière η = (η1, . . . ηl).

On note S′ =
S

(f)
, g′ l’image de g dans S′, Q =

S′

g′S′
, η′ = (1⊗ η1, . . . 1⊗ ηl) ⊂

P⊗R (T⊗R S) ' Q⊗R S, et η′′ ⊂ Q⊗A S un antécédent de η′.
Alors pour tout s ∈ S on a:

ResS/A

(
s ζ1.ζ2 . . . ζq.η

′′
1 . . . η

′′
l

f1, . . . , fq, g1, . . . , gl

)
= ResR/A

ResS/R

(
s η1.η2 . . . ηl

g1, . . . , gl

)
ζ1.ζ2 . . . ζq

f1, . . . , fq


(30)

Preuve.
En utilisant un changement de base, on montre que les conditions de la propo-

sition précédente sont satisfaites. Soient R Ψ−→ R′ = R/(f) = P la surjec-

tion canonique, et S′ = R′ ⊗R S =
S

(f)
. S étant une R-algèbre plate, S′ est

une R′-algèbre plate, de plus S′ est nœthérien en tant que quotient d’un an-
neau nœthérien. D’après la proposition 2.3.3, g′ = (1 ⊗ g1, . . . , 1 ⊗ gl) est une

suite quasi-régulière de S′, Q =
S′

(g′)
est un R′-module projectif de type fini, et

η′ = (1⊗ η1, . . . , 1⊗ ηl) ⊂ R′ ⊗R (T⊗R S) est une suite quasi-régulière qui engen-
dre le noyau du morphisme Q ⊗P S′ → Q. On peut par conséquent appliquer la
proposition 2.3.4. D’autre part, d’après la proposition 2.3.3, on a:

ResS′/P

(
s′ η′1.η

′
2 . . . η

′
l

g′1, . . . , g
′
l

)
= Ψ(ResS/R

(
s η1.η2 . . . ηl

g1, . . . , gl

)
)

Appliqué à (29), ce résultat fournit (30). �
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§3. Construction du symbole résidu via l’homologie de Hochschild

On rappelle dans ce paragraphe la construction du symbole résidu via l’homologie
de Hochschild. Cette construction est due à J. Lipman ([L]).

On considère R une A-algèbre unitaire et commutative d’homomorphisme struc-
tural h : A → R, R/A = cokerh, et Re = R ⊗A R l’algèbre enveloppante de R.
Le Re-homomorphisme:

ε : Re −→ R

a⊗ b −→ ab

munit R d’une structure de Re-module.
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3.1. Modules d’homologie de Hochschild à cœfficients dans un bimod-
ule.

Pour n ∈ N on note Bn les Re-modules:

Bn = Re ⊗A (R/A⊗A · · · ⊗A R/A) (n fois le facteur R/A)

et on considère le complexe de Re-module ([ML] chap.X §2):

. . . Bn
∂n−→ Bn−1

∂n−1−→ . . .
∂2−→ B1

∂1−→ B0
ε−→ R (1)

défini par:

∂n(x[r1| . . . |rn]y) =xr1[r2| . . . |rn]y

+
i=n−1∑

i=1

(−1)ix[r1| . . . |riri+1| . . . |rn]y

+ (−1)nx[r1| . . . |rn−1]rny

où x[r1| . . . |rn]y est une écriture de x⊗ y ⊗ (r∗1 ⊗ · · · ⊗ r∗n) ∈ Bn , r∗i étant l’image
canonique de ri ∈ R dans R/A.
ε : B.(h) −→ R est une résolution du Re-module R ([ML] chap.X thm. 2.1).

Si M est un Re-module, les A-modules de l’homologie (resp. cohomologie) de
Hochschild de la A-algèbre R à cœfficients dans le Re-module M sont définis via
la résolution (1) par:

Hn(R,M) = Hn(M⊗Re B.(h)) (2)

(resp. Hn(R,M) = Hn(HomRe(B.(h),M) ). (3)

(cf. [ML] chap.X §3 , 4). En particulier on a:

H0(R,M) =
M⊗Re B0

im(1⊗ ∂1)

=
M

{(r ⊗ 1)m− (1⊗ r)m | r ∈ R,m ∈M}
= R⊗Re M (4)

(resp. H0(R,M) = {m ∈M | (r ⊗ 1)m = (1⊗ r)m pour tout r ∈ R} ).
(5)

R étant commutatif, pour tout r ∈ R la multiplication par r ⊗ 1 dans Bn

(resp. R) est un Re-endomorphime. On peut par conséquent munir Hn(R,M) et
Hn(R,M) d’une structure de R-module.
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3.2. Le morphisme résidu.

Pour q ∈ N, on considère le R-homomorphisme:

ρq
M : Hq(R,M)⊗R Hq(R,R) −→ H0(R,M) (6)

défini de la façon suivante:
si ζ ∈ Hq(R,M) est la classe de cohomologie du q-cocycle f ∈ HomRe(Bq,M),

et η ∈ Hq(R,R) est la classe d’homologie du q-cycle x̄ = 1⊗ x ∈ R⊗Re Bq, alors
ρq
M(ζ⊗η) est la classe d’homologie du 0-cycle γ = 1⊗f(x) ∈ R⊗Re M = H0(R,M).

Le morphisme résidu est défini à partir de ρq
M en spécialisant M. Soit I un idéal

de R tel que P =
R
I

soit un A-module projectif de type fini et M = HomA(P,P).
On munit P de sa structure naturelle de R-module, et M d’une structure de Re-
module en posant pour g ∈M, r1 ⊗ r2 ∈ Re, et p ∈ P:

((r1 ⊗ r2)g)(p) = r1g(r2p);

on note:
(r1 ⊗ r2)g = r1gr2 (7)

D’après (4) on a:

H0(R,HomA(P,P)) =
HomA(P,P)

{rg − gr | r ∈ P , g ∈ HomA(P,P)}
. (8)

P étant un A-module projectif de type fini, on a sur HomA(P,P) une forme linéaire
canonique qui à tout endomorphisme u associe sa trace que l’on note TrP/A(u) ([B1]
Chap. II,§4.3 ). Cette application induit sur H0(R,HomA(P,P)) une application
A-linéaire que l’on note aussi TrP/A.

Définition (3.2.1). ( [L] (1.5.1)) Pour q ∈ N, l’homomorphisme résidu Resq est
la composée des applications A-linéaires:

Hq(R,HomA(P,P))⊗R Hq(R,R)
ρq
M−→ H0(R,HomA(P,P))

TrP/A−→ A (9)

3.3. Le résidu via l’homologie de Hochschild.

Comme précédemment, P =
R
I

est un A-module projectif de type fini, et M =

HomA(P,P).
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a) Ecriture explicite de Res0.

D’après (4) et (5), on a:

H0(R,HomA(P,P)) = HomR(P,P)

H0(R,R) = R.

Par conséquent:

Res0 : HomR(P,P)
TrP/A−→ A (10)

b) Le symbole résidu défini par Res1.

P = R/I étant un A-module projectif, on considère:

ρ :
R
I
−→ R

I2

une section A-linéaire de la surjection canonique π : R/I2 −→ R/I.
R/I et R/I2 étant munis de leur structure naturelle de R-module, on pose, pour

tout p ∈ P et r ∈ R:

(r ⊗ 1− 1⊗ r)ρ(p) = rρ(p)− ρ(rp) ∈ R
I2

;

par suite (rρ(p) − ρ(rp)) ∈ I/I2 car π(rρ(p) − ρ(rp)) = 0, et pour tout α ∈

HomP(
I

I2
,P) on peut définir:

Dα(r) = α ◦ (r ⊗ 1− 1⊗ r)ρ ∈ HomA(P,P). (11)

On note DerA(R,M) les A-dérivations de R dans M, c’est-à-dire les A-homo-
morphismes D de R dans M tels que D(1) = 0 et D(r1r2) = D(r1)r2 + r1D(r2)
pour tout r1, r2 ∈ R. On appelle dérivation intérieure toute dérivation dm, où
m ∈M, définie par dm(r) = mr − rm. On peut identifier ([L] §1 (1.3.3)):

H1(R,M) =
DerA(R,M)

{dérivations intérieures}
.

On a, d’une part, un R-isomorphisme ([L] §1 exemples 1.4 et 1.7):

HomP(
I

I2
,P) −→ DerA(R,HomA(P,P))

{ dérivations intérieures}
= H1(R,HomA(P,P))

α −→ [Dα]
(12)

où Dα ∈ DerA(R,HomA(P,P)) est défini par (11), et [Dα] est la classe de Dα. En
fait, [Dα] est la classe de cohomologie du 1-cocycle f ∈ HomA(R/A,HomA(P,P)):

f : R/A −→ HomA(P,P)

[r] −→ Dα(r) = α ◦ (r ⊗ 1− 1⊗ r)ρ.
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On a, d’autre part, un R-isomorphisme ([L] §1 exemple 1.3):

θ1 : ΩR/A −→ H1(R,R)

dr −→ classe d’homologie du 1-cycle 1⊗ [r] ∈ R⊗A R/A
(13)

où ΩR/A est le R-module des différentielles de la A-algèbre R, et R ⊗Re B1 est
identifié à R⊗A R/A.

Pour ω ∈ ΩR/A et α ∈ HomP(
I

I2
,P), on définit le symbole résidu par :

ResA,R,P

[
ω
α

]
= Res1([Dα]⊗ θ1(ω)). (14)

En particulier si ω = rdr1, on a:

ResA,R,P

[
rdr1
α

]
= TrP/A (rP ◦ α ◦ (r1 ⊗ 1− 1⊗ r1)ρ)

= TrP/A (rP ◦ α ◦ (r1.ρ− ρ.r1))
(15)

où rP ∈ HomA(P,P) est la multiplication par r.

c) Le symbole résidu défini par Resq lorsque q > 1.

On a, d’une part, un R-homomorphisme ([L] §1 (1.8.3)):

⊗q
R HomP(

I

I2
,P) −→ Hq(R,HomA(P,P))

α1 ⊗ · · · ⊗ αq −→ [Dα1 . . . Dαq ] .
(16)

[Dα1 . . . Dαq
] étant la classe de cohomologie du q-cocycle 1⊗f ∈ HomRe(Bq,HomA(P,P)),

où f ∈ HomA(⊗q
AR/A,HomA(P,P)) est défini par:

f : ⊗q
AR/A −→ HomA(P,P)

[r1| . . . |rq] −→ Dα1(r1) ◦ · · · ◦Dαq (rq).

On a, d’autre part, un R-homomorphisme ([L] §1 (1.10.2)):

θq : ∧qΩR/A −→ Hq(R,R) (17)

qui à dr1 ∧ · · · ∧ drq associe la classe d’homologie du q-cycle

∑
τ∈Sq

(−1)|τ |[rτ(1)| . . . |rτ(q)] ∈ R⊗Re Bq,

où |τ | désigne la signature de τ .
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Définition 3.3.1. ( La formule du déterminant pour les résidus.) ( [L] §1 prop.
(1.10.5)).

Pour ω ∈ ∧qΩR/A et (α1, . . . , αq) ∈ (HomP(
I

I2
,P))q, on définit le symbole

résidu par :

ResA,R,P

[
ω

α1, . . . , αq

]
= Resq([Dα1 . . . Dαq

]⊗ θq(ω)) (18)

où [Dα1 . . . Dαq
] est défini par (16) et θq(ω) par (17).

En particulier, si ω = rdr1 ∧ · · · ∧ drq, on a:

ResA,R,P

[
rdr1 ∧ · · · ∧ drq
α1, . . . , αq

]

= TrP/A

rP ◦ ∑
τ∈Sq

(−1)|τ |α1(rτ(1).ρ− ρ.rτ(1)) ◦ · · · ◦ αq(rτ(q).ρ− ρ.rτ(q))

 .
(19)

Lorsque I est engendré par une suite quasi-régulière (f1, . . . , fq),
I

I2
est un P =

R
I

module libre de rang q dont une base est (f̃1, . . . , f̃q); f̃i désignant l’image de

fi dans I/I2. En choisissant pour (α1, . . . , αq) ∈ (HomP(
I

I2
,P))q la base duale de

(f̃1, . . . , f̃q), le symbole résidu défini dans la proposition 3.3.1 s’appellera résidu par
rapport à f , via l’homologie de Hochschild.

Définition 3.3.2.
Soient R une A-algèbre, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle

que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On note (f̃1, . . . , f̃q) la base

du P-module I/I2 et (α1, . . . , αq) la base duale. Pour ω ∈ ∧qΩR/A on pose:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResA,R,P

[
ω

α1, . . . , αq

]
. (20)

On appellera ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
, le résidu de ω par rapport à f , via l’homologie

de Hochschild.

Exemple 3.3.3.

On peut illustrer la définition 3.3.2 à l’aide de l’exemple suivant; cet exemple
jouera un rôle essentiel pour montrer que le résidu intégral, défini dans le paragraphe
1, n’est qu’un cas particulier du résidu de Hochschild. Cet exemple sera aussi utilisé
dans des preuves de propositions des chapitres III et IV.

Soient A = K un corps commutatif infini et R = K[X1, . . . , Xq] l’anneau des
polynômes à cœfficients dans K. On considère les polynômes à une variable

Pi(X) = ai,ni
Xni

i + ai,ni−1X
ni−1
i + · · ·+ ai,0 (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni ; ai,ni

6= 0) ,
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et I l’idéal de K[X] engendré par les Pi(X). P = R/I est un K-espace vectoriel de

dimension finie dont une base est {X̄k = Xk1
1 . . . X

kq
q | 0 ≤ ki ≤ ni − 1, 1 ≤ i ≤ q}.

On peut choisir
ρ : R/I −→ R/I2

X̄k −→ X̃k

comme section K-linéaire de la projection canonique de R/I2 dans R/I.
R/I étant un K-espace vectoriel de dimension finie, (P1(X), . . . , Pq(X)) est une

suite quasi-régulière de R (cf.appendice §3, prop.3.1). Pour Q(X) ∈ R, on a:

ResR/K

[
Q(X)dX1 ∧ · · · ∧Xq

P1(X), . . . , Pq(X)

]

= TrP/K

Q(X)P ◦
∑
τ∈Sq

(−1)|τ |α1(Xτ(1).ρ− ρ.Xτ(1)) ◦ · · · ◦ αq(Xτ(q).ρ− ρ.Xτ(q))


où

(Xi.ρ− ρ.Xi) : R/I −→ I/I2

X̄k −→ X̃iX̃
k − ρ(X̄iX̄

k) .

Soit X̄k = X̄k1
1 . . . X̄

kq
q (0 ≤ kj ≤ ni − 1 , j = 1, . . . , q).

Si 0 ≤ ki < ni − 1 on a:

(Xi.ρ− ρ.Xi)(X̄k) = 0 .

Si ki = ni − 1 on a:

(Xi.ρ− ρ.Xi)(X̄k) = X̃iX̃
k − ρ(X̄iX̄

k)

= X̃kX̃i + X̃k1
1 . . . X̃

ki−1
i−1 (

ai,ni−1X̃
ni−1
i + · · ·+ ai,0

ai,ni

)X̃ki+1
i+1 . . . X̃kq

q

=
X̃k1

1 . . . X̃
ki−1
i−1 X̃

ki+1
i+1 . . . X̃

kq
q

ai,ni

Pi(X̃) .

Par conséquent, pour X̄k = X̄k1
1 . . . X̄

kq
q on a:

αi

(
(Xi.ρ− ρ.Xi)(X̄k)

)
=


0 si 0 ≤ ki < ni − 1

X̄k1
1 . . . X̄

ki−1
i−1 X̄

ki+1
i+1 . . . X̄

nq
q

ai,ni

si ki = ni − 1

αj

(
(Xi.ρ− ρ.Xi)(X̄k)

)
= 0 si i 6= j .

Ce calcul permet d’obtenir∑
τ∈Sq

(−1)|τ |α1(Xτ(1).ρ− ρ.Xτ(1)) ◦ · · · ◦ αq(Xτ(q).ρ− ρ.Xτ(q))

 (X̄k)

= (α1(X1.ρ− ρ.X1) ◦ · · · ◦ αq(Xq.ρ− ρ.Xq)) (X̄k)

=


0 si k 6= (n1 − 1, . . . , nq − 1)

1
a1,n1 . . . aq,nq

si k = (n1 − 1, . . . , nq − 1)

.
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Si Q(X) =
∑
β = (β1, . . . , βq)
0 ≤ βi ≤ ni − 1

bβX
β , on a

TrP/K

Q(X)P ◦
∑
τ∈Sq

(−1)|τ |α1(Xτ(1).ρ− ρ.Xτ(1)) ◦ · · · ◦ αq(Xτ(q).ρ− ρ.Xτ(q))


=
bn1−1,...,nq−1

a1,n1 . . . aq,nq

,

et donc:

ResR/K

[
Q(X)dX1 ∧ · · · ∧Xq

P1(X), . . . , Pq(X)

]
=
bn1−1,...,nq−1

a1,n1 . . . aq,nq

. (21)

Comme dans l’exemple 2.2.4, la formule (21) reste valable lorsque A est un
anneau commutatif, R = A[X1, . . . , Xq], et

Pi(X) = Xni
i + ai,ni−1X

ni−1
i + · · ·+ ai,0 (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni ) .

En effet, comme on l’a montré dans l’exemple 2.2.4, P =
R

(P (X))
est un A-module

libre de type fini dont une base est {X̄k = Xk1
1 . . . X

kq
q | 0 ≤ ki ≤ ni−1, 1 ≤ i ≤ q},

et (P1(X), . . . , Pq(X)) est une suite régulière. Les mêmes calculs que ceux effectués
précédemment montrent que pour Q(X) =

∑
β = (β1, . . . , βq)
0 ≤ βi ≤ ni − 1

bβX
β :

ResR/A

[
Q(X)dX1 ∧ · · · ∧Xq

P1(X), . . . , Pq(X)

]
= bn1−1,...,nq−1 .

De la même façon, lorsque A = C , R = Oq , f = (f1, . . . , fn) une suite de Oq

telle que
fi = Xni

i (1 ≤ i ≤ q ; 0 < ni) ,

pour g =
∑

β∈Nq bβX
β on a:

ResR/K

[
g dX1 ∧ · · · ∧Xq

f1, . . . , fq

]
= bn1−1,...,nq−1 . (22)
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3.4. Une écriture explicite du résidu, via l’homologie de Hochschild,
dans le cas des suites quasi-régulières.

Les résultats de ce paragraphe sont issus de [L] §3.

On considère f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R, I l’idéal qu’elle
engendre, et R̂ le complété I-adique de R. On suppose que P = R/I est un A-
module projectif de type fini, et l’on note:

σ :
R
I
−→ R (23)

une section A-linéaire de la projection canonique de R dans R/I. Tout élément
r ∈ R admet dans R̂ une écriture unique de la forme (cf appendice):

r =
∑

α∈Nq

σ(rα)fα (24)

où rα ∈ P. Par conséquent, il existe des γα ∈ HomA(P,P) uniques tels que:

∀p ∈ P rσ(p) =
∑

α∈Nq

σ(γα(p))fα. (25)

On définit l’élément r# ∈ HomA(P,P)[[f ]] par:

r# =
∑

α∈Nq

γαf
α. (26)

R/I2 étant muni de sa structure de R-module, par (24) tout élément de R/I2

admet une écriture unique de la forme σ(e0).1̄ +
∑q

i=1 σ(ei)f̄i où ei ∈ P. Ceci nous
permet de choisir:

ρ : P =
R
I
−→ R

I2

e0 −→ σ(e0).1̄

comme section A-linéaire de la projection canonique de R/I2 dans R/I.
Pour ω = rdr1 ∧ · · · ∧ drq, en notant:

r# =
∑

α∈Nq

γαf
α , r#j =

∑
α∈Nq

γj,αf
α (27)

et εi le q-uplet à composantes toutes nulles sauf la ieme qui vaut 1, on obtient:

(rjρ− ρrj)(p) =
q∑

i=1

σ(γj,εi(p))fi ∈
I

I2
.

Par conséquent, I/I2 étant muni de sa structure de P module, on a:

αi(rjρ− ρrj)(p) = γj,εi
(p)
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et:
rP ◦ (

∑
τ∈Sq

(−1)|τ |α1(rτ(1)ρ− ρrτ(1)) ◦ · · · ◦ αq(rτ(q)ρ− ρrτ(q)))(p)

= γ0 ◦
∑
τ∈Sq

(−1)|τ |γτ(1),ε1 ◦ · · · ◦ γτ(q),εq
(p).

(28)

En suivant la définition 2.3.2 on obtient:

ResR/A

[
rdr1 ∧ · · · ∧ drq

f1, . . . , fq

]
= TrP/A{γ0 ◦

∑
τ∈Sq

(−1)|τ |γτ(1),ε1 ◦ · · · ◦ γτ(q),εq
}. (29)

En fait on peut, en utilisant les formules (27), obtenir les résidus par rapport
aux puissances de f . On définit dans HomA(P,P)[[f ]]:

∂

∂fi
(r#j ) =

∑
α=(α1,...,αq)∈Nq

αiγj,αf
α−εi

det(
∂

∂fi
(r#j )) =

∑
τ∈Sq

(−1)|τ |
∂

∂f1
(r#τ(1)) ◦ · · · ◦

∂

∂fq
(r#τ(q)). (30)

On obtient la formule suivante qui généralise (29):

Théorème 3.4.1. ([L] §3 corollaire (3.7).)

Soient f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que P =
R
fR

soit un

A-module projectif de type fini, ω = rdr1 ∧ · · · ∧ drq ∈ ∧qΩR/A, m1, . . . ,mq une
suite d’entiers strictement positfs, et:

r# det(
∂

∂fi
(r#j )) =

∑
α∈Nq

δαf
α ∈ homA(P,P)[[f ]].

On a:

ResR/A

[
rdr1 ∧ · · · ∧ drq
fm1
1 , . . . , f

mq
q

]
= TrP/A(δm1−1,...,mq−1) (31)

3.5. Propriétés fonctorielles du résidu.

Dans ce paragraphe on rappelle le comportement du résidu lors d’un changement
de bases (3.5.2) et lors du passage au complété (3.5.3), la loi de transformation
(3.5.4), la loi de transitivité (3.5.5). Changement de base et passage au complété
sont des corollaires d’une propriété que l’on présente ci-dessous.

On considère le diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux:

R Φ−−−−→ R′

h

x xh′

A −−−−→
Ψ

A′

(32)
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où A,A′,R,R′ sont des anneaux commutatifs unitaires.
On note Ω(Φ) l’application R-linéaire canonique (cf. [B1] chap. III, §10, prop.19)

Ω(Φ) : ΩR/A −→ ΩR′/A′

dR/A(r) −→ dR′/A′(Φ(r))

qui induit un R-homomorphisme canonique:

Ωq(Φ) : ∧qΩR/A −→ ∧qΩR′/A′ .

Proposition 3.5.1. Soient A,A′,R,R′ des anneaux commutatifs unitaires et les
homomorphismes h, h′,Φ, Ψ définis dans le diagramme (32). On considère I ⊂ R,
I ′ ⊂ R′ des idéaux de R et R′ tels que Φ(I) ⊂ I ′. On note P = R/I, P′ = R′/I ′,
et χ : P → P′ le morphisme induit par Φ . On suppose que P est un A-module
projectif de type fini, et que l’application canonique

P⊗A A′ → P′

p⊗ a′ → χ(p)a′
(33)

induite par Ψ et Φ est bijective.
Soit ω ∈ ∧qΩR/A. Pour α1, . . . , αq ∈ homP(I/I2,P) et α′1, . . . , α

′
q ∈ homP′(I ′/I ′2,P′)

tel que, pour tout i, le diagramme

I

I2

Φ̄−−−−→ I ′

I ′2

αi

y yα′i

P
χ−−−−→ P′

(34)

où Φ̄ est induit par Φ, soit commutatif on a:

ResA′,R′,P′

[
Ωq(Φ)(ω)
α′1, . . . , α

′
q

]
= Ψ(ResA,R,P

[
ω

α1, . . . , αq

]
). (35)

La preuve de cette propriété est donnée dans [L] §2 , prop. (2.3).

En particulier, lorsque R′ = R⊗A A′, Φ l’application canonique de R dans R′,
et I ′ l’idéal engendré par Φ(I), alors les applications canoniques:

P⊗A A′ −→ P′

I/I2 ⊗A A′ −→ I ′/I ′
2

sont bijectives ( [L] §2, cor. (2.4)). En identifiant I/I2 ⊗A A′ et I ′/I ′2, on note
pour αi ∈ homP(I/I2,P):

α′i = αi ⊗ 1 ∈ homP′(I ′/I ′2,P′). (36)

Les hypothèses de la proposition 3.5.1 sont alors vérifiées, et l’on obtient:
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Corollaire 3.5.2. (compatibilité au changement de base )
On considère R une A-algèbre commutative d’homomorphisme structural h, I un

idéal de R tel que P = R/I soit un A-module projectif de type fini, et α1, . . . , αq ∈
homP(I/I2,P). Soit A′ une A-algèbre commutative d’homomorphisme structural
Ψ , R′ = R⊗A A′, et I ′ = IR′. Pour ω ∈ ∧qΩR/A, on a:

ResA′,R′,P′

[
Ωq(Φ)(ω)
α′1, . . . , α

′
q

]
= Ψ(ResA,R,P

[
ω

α1, . . . , αq

]
) (37)

où α′i = αi ⊗ 1.

Lorsque I est engendré par une suite quasi-régulière, on obtient:

Corollaire 3.5.3.
Soient R une A-algèbre plate, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que P =
R
fR

soit un A-module projectif de type fini, et A′ une A-algèbre

commutative d’homomorphisme structural Ψ . On note R′ = R⊗A A′, et I ′ = IR′.
Pour ω ∈ ∧qΩR/A, on a:

ResR′/A′

[
Ωq(Φ)(ω)
f ′1, . . . , f

′
q

]
= Ψ(ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
) (38)

où f ′i = fi ⊗ 1.

Soit I un idéal de R engendré par une suite quasi-régulière f1, . . . , fq et R̂ le
complété I-adique de R. On note f̂i l’image de fi dans R̂, Î = IR̂, et ω̂ l’image de

ω ∈ ΩR/A dans ΩR̂/A. On a
R
I

=
R̂

Î
. Lorsque A′ = A, R′ = R̂, I ′ = Î, et Φ est

l’injection canonique de R dans R̂, la proposition 3.5.1 donne:

Corollaire 3.5.4.
Soient f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que P =

R
fR

soit un

A-module projectif de type fini, et R̂ le complété I-adique de R.
Pour tout ω ∈ ∧qΩR/A:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResR̂/A

[
ω̂

f̂1, . . . , f̂q

]
. (39)

Proposition 3.5.5. (Loi de transformation.)
Soient f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux suites quasi-régulières de R telles

que les A-modules
R
fR

et
R
gR

soient projectifs de type fini. On suppose de plus qu’il

existe des ai,j ∈ R tels que:

gi =
q∑

j=1

ai,jfj 1 ≤ i ≤ q.
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Alors pour tout ω ∈ ∧qΩR/A, on a:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
det(ai,j)ω
g1, . . . , gq

]
(40)

La preuve de cette propriété est donnée dans [L] §2 , cor. (2.8), lorsque les
complexes de Koszul K(fi) et K(gi) sont exacts sauf au degré zéro.

Dans le cas particulier où les suites f et g sont régulières, les complexes de Koszul
K(fi) et K(gi) sont exacts sauf au degré zéro (cf.[B1] chap.10, §9, th.1). Par [L] la
proposition est, dans ce cas, vérifiée.

Dans le cas général où les suites f et g sont quasi-régulières, on considère R̂ le
complété g-adique de R. Pour r ∈ R on note r̂ son image dans R̂. D’une part,
d’après le corollaire (3.5.4) on a:

ResR/A

[
ω

g1, . . . , gq

]
= ResR̂/A

[
ω̂

ĝ1, . . . , ĝq

]
D’autre part, d’après la proposition (3.5.1):

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResR̂/A

[
ω̂

f̂1, . . . , f̂q

]
.

Les suites f̂ et ĝ étant régulières dans R̂ on a:

ResR̂/A

[
ω̂

f̂1, . . . , f̂q

]
= ResR̂/A

[
det(âi,j) ω̂
ĝ1, . . . , ĝq

]
,

et par conséquent:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
det(ai,j)ω
g1, . . . , gq

]
. �

Les anneaux intervenant dans la loi de transitivité sont supposés unitaires, com-
mutatifs, nœthériens. Soit R une A-algèbre, et S une R-algèbre. Les homomor-
phismes structuraux fournissent les diagrammes commutatifs

R −−−−→ Sx x
A −−−−→

IdA

A

S IdS−−−−→ Sx x
A −−−−→ R

qui induisent les homomorphismes canoniques:

ΩR/A −→ ΩS/A

ω1 −→ ω′1

ΩS/A −→ ΩS/R

ω2 −→ ω′′2 .
(41)

On rappelle ci-dessous la définition d’un anneau localement en intersection complète.
( [Ku2] appendice C)
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Définition 3.5.6.
Un anneau local (A,m) est en intersection complète, si il est nœthérien, et si

son complété m-adique Â est isomorphe à un anneau
B
a

, où B est un anneau local
régulier et a un idéal de B engendré par une suite régulière.

Un anneau A est localement en intersection complète si AP est en intersection
complète pour tout P ∈ Spec(A).

Proposition 3.5.7. ( Loi de transitivité.)

Soient f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que P =
R
fR

soit un

A-module projectif de type fini, et g = (g1, . . . , gl) une suite quasi-régulière de la

R-algèbre S telle que Q =
S
gS

soit un R-module projectif de type fini. On suppose

que (g1, . . . , gl, f1, . . . , fq) est une suite quasi-régulière de S, et que Q =
S
gS

est

localement en intersection complète.
Alors pour ω1 ∈ ∧qΩR/A et ω2 ∈ ∧lΩS/A on a:

ResS/A

[
ω′1 ∧ ω2

f1, . . . , fq, g1, . . . , gl

]
= ResR/A

ω1 ResS/R

[
ω′′2

g1, . . . , gl

]
f1, . . . , fq

 (42)

où ω′1 ∈ ∧lΩS/A et ω′′2 ∈ ∧lΩS/R sont les images de ω1 , ω2 par les homomorphismes
canoniques.

Pour justifier l’écriture ResS/A

[
ω′1 ∧ ω2

f1, . . . , fq, g1, . . . , gl

]
, il suffit de vérifier que

S
(f, g)

est un A-module projectif de type fini. On a
R
fR
⊗R

S
gS
' S

(f, g)S
. Comme

S
gS

est un R-module projectif de type fini,
S

(f, g)
est un P-module projectif de

type fini, donc plat. P étant un A-module plat, car projectif, on a que
S

(f, g)S
est

un A-module plat ([M2] 3,§7 p.46). P étant un A-module de type fini, on a que
S

(f, g)S
est un A-module plat de type fini, par conséquent projectif ([B2] chap.II,

§5, n0 2, cor.2).
La preuve de l’égalité (42) est donnée dans [Hu] §7, th.7.8. On peut remplacer,

dans la proposition, la condition Q = S/gS est localement en intersection complète
par: A est réduit et A est une Q-algèbre, ou encore A est réduit , 2 n’est pas un
diviseur de zéro de R, et ∧1ΩR/A est un R-module projectif de type fini. �
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§4. Comparaison des différentes approches

On montre dans ce paragraphe que lorsque les hypothèses pour l’existence du
résidu défini via les algèbres de Gorenstein sont satisfaites, le résidu défini via
l’homologie de Hochschild permet d’obtenir le résidu via les algèbres de Gorenstein.
Indépendamment de ce résultat, on montre, par des méthodes plus élémentaires,
que ces deux résidus fournissent le résidu intégral.

4.1. Le résidu via les algèbres de Gorenstein comme cas particulier du
résidu via l’homologie de Hochschild.

Soient A un anneau , R une A-algèbre plate d’homomorphisme structural h,

et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que le A-module P =
R
(f)

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J de µ̃ : P ⊗A R → P est
engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq). On note ΩR/A le module
des différentielles de la A-algèbre R. On peut définir d’une part la forme linéaire

ResR/A

[
. ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
, et d’autre part pour tout ω = (ω1, . . . , ωq) ∈ Ωq

R/A la

forme linéaire ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
. Soit ∆f

ζ ∈ P ⊗A P le Bezoutien de f par

rapport à ζ, et δf
ζ =

∑M
j=1 αj ⊗βj ∈ R⊗A R un représentant de ∆f

ζ . On montrera
dans ce paragraphe qu’il existe une suite ω = (ω1, . . . , ωq) ∈ Ωq

R/A telle que:

∀h ∈ R,
M∑

j=1

αj ResR/A

[
βj ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
≡ h (modulo fR).

Il en résultera, d’après le corollaire 2.2.3, que les formes linéaires, nulles sur fR,

ResR/A

[
. ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
et ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
sont égales.

On considère le diagramme commutatif :

A Ψ−−−−→ P

h

y yη

R Φ−−−−→ S = P⊗A R

(1)

où Ψ est l’application canonique de A dans P déduite du morphisme structural h,
η(x̄) = x̄ ⊗ 1, et Φ(r) = 1 ⊗ r. Ce diagramme induit une application R-linéaire
canonique ([B1],chap.III, §10, prop.19):

Ω(Φ) : ΩR/A −→ ΩS/P

α dR/A(r) −→ 1⊗ α dS/P(1⊗ r) .
(2)
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Ω(Φ) induit un isomorphisme S-linéaire canonique ([B1],chap.III, §10, prop.20):

Ω0(Φ) : ΩR/A ⊗R S −→ ΩS/P

dR/A(r)⊗ s −→ sdS/P(1⊗ r) .
(3)

P étant muni de sa structure de S-algèbre via le morphisme µ̃, l’isomorphisme
Ω0(Φ) permet d’obtenir:

ΩS/P ⊗S P ' ΩR/A ⊗R P '
ΩR/A

fΩR/A
. (4)

Lemme 4.1.1.
Pour tout élément ζ ∈ J , il existe ω ∈ ΩR/A tel que:

Ω(Φ)(ω) = dS/P(ζ) (modulo JΩS/P) . (5)

Preuve.
On considère le diagramme commutatif :

A Id−−−−→ Ay yΨ

S = P⊗A R
µ̃−−−−→ P

(6)

µ̃ étant surjective, l’application S-linéaire composée ([B1],chap.III, §10, N0 12 ):

d′ :J
dS/P−−−→ ΩS/P −→ ΩS/P ⊗S P

ζ −→ d(ζ) −→ d(ζ)⊗ 1
(7)

induit, par passage au quotient, une application P-linéaire:

d̄ :
J

J2
−→ ΩS/P ⊗S P . (8)

D’après (4), ΩS/P ⊗S P '
ΩR/A

fΩR/A
, d’où l’application:

Θ :
J

J2
−→

ΩR/A

fΩR/A
. (9)

déduite de d̄. Θ est un isomorphisme de P-module ([Ho] lemme 1.1).
Soit ζ ∈ J d’image ζ̄ dans J/J2, et ω ∈ ΩR/A un représentant de Θ(ζ̄). D’après

les constructions précédentes, on a dans ΩS/P ⊗S P l’égalité

Ω(Φ)(ω)⊗ 1 = dS/P(ζ)⊗ 1 , (10)

et par conséquent:

Ω(Φ)(ω) = dS/P(ζ) (modulo JΩS/P) . �
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Proposition 4.1.2. (Egalité des résidus)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de

R telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le

noyau J de µ̃ : S = P ⊗A R → P est engendré par une suite quasi-régulière

ζ = (ζ1, . . . , ζq). On note ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
le résidu par rapport à f et ζ

défini via la A-algèbre de Gorenstein P. On considère une suite ω = (ω1, . . . , ωq)
de ΩR/A telle que

Ω(Φ)(ωj) = dS/P(ζj) (modulo JΩS/P) j = 1, . . . , q .

Alors

∀r ∈ R, ResR/A

[
r ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

(
r ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
. (11)

Preuve.
On considère sur S, muni de sa structure de P-module d’homomorphisme struc-

tural η : p → p ⊗ 1, les suites quasi-régulières (1 ⊗ f1, . . . , 1 ⊗ fq), et (ζ1, . . . , ζq).
Chacune de ces suites permet de définir, via l’homologie de Hochschild, un résidu
sur S.

En effet, on a d’une part
S

(1⊗ f)S
' P ⊗A P. P étant un A-module projectif

de type fini, P⊗A P est un P-module projectif ([B1],chap. II, §5, prop. 4) de type
fini. On peut par conséquent définir sur S, la forme linéaire:

ResS/P

[
. dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
.

On a d’autre part, ζ engendrant le noyau J de µ̃,
S
ζS
' P. Par conséquent

S
ζS

= S̃ est un P-module libre de rang 1, et on peut considérer sur S la forme

linéaire:

ResS/P

[
. dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
.

En notant σS̃/P la trace canonique de la P-algèbre S̃ (déf. 2.1.7), on a, comme
conséquence directe du théorème 3.4.1

ResS/P

[
. dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
= σS̃/P ◦ µ̃ .

Par conséquent,
S
ζS

étant un P-module libre de rang 1, on a pour tout h̄ ∈

S̃ , σS̃/P(h̄) = h̄ et:

∀h ∈ R, ResS/P

[
h̄⊗ 1 dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
= h̄ .
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Comme (h̄⊗ 1− 1⊗ h) ∈ J ,

ResS/P

[
h̄⊗ 1 dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
= ResS/P

[
1⊗ h dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
,

par conséquent:

∀h ∈ R, ResS/P

[
1⊗ h dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
= h̄ . (12)

Comme 
1⊗ fi =

q∑
j=1

ai,jζj (i = 1, . . . , q)

∆ζ
f = det(ai,j) =

M∑
j=1

ᾱj ⊗ βj ,

la loi de transformation donne:

ResS/P

[
1⊗ h ∆f

ζ dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)
1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
= ResS/P

[
1⊗ h dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)

ζ1, . . . , ζq

]
.

(13)
On a

Ω(Φ)(ωj) = dS/P(ζj) (modulo JΩS/P) j = 1, . . . , q ,

par conséquent, d’après la règle de Cramer,

∆f
ζ ∧

q
j=1 Ω(Φ)(ωj) = ∆f

ζ ∧
q
j=1 dS/P(ζj) (modulo (1⊗ f) ∧q ΩS/P)

ce qui permet d’obtenir l’égalité:

ResS/P

[
1⊗ h ∆f

ζ dS/P(ζ1) ∧ · · · ∧ dS/P(ζq)
1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
= ResS/P

[
1⊗ h ∆f

ζ Ω(Φ)(ω1) ∧ · · · ∧ Ω(Φ)(ωq)
1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
.

(14)
A partir des formules (12), (13), (14) on obtient:

M∑
j=1

ᾱj ResS/P

[
1⊗ βjh Ω(Φ)(ω1) ∧ · · · ∧ Ω(Φ)(ωq)

1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
= h̄ . (15)

D’après la formule de compatibilité du résidu au changement de base (corollaire
3.5.3)

ResS/P

[
1⊗ βjh Ω(Φ)(ω1) ∧ · · · ∧ Ω(Φ)(ωq)

1⊗ f1, . . . , 1⊗ fq

]
= Ψ

(
ResR/A

[
βjh ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

])
,

par conséquent:
M∑

j=1

αj ResR/A

[
βjh ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
≡ h (modulo fR) . (16)

P étant une A-algèbre de Gorenstein, il existe suivant le corollaire 2.2.3, une
seule forme linéaire sur R, nulle sur fR, qui vérifie (16), on obtient par conséquent

ResR/A

[
. ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

(
. ζ1.ζ2 . . . ζq
f1, . . . , fq

)
. �



52 I. DIFFÉRENTES APPROCHES DU RÉSIDU

On a en outre obtenu

Corollaire 4.1.3.
Pour tout h ∈ R :

M∑
j=1

αj ResR/A

[
βjh ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
≡ h (modulo fR) .

4.2. Le résidu intégral comme cas particulier du résidu via les algèbres
de Gorenstein et du résidu via l’homologie de Hochschild.

Indépendamment du résultat obtenu dans la proposition 4.1.2 (égalité des résidus),
on montre dans ce paragraphe que les constructions algébriques précédentes des
résidus recouvrent la définition analytique du résidu intégral.

Soit P = (P1, . . . , Pq) une suite d’éléments de R = C[X1, . . . , Xq] (resp. C{X1, . . . , Xq})
qui définit une variété non vide finie de Cq (resp. définit l’origine comme zéro isolé).
On peut définir (§1) pour tout h ∈ C[X] (resp. C{X}) le résidu intégral global

ResP (h) (17)

(resp. local ResP,0(h)). On notera par la suite le résidu intégral local et global par
ResP (h).
P définissant une variété non vide finie de Cq (resp. définit l’origine comme

zéro isolé), P est une suite quasi-régulière de C[X] (cf. appendice A) (resp. une

suite régulière de C{X} (cf. [G])). De plus P =
R

(P )
est un C-espace vectoriel

de dimension finie. On peut par conséquent définir le résidu, via l’homologie de
Hochschild,

ResR/C

[
. dX1 ∧ · · · ∧ dXq

P1, . . . , Pq

]
. (18)

Comme on l’a montré dans l’exemple 2.2.4, le noyau de

µ̃ :
C < X >

(f)
⊗C C < Y > −→ C < X >

(f)
X̄i −→ X̄i

Yi −→ Ȳi

où C < X > désigne C[X] ou C{X} , est engendré par la suite quasi-régulière
ζ = (X̄1 − Y1, . . . X̄q − Yq). On peut par conséquent définir le résidu, via les
algèbres de Gorenstein

ResR/C

(
. ζ1 . . . ζq
P1, . . . , Pq

)
. (19)

Sans faire appel à la proposition (4.1.2), on montre, ci-dessous, que les résidus
définis par (17),(18) et (19) sont égaux.

Lorsque les éléments Pi ne dépendent que de Xi, les exemples 1.3.3, 2.2.4 et
3.3.3, prouvent que les résidus définis en (17),(18) et (19) sont égaux. On montre
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ci-dessous que dans le cas général, la loi de transformation, qui est une propriété
vérifiée pour ces trois résidus, permet de se ramener à ce cas particulier.

Lorsque P ⊂ C[X] (resp. C{X} ) on note {a1, . . . , am} où ai = (ai,1, . . . , ai,q) ∈
Cq, les zéros de la variété (resp. l’origine est un zéro isolé). On considère

Sj(X) = (Xj − a1,j) . . . (Xj − am,j) (j = 1, . . . , q) . (20)

( resp. Sj(X) = Xj (j = 1, . . . , q) .)

D’après le Nullstellensatz, il existe des entiers nj > 0 tels que

Rj(X) := (Sj(X))nj ∈ I (21)

(resp. Rj(X) := X
nj

j ∈ I ) (22)

il existe donc des ai,j(X) ∈ R tels que:

Rj(X) =
∑

1≤i≤q

ai,j(X)Pi(X) (23)

en posant A(X) = (ai,j(X))1≤i,j≤q ∈Mq(R) on a:

R(X) = A(X)F (X) . (24)

Le résidu intégral vérifiant la loi de transformation, pourQ(Z) ∈ C[Z] (resp. C{X})
on a:

ResP (Q(X)) = ResR(det(A(X))Q(X)) . (25)

D’autre part les résidus, via l’homologie de Hochschild et via les algèbres de Goren-
stein, vérifient la loi de transformation. Par conséquent:

ResR/C

[
Q(X)dX1 ∧ · · · ∧ dXq

P1(X), . . . , Pq(X)

]
= ResR/C

[
Q(X) detA(X)dX1 ∧ · · · ∧ dXq

R1(X), . . . , Rq(X)

]
(26)

ResR/C

(
Q(X) ζ1 . . . ζq

P1(X), . . . , Pq(X)

)
= ResR/C

(
Q(X) detA(X) ζ1 . . . ζq
R1(X), . . . , Rq(X)

)
(27)

Par construction R(X) ∈ C < Xi >, donc d’après les exemples 1.3.3, 2.2.4 et 3.3.3,
on a:

ResR(det(A(X))Q(X)) = ResR/C

[
Q(X) detA(X)dX1 ∧ · · · ∧ dXq

R1(X), . . . , Rq(X)

]
= ResR/C

(
Q(X) detA(X) ζ1 . . . ζq
R1(X), . . . , Rq(X)

)
,

(28)

par conséquent d’après (25) , (26) ,(27):

ResP (Q(X)) = ResR/C

[
Q(X)dX1 ∧ · · · ∧ dXq

P1(X), . . . , Pq(X)

]
= ResR/C

(
Q(X) ζ1 . . . ζq

P1(X), . . . , Pq(X)

) (29)

ce qui prouve que le résidu, via l’homologie de Hochschild, et le résidu, via les
algèbres de Gorenstein, fournissent le résidu intégral.
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CHAPITRE II

CERTAINES LOIS DE TRANSFORMATION

§1. Une généralisation de la loi de transformation pour les résidus

1.1. Introduction.

Soient A un anneau commutatif unitaire, R une A-algèbre commutative, f =
(f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux suites quasi-régulières de R, telles que les A-

modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient projectifs de type fini. On suppose qu’il

existe une matrice A = (ai,j)1≤i,j≤q ∈Mq(R) telle que:

g = Af . (1)

D’après la loi de transformation (chap. I; prop. 3.5.5), pour tout ω ∈ ∧qΩR/A, on
a:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
det(A)ω
g1, . . . , gq

]
. (2)

L’utilité d’une telle “loi” est bien connue, cependant certaines démonstrations,
comme celle proposée dans la preuve d’un Nullstellensatz effectif sur un corps de
caractéristique quelconque dans [B-Y3], ou encore, dans le cadre analytique les
calculs effectués dans [El] ou [K], nécessitent d’exprimer le résidu par rapport à
(fβ1+1

1 , . . . , f
βq+1
q ) où (β1, . . . , βq) ∈ Nq, en fonction d’une somme de résidus par

rapport à (gα1+1
1 , . . . , g

αq+1
q ) où (α1, . . . , αq) ∈ Nq, ce que permet seulement la loi

de transformation lorsque βi = 0 pour tout i.
Lorsque R = Oq , l’article [K] d’une part, le livre [T] d’autre part proposent la

formule:

ci1...im

∫
Γf

hdz

fi1 . . . fim
f I

=
q∑

j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
Γg

h detAaj1,i1 . . . ajm,im
dz

gj1 . . . gjm
gI

(3)

où f I = f1 . . . fq et ci1...im = α1! . . . αq! , αk désignant le nombre de fois où k
apparâıt dans la liste (i1, . . . , im). Cette formule, proposée dans le cas général, est
uniquement démontrée dans le cas où f et g ont un Jacobien non nul en 0.

Il est présenté ci-dessous une preuve analytique complète de (3). En fait cette
formule peut prendre sa place dans la théorie algébrique des résidus développée via

Typeset by AMS-TEX
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l’homologie de Hochschild. Une démonstration en est donnée dans le paragraphe
1.4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 1.2, utilise des formules
de représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (cf. [A-Y], [C], ou [Y]).
L’idée de cette preuve est due à A. Yger, elle contient par ailleurs une méthode
de démonstration originale de la loi de transformation (cf. [Y]). On se place dans
le cadre de Oq et des suites f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) régulières, mais la
preuve est aussi valable dans le cadre de C[Z1, . . . , Zq] et des suites f = (f1, . . . , fq)
et g = (g1, . . . , gq) de C[Z1, . . . , Zq] qui définissent une variété discrète non vide de
Cq. On peut montrer que de telles suites sont quasi-régulières (cf appendice). On
fera appel dans ce paragraphe à une formule de représentation intégrale de Leray
que l’on rappelle ci-dessous ([A-Y] chap. I, §3, cor. 3.6; ou [C] chap. III, §10, th.
2):

théorème 1.1.1. (Leray)
Soient D ⊂ Cq un domaine borné à bord différentiable par morceaux, W un

voisinage de ∂D et s = (s1, . . . , sq) : W → Cq une fonction vectorielle différentiable
sur ∂D telle que:

∀z ∈ D, ∀ζ ∈ ∂D, 〈s(ζ), ζ − z〉 6= 0 .

où 〈s(ζ), ζ − z〉 =
∑q

i=1 si(ζ)(ζi − zi).
Alors pour toute fonction h, holomorphe sur D et continue sur ∂D, on a sur D

la formule de Leray

h(z) =
(q − 1)!
(2iπ)q

∫
∂D

h(ζ)
∑q

k=1(−1)k−1sk d s[k] ∧ d ζ
〈s(ζ), ζ − z〉q

, (4)

où d s[k] = ∧j 6=k d sj.

Pour la preuve algébrique, présentée dans le paragraphe 1.4, on se place dans le
cadre général d’une A-algèbre commutative R où A est un anneau commutatif, et
l’on utilise la définition du résidu obtenu via l’homologie de Hochschild. Dans le cas
particulier où l’on choisit R = Oq ou bien R = C[Z1, . . . , Zq] et pour éléments de R,
X1 = Z1, . . . , Xq = Zq , le théorème 1.4.3 fournit le théorème 1.2.1 du paragraphe
1.2.

Les résultats de ce paragraphe ont fait l’objet d’une publication au bulletin de
la S.M.F. ([B-H1]).

1.2. Une preuve analytique de la loi de transformation généralisée.

Théorème 1.2.1. Soient f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux suites régulières
de Oq telles que g = Af où A ∈Mq(Oq). Pour (β1, . . . , βq) ∈ Nq et h ∈ Oq on a:

Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,0)

(h) =

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)
β!

Res
((g

αk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q,0)

hdetA
q∏

i,j=1

a
αi,j

i,j

 (5)
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où β = (β1, . . . , βq) , α = (αi,j)1≤i,j≤q, et C(β, α) est le coefficient binomial:(
β1

α1,1;...;αq,1

)
. . .
(

βq

α1,q ;...;αq,q

)
(α1,1 + · · ·+ α1,q)! . . . (αq,1 + · · ·+ αq,q)!

avec:
(

βk

α1,k;...;αq,k

)
= βk!

α1,k!...αq,k!

Preuve de 1.2.1.
Soit U un ouvert de Cq, contenant 0, sur lequel on peut choisir des représentants

des germes des fonctions holomorphes en jeu dans le théorème. On notera de la
même manière les représentants et les germes, et quitte à réduire U , on peut sup-
poser que f et g admettent l’origine pour seul zéro. Le théorème est une conséquence
de la proposition suivante, qui peut avoir un intérêt pour elle même:

Proposition 1.2.2.
Soient U un ouvert de Cq contenant B(0, ρ), W un voisinage de ∂B(0, ρ) inclus

dans U , f = (f1, . . . , fq) des fonctions holomorphes sur U qui admettent pour seul
zéro l’origine et s une fonction de classe C1 sur W qui vérifie:

〈s(ζ), f(ζ)〉 =
q∑

k=1

sk(ζ)fk(ζ) 6= 0

pour ζ ∈W . Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout β = (β1, . . . , βq) ∈ Nq

on a:

Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,0)

(h) =

(q − 1 + |β|)!(−1)
q(q−1)

2

β!(2iπ)q

∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

s
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|
(6)

où ds[k] =
∧

j 6=k dsj

Le théorème est une conséquence facile de cette proposition. En effet, on choisit
s défini par sk =

∑q
j=1 aj,kgj pour 1 ≤ k ≤ q et ρ > 0 tel que B(0, ρ) ⊂ U . Pour

ζ ∈ ∂B(0, ρ) on a:
〈s(ζ), f(ζ)〉 = 〈tA(ζ)ḡ(ζ), f(ζ)〉

= 〈ḡ(ζ), A(ζ)f(ζ)〉
= ||g(ζ)||2

(7)

En notant K(q, β) =
(q − 1 + |β|)!(−1)

q(q−1)
2

(2iπ)q
la proposition 1.2.2 donne:

β! Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,0)

(h)

= K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
k=1

(
q∑

j=1

aj,kgj)βk
detA

∑q
k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|

= K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
k=1

(
q∑

j=1

aj,kgj)βk
detA

∑q
k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

‖g‖2(q+|β|)
. (8)
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En développant, le second membre de (8) s’écrit:

K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
k=1

 ∑
α1,k+···+αq,k=βk

(
βk

α1,k; . . . ;αq,k

) q∏
j=1

a
αj,k

j,k g
αj,k

j


detA

∑q
k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ

‖g‖2(q+|β|)

= K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)∏q
k=1(αk,1 + · · ·+ αk,q)!

(hdetA
q∏

i,j=1

a
αi,j

i,j )

q∏
k=1

g
(αk,1+···+αk,q)
k

Ωg

‖g‖2(q+|β|)
(9)

où Ωg =
∑q

k=1(−1)k−1gkdg[k]

∧
dζ.

On peut appliquer à chaque terme de (9) la proposition 1.2.2 où f est remplacé
par g et s par g, on obtient:

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α) Res
((g

αk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q,0)

hdetA
q∏

i,j=1

a
αi,j

i,j



ce qui termine la preuve du théorème. �

Remarque 1.2.3 Les formulations proposées en (3) et (5) sont différentes mais
elles contiennent les mêmes informations. En effet dans (3) on peut supposer que
1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im , on note βk le nombre de fois qu’apparait k dans la liste
(i1, . . . , im) et l’on choisit (j1, . . . , jm) ∈ (N∗)q où N∗ = N− {0}. On peut écrire:

aj1,i1 . . . ajm,im

gj1 . . . gjm

=
∏

1≤j≤βk
1≤k≤q
βk 6=0

aσk(j),k

gσk(j)
(10)

où σk est une application de [[1, βk]] dans [[1, q]]. En notant αs,k le nombre de fois

que l’application αk prend la valeur s, (10) s’écrit:
∏

1≤k,s≤q
βk 6=0

a
αs,k

s,k

g
αs,k
s

.

Or pour βk 6= 0 il existe
(

βk

α1,k; . . . ;αq,k

)
applications de [[1, βk]] dans [[1, q]]

qui prennent αs,k fois la valeur s, et donc dans (3) on a
(

β1
α1,1;...;αq,1

)
. . .
(

βq

α1,q ;...;αq,q

)
termes identiques à

∫
Γg

h detAaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

. D’autre part cj1... jm = (α1,1 +

· · ·+α1,q)! . . . (αq,1 + · · ·+αq,q)! et ci1... im
= β! ce qui prouve que (3) peut s’écrire

comme (5).
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Preuve de la proposition 1.2.2.
Dans un premier temps on prouve que (6) ne dépend pas de la section s choisie,

puis la preuve est faite lorsque f a un Jacobien qui ne s’annule pas sur U et enfin
pour f quelconque.

Soit 0 < ρ1 < ρ tel que ∂B(0, ρ) ⊂ W et X une fonction de classe C1 sur U qui
prend la valeur 0 sur un voisinage de ∂B(0, ρ1) et 1 sur un voisinage de ∂B(0, ρ),
on pose pour ζ ∈ U − {0}:

s̃(ζ) = X (ζ)
s(ζ)

〈s(ζ), f(ζ)〉
+ (1−X (ζ))

f(ζ)
〈f(ζ), f(ζ)〉

(11)

où 〈s(ζ), f(ζ)〉 =
∑q

k=1 sk(ζ)fk(ζ)
On a: 〈s̃(ζ), f(ζ)〉 = 1 donc ∂s̃ =

∧q
k=1 ∂s̃k = 0.

En particulier on obtient

d

 q∏
j=1

s̃βj
j

q∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ

 = ∂

 q∑
k=1

(−1)k−1(
∏
j 6=k

s̃
βj

j )s̃βk+1
k ds̃[k]

∧
dζ

 = 0 ,

ce qui prouve que la forme:

hΩs̃ := h

q∏
j=1

s̃
βj

j

q∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ

est fermée sur U − {0}. En utilisant le théorème de Stokes on a∫
|ζ|=ρ

hΩs̃ =
∫
|ζ|=ρ1

hΩs̃ ,

c’est-à-dire:

∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

s
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|
=
∫
|ζ|=ρ1

h

q∏
j=1

f
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1fkdf [k]

∧
dζ

〈f(ζ), f(ζ)〉q+|β|
.

Ceci prouve que la valeur de l’intégrale (6) ne dépend pas de la section s.
Pour démontrer la proposition dans le cas où f a un Jacobien qui ne s’annule

pas sur U , on considère f comme un système de coordonnées sur U .
D’une part, d’après la formule de Cauchy, on a:

Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,0)

(h) =
1

(2iπ)q

∫
Γf

h(ζ)dζ

fβ1+1
1 . . . f

βq+1
q

=
1

(2iπ)q

∫
Γf

(
h

det∂f
∂ζ

)
fβ1+1
1 . . . f

βq+1
q

df =
1
β!

∂|β|

(
h

det∂f
∂ζ

)
∂fβ

(0)
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D’autre part, d’après la formule de Leray (prop. 1.1.1), pour f0 ∈ Cq proche de
0, on a:(

h

det∂f
∂ζ

)
(f0) =

(q − 1)!(−1)
q(q−1)

2

(2iπ)q

∫
|ζ|=ρ

(
h

det∂f
∂ζ

) ∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
df

〈s(ζ), f(ζ)− f0〉q
.

En dérivant par rapport à f0 l’intégrale ci-dessus on obtient

∂|β|

(
h

det∂f
∂ζ

)
∂fβ

(0) = K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

(
h

det∂f
∂ζ

)
q∏

j=1

s
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
df

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|
,

ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.
Dans le cas où f est quelconque, pour ε générique, fε = f − ε n’a que des zéros

simples dans U , et il existe α > 0 tel que pour ε assez petit |fε(ζ)| > α sur ∂B(0, ρ).
En prenant pour section f , on a:

K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

s
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|

= K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

f
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1fkdf [k]

∧
dζ

〈f(ζ), f(ζ)〉q+|β|

= lim
ε→0

K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

f
βj

ε,j

∑q
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉
q+|β| .

En remplaçant dans (11) f par f ε, le même calcul qui a permis de prouver que Ωs̃

est fermé sur U−{0}, prouve que la forme h
q∏

j=1

f
βj

ε,j

q∑
k=1

(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉
q+|β| est

fermée dans U −V (fε). En notant Pε les zéros de fε, le théorème de Stokes permet
de remplacer

K(q, β)
∫
|ζ|=ρ

h

q∏
j=1

f
βj

ε,j

∑q
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉
q+|β|

par
∑

Pε∈V (fε)

K(q, β)
∫
|Pε+ζ|=τ

h

q∏
j=1

f
βj

ε,j

∑q
k=1(−1)k−1f ε,kdf ε,[k]

∧
dζ

〈f ε(ζ), fε(ζ)〉
q+|β| (12)

Les zéros de fε étant simples, on est pour chaque terme de (12) dans le cas
précédant et (12) peut s’écrire:∑

Pε∈V (fε)

Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,Pε)

(h)
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D’autre part, d’après le “principe de continuité” (cf. [G] p.657) on a:

lim
ε→0

∑
Pε∈V (fε)

Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,Pε)

(h) = Res
(f

β1+1
1 ,...,f

βq+1
q ,0)

(h)

ce qui termine la preuve de la proposition. �

1.3. Une application des techniques utilisées.

Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G], on prouve
par un argument algébrique immédiat que si:
g = Af, f(P ) 6= 0 et g(P ) = 0 , P étant un zéro isolé de g alors:

∀h ∈ OP ,
1

(2iπ)q

∫
ΓgP

hdetAdz
g1 . . . gq

= 0 (13)

où, r et εi étant des réels strictement positifs suffisamment petits, ΓgP
= {ζ ∈

B(P, r) : |gi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , n} orienté par la condition d(arg g1) ∧ · · · ∧
d(arg gq) > 0, et OP est l’anneau des germes en P des fonctions holomorphes
sur Cq.

Des exemples simples montrent par contre, que dans les mêmes conditions il est
possible d’obtenir ∫

ΓgP

hdetAaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

6= 0

Un argument analytique mis en œuvre dans la preuve de la proposition 1.2.2
permet d’obtenir la proposition suivante qui généralise (13):

Proposition 1.3.1.
Soient U un ouvert de Cq, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) des fonctions

holomorphes sur U telles que g = Af , où A = (ai,j)1≤i,j≤q est une matrice à
coefficients dans O(U). On suppose que g admet un zéro isolé P qui n’est pas un
zéro de f alors:

∀h ∈ O(U),
q∑

j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
ΓgP

hdetAaj1,i1 . . . ajm,im
dz

gj1 . . . gjmg
I

= 0 . (14)

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 1.2.2 on choisit W un voisinage
de ∂B(P, r) , s une fonction de classe C1 sur W qui vérifie: 〈s(ζ), f(ζ)〉 6= 0 pour
ζ ∈ W . Soit Ũ un voisinage de B(P, r) , X une fonction de classe C1 sur Ũ qui
prend la valeur 1 sur un voisinage de ∂B(P, r) , et zéro sur un voisinage de P . On
pose pour ζ ∈ Ũ :

s̃(ζ) = X (ζ)
s(ζ)

〈s(ζ), f(ζ)〉
+ (1−X (ζ))

f(ζ)
〈f(ζ), f(ζ)〉

.

Le calcul fait dans la preuve de la proposition 1.2.2 montre que la forme
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h

q∏
j=1

s̃
βj

j

q∑
k=1

(−1)k−1s̃βk

k ds̃[k]

∧
dζ

est fermée sur Ũ , ce qui prouve que:∫
|ζ+P |=r

h

q∏
j=1

s
βj

j

∑q
k=1(−1)k−1skds[k]

∧
dζ

〈s(ζ), f(ζ)〉q+|β|
= 0 . (15)

On choisit s défini par: sk =
∑q

j=1 aj,kgk, (15) s’écrit en utilisant le calcul fait
dans la preuve du théorème 1.2.1:

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α) Res
((g

αk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q,P )

hdetA
q∏

i,j=1

a
αi,j

i,j

 = 0 ,

soit encore:

q∑
j1,...,jm=1

cj1...jm

∫
ΓgP

hdetAaj1,i1 . . . ajm,imdz

gj1 . . . gjm
gI

= 0 . � (16)
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1.4. Une preuve algébrique de la loi de transformation généralisée.

Avant d’énoncer l’équivalant dans un cadre algébrique du théorème 1.2.1, on
établit les lemmes suivants:

Lemme 1.4.1.
Soient R une A-algèbre commutative, g = (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-

régulière, A ∈Mq(R) une matrice, U1, . . . , Uq des variables algébriquement indépendantes
sur R et V = AU , alors la suite (U1, . . . , Uq, f1−V1, . . . , fq−Vq) de R[U ] est quasi-
régulière.

Preuve de 1.4.1.
Soient (ai1 , . . . , aiq ) ∈ R, I = (U1, . . . , Uq, f1 − ai1Ui1 , . . . , fq − aiqUiq )R[U ] ,

k ∈ N∗ et
(

∑
β∈Nq,β′∈Nq

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′) ∈ Ik+1 , (17)

où aβ,β′ ∈ R[U ] et (f − aU) = (f1 − ai1Ui1 , . . . , fq − aiqUiq ).
Pour montrer que la suite (U1, . . . , Uq, f1 − ai1Ui1 , . . . , fq − aiq

Uiq
) est quasi-

régulière, il suffit de traiter le cas où aβ,β′ ∈ R ce que l’on suppose maintenant. On
montre par récurrence sur |β| que aβ,β′ ∈ I.

En notant P0 l’opérateur qui à (17), considéré comme un polynôme en U , associe
son terme constant, on a:

P0

 ∑
β∈Nq,β′∈Nq

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′

 =
∑

β′∈Nq

|β′|=k

a0,β′f
β′ .

Les éléments de Ik+1 s’écrivent ∑
β∈Nq,β′∈Nq

|β|+|β′|≥k+1

cβ,β′U
βfβ′ , (18)

où cβ,β′ ∈ R. En particulier leur terme constant est de la forme
∑

β′∈Nq

|β′|=k+1

c0,β′f
β′ ,

par conséquent: ∑
β′∈Nq

|β′|=k

a0,β′f
β′ =

∑
β′∈Nq

|β′|=k+1

c0,β′f
β′ .

Cette égalité prouve que
∑

β′∈Nq

|β′|=k

a0,β′f
β′ ∈ Jk+1, où J = (f1, . . . , fq)R. La suite

(f1, . . . , fq) de R étant quasi-régulière, on a a0,β′ ∈ J , en particulier a0,β′ ∈ I pour
tout β′ tel que |β′| = k.

Soit α ∈ Nq tel que |α| ≥ 1. On suppose prouvé par récurrence sur |α| que
aβ,β′ ∈ I pour tout (β, β′) ∈ N2q tel que |β| < |α| et |β|+ |β′| = k.
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En notant Pα l’opérateur qui à (17), considéré comme un polynôme en U , associe
le cœfficient de son terme en Uα, on a:

Pα

 ∑
β∈Nq,β′∈Nq

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′



=
∑

β′∈Nq

|α|+|β′|=k

aα,β′U
αfβ′ + Pα


∑

β∈Nq,β′∈Nq

|β|<|α|
|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′

 .

(19)

D’après (18), les variables U1, . . . , Uq étant algébriquement indépendantes sur R, il
existe des cα,β′ ∈ R tels que:

Pα

 ∑
β∈Nq,β′∈Nq

|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′

 =
∑

β′∈Nq

|α|+|β′|=k+1

cα,β′U
αfβ′ .

D’autre part, d’après l’hypothèse de récurrence sur (β, β′) on a :

Pα


∑

β∈Nq,β′∈Nq

|β|<|α|
|β|+|β′|=k

aβ,β′U
β(f − aU)β′

 ∈ Ik+1 ,

par conséquent l’égalité (19) montre que
∑

β′∈Nq

|α|+|β′|=k

aα,β′U
αfβ′ ∈ Ik+1. D’après

(18), les variables U1, . . . , Uq étant algébriquement indépendantes, on en déduit: ∑
β′∈Nq

|α|+|β′|=k

aα,β′f
β′

 ∈ Jk+1−|α| .

La suite (f1, . . . , fq) de R étant quasi-régulière, on a que aα,β′ ∈ J donc dans I,
pour tout β′. Par récurrence aβ,β′ ∈ I pour tout (β, β′), ce qui prouve que la suite
(U1, . . . , Uq, f1 − ai1Ui1 , . . . , fq − aiq

Uiq
) est R[U ] quasi-régulière.

En réitérant ce procédé on obtient que la suite (U1, . . . , Uq, g1−
∑q

i=1 a1,iUi, . . . , gq−∑q
i=1 an,iUi) de R[U ] est quasi-régulière. �

Lemme 1.4.2.
Soient R une A-algèbre commutative, (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-régulière

telle que
R

(f1 . . . fq)
soit un A module projectif de type fini, X1, . . . , Xq des éléments
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quelconques de R, U1, . . . , Uq des variables algébriquement indépendantes sur R,
m1, . . . ,mq,m

′
1, . . .m

′
q des entiers et h =

∑
α∈Nq aαU

α ∈ R[U ]. Alors

Res R[U ]/A

[ ∑
aαU

αdU ∧ dX
Um1+1

1 , . . . , U
mq+1
q , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

q+1
q

]
= Res R/A

[
am1,...,mqdX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
q+1

q

]
,

(20)
si mi > 0 et r ∈ R

Res R/A

[
rfidX

fm1+1
1 , . . . , fmi+1

i , . . . , f
mq+1
q

]
= Res R/A

[
rdX

fm1+1
1 , . . . , fmi

i , . . . , f
mq+1
q

]
,

(21)
et pour tout r ∈ R

Res R[U ]/A

[
rdU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq

]
= Res R/A

[
rdX

fm1+1
1 , . . . , f

mq+1
q

]
.

(22)

Preuve de 1.4.2.
Soient R̂ le complété I-adique de R où I est l’idéal de R engendré par f1, . . . , fq,

P =
R̂

Î
=

R
I

et σ : P→ R̂ une section de la projection canonique π : R̂→ P.

Soient R′ = R[U1, . . . , Uq], I ′ = (U1, . . . , Uq, f1, . . . , fq) R′, R̂′ le complété

I ′-adique de R′ , P′ =
R̂′

Î ′
=

R′

I ′
=

R
I

= P et σ′ : P −→ R̂′ une section de

la projection canonique π′ : R̂′ −→ P.
D’après la propriété universelle du séparé complété, l’injection canonique i de

R dans R′ induit une application injective ı̄ de R̂ dans R̂′ et par conséquent on
peut choisir σ′ = ı̄ ◦ σ.

Pour r ∈ R identifié par l’injection canonique à un élément de R̂, on note

r# =
∑

α∈Nq

rαf
α

l’élément de HomA( P, P)[[f ]] qui vérifie pour tout p ∈ P : σ(p)r =
∑

α∈Nq σ(rα(p))fα.
On a alors ı̄ ◦ σ(p)r = ı̄ ◦

(∑
α∈Nq σ(rα(p))fα

)
, et par conséquent: σ′(p)r =∑

α∈Nq σ′(rα(p))fα. Ceci nous permet d’identifier les écritures de r# et ı̄(r)#.

D’autre part, si l’on note r# det((
∂

∂fi
X#

j )) =
∑

α∈Nq δαf
α, on a:

Res
[

rdX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
q+1

q

]
= TrP/A(δm′

1,...,m′
q
) .

Soit β ∈ Nq, pour tout p ∈ P, on a σ(p)rUβ =
∑

α∈Nq σ(rα(p)fαUβ , donc:

(rUβ)# = Uβr# ,

(rUβ)# det((
∂

∂fi
X#

j )) =
∑

α∈Nq

δαU
βfα .
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Par conséquent

Res R/A

[
rdX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
q+1

q

]
= TrP/A(δm′

1,...,m′
q
)

= Res R[U ]/A

[
rUβdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

q+1
q

]
,

et si β 6= (β′1, . . . , β
′
q):

Res R[U ]/A

[
rUβdU ∧ dX

U
β′1+1
1 , . . . , U

β′q+1
q , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

q+1
q

]
= 0

ce qui montre l’égalité (20):

Res R[U ]/A

[ ∑
aαU

αdU ∧ dX
Um1+1

1 , . . . , U
mq+1
q , f

m′
1+1

1 , . . . , f
m′

q+1
q

]
= Res R/A

[
am1,...,mq

dX

f
m′

1+1
1 , . . . , f

m′
q+1

q

]

Pour montrer l’égalité (21), on a (rfi)# det((
∂

∂fi
X#

j )) =
∑

α∈Nq δαf
αfi, d’où:

Res R/A

[
rfidX

fm1+1
1 , . . . , f

mq+1
q

]
= TrP/A(δm1,...,mi−1,...,mq

)

= Res R/A

[
rdX

fm1+1
1 , . . . , fmi

i , . . . , f
mq+1
q

]
.

Pour montrer (22), on utilise l’égalité:

fmi+1
i = Umi+1

i + (fi − Ui)
mi∑
k=0

Uk
i f

mi−k
i .

En notant

B =


∑m1

k=0 U
k
1 f

m1−k
1 0

. . .
0

∑mq

k=0 U
k
q f

mq−k
q

 ,

on a

(
Iq 0
Iq B

)


Um1+1
1
...

U
mq+1
q

f1 − U1
...

fq − Uq


=



Um1+1
1
...

U
mq+1
q

fm1+1
1

...
f

mq+1
q


.

En appliquant la loi de transformation on obtient:

Res R[U ]/A

[
rdU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq

]
= Res R[U ]/A

[
r(
∏q

i=1

∑mi

k=0 U
k
i f

mi−k
i )dU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , fm1+1

1 , . . . , f
mq+1
q

]
.

L’égalité (20) appliquée au membre de droite donne:

Res R[U ]/A

[
rdU ∧ dX

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq

]
= Res R/A

[
rdX

fm1+1
1 , . . . , f

mq+1
q

]
,

ce qui termine la preuve du lemme 1.4.2. �
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Théorème 1.4.3. (Loi de transformation généralisée)
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux

suites de R quasi-régulières telles que d’une part g = Af où A ∈ Mq( R) et

d’autre part que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient projectifs de type

fini.
Pour tout entier β1, . . . , βq et des éléments quelconques h,X1, . . . , Xq de R on

a :

Res R/A

[
hdX

fβ1+1
1 , . . . , f

βq+1
q

]
=

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)
β!

Res R/A

[
h detA

∏q
i,j=1 a

αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q

]
. (23)

Preuve du théorème 1.4.3.
Soient U1, . . . , Uq des variables algébriquement indépendantes sur R et V = AU ,

d’après le lemme 1.4.1 les suites de R[U ]:

(U1, . . . , Uq, f1 − U1, . . . , fq − Uq) et (U1, . . . , Uq, g1 − V1, . . . , gq − Vq)

sont quasi-régulières. Comme
R[U ]

(U, f − U)
et

R[U ]
(U, g − V )

sont des A-modules pro-

jectifs de type fini, les suites:

(Uβ1+1
1 , . . . , Uβq+1

q , f1−U1, . . . , fq−Uq) et (Uβ1+1
1 , . . . , Uβq+1

q , g1−V1, . . . , gq−Vq)

sont aussi quasi-régulières (appendice §2, cor. 2.5 ). D’autre part, en appliquant la
proposition 2.1 de l’appendice (§2), les modules:

R[U ]

(Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq)

,
R[U ]

(Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , g1 − V1, . . . , gq − Vq)

sont des A-modules projectifs de type fini.

Soit Ã =
(
Iq 0
0 A

)
∈ M2q(R[U ]), on a Ã



Uβ1+1
1
...

U
βq+1
q

f1 − U1
...

fq − Uq


=



Uβ1+1
1
...

U
βq+1
q

g1 − V1
...

gq − Vq


donc

d’après la loi de transformation (chap. I, prop. 3.5.5):

Res R[U ]/A

[
hdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq

]
= Res R[U ]/A

[
h detAdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , g1 − V1, . . . , gq − Vq

] (24)
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On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
Le lemme 1.4.2 appliqué au membre de gauche donne:

Res R[U ]/A

[
hdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq

]
= Res R/A

[
hdX

fβ1+1
1 , . . . , f

βq+1
q

]
.

(25)
Concernant le second membre de (24) on remarque que

g
|β|+q
i = V

|β|+q
i + (gi − Vi)

|β|+q−1∑
k=0

V k
i g
|β|+q−k−1
i ,

et

V
|β|+q
i = (

q∑
j=1

ai,jUj)|β|+q

=
∑

αi1+···+αiq =|β|+q

(
|β|+ q

αi1 , . . . , αiq

)
a

αi,1
i,1 . . . a

αi,q

i,q U
αi,1
1 . . . Uαi,q

q

(26)

On a |β| = β1 + · · ·+ βq. Donc pour chaque terme de (26) il existe un entier k
tel que αi,k ≥ βk +1 , on peut par conséquent trouver des éléments ci,j ∈ R[U ] tels
que:

V
|β|+q
i =

q∑
j=1

ci,jU
βj+1
j .

On pose:

C = (ci,j)1≤i≤q
1≤j≤q

∈Mq(R[U ]) ,

et D =


∑|β|+q−1

k=0 V k
1 g
|β|+q−k−1
1 0

. . .
0

∑|β|+q−1
k=0 V k

q g
|β|+q−k−1
q

 .

On a

(
Iq 0
C D

)


Uβ1+1
1
...

U
βq+1
q

g1 − V1
...

gq − Vq


=



Uβ1+1
1
...

U
βq+1
q

g
|β|+q
1
...

g
|β|+q
q


,

et en appliquant la loi de transformation:

Res R[U ]/A

[
hdetAdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , g1 − V1, . . . , gq − Vq

]
= Res R[U ]/A

[
hdetA(

∏q
i=1

∑|β|+q−1
k=0 V k

i g
|β|+q−k−1
i )dU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , g

|β|+q
1 , . . . , g

|β|+q
q

]
.
(27)
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Or

V k
i = (

q∑
j=1

ai,jUj)k =
∑

αi,1+···+αi,q=k

(
k

αi,1, . . . , αi,q

)
a

αi,1
i,1 . . . a

αi,q

i,q U
αi,1
1 . . . Uαi,q

q ,

par conséquent:

q∏
i=1

|β|+q−1∑
k=0

V k
i g
|β|+q−k−1
i

=
∑

0≤ki≤|β|+q−1
1≤i≤n

V k1
1 . . . V kq

q g
|β|+q−k1−1
1 . . . g|β|+q−kq−1

q

=
∑

0≤ki≤|β|+q−1,1≤i≤n
α1,1+···+α1,q=k1

...
αq,1+···+αq,q=kq

q∏
i=1

(
αi,1+···+αi,q

αi,1,...,αi,q

) q∏
i,j=1

a
αi,j

i,j

q∏
j=1

U
(α1,j+···+αq,j)
j

q∏
l=1

g
|β|+q−kl−1
l

(28)

D’après le lemme 1.4.2, seuls les termes de (28) tels que :

α1,1+ · · ·+ αq,1 = β1

...
α1,q+ · · ·+ αq,q = βq

apportent une contribution non nulle à (27), par conséquent on obtient:

Res R[U ]/A

[
hdetAdU ∧ dX

Uβ1+1
1 , . . . , U

βq+1
q , g1 − V1, . . . , gq − Vq

]

=
∑

α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

q∏
i=1

(
αi,1+···+αi,q

αi,1,...,αi,q

)
Res R/A

h detA
∏
(i,j)

a
αi,j

i,j

∏
1≤i≤q

g
|β|+q−ki−1
i dX

g
|β|+q
1 , . . . , g

|β|+q
q



=
∑

α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)
β!

Res R/A

[
h detA

∏q
i,j=1 a

αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q

]
. (29)

Ceci prouve en utilisant (24) (25) et (29), le théorème 1.4.3.

§2. D’autres formules de transformation

2.1. Extension de la loi de transformation à certaines localisations.
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L’article Residue Calculus and Effective Nullstellensatz de C.A Berenstein et A.
Yger ([B-Y3]) propose, lorsque R = K[x1, . . . , xn] où K est un corps et P1(x), . . . , Pn(x)
une suite régulière de R, d’étendre l’action du résidu par rapport à P1(x), . . . , Pn(x)

aux fractions rationnelles
P (x)
Q(x)

∈ k(x) lorsque l’idéal (Q(x), P1(x), . . . , Pn(x)) est

R. On montre ci-dessous que cette définition peut se justifier dans le cadre de la
théorie de J. Lipman, et être étendu au cas où R est une A-algèbre commuta-
tive quelconque. Ceci permet d’appliquer, sans travail supplémentaire, la loi de
transformation généralisée à certaines localisations de R.

Proposition 2.1.1.
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière

de R telle que
R

f R
soit un A-module projectif de type fini, et Q ∈ R tel que

(Q, f1, . . . , fq)R = R. On note S la partie multiplicative {1, Q, . . . , Qn, . . . } et RS

le localisé de R en S. Alors f est une suite quasi-régulière de RS,
RS

fRS
est un A-

module projectif de type fini, et pour tout P ∈ R on peut définir ResRS/A

[ P

Q
dr

f1, . . . , fq

]
.

Pour tout élément V ∈ R tel que (1−Q.V ) ∈ fR on a:

∀P ∈ R, ResRS/A

[ P

Q
dr

f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
P.V dr
f1, . . . , fq

]
(1)

Preuve.

Soient P =
R
fR

, S̄ l’image de S dans P, et PS̄ =
RS

fRS
=
(

R
fR

)
S̄

. Comme

Q.V ≡ 1 (modulofR), Q̄ et tous les éléments de S̄ sont des éléments inversibles
de P, par conséquent

PS̄ = P

et PS̄ est un A-module projectif de type fini. Pour prouver que f est une suite
quasi-régulière de RS , il suffit de montrer que si m′ est un idéal maximal de RS

qui contient f , son image dans (RS)m′ est une suite régulière. Pour cela on note p
l’unique idéal premier de R, maximal parmi les idéaux premiers ne rencontrant pas
S, tel que pS = m′. Si m est un idéal maximal de R qui contient p, comme f ⊂ p,
la relation (1 − Q.V ) ∈ fR montre que m ne rencontre pas S et par conséquent
m = p. De S ⊂ R r m, on a Rm ' (RS)m′ . Comme l’image de f dans Rm est une
suite régulière, l’image de f dans (RS)m′ est une suite régulière.
f étant une suite quasi-régulière de RS , et PS̄ un A-module projectif de type

fini, on peut définir pour tout P ∈ R : ResRS/A

[ P

Q
dr

f1, . . . , fq

]
.

Dans RS ,
(
P

Q
− P.V

)
∈ fRS , par conséquent

ResRS/A

[ P

Q
dr

f1, . . . , fq

]
= ResRS/A

[
P.V dr
f1, . . . , fq

]
.
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La proposition ( I.3.5.1) avec A′ = A, Ψ = id, R′ = RS montre que

ResRS/A

[
P.V dr
f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
P.V dr
f1, . . . , fq

]
,

et termine la preuve de la proposition. �

Corollaire 2.1.2.

Soit m = (m1, . . . ,mq) ∈ (N∗)q. Pour tout P ∈ R on peut définir ResRS/A

 P

Q
dr

fm1
1 , . . . , f

mq
q

,

et en posant Vm =
∑|m|+1

k=1

(|m|+1
k

)
(−Q)k−1V k on a:

∀P ∈ R, ResRS/A

 P

Q
dr

fm1
1 , . . . , f

mq
q

 = ResR/A

[
P.Vm dr

fm1
1 , . . . , f

mq
q

]
(2)

Preuve.
Comme (1 − Q.V ) ∈ fR, (1 − Q.V )|m|+1 = 1 − Q.Vm est un élément de

(fm1
1 , . . . , f

mq
q )R. Par conséquent (Q, fm1

1 , . . . , f
mq
q )R = R, et les hypothèses de la

proposition 2.1.1 sont vérifiées lorsqu’on remplace fi par fmi
i . �

Le corollaire 2.1.2 nous permet d’étendre la loi de transformation généralisée:

Corollaire 2.1.3.
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux

suites de R quasi-régulières telles que d’une part g = Af où A ∈ Mq( R) et

d’autre part que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient projectifs de type

fini.
Soient Q ∈ R tel que (Q, g)R = R, et S la partie multiplicative {1, Q, . . . , Qn, . . . }.

Pour tout entier β1, . . . , βq et des éléments quelconques P,X1, . . . , Xq de R on a :

Res RS/A

 P

Q
dX

fβ1+1
1 , . . . , f

βq+1
q


=

∑
α1,1+···+αq,1=β1

...
α1,q+···+αq,q=βq

C(β, α)
β!

Res RS/A

 PQ detA
∏q

i,j=1 a
αi,j

i,j dX

(gαk,1+···+αk,q+1
k )1≤k≤q

 . (3)

2.2. Application des techniques utilisées à d’autres situations.

On se propose de remplacer dans ce paragraphe la relation g = Af par g1, . . . , gq

sont dans la clôture intégrale de l’idéal engendré par f1, . . . , fq. Les techniques
mises en œuvre dans la preuve algébrique de la loi de transformation généralisée,
fournissent les relations énoncées dans les propositions 2.2.1 et 2.2.2. La preuve
de la proposition 2.2.1 utilise les déterminants permettant un calcul explicite du
résultant de q polynômes homogènes en q variables, tels que décrits dans l’article
de Macaulay ([Mac1] §3).
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Proposition 2.2.1.
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux

suites quasi-régulières de R telles que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient

projectifs de type fini. On suppose que g1, . . . , gq sont dans la clôture intégrale de
l’idéal de R engendré par f1, . . . , fq. On note Ni le degré de la relation intégrale
de gi, M = N1 + · · ·+Nq − q+ 1, et U1, . . . , Uq des variables algébriquement libres
sur R.

Les relations de dépendance intégrale de g1, . . . , gq fournissent un polynôme D(U) =
1− δ(U) où δ(U) ∈ (U1, . . . , Uq)R[U ], et un polynôme ∆(U) ∈ R[U ] tels que:

∀s = (s1, . . . , sq) ∈ Nq, ∀(h, r1, . . . , rq) ∈ Rq+1,

ResR/A

[
h gs1

1 . . . g
sq
q dr

fs1+1
1 , . . . , f

sq+1
q

]
= ResR/A

[
hPs

((
1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U)

)q
∆(U)

)
dr

gM
1 , . . . , gM

q

]
(4)

où Ps est l’opérateur qui a un polynôme de R[U ] associe le cœfficient de son terme
en Us1

1 . . . U
sq
q .

Preuve.
Pour i = 1, . . . , q on considère des relations de dépendance intégrale

gNi
i +

Ni∑
k=1

gNi−k
i

 ∑
|(k1,...,kq)|=k

ai,(k1,...,kq)f
k1
1 . . . fkq

q

 = 0, (5)

où ai,(k1,...,kq) ∈ R . En remplaçant dans (5), fi par fi −Uigi +Uigi, on obtient en
développant un élément θi(U) ∈ (f1 − U1g1, . . . , fq − Uqgq)R[U ] tel que:

gNi
i +

Ni∑
k=1

gNi−k
i

 ∑
|(k1,...,kq)|=k

ai,(k1,...,kq)(U1g1)k1 . . . (Uqgq)kq

 = θi(U) . (6)

Ces égalités fournissent le système

gN1
1

(
1 +

N1∑
k=1

a1,(k,0,...,0)U
k
1

)
+

N1∑
k=1

gN1−k
1

 ∑
|(k1,...,kq)|=k

k1<k

a1,(k1,...,kq)

q∏
j=1

(Ujgj)kj

 = θ1(U)

...

gNq
q

1 +
Nq∑
k=1

aq,(k,0,...,0)U
k
1

+
Nq∑
k=1

gNq−k
q

 ∑
|(k1,...,kq)|=k

k1<k

aq,(k1,...,kq)

q∏
j=1

(Ujgj)kj

 = θq(U)

(7)
On peut considérer θ1(U), . . . , θq(U) comme des polynômes homogènes en g1, . . . , gq

de degrés respectifs N1, . . . , Nq, tels que θi(0) = gNi
i .
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Soit M = N1 + · · ·+Nq − q + 1. Pour k = 1, . . . , q, on note:

Rk(M −Nk) = {ωk
1 = gM−Nk

k , ωk
2 , . . . , ω

k
ik
}

l’ensemble des monômes k-réduits gd1
1 . . . g

dq
q de degré d1 + · · · + dq = M − Nk,

c’est-à-dire tels que d1 < N1, . . . , dk−1 < Nk−1. En multipliant les éléments de
Rk(M −Nk) par gNk

k on peut remarquer que

{gN1
1 ω1

1 , . . . , g
N1
1 ω1

i1 , g
N2
2 ω2

1 , . . . , g
Nq
q ωq

iq
}

est l’ensemble des monômes gd1
1 . . . g

dq
q de degré M . On note D(U) la matrice carrée

à cœfficients dans R[U ] dont les lignes sont les coordonnées respectives de

ω1
1θ1(U), . . . , ω1

i1θ1(U), ω2
1θ2(U), . . . , ωq

iq
θq(U)

dans la base
(gN1

1 ω1
1 , . . . , g

N1
1 ω1

i1 , g
N2
2 ω2

1 , . . . , g
Nq
q ωq

iq
).

On a:

D(U)

 gN1
1 ω1

1
...

g
Nq
q ωq

iq

 =

 ω1
1θ1(U)

...
ωq

iq
θq(U)

 . (8)

Comme θi(0) = gNi
i , D(0) est la matrice identité. On note D(U) ∈ R[U ] le

déterminant de la matrice D(U). Comme gNk

k ωk
1 = gM

k , les formules de Cramer
appliquées à (8), permettent d’exprimer

D(U)gM
k ,

comme une combinaison linéaire de θ1(U), . . . , θq(U) à cœfficients dans R[U ]. D’autre
part les formules (5) et (6) donnent une écriture de θi(U) comme combinaison
linéaire de f1 − U1g1, . . . , fq − Uqgq. Par conséquent on obtient des polynômes
Ai,j(U) ∈ R[U ] tels que

D(U)gM
k =

q∑
j=1

Ai,j(U) (fj − Ujgj) . (9)

On note δ(U) = 1−D(U). Comme D(0) = 1 , δ(U) ∈ (U1, . . . , Uq)R[U ]. Soit s =
(s1, . . . , sq) ∈ Nq, en multipliant les deux membres de (9) par 1+δ(U)+· · ·+δ|s|(U)
on a:

(1− δ(U)|s|+1)gM
k =

(
1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U)

) q∑
j=1

Ai,j(U) (fj − Ujgj) . (10)

Soit ∆(U) = det((Ai,j)). D’après la loi de transformation, pour h, r1, . . . , rn ∈ R
on a:

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr

Us+1, f − Ug

]
= ResR[U ]/A

[
h(1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U))q∆(U) dU ∧ dr

Us+1, (1− δ|s|+1(U))gM
1 , . . . , (1− δ|s|+1(U))gM

q

]
. (11)
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Comme δ(U) ∈ (U1, . . . , Uq)R[U ], δ|s|+1(U) ∈ (Us1+1
1 , . . . , U

sq+1
q )R[U ]. La loi de

transformation permet d’obtenir

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr

Us+1, f − Ug

]
= ResR[U ]/A

[
h (1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U))q∆(U) dU ∧ dr

Us+1, gM
1 , . . . , gM

q

]
= ResR/A

[
hPs

(
(1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U))q∆(U)

)
dr

gM
1 , . . . , gM

q

]
.

(12)
D’autre part en écrivant fsi+1

i = Usi+1
i gsi+1

i + (fi −Uigi)
(∑si

k=0(Uigi)kfsi−k
i

)
,

la loi de transformation donne

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr

Us+1, f − Ug

]
= ResR/A

[
h gs1

1 . . . g
sq
q dr

fs1+1
1 , . . . , f

sq+1
q

]
. (13)

A partir des formules (12) et (13) on obtient:

ResR/A

[
h gs1

1 . . . g
sq
q dr

fs1+1
1 , . . . , f

sq+1
q

]
= ResR/A

[
hPs

(
(1 + δ(U) + · · ·+ δ|s|(U))q∆(U)

)
dr

gM
1 , . . . , gM

q

]
. �

Proposition 2.2.2.
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) et g = (g1, . . . , gq) deux

suites quasi-régulières de R telles que les A-modules
R

(f1 . . . fq)
et

R
(g1 . . . gq)

soient

projectifs de type fini. On suppose que g1, . . . , gq sont dans la clôture intégrale de
l’idéal de R engendré par f1, . . . , fq. On note U1, . . . , Uq des variables algébriquement
libres sur R, et des relations de dépendances intégrales

gN
i −

N∑
K=1

gN−K
i Pi,K(f) = 0 (14)

où Pi,K(f) =
∑
|k|=K ai,kf

k. Alors

∀s = (s1, . . . , sq) ∈ Nq, ∀(h, r1, . . . , rq) ∈ Rq+1,

ResR/A

[
h dr

fs1+1
1 , . . . , f

sq+1
q

]
=

∑
(K1,...,Kq)∈Nq

(l1,...lq)∈Nq

1≤Ki≤N,i=1,...,q
0≤li≤|s|,i=1,...,q

∑
(α1,...,αq)∈(NN )q

αi=(αi
1,...,αi

N )

|αi|=li
σ∈Sq

ResR/A

[
hPs

(
Qσ,K1,...,Kq

(U)Qα1,...,αq (U)
)
dr

g
α1

1+2α1
2+···+Nα1

N
1 , . . . , g

αq
1+2αq

2+···+Nαq
N

q

]
,

(15)
où

Qα1,...,αq (U) =
q∏

i=1

(
|αi|

αi
1, . . . , α

i
N

)
P

αi
1

i,1 (U) . . . Pαi
N

i,N (U)

Qσ,K1,...,Kq (U) =
∑

(k1,...,kq)∈(Nq)q

(s1,...,sq)∈(Nq)q

|kj |=Kσ−1(j)

sj∈∆kj

(−1)|σ|
q∏

j=1

aσ(j),kj

(
kj

sj

)
(f − U)sj−εjUkj−sj
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avec les notations(
kj

sj

)
=
(
kj
1

sj
1

)
. . .

(
kj

q

sj
q

)
et

∆kj = {sj =(sj
1, . . . , s

j
q) ∈ Nq |

sj
1 = · · · = sj

j−1 = 0 ; 1 ≤ sj
j ≤ k

j
j ; 0 ≤ sj

i ≤ k
j
i i = j + 1, . . . , q}.

Preuve.
En remplaçant dans (14), fi par fi − Ui + Ui on obtient en développant, des

polynômes di,j(U) ∈ R[U ] tels que:

gN
i −

N∑
K=1

gN−K
i Pi,K(U) =

q∑
j=1

di,j(U)(fj − Uj), (16)

où

di,j(U) =
N∑

K=1

gN−K
i


∑

|kj |=K , kj
j 6=0

sj∈∆kj

ai,kj

(
kj

sj

)
(f − U)sj−εjUkj−sj

 .

On note

t(U) = det((di,j)) , Λi(U) =
N∑

K=1

gN−K
i Pi,K(f).

Soit s = (s1, . . . , sq) ∈ Nq, en multipliant les deux membres de l’égalité (16) par∑|s|
l=0 g

N(|s|−l)
i Λl

i(U) on obtient:

g
N(|s|+1)
i − Λ|s|+1

i (U) =

 |s|∑
l=0

g
N(|s|−l)
i Λl

i(U)

 q∑
j=1

di,j(U)(fj − Uj) . (17)

La loi de transformation permet d’écrire:

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr
Us+1, f − U

]
= ResR[U ]/A

[
h t(U)

∏q
i=1

(∑|s|
l=0 g

N(|s|−l)
i Λl

i(U)
)
dU ∧ dr

Us+1, g
N(|s|+1)
1 − Λ|s|+1

1 (U), . . . , gN(|s|+1)
q − Λ|s|+1

q (U)

]
.

Or Λi(U) ∈ (U1, . . . , Uq)R[U ], donc Λ|s|+1
i (U) ∈ (Us1

1 , . . . , U
sq
q )R[U ] et

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr
Us+1, f − U

]
= ResR[U ]/A

[
h t(U)

∏q
i=1

(∑|s|
l=0 g

N(|s|−l)
i Λl

i(U)
)
dU ∧ dr

Us+1, g
N(|s|+1)
1 , . . . , g

N(|s|+1)
q

]

= ResR/A

[
hPs

(
t(U)

∏q
i=1

(∑|s|
l=0 g

N(|s|−l)
i Λl

i(U)
))

dr

g
N(|s|+1)
1 , . . . , g

N(|s|+1)
q

]

=
∑

(l1,...,lq)∈Nq

0≤lj≤|s|

ResR/A

[
hPs

(
t(U)Λl1

1 (U) . . .Λlq
q (U)

)
dr

g
N(1+l1)
1 , . . . , g

N(1+lq)
q

]
.

(18)
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Comme

Λi(U) =
N∑

K=1

gN−K
i Pi,K(f),

on a:

Λl1
1 (U) . . .Λlq

q (U)

=
∑

(α1,...,αq)∈(NN )q

|αi|=li

q∏
i=1

(
li

αi
1, . . . , α

i
N

)
g

αi
1(N−1)+αi

2(N−2)+···+αi
N−1

i P
αi

1
i,1 (U) . . . Pαi

N

i,N (U).

Comme

di,j(U) =
N∑

K=1

gN−K
i


∑

|kj |=K , kj
j 6=0

sj∈∆kj

ai,kj

(
kj

sj

)
(f − U)sj−εjUkj−sj

 ,

on a:
t(U) =

∑
σ∈Sq

∑
(K1,...,Kq)∈Nq

1≤Kj≤N

gN−K1
σ(1) . . . g

N−Kq

σ(q) Qσ,K1,...,Kq (U).

Par conséquent

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr
Us+1, f − U

]
=

∑
(K1,...,Kq)∈Nq

(l1,...lq)∈Nq

1≤Ki≤N,i=1,...,q
0≤li≤|s|,i=1,...,q

∑
(α1,...,αq)∈(NN )q

αi=(αi
1,...,αi

N )

|αi|=li
σ∈Sq

ResR/A

[
hPs

(
Qσ,K1,...,Kq

(U)Qα1,...,αq (U)
)
dr

g
α1

1+2α1
2+···+Nα1

N
1 , . . . , g

αq
1+2αq

2+···+Nαq
N

q

]
.

(19)
D’autre part, d’après le lemme 1.4.2, on a

ResR[U ]/A

[
h dU ∧ dr
Us+1, f − U

]
= ResR/A

[
h dr

fs1+1
1 , . . . , f

sq+1
q

]
, (20)

ce qui prouve la proposition. �
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2.3. La formule des transporteurs.

Dans l’article [B-Y3] Residue Calculus and Effective Nullstellensatz, C. A. Beren-
stein et A. Yger présentent une variante de la loi de transformation que l’on appelle
ici la formule des transporteurs ([B-Y3] §2, prop.2.2). On propose ci-dessous un
énoncé plus général de cette formule avec des hypothèses moins restrictives, et une
preuve plus élémentaire qui n’utilise pas le complexe de Koszul.

Proposition 2.3.1.
Soient R une A-algèbre commutative, f = (f0, f1, . . . , fq) et g = (f0, g1, . . . , gq)

des suites quasi-régulières de R telles que
R
fR

et
R
gR

soient des A-modules pro-

jectifs de type fini. On suppose qu’il existe des entiers naturels s1, . . . sq, et des
éléments aj,l ∈ R tels que

f
sj

0 gj =
q∑

l=1

aj,lfl (j = 1, . . . , q). (21)

Alors pour tout k0 ∈ N et x0, . . . , xq ∈ R on a:

ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

fk0+1
0 , f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
Q∆ dx0 ∧ · · · ∧ dxq

f
k0+1+|s|
0 , g1, . . . , gq

]
(22)

où |s| = s1 + · · ·+ sq et ∆ = det ((aj,l)1≤j,l≤q).

Par rapport à l’énoncé proposé dans [B-Y3], on ne suppose plus ici que la suite f
est régulière dans un certain ordre. La première partie de la preuve présentée dans
[B-Y3], et que l’on rappelle brièvement ci-dessous, n’utilise pas cette hypothèse.

La suite (fk0+1+|s|
0 , f1, . . . , fq) étant quasi-régulière, on déduit de (21) que

gj ∈ (fk0+1+|s|
0 , f1, . . . , fq)R. Soient ãj,l ∈ R tels que

gj = ãj,0f
|s|
0 fk0+1

0 +
q∑

l=1

ãj,lfl (j = 1, . . . , q) , (23)

f
sj

0 gj = ãj,0f
sj+|s|
0 fk0+1

0 +
q∑

l=1

f
sj

0 ãj,lfl (j = 1, . . . , q) . (24)

A partir des égalités (23), la loi de transformation donne:

ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

fk0+1
0 , f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
Q det ((ãj,l)1≤j,l≤q) dx0 ∧ · · · ∧ dxq

fk0+1
0 , g1, . . . , gq

]
.

(25)
D’autre part, d’après le lemme II.1.4.2 formule (21) (ou la loi de transformation),
on a

ResR/A

[
Q det ((ãj,l)1≤j,l≤q) dx

fk0+1
0 , g1, . . . , gq

]
= ResR/A

[
Q det

(
(fsj

0 ãj,l)1≤j,l≤q

)
dx

f
k0+1+|s|
0 , g1, . . . , gq

]
.

(26)
L’hypothèse de régularité dans un certain ordre de la suite f , intervient dans [B-
Y3] pour montrer que

(
∆− det

(
(fsj

0 ãj,l)1≤j,l≤q)
))
∈ (fk0+1+|s|

0 , g1, . . . , gq)R. Le
lemme suivant montre que ceci est réalisé sans cette hypothèse supplémentaire sur
la suite f , et termine la preuve de la proposition.
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Lemme 2.3.2.
Soient R un anneau , (k0, s1, . . . , sq) ∈ Nq+1, (fk0+1+|s|

0 , f1, . . . , fq) une suite de
R et (fk0+1+|s|

0 , g1, . . . , gq) une suite quasi-régulière de R. On suppose que
gj ∈ (fk0+1+|s|

0 , f1, . . . , fq)R pour j = 1, . . . , q, et qu’il existe des éléments αi,j ∈ R
(resp. α′i,j ∈ R) tels que

f
sj

0 gj = αj,0f
k0+1
0 +

q∑
l=1

αj,lfl (j = 1, . . . , q) (26)

(resp. f
sj

0 gj = α′j,0f
k0+1
0 +

q∑
l=1

α′j,lfl (j = 1, . . . , q) . (27 ))

On note ∆ = det ((αj,l)1≤j,l≤q) (resp. ∆′ = det
(
(α′j,l)1≤j,l≤q

)
), alors

(∆−∆′) ∈ (fk0+1+|s|
0 , g1, . . . , gq)R .

Preuve.
Il suffit de prouver le lemme lorsque les systèmes (27) et (28) ont uniquement

une seule ligne différente. Soit i0 cette ligne. Par soustraction des lignes i0 et en
gardant les autres lignes, on obtient le système suivant:

fs1
0 g1 − α1,0f

k0+1
0 =

q∑
l=1

α1,lfl

...

−(αi0,0 − α′i0,0)f
k0+1
0 =

q∑
l=1

(αi0,l − α′i0,l)fl

...

f
sq

0 gq − αq,0f
k0+1
0 =

q∑
l=1

αq,lfl

D’après les régles de Cramer, pour j = 1, . . . , q on a:

(∆−∆′) fj ∈ (fk0+1
0 , fs1

0 g1, . . . , f̂
si0
0 gi0 , . . . , f

sq

0 gq)R .

Par hypothèse gi0 ∈ (fk0+1+|s|
0 , f1, . . . , fq)R, par conséquent

(∆−∆′) gi0 ∈ (fk0+1+|s|
0 , fs1

0 g1, . . . , f̂
si0
0 gi0 , . . . f

sq

0 gq)R

∈ (fk0+1+|s|
0 , g1, . . . , ĝi0 , . . . , gq)R .

La suite (fk0+1+|s|
0 , g1, . . . , gq) étant quasi-régulière, ceci prouve que

(∆−∆′) ∈ (fk0+1+|s|
0 , g1, . . . , gq)R . �
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On donne ci-dessous une extension de la proposition 2.3.1.

Proposition 2.3.3.
Soient R un anneau nœthérien muni d’une structure de A-algèbre commutative,

Fj = (hj , f1, . . . , fq) et Gj = (hj , g1, . . . , gq) où j = 1, . . . , q , des suites quasi-

régulières de R telles que
R
FjR

et
R
GjR

soient des A-modules de type fini, et que

pour tout k = (k1, . . . , kq) ∈ Nq les A-modules
R

(hk+1, f1, . . . , fq)R
et

R
(hk+1, g1, . . . , gq)R

soient projectifs.
Alors pour tout Q, x0, . . . , xq ∈ R on peut définir

ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1, f1, . . . , fq

]
et ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1, g1, . . . , gq

]
, (29)

de plus, s’il existe des éléments aj,l ∈ R et s = (s1, . . . sq) ∈ Nq tels que

h
sj

j gj =
q∑

l=1

aj,lfl (j = 1, . . . , q), (30)

alors

ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1, f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
Q∆ dx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1+s, g1, . . . , gq

]
(31)

où ∆ = det ((aj,l)1≤j,l≤q).

Remarque: l’hypothèse de projectivité des A-modules
R

(hk+1, f1, . . . , fq)R
et

R
(hk+1, g1, . . . , gq)R

, est trivialement vérifiée lorsque A est un corps.

Preuve.
Fi et Gi vérifiant les mêmes hypothèses, pour justifier les écritures (29), il suffit

de montrer que pour i1, i2 ∈ {1, . . . , q}, (hi1hi2 , f1, . . . , fq) est une suite quasi-

régulière, et
R

(hi1hi2 , f1, . . . , fq)R
est un A-module de type fini.

Soit (ē1, . . . , ēr) (resp. (ē′1, . . . , ē
′
s)) un système générateur du A-module

R
Fi1R

(resp.
R
Fi2R

). On note e1, . . . , e′s des représentants dans R de ē1, . . . , ē′s. Pour

r ∈ R il existe des éléments a1, a2, b1, . . . , bq, c1, . . . cq de R et des éléments α1, . . . , αr,
β1, . . . , βs de A tels que

r = a1hi1 +
q∑

i=1

bifi +
r∑

j=1

αjej

a1 = a2hi2 +
q∑

i=1

cifi +
s∑

j=1

βje
′
j

.

Par conséquent

r =
s∑

j=1

βje
′
jhi1 +

r∑
j=1

αjej +
q∑

i=1

(bi + cihi1)fi + a1a2hi1hi2 ,
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et montre que {e1, . . . , er, e
′
1hi1 , . . . , e

′
shi1} donne un systéme générateur du A-

module
R

(hi1hi2 , f1, . . . , fq)
. Soit m ⊃ (hi1hi2 , f1, . . . , fq) un idéal maximal de R.

Comme hi1 ∈ m ou hi2 ∈ m et que les suites (hi1 , f1, . . . , fq) et (hi2 , f1, . . . , fq)
sont quasi-régulières, (f1, . . . , fq) est une suite régulière de Rm et hi1hi2 n’est pas

diviseur de zéro dans
Rm

(f1, . . . , fq)
. Par conséquent (hi1hi2 , f1, . . . , fq) est une suite

régulière de Rm, et prouve la quasi-régularité de la suite (hi1hi2 , f1, . . . , fq) dans
R.

La suite (hk+1+s, f1, . . . , fq) étant quasi-régulière, on déduit de (30) que
gj ∈ (hk+1+s, f1, . . . , fq)R. Soient ãj,l ∈ R tels que

gj = ãj,0h
shk+1 +

q∑
l=1

ãj,lfl (j = 1, . . . , q) , (32)

h
sj

j gj = ãj,0h
sj

j h
shk+1 +

q∑
l=1

h
sj

j ãj,lfl (j = 1, . . . , q) . (33)

A partir des égalités (32), la loi de transformation donne:

ResR/A

[
Qdx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1, f1, . . . , fq

]
= ResR/A

[
Q det ((ãj,l)1≤j,l≤q) dx0 ∧ · · · ∧ dxq

hk+1, g1, . . . , gq

]
.

(34)
D’autre part, grâce à la loi de transformation, on a

ResR/A

[
Q det ((ãj,l)1≤j,l≤q) dx

hk+1, g1, . . . , gq

]
= ResR/A

[
Q det

(
(hsj

j ãj,l)1≤j,l≤q

)
dx

hk+1+s, g1, . . . , gq

]
,

(35)
où dx = dx0 ∧ · · · ∧ dxq. Le lemme suivant montre que(

∆− det
(
(hsj

j ãj,l)1≤j,l≤q

))
∈ (hk+1+s, g1, . . . , gq)R

et termine la preuve de la proposition. �

Lemme 2.3.4.
Soient R un anneau nœthérien, (k1, . . . , kq, s1, . . . , sq) ∈ N2q, (h1, . . . , hq, f1, . . . , fq)

une suite de R et Gj = (hj , g1, . . . , gq) où j = 1, . . . , q , des suites quasi-régulières
de R. On suppose que gj ∈ (hk+1+s, f1, . . . , fq)R pour j = 1, . . . , q, et qu’il existe
des éléments αi,j ∈ R (resp. α′i,j ∈ R) tels que

h
sj

j gj = αj,0h
k+1 +

q∑
l=1

αj,lfl (j = 1, . . . , q) (36)

(resp. h
sj

j gj = α′j,0h
k+1 +

q∑
l=1

α′j,lfl (j = 1, . . . , q) . (37 ))

On note ∆ = det ((αj,l)1≤j,l≤q) (resp. ∆′ = det
(
(α′j,l)1≤j,l≤q

)
), alors

(∆−∆′) ∈ (hk+1+s, g1, . . . , gq)R .
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Preuve.
Il suffit de prouver le lemme lorsque les systèmes (36) et (37) ont uniquement

une seule ligne différente. Soit i0 cette ligne. Par soustraction des lignes i0 et en
gardant les autres lignes de (36), on obtient le système suivant:

hs1
1 g1 − α1,0h

k+1 =
q∑

l=1

α1,lfl

...

−(αi0,0 − α′i0,0)h
k+1 =

q∑
l=1

(αi0,l − α′i0,l)fl

...

hsq
q gq − αq,0h

k+1 =
q∑

l=1

αq,lfl

D’après les régles de Cramer, pour j = 1, . . . , q on a:

(∆−∆′) fj ∈ (hk+1, hs1
1 g1, . . . , ĥ

si0
i0
gi0 , . . . , h

sq
q gq)R .

Par hypothèse gi0 ∈ (hk+1+s, f1, . . . , fq)R, par conséquent

(∆−∆′) gi0 ∈ (hk+1+s, hs1
1 g1, . . . , ĥ

si0
i0
gi0 , . . . h

sq
q gq)R

∈ (hk+1+s, g1, . . . , ĝi0 , . . . , gq)R .

La suite (hk+1+s, g1, . . . , gq) étant quasi-régulière, ceci prouve que

(∆−∆′) ∈ (hk+1+s, g1, . . . , gq)R . �
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CHAPITRE III

EXTENSION D’UNE FORMULE DE WEIL

§1. Extension dans un cadre algébrique d’une formule de Weil

1.1. Introduction.

Soit R = Oq l’anneau des germes de fonctions holomorphes à l’origine de Cq,
et f = (f1, . . . , fq) une suite régulière de Oq. Considérons alors des éléments
ai,j(ζ, z) ∈ O2q tels que

fi(ζ)− fi(z) =
q∑

j=1

ai,j(ζ, z)(ζj − zj) (1 ≤ i ≤ q) ,

et soit ∆(ζ, z) = det(ai,j(ζ, z)) ∈ O2q.
La formule de représentation intégrale de Bergman-Weil ( [W],[He] ou [A-Y]

théorème 9.1 p. 65) permet d’obtenir:

∀h ∈ Oq, h(z) =
1

(2iπ)q

∫
Γf

h(ζ)∆(ζ, z)dζ∏q
i=1[fi(ζ)− fi(z)]

(1)

où, r et εi étant des réels > 0 suffisamment petits, Γf désigne le tube

Γf = {ζ : ζ ∈ B(0, r), |fi(ζ)| = εi, i = 1, . . . , q}
orienté par la condition d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fq) > 0.

Un développement en série sous le signe d’intégration de (1) permet d’obtenir la
formule de Weil ([W],[He] ou [AY] théorème 24.9 p. 199) :

∀h ∈ Oq, h(z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

1
(2iπ)q

∫
Γf

h(ζ)∆(ζ, z)dζ
f1(ζ)i1 . . . fq(ζ)iq

f i1−1
1 (z) . . . f iq−1

q (z)

(2)
Traduit dans le langage usuel de la théorie analytique des résidus dans le cas des
intersections complètes ( cf. [GH] ), la formule (2) s’écrit:

∀h ∈ Oq, h(z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

Res
(f

i1
1 ,...,f

iq
q ,0)

(∆(z, x)h(x)) f i1−1
1 (z) . . . f iq−1

q (z)

(3)
La formule de Weil généralise donc en un sens la formule de Taylor ou de Cauchy

puisqu’elle permet de développer de manière canonique tout élément h deOq suivant
les puissances de f . Elle a en outre de nombreuses applications, en particulier
concernant des problèmes de Nullstellensatz effectif. (cf. [B-G-V-Y] chap. 4,
[B-Y3])

Typeset by AMS-TEX
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Le but du présent chapitre est d’étendre, dans la théorie algébrique des résidus
mise en place par J. Lipman ([L]), la formule de Weil. Le texte présenté ici complète
un article à parâıtre dans Manuscripta Mathematica.

Plus précisément notre cadre sera le suivant. Soient A un anneau commutatif
unitaire, R une A-algèbre commutative, f = (f1, . . . , fq) une suite de R quasi-

régulière telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. En suivant J.

Lipman, on peut alors définir pour tout ω ∈ ∧qΩR/A, où ΩR/A est le R module
des différentielles de la A-algèbre R, le résidu de ω par rapport à f que l’on note:

ResR/A

[
ω

f1, . . . , fq

]
.

Soit maintenant Re = R⊗A R l’algèbre enveloppante de R, et R̂e son complété
pour la topologie (f ⊗R + R⊗ f)-adique. Le morphisme

Re −→ R

a⊗ b −→ ab

de noyau J , induit un morphisme R̂e −→ R̂ dont on note Ĵ le noyau. Enfin pour
ri ∈ R, on note Ri = ri ⊗ 1 − 1 ⊗ ri ∈ R̂e. Avec ces notations on montrera, dans
la section 1.2, le résultat suivant:

Théorème. (Formule de Weil)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires nœtheriens, R étant muni

d’une structure de A-algèbre plate sur A, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-

régulière de R telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (r1, . . . , rq) de R telle que (R1, . . . , Rq) soit une suite
régulière de R̂e qui engendre Ĵ .

Soient alors des éléments ai,j ∈ R̂e tels que:

1⊗ fi − fi ⊗ 1 =
q∑

j=1

ai,jRj

et ∆ = det(ai,j) ∈ R̂e.
Pour tout h ∈ R, on a dans R̂ l’égalité:

h =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂/A

[
∆h dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (4)

On donne, dans la section 1.2, quelques exemples de situations algébriques où
cette formule s’applique. Les principaux cas sont les suivants:

- A est un anneau nœthérien et R = A[z1, . . . , zq] ( on prend alors ri = zi ).
- R est un anneau local nœthérien régulier d’égale caractéristique de corps

résiduel K, A=K et {r1, . . . , rq} un systéme régulier de paramètres.
- (A,m) un anneau local nœthérien séparé complet pour sa topologie m-adique,

et R = A[[z1, . . . , zq]], les ri étant égaux aux Zi.
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- A un anneau nœthérien séparé complet pour la topologie a-adique pour un
certain idéal a, R = A[[z1, . . . , zq]], et (f) ⊂ (a, Z).

- A est un anneau nœthérien et R = A[Z1, . . . , Zq]S = A[Z,Z−1], où S =
{Zα |α ∈ Nq , |α| ≥ 0 }, est l’anneau des polynômes de Laurent ( on prend alors

ri =
1
Zi

).

Enfin, lorsque les hypothèses de la formule de Weil sont vérifiées et Q ∈ R est tel
que (Q, f)R = R, on montrera que la formule de Weil peut encore s’appliquer dans
RS où S est la partie multiplicative {1, Q,Q2, . . . }, et fournit, pour tout P ∈ R,

une écriture de
P

Q
dans R̂.

Dans le cas polynomial (R = A[z1, . . . , zq]), ou des séries formelles (R = A[[z1, . . . , zq]]),
ou encore des séries convergentes (R = Oq = C{z1, . . . , zq}), on peut choisir de
façon naturelle pour éléments différentiels dr1, . . . , drq de la formule (4), dz1, . . . , dzq.
La suite (r1, . . . , rq) de la formule (4), joue le rôle, lorsqu’on est dans un cadre
algébrique, de la suite des coordonnées (z1, . . . , zq) des cas R = A[z1, . . . , zq],
R = A[[z1, . . . , zq]].

Lorsque A = C , R = Oq = C{z1, . . . , zq} et ri = zi, on peut choisir les ai,j

dans O2q et donc ∆ ∈ O2q. Par ailleurs R̂ = C[[z1, . . . zq]], et pour h ∈ R on

a ResR̂/A

[
∆h dz1 ∧ · · · ∧ dzq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
= ResR/A

[
∆h dz1 ∧ · · · ∧ dzq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
(cor. I.3.5.4). On

peut vérifier sans peine (cf. §2, section 2.3), que la série∑
(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResOq/C

[
∆h dz1 ∧ · · · ∧ dzq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q

est convergente dans Oq. On obtient ainsi une nouvelle preuve purement algébrique
de la formule de Weil usuelle. Nous étendons et étudions cette situation dans le
paragraphe 2.

Lorsque A est un anneau nœthérien, R = A[z1, . . . zq] et

ρf : A[z1, . . . , zq] −→ A[z1, . . . , zq]

zi −→ fi(z)
,

la formule de Weil permet de caractériser les homomorphismes ρf qui sont finis: ce
sont ceux pour lesquels la formule de Weil est finie pour tout élément h de R. Nous
étudierons cette situation dans le paragraphe 2.

On fera appel dans ce paragraphe au corollaire 4.1.3 du chapitre I que l’on
rappelle ci-dessous:

Corollaire. (I.4.1.3)
Soient R une A-algèbre plate, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R

telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J

de µ̃ : S = P⊗A R→ P est engendré par une suite quasi-régulière ζ = (ζ1, . . . , ζq),
et l’on considère des éléments ai,j ∈ P⊗A R tels que:

1⊗ fi =
q∑

j=1

ai,jζj (i = 1, . . . , q).
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Soient ∆f
ζ = det(ai,j) ∈ P⊗A R, et δf

ζ =
∑M

j=1 αj ⊗ βj ∈ R⊗A R un représentant
de ∆f

ζ . on note
Ω(Φ) : ΩR/A −→ ΩS/P

α dR/A(r) −→ 1⊗ α dS/P(1⊗ r) ,

et on considère une suite ω = (ω1, . . . , ωq) de ΩR/A telle que

Ω(Φ)(ωj) = dS/P(ζj) (modulo JΩS/P) j = 1, . . . , q .

Alors

∀h ∈ R,
M∑

j=1

αj ResR/A

[
βjh ω1 ∧ · · · ∧ ωq

f1, . . . , fq

]
≡ h (modulo fR) .

1.2. La formule de Weil dans un cadre algébrique.

Soient A et R deux anneaux nœtheriens, R étant muni d’une structure de A-
algèbre plate sur A, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle que le A-

module P =
R
fR

soit projectif de type fini. Pour k ∈ N∗ on note fk = (fk
1 , . . . , f

k
q ),

Pk =
R
fkR

. Soit R̂ = lim←−k Pk le complété f -adique de R, pour obtenir la formule

de Weil on appliquera le corollaire (I.4.1.3) à R̂ et aux quotients successifs Pk.
On note Re = R ⊗A R l’algèbre enveloppante de R, et R̂e son complété pour la
topologie (f ⊗R + R⊗ f)-adique. On a:

R̂e = lim←−
p,r

(Pp ⊗A Pr) = lim
←−
k

(Pk ⊗A R̂)

Pour k ∈ N∗ on considère les morphismes:

Pk ⊗A R̂ −→ Pk

uk ⊗ r̂ 7−→ uk.r̄
(k)

où r̄(k) est l’image de r̂ dans Pk par la projection canonique, et l’on note Ĵk leur
noyau. Le morphisme:

Re −→ R

u⊗ r 7−→ u.r

dont on note J le noyau, est continu lorsqu’on munit Re de la topologie (f ⊗R +
R ⊗ f)-adique et R de la topologie f -adique. Il induit, par passage à la limite
projective, un morphisme:

R̂e −→ R̂

dont on note Ĵ le noyau. Afin d’appliquer le corollaire (I.4.1.3), les lemmes suivants
permettent de montrer que lorsque Ĵ est engendré par une suite quasi-régulière
(R1, . . . , Rn), son image (R̃(k)

1 , . . . , R̃
(k)
n ) dans Pk⊗A R̂ est une suite quasi-régulière

qui engendre Ĵk. Le lemme suivant sera utilisé dans les exemples 1 et 5.
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lemme 1.2.1.
Lorsque Re est nœthérien:
i) Ĵ = J.R̂e

ii) si (R1, . . . , Rq) est une suite régulière de Re, son image dans R̂e est une suite
régulière.

Preuve.
i) La suite:

0 −→ J −→ Re −→ R −→ 0

est une suite exacte de Re-module. Re étant nœthérien, son complété R̂e est Re

plat ([M] corollaire 1 p.170). Par conséquent, la suite:

0 −→ J ⊗Re R̂e −→ Re ⊗Re R̂e −→ R⊗Re R̂e −→ 0

est exacte. Cette suite fournit la suite exacte:

0 −→ J ⊗Re R̂e −→ R̂e −→ R̂ −→ 0

qui montre que Ĵ = J.R̂e. �

ii) Pour 0 ≤ p ≤ q on pose: Re
0 = Re, Re

p =
Re

(R1, . . . , Rp)Re
, R̂e

0 = R̂e, et R̂e
p le

complété de Re
p pour la topologie induite par celle de Re. Re étant nœthérien, le

complété de (R1, . . . , Rp)Re est (R1, . . . , Rp)R̂e ([M] corollaire 3 p.171), et R̂e
p =

R̂e

(R1, . . . , Rp)R̂e
([M] proposition p.167).

(R1, . . . , Rq) étant une suite régulière de Re, pour p ∈ {0, . . . , q − 1} la suite :

0 −−−−→ Re
p

µRp+1−−−−→ Re
p

où µRp+1 désigne la multiplication par Rp+1, est exacte. Re
p étant nœthérien, R̂e

p

est un Re
p-module plat et la suite

0 −−−−→ Re
p ⊗Re

p
R̂e

p

µRp+1⊗id
−−−−−−→ Re

p ⊗Re
p
R̂e

p

est exacte. Cette suite fournit la suite exacte:

0 −−−−→ R̂e
p

µRp+1−−−−→ R̂e
p

Comme R̂e
p =

R̂e

(R1, . . . , Rp)R̂e
, ceci prouve que (R1, . . . , Rq) est une suite régulière

de R̂e. �

lemme 1.2.2.
Soient {r1, . . . , rq} ⊂ R, Ri = ri ⊗ 1− 1⊗ ri ∈ R̂e, et R̃(k)

i l’image de Ri dans
Pk ⊗A R̂ par la projection canonique. Si {R1, . . . , Rq} engendre le R̂e-module Ĵ
alors {R̃(k)

1 , . . . , R̃
(k)
q } engendre le Pk ⊗A R̂-module Ĵk.
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Preuve. Si
∑M

i=1 ui⊗ v̂i ∈ Ĵk alors
∑M

i=1 ui.v̄
(k)
i = 0, par conséquent

∑M
i=1 ui⊗ v̂i =∑M

i=1 ui ⊗ 1(1̄(k) ⊗ v̂i − v̄(k)
i ⊗ 1). Ceci montre que Ĵk = πk(Ĵ), où πk désigne la

projection canonique de R̂e dans Pk⊗A R̂. Ĵ étant engendré par {R1, . . . , Rq}, Ĵk

est engendré par {πk(R1), . . . , πk(Rq)}. �

Lemme 1.2.3.
Avec les notations du lemme 1.2.2, si (R1, . . . , Rq) est une suite régulière de R̂e

qui engendre Ĵ alors, pour tout k ∈ N∗, (R̃(k)
1 , . . . , R̃

(k)
q ) est une suite quasi-régulière

de Pk ⊗A R̂.

Preuve. Soit Fi = fi ⊗ 1 ∈ R̂e. Comme
R̂e

Ĵ
' R̂, l’image de Fi dans

R̂e

Ĵ
' R̂

s’identifie, via l’isomorphisme, à fi. Comme f = (f1, . . . , fq) est une suite quasi-
régulière de R, son image dans R̂ est une suite régulière. Ceci montre que l’image

de (F1, . . . , Fq) dans
R̂e

Ĵ
est une suite régulière. Or, par hyphothèse, (R1, . . . , Rq)

est une suite régulière qui engendre Ĵ , donc (R1, . . . , Rq, F1, . . . , Fq) est une suite
régulière de R̂e. En particulier, pour tout k ∈ N∗, (F k

1 , . . . , F
k
q , R1, . . . , Rq) est une

suite quasi-régulière, et son image dans
R̂e

F kR̂e
' Pk ⊗A R̂ est une suite quasi-

régulière. �

Pour l∗ ∈ homA(R̂,A) on considère le morphisme ([B1] II§4 remarque 2 p.77):

Φ0(l∗) : Re −→ R

u⊗ r 7−→ l∗(r)u

il induit, pour k ∈ N∗, les morphismes:

Φk(l∗) : Pk ⊗A R̂ −→ Pk

u⊗ r̂ 7−→ l∗(r̂)u

qui, par passage à la limite projective, fournissent un morphisme:

Φ(l∗) : R̂e −→ R̂

qui prolonge Φ0(l∗).

Lorsque l∗ = ResR̂/A

[
. hdr1 ∧ · · · ∧ drq
f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
, où h ∈ R̂ et ∆ ∈ R̂e, on notera:

Φ(l∗)(∆) = ResR̂/A

[
∆hdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
En particulier, si h ∈ R et ∆ = s⊗ t ∈ Re on a:

ResR/A

[
(s⊗ t)hdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
= ResR/A

[
thdr1 ∧ · · · ∧ drq
f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
s
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Théorème 1.2.4. (Formule de Weil.)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires nœtheriens, R étant muni

d’une structure de A-algèbre plate sur A, et f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-

régulière de R telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (r1, . . . , rq) de R telle que (R1, . . . , Rq) soit une suite
régulière de R̂e qui engendre Ĵ . On considère des éléments ai,j ∈ R̂e tels que:

1⊗ fi − fi ⊗ 1 =
q∑

j=1

ai,jRj

et l’on pose ∆ = det(ai,j) ∈ R̂e.
Sous ces hypothèses, pour tout h ∈ R on a dans R̂ l’égalité:

h =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂/A

[
∆hdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (5)

Preuve.
Pour établir (5) il suffit de montrer que pour tout entier k ≥ 1:

h =
∑

1≤is≤k
1≤s≤q

ResR̂/A

[
∆hdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (modulo fkR) . (6)

Dans la formule (6) on peut remplacer ∆ par un élément ∆k ∈ R̂e tel que:

∆ = ∆k (modulo (fk ⊗R + R⊗ fk)R̂e) . (7)

En particulier il suffit d’établir (7) avec

∆k ∈ Re, et ∆ = ∆k (modulo (fk ⊗R + R⊗ fk)R̂e) . (8)

Comme ∆k ∈ Re on a (cor. I.3.5.4) :

ResR̂/A

[
∆khdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
= ResR/A

[
∆khdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
.

Pour k ≥ 1 on note ∆k un élément de Re qui a même image que ∆ par la
surjection canonique de R̂e dans Pk ⊗A Pk. Pour établir la formule (5), il suffit de
montrer que pour tout k ≥ 1:

h =
∑

1≤is≤k
1≤s≤q

ResR/A

[
∆khdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (modulo fkR) . (9)

Preuve de la formule (9).



1. EXTENSION D’UNE FORMULE DE WEIL 89

Comme R est nœthérien, R̂ est une R-algèbre plate, R étant A-plat, R̂ est
une A-algèbre plate. Pour k ∈ N∗, (fk

1 , . . . , f
k
q ) est une suite régulière de R̂ et

P̂k =
R̂

fkR̂
=

R
fkR

est un A-module projectif de type fini. D’après les lemmes 1.2.2

et 1.2.3, (R̃(k)
1 , . . . , R̃

(k)
q ) est une suite quasi-régulière de Pk⊗A R̂ qui engendre Ĵk,

on peut donc appliquer le corollaire 4.1.3 du chapitre I, rappelé dans l’introduction,
en remplaçant R par R̂, P par Pk, fi par fk

i , et ζi par R̃(k)
i .

Dans R̂e on a:

1⊗ fk
i − fk

i ⊗ 1 = (
k−1∑
s=0

fs
i ⊗ fk−1−s

i )(1⊗ fi − fi ⊗ 1)

= (
k−1∑
s=0

fs
i ⊗ fk−1−s

i )
∑

1≤j≤q

ai,jRj

=
∑

1≤j≤q

Ai,jRj

πk : R̂e −→ Pk ⊗A R̂ étant la projection canonique, on obtient:

1⊗ fk
i =

∑
1≤j≤q

πk(Ai,j)R̃
(k)
j

Soit δ′k =
∑m

i=1 s̄
(k)
i ⊗ t̄(k)

i ∈ Pk ⊗A Pk l’image, par la projection canonique, de
det(πk(Ai,j)) ∈ Pk ⊗A R̂. D’après le corollaire 4.1.3 du chapitre I:

h̄(k) =
m∑

i=1

ResR̂/A

[
tihdr1 ∧ · · · ∧ drq

fk
1 , . . . , f

k
q

]
s̄
(k)
i . (10)

Par conséquent, si δk ∈ Re est un représentant de δ′k, on obtient:

h = ResR/A

[
δkhdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
(modulo fkR) . (11)

D’autre part, on a:

det(Ai,j) = (
q∏

i=1

(
k−1∑
s=0

fs
i ⊗ fk−1−s

i )) det(ai,j)

= (
q∏

i=1

(
k−1∑
s=0

fs
i ⊗ fk−1−s

i ))∆ .

Comme ∆ et ∆k ont par la surjection canonique la même image dans Pk ⊗A Pk,
on peut choisir:

δk = (
q∏

i=1

(
k−1∑
s=0

fs
i ⊗ fk−1−s

i ))∆k .
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En reportant dans (11) on obtient:

h = ResR/A

 (
∑

1≤is≤k
1≤s≤q

f i1−1
1 . . . f

iq−1
q ⊗ fk−i1

1 . . . f
k−iq
q )∆khdr1 ∧ · · · ∧ drq

fk
1 , . . . , f

k
q

 (modulo fkR)

=
∑

1≤is≤k
1≤s≤q

ResR/A

[
∆khdr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (modulo fkR)

ce qui prouve (9). �

Exemple 1

Soient A un anneau commutatif nœthérien, R = A[Z1, . . . , Zq], et f(Z) =

(f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite quasi-régulière de R telle que P =
R

f(Z)R
soit un

A-module projectif de type fini. R̂ est le complété (f(Z))-adique de R, on identifie
Re et A[Z1, . . . , Zq, T1, . . . , Tq], ainsi que R̂e et le complété (f(Z), f(T ))-adique de
A[Z, T ]. On considère des éléments ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que:

fi(T )− fi(Z) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj)

et l’on note ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )). Pour tout h(Z) ∈ A[Z] on a dans R̂:

h(Z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T )dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z)

(12)

Preuve de (12).
Pour établir (12), on montre que (Z1 − T1, . . . , Zq − Tq) est une suite régulière

de R̂e qui engendre Ĵ . Comme Re est nœthérien, d’après le lemme 1.2.1, il suffit
de prouver que (Z1−T1, . . . , Zq−Tq) est une suite régulière de Re qui engendre J .

Or J est le noyau du morphisme:

A[Z, T ] −→ A[Z]

h(Z, T ) 7−→ h(Z,Z)

donc J est engendré par {Z1 − T1, . . . , Zq − Tq}.
Soient {U1, . . . , Uq, V1, . . . Vq} des variables algébriquement libres sur A, l’isomorphisme:

A[Z, T ] −→ A[U, V ]
Z 7−→ U + V

T 7−→ V

montre que la suite (Z1 − T1, . . . , Zq − Tq) est une suite régulière de A[Z, T ].
On pose ri = Zi et Ri = Zi − Ti . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant

vérifiées, la formule (5) donne (12). �
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Exemple 2

Soient (R,m) un anneau local régulier nœthérien tel que R et K =
R
m

aient même

caractéristique, (x1, . . . , xq) un système régulier de paramètres, et (f1, . . . , fq) une
suite quasi-régulière de R. On note R̂ le complété f -adique de R, et R̂e le complété
(f ⊗R + R⊗ f)-adique de Re.

Sous ces hypothèses il existe des éléments ai,j ∈ R̂e tels que

1⊗ fi − fi ⊗ 1 =
q∑

j=1

ai,j(1⊗ xj − xj ⊗ 1) ,

et en notant ∆ = det(ai,j), on a, pour tout h ∈ R:

h =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂/K

[
∆hdx1 ∧ · · · ∧ dxq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q (13)

Preuve de (13).
(f1, . . . , fq) étant une suite quasi-régulière de R, l’idéal fR qu’elle engendre est

m-primaire, par conséquent il existe un entier m tel que:

mm ⊂ fR ⊂ m

Ceci montre que R̂ est le complété m-adique de R, et que R̂e est le complété (m⊗
R+R⊗m)-adique de Re. R et K étant d’égale caractéristique R̂ = K[[x1, . . . , xq]].
En choisissant {y1, . . . , yq} des variables algébriquement libres sur R̂, on a: R̂e '
K[[x1, . . . , xq, y1, . . . , yq]]. Via cet isomorphisme, xi ⊗ 1 s’identifie à xi, et 1 ⊗ xi

s’identifie à yi.
Ĵ est le noyau du morphisme:

K[[x, y]] −→ K[[x]]
xi −→ xi

yi −→ xi

Ĵ est engendré par la suite régulière (x1 − y1, . . . , xq − yq).
On pose ri = xi et Ri = xi − yi . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant

vérifiées, la formule (5) donne (13). �

Exemple 3

Soit A un anneau commutatif, nœthérien, séparé et complet pour la topolo-
gie a-adique, où a est un idéal de A. On note R = A[[Z1, . . . , Zq]], f(Z) =
(f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite quasi-régulière de R, et {T1, . . . , Tq} des variables
algébriquement libres sur R. On suppose que (f(Z)) ⊂ (a, Z), où (a, Z) est l’idéal

de R engendré par a et Z, (f(Z)) celui engendré par f(Z), et que P =
R

(f(Z))
est
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un A-module projectif de type fini. On considère des éléments ai,j(Z, T ) ∈ A[[Z, T ]]
tels que:

fi(T )− fi(Z) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj)

et l’on note ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )). Pour tout h(Z) ∈ A[[Z]] on a:

h(Z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResA[[T ]]/A

[
∆(Z, T )h(T )dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z)

(14)

Preuve de (14).
Pour établir (14), on montre que A[[Z, T ]] est le complété (f(Z)A[[T ]]+f(T )A[[Z]])-

adique de A[[Z]] ⊗A A[[T ]], et que (Z1 − T1, . . . , Zq − Tq) est une suite régulière
qui engendre Ĵ .

A[[Z]] est complet pour la topologie (a, Z)-adique ([S] proposition 3 p.II-3),
comme ((f(Z)) ⊂ (a, Z) et que A[[Z]] est nœthérien, il est aussi complet pour la
topologie (f(Z))-adique ([Z-S] chap. VIII, th. 14). Par conséquent, si R̂ est le
complété (f(Z))-adique de A[[Z]], R̂ = A[[Z]].

Pour k ∈ N∗ ,
A[[Z]]
(fk(Z))

est un A-module de type fini donc:

A[[Z, T ]]
(fk(Z))

=
A[[Z]]
(fk(Z))

⊗A A[[T ]]

par conséquent, si R⊗̂R est le complété (f(Z)A[[T ]] + f(T )A[[Z]])-adique de
A[[Z]]⊗A A[[T ]], on a:

R⊗̂R = lim←−
k

(
A[[Z]]
(fk(Z))

⊗A A[[T ]])

= lim←−
k

(
A[[Z, T ]]
(fk(Z))

)

L’argument utilisé précédemment montre que A[[Z, T ]] est complet pour la topolo-
gie (f(Z))-adique donc:

lim←−
k

(
A[[Z, T ]]
(fk(Z))

) = A[[Z, T ]]

Ceci montre que R⊗̂R = A[[Z, T ]]. On identifie Re et A[[Z]]⊗A A[[T ]], ainsi que
R̂e et A[[Z, T ]].
Ĵ est le noyau du morphisme:

A[[Z, T ]] −→ A[[Z]]

h(Z, T ) 7−→ h(Z,Z)

il est engendré par {Z1 − T1, . . . , Zq − Tq}.
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Soient {U1, . . . , Uq, V1, . . . Vq} des variables algébriquement libres sur A, l’isomorphisme:

A[[Z, T ]] −→ A[[U, V ]]
Z 7−→ U + V

T 7−→ V

montre que la suite (Z1 − T1, . . . , Zq − Tq) est une suite régulière de R̂e.
On pose ri = Zi et Ri = Zi − Ti . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant

vérifiées, la formule (5) donne (14). �

Remarques:
i) Si A est un corps on peut appliquer la formule (14) en prenant a = 0.
ii) Si (A, a) est un anneau local d’idéal maximal a, séparé et complet pour la

topologie a-adique, pour toute suite quasi-régulière f(Z) de R on a (f(Z)) ⊂ (a, Z)
et l’ on peut appliquer la formule (14).

Exemple 4

Lorsque les hypothèses du théorème 1.2.4 sont satisfaites et Q ∈ R est tel que

(Q, f)R = R, la formule de Weil fournit, pour tout P ∈ R, une écriture de
P

Q
dans

R̂.
Plus précisément, soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires nœtheriens,

R étant muni d’une structure de A-algèbre plate sur A, et f = (f1, . . . , fq) une

suite quasi-régulière de R telle que le A-module P =
R
fR

soit projectif de type

fini. On suppose qu’il existe une suite (r1, . . . , rq) de R telle que (R1, . . . , Rq) soit
une suite régulière de R̂e qui engendre Ĵ . On considère des éléments ai,j ∈ R̂e tels
que 1 ⊗ fi − fi ⊗ 1 =

∑q
j=1 ai,jRj , et l’on pose ∆ = det(ai,j) ∈ R̂e. On note S

la partie multiplicative {1, Q,Q2, . . . }, R̂S le complété f -adique de RS , V ∈ R tel
que (1 − Q.V ) ∈ fR, et pour m ∈ N, Vm =

∑m+1
k=1

(
m+1

k

)
(−Q)k−1V k. Alors pour

tout P ∈ R on a dans R̂ :

P

Q
=

∑
(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂S/A

∆
P

Q
dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

 f i1−1
1 . . . f iq−1

q (15)

P

Q
=

∑
(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResR̂/A

[
∆P.V|i|dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
f i1−1
1 . . . f iq−1

q . (16)

Preuve (15) et (16).
Soient Re

S = RS ⊗A RS , R̂e
S le complété (f ⊗RS + RS ⊗ f)-adique de Re

S ,

ρ̂S : R̂e
S −→ R̂S et ρ̂ : R̂e −→ R̂ les morphismes déduits de

ρ : Re −→ R

a⊗ b −→ ab
, ĴS et

Ĵ leur noyau respectif. Pour obtenir (15) il suffit de prouver que (R1, . . . , Rq) est
une suite régulière de R̂e

S qui engendre ĴS .
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Pour k ∈ N∗ on note fk = (fk
1 , . . . , f

k
q ), PS,k =

RS

fkRS
, et PS,0 = RS . D’après

la preuve de la proposition II.2.1.1, pour k ≥ 1, PS,k =
R
fkR

. Comme R̂S =

lim←−k∈N∗ PS,k, tout élément de R̂S peut s’écrire sous la forme aS .r̂ où aS ∈ RS

et r̂ ∈ R̂, et R̂S ' RS ⊗R R̂. De même comme R̂e
S = lim←−k∈N∗ PS,k ⊗A PS,k,

tout élément de R̂e
S peut s’écrire sous la forme bS .t̂ où bS ∈ Re

S et t̂ ∈ R̂e, et
R̂e

S ' Re
S ⊗Re R̂e. Soient bS .t̂ ∈ ĴS et Qn1 ⊗Qn2 tels que Qn1 ⊗Qn2 .(bS .t̂) ∈ R̂e.

On a
ρ̂(Qn1 ⊗Qn2 .bS t̂) = ρ̂S(Qn1 ⊗Qn2 .bS t̂)

= 0 .

Par conséquent Qn1 ⊗Qn2 .(bS t̂) ∈ Ĵ , et il existe des éléments λi ∈ R̂e tels que

Qn1 ⊗Qn2 .(bS t̂) =
m∑

i=1

λiRi

bS t̂ =
m∑

i=1

λi

Qn1 ⊗Qn2
Ri ,

ce qui montre que {R1, . . . , Rq} est un système générateur du noyau ĴS . Comme
R̂e

S ' Re
S ⊗Re R̂e, que Re

S est un Re-module plat et (R1, . . . , Rq) est une suite
régulière de R̂e, pour montrer que cette suite est une suite régulière de R̂e

S , il
suffit de montrer qu’elle n’engendre pas R̂e

S . Or ρ̂S(1) = 1, donc ĴS 6= R̂e
S et

{R1, . . . , Rq}R̂e
S 6= R̂e

S .
D’après le corollaire II.2.1.2

ResR̂S/A

∆
P

Q
dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

 = ResR̂/A

[
∆P.V|i|dr1 ∧ · · · ∧ drq

f i1
1 , . . . , f

iq
q

]
,

par conséquent l’égalité (15) donne (16). �

Exemple 5

Soient A un anneau commutatif nœthérien, R′ = A[Z1, . . . , Zq], SZ la partie
multiplicative {Zα | α ∈ Nq }, R = R′SZ

= A[Z,Z−1] , et f(Z) = (f1(Z), . . . , fq(Z))

une suite quasi-régulière de R telle que P =
R

f(Z)R
soit un A-module projectif de

type fini. On note R̂ le complété (f(Z))-adique de R, on identifie Re et le localisé
de A[Z1, . . . , Zq, T1, . . . , Tq] par la partie multiplicative S0 = {ZαT β |α ∈ Nq, β ∈
Nq }, ainsi que R̂e et le complété (f(Z), f(T ))-adique de A[Z, T ]S0 .

On nontrera ci-dessous que le noyau J du morphisme

Re −→ R

h(Z, T ) 7−→ h(Z,Z)
,
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est engendré par la suite régulière:

(
1
Z1
− 1
T1
, . . . ,

1
Zq
− 1
Tq

) . (17)

On considère des éléments ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ]S0 tels que:

fi(Z)− fi(T ) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(
1
Zj
− 1
Tj

) ,

et l’on note ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )). Pour tout h(Z) ∈ R on a dans R̂:

h(Z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResA[T ]ST
/A

∆(Z, T )h(T )d(
1
T1

) ∧ · · · ∧ d( 1
Tq

)

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

 f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z)

(18)

Preuve de (17) et (18).
Comme Zi et Ti sont des éléments inversibles de Re, pour montrer que la suite

(
1
Z1
− 1
T1
, . . . ,

1
Zq
− 1
Tq

) est régulière et engendre J , il suffit de prouver que la suite

(T1 − Z1, . . . , Tq − Zq) est régulière et engendre J .
Soient h(Z, T ) ∈ J et α ∈ Zq, β ∈ Zq, P (Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que

h(Z, T ) = ZαT βP (Z, T ) .

Comme h(Z, T ) ∈ J si et seulement si P (Z,Z) = 0, il existe des éléments aj(Z, T ) ∈
A[Z, T ] tels que

h(Z, T ) = ZαT β

 q∑
j=1

aj(Z, T ) (Tj − Zj)

 ,

et la suite (T1 − Z1, . . . , Tq − Zq) est un système générateur de J . Pour montrer
que cette suite est régulière, on note pour i = 0, . . . q−1, Si la partie multiplicative
{Tα1

1 . . . T
αq
q Z

βi+1
i+1 . . . Z

αq
q | α ∈ Nq, β ∈ Nq−i }. On a

A[T1, . . . , Tq, Z1, . . . , Zq]S0

(T1 − Z1, . . . , Ti − Zi)
' A[T1, . . . , Tq, Zi+1, . . . , Zq]Si

.

La multiplication par (Ti+1 − Zi+1) dans A[T1, . . . , Tq, Zi+1, . . . , Zq]Si étant in-
jective, la suite (T1 − Z1, . . . , Tq − Zq) est régulière. Par conséquent la suite

(
1
Z1
− 1
T1
, . . . ,

1
Zq
− 1
Tq

) est régulière et engendre J .

Pour établir (18) il suffit de montrer que la suite (
1
Z1
− 1
T1
, . . . ,

1
Zq
− 1
Tq

) est

une suite régulière de R̂e qui engendre Ĵ . Comme Re est le localisé d’un anneau
nœthérien, Re est nœthérien. D’après le lemme 1.2.1, la suite

(
1
Z1
− 1
T1
, . . . ,

1
Zq
− 1
Tq

)

étant régulière dans Re et engendrant J , elle est régulière dans R̂e et engendre Ĵ .

On pose ri =
1
Zi

et Ri =
1
Zi
− 1
Ti

. Les conditions de la proposition 1.2.4 étant

vérifiées, la formule (5) donne (18). �
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Remarque. En posant bi,j(Z, T ) = −ai,j(Z, T )
ZjTj

on a

fi(Z)− fi(T ) =
q∑

j=1

bi,j(Z, T )(Zj − Tj) .

Comme 
det(bi,j(Z, T )) =

(−1)q

Z.T
det(ai,j(Z, T ))

d(
1
T1

) ∧ · · · ∧ d( 1
Tq

) = (−1)q d(T1)
T 2

1

∧ · · · ∧ d(Tq)
T 2

q

,

en notant ∆′(Z, T ) = Z1 . . . Zq det(bi,j(Z, T )), la formule (18) s’écrit:

h(Z) =
∑

(i1,...,iq)∈(N∗)q

ResA[T ]ST
/A

∆′(Z, T )h(T )
d(T1)
T1

∧ · · · ∧ d(Tq)
Tq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

 f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z) .

§2. Problèmes de finitude et de convergence

2.1. Problèmes de finitude.

Lorsque A est un anneau commutatif nœthérien, R = A[Z1, . . . , Zq], et f(Z) =

(f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite quasi-régulière de R telle que P =
R

f(Z)R
soit un A-

module projectif de type fini, la formule de Weil ( §1, exemple 1, (12)) contient, à
priori, un nombre non fini de termes. La proposition suivante établit des conditions
nécessaires et suffisantes pour que, pour tout élément de R la formule de Weil
s’écrive avec un nombre fini de termes et soit définie dans R.

Proposition 2.1.1.
Soient A un anneau commutatif nœthérien, et f(Z) = (f1(Z), . . . , fq(Z)) une

suite de polynômes de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module pro-

jectif de type fini. On considère des éléments ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que

fi(T )− fi(Z) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj) ,

on note ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )) =
∑

α∈Nq TαJα(Z), et I la famille finie
I = {α ∈ Nq | Jα(T ) 6= 0}.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini.
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ii) Pour tout polynôme h(Z) ∈ A[Z], la formule de Weil est finie: il existe un
entier Mh tel que:

h(Z) =
∑

i=(i1,...,iq)∈(N∗)q

|i|≤Mh

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T ) dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z) .

(1)
iii) Pour chaque élément de la famille finie {Zj (j = 1, . . . , q); Jα(Z)Jβ(Z) (α, β ∈

I)}, la formule de Weil est finie.

Preuve de la proposition 2.1.1.
Il est clair que ii) =⇒ iii). Pour montrer que iii) =⇒ i), on considère, pour

j = 1, . . . , q, les entiers MZj
tels que

Zj =
∑

i∈(N∗)q , |i|≤MZj

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )Tj dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z)

=
∑

i∈(N∗)q , |i|≤MZj

α∈I

Jα(Z) ResA[T ]/A

[
TαTj dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
f i1−1
1 (Z) . . . f iq−1

q (Z)

=
∑
α∈I

Pj,α(f(Z))Jα(Z) , (2)

où Pj,α(f(Z)) ∈ A[f(Z)].
De même, pour β, γ ∈ I on considère des polynômes Pβ,γ,α(f(Z)) ∈ A[f(Z)]

tels que
Jβ(Z)Jγ(Z) =

∑
α∈I

Pβ,γ,α(f(Z))Jα(Z) . (3)

Pour i = (i1, . . . , iq) ∈ Nq et |i| ≥ 2, par multiplications successives des égalités
(2) et application des égalités (3), on obtient des polynômes Pi,α(f(Z)) ∈ A[f(Z)]
tels que:

Zi =
∑
α∈I

Pi,α(f(Z))Jα(Z) , (4)

ce qui montre que iii) =⇒ i).

On suppose maintenant que l’assertion i) de la proposition est vraie. La preuve
de i) =⇒ ii) est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 2.1.2. Si A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini, pour tout polynôme
Q(Z) ∈ A[Z], il existe un entier MQ tel que pour tout α = (α1, . . . , αq) ∈ Nq,
vérifiant |α| > MQ, on ait:

ResA[Z]/A

[
Q(Z) dZ1 ∧ · · · ∧ dZq

fα1+1
1 (Z), . . . , fαq+1

q (Z)

]
= 0 .

En effet, pour h(Z) ∈ A[Z], en écrivant

h(T ) ∆(Z, T ) =
∑

α=(α1,...,αq)
|α|≤N

h(T )TαJα(Z) ,
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le lemme 2.1.2 assure l’existence d’un entier Mh tel que pour |(i1, . . . , iq)| > Mh et
|α| ≤ N on ait:

ResA[T ]/A

[
Tαh(T ) dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
= 0 . (5)

Par conséquent, pour i = (i1, . . . , iq) ∈ (N∗)q et |i| > Mh, on a

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T ) dT1 ∧ · · · ∧ dTq

f i1
1 (T ), . . . , f iq

q (T )

]
= 0 , (6)

qui prouve que la formule de Weil contient un nombre fini de termes. �

Preuve du lemme 2.1.2.
Soient U1, . . . , Uq des variables algébriquement indépendantes sur A[Z]. On peut

ramener le calcul de ResA[Z]/A

[
Q(Z) dZ1 ∧ · · · ∧ dZq

fα1+1
1 (Z), . . . , fαq+1

q (Z)

]
à un calcul de résidu

dans A[U,Z]. Plus précisément, (U, f − U) = (U1, . . . , Uq, f1 − U1, . . . , fq − Uq)

étant une suite quasi-régulière de A[U,Z] (lemme II.1.4.1), et
A[U,Z]

(U, f − U)
' P un A-

module projectif de type fini, (Uα+1, f −U) = (Uα1+1
1 , . . . , U

αq+1
q , f1−U1, . . . , fq−

Uq) est une suite quasi-régulière de A[U,Z] et
A[U,Z]

(Uα+1, f − U)
est un A-module

projectif de type fini. Par conséquent on peut définir, en notant dU = dU1∧· · ·∧dUq

et dZ = dZ1 ∧ · · · ∧ dZq,

ResA[U,Z]/A

[
Q(Z) dU ∧ dZ
Uα+1, f − U

]
,

et la loi de transformation permet de montrer (lemme II.1.4.2 formule (23)):

ResA[Z]/A

[
Q(Z) dZ

fα1+1
1 (Z), . . . , fαq+1

q (Z)

]
= ResA[U,Z]/A

[
Q(Z) dU ∧ dZ
Uα+1, f − U

]
. (7)

Comme A[Z] est une A[f(Z)]-algèbre finie, A[Z] est entier sur A[f(Z)] ([B2], chap.

V, §1, prop. 1). Ceci nous permet de montrer que ResA[U,Z]/A

[
Q(Z) dU ∧ dZ
Uα+1, f − U

]
est nul lorsque |α| est assez grand. En effet, Z1, . . . , Zq étant entiers sur A[f(Z)],
il existe un entier s et des polynômes Bj,k(Z) ∈ A[Z] tels que:

Zs
k +B1,k(f(Z))Zs−1

k + · · ·+Bs,k(f(Z)) = 0 (k = 1, . . . , q) . (8)

En remplaçant dans Bj,k(f(Z)) les fi(Z) par (fi(Z)− Ui) + Ui et en développant,
on détermine des polynômes Ci,k(U,Z) ∈ A[U,Z] tels que:

Zs
k +B1,k(U)Zs−1

k + · · ·+Bs,k(U) =
q∑

i=1

Ci,k(U,Z)(fi(Z)− Ui). (9)

On pose
Pk(U,Z) = Zs

k +B1,k(U)Zs−1
k + · · ·+Bs,k(U). (10)
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(Uα+1, P (U,Z)) = (Uα1+1
1 , . . . , U

αq+1
q , P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)) est une suite quasi-

régulière de A[U,Z], et
A[U,Z]

(Uα+1, P (U,Z))
un A-module libre de type fini. En notant

Iq la matrice identité d’ordre q, on a

(
Iq 0
0 (Ci,j(U,Z))

)


Uα1+1
1
...

U
αq+1
q

f1 − U1
...

fq − Uq


=



Uα1+1
1
...

U
αq+1
q

P1(U,Z)
...

Pq(U,Z)


,

et la loi de transformation nous permet d’écrire:

ResA[U,Z]/A

 Q(Z) dU ∧ dZ
Uα1+1

1 , . . . , U
αq+1
q , f1 − U1, . . . , fq − Uq


= ResA[U,Z]/A

 Q(Z) det(Ci,j(U,Z)) dU ∧ dZ
Uα1+1

1 , . . . , U
αq+1
q , P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)

 . (11)

D’autre part, P (U,Z) = (P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)) est une suite quasi-régulière de

A[U,Z], et
A[U,Z]

(P (U,Z))
un A[U ]-module libre de type fini. La loi de transitivité pour

les résidus (prop.I.3.5.7) nous permet d’obtenir

ResA[U,Z]/A

Q(Z) det(Ci,j(U,Z)) dU ∧ dZ
Uα+1, P (U,Z)


= ResA[U ]/A

ResA[U,Z]/A[U ]

[
Q(Z) det(Ci,j(U,Z)) dZ
P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)

]
dU

Uα1+1
1 , . . . , U

αq+1
q

 . (12)

On note MQ le degré de ResA[U,Z]/A[U ]

[
Q(Z) det(Ci,j(U,Z)) dZ
P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)

]
∈ A[U ]. Pour

R(U) =
∑

β∈Nq rβU
β ∈ A[U ] on a (exemple I.3.3.3):

ResA[U,Z]/A[U ]

[
R(U) dU1 ∧ · · · ∧ dUq

Uα1+1
1 , . . . , U

αq+1
q

]
= rα1,...,αq

.

Par conséquent, pour |α| > MQ on a

ResA[U ]/A

ResA[U,Z]/A[U ]

[
Q(Z) det(Ci,j(U,Z)) dZ
P1(U,Z), . . . , Pq(U,Z)

]
dU

Uα1+1
1 , . . . , U

αq+1
q

 = 0 ,

ce qui prouve, en utilisant (7) (11) (12), le lemme. �
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2.2. Problèmes de convergence.

La proposition suivante donne une preuve algébrique d’une généralisation aisée
de la formule de Weil classique (§1, formule (2)).

Proposition 2.2.1.
Soient les anneaux des séries convergentes A = C{x1, . . . , xm} = C{x}, R =

C{x1, . . . , xm, y1, . . . , yq} = C{x, y}, et f = (f1(x, y), . . . , fq(x, y)) une suite régulière

de C{x, y} telle que P =
C{x, y}
f.C{x, y}

soit un C{x}-module projectif de type fini. On

note ai,j(x, y, z) ∈ C{x, y, z} des éléments tels que:
fi(x, y)− fi(x, z) =

q∑
j=1

ai,j(x, y, z)(yj − zj) (i = 1, . . . , q)

∆(x, y, z) = det(ai,j(x, y, z)) .

Alors pour tout g(x, y) ∈ C{x, y}:

g(x, z) =
∑

α=(α1,...,αq)∈(N∗)q

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) ∆(x, y, z) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
fα−1(x, z) ,

(13)
la convergence étant uniforme sur une base de voisinages compacts de l’origine.

Pour démontrer cette proposition, on utilisera le lemme suivant qui permet de
passer des séries formelles aux séries convergentes, et nous permettra en utilisant
l’exemple 3 ( §1, section 1.2) d’obtenir (13).

Lemme 2.2.2.

f = (f1(x, y), . . . , fq(x, y)) est une suite régulière de C[[x, y]], P′ =
C[[x, y]]
f.C[[x, y]]

est un C[[x]]-module projectif de type fini, et pour tout g(x, y) ∈ C{x, y}:

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

]
= ResC[[x,y]]/C[[x]]

[
g(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

]
.

(14)

Preuve du lemme 2.2.2.
f(x, y) étant une suite régulière de l’anneau local C{x, y}, elle est régulière dans

son complété : C[[x, y]]. Par hypothèse P =
C{x, y}
f.C{x, y}

est un C{x}-module de

type fini, soit {e1(x, y), . . . , ep(x, y)} un système de générateurs. Pour α ∈ Nq on
considère les éléments aα,i(x) ∈ C{x} et λα,j(x, y) ∈ C{x, y} tels que:

yα =
p∑

i=1

aα,i(x)ei(x, y) +
q∑

j=1

λα,j(x, y)fj(x, y) . (15)
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Soit
g(x, y) =

∑
α∈Nq

cα(x)yα ∈ C[[x, y]] ,

on a:

g(x, y) ≡
p∑

i=1

(∑
α∈Nq

cα(x)aα,i(x)

)
ei(x, y) (modulo f.C[[x, y]]) .

Par conséquent P′ =
C[[x, y]]
f.C[[x, y]]

est un C[[x]]-module de type fini dont un système

de générateurs est {e1(x, y), . . . , ep(x, y)}, et

P′ ' P⊗C{x} C[[x]] . (16)

P étant un C{x}-module projectif, cette égalité prouve que P′ est un C[[x]]-module
projectif ( [B1], II, §5, p. 84 cor.).

On considère le diagramme commutatif

C{x} Ψ−−−−→ C[[x]]

h

y yh′

C{x, y} Φ−−−−→ C[[x, y]]

(17)

où Ψ,Φ, h, h′ sont les injections canoniques, et

Ωq(Φ) : ∧qΩC{x,y}/C{x} −→ ∧qΩC[[x,y]]/C[[x]]

l’application canonique induite. On note:

χ : P −→ P′

l’application induite par Φ. D’après (16) l’application:

P⊗C{x} C[[x]] −→ P′

p⊗ a′ −→ χ(p)a′

est bijective. Par conséquent pour ω ∈ ∧qΩC{x,y}/C{x}, d’après la formule de
changement de base ( prop. I.3.5.1),

ResC[[x,y]]/C[[x]]

[
Ωq(Φ)(ω)

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

]
= Ψ

(
ResC{x,y}/C{x}

[
ω

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

])
.

(18)
Cette égalité permet d’écrire pour g(x, y) ∈ C{x, y}:

ResC[[x,y]]/C[[x]]

[
g(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

]
= ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

f1(x, y), . . . , fq(x, y)

]
. �

Preuve de la proposition 2.2.1.
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Soit g(x, y) ∈ C{x, y}. D’après l’exemple 3 ( §1, section 1.2), on a dans C[[x, z]]

g(x, z) =
∑

α=(α1,...,αq)∈(N∗)q

ResC[[x,y]]/C[[x]]

[
g(x, y) ∆(x, y, z) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
fα−1(x, z) .

D’après le lemme précédent, cette égalité s’écrit aussi dans C[[x, z]]:

g(x, z) =
∑

α=(α1,...,αq)∈(N∗)q

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) ∆(x, y, z) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
fα−1(x, z) ,

qui est la formule (13) de la proposition.
Pour montrer que cette égalité a lieu dans C{x, y}, il suffit de s’assurer de la

convergence de la série du membre de droite. La loi de transitivité pour les résidus
va nous permettre de donner une écriture de (13) sous forme de représentation
intégrale, et fournir une preuve de la convergence uniforme de (13) sur une base de
voisinages compacts de 0 ∈ Cm+q.

En posant ∆(x, y, z) =
∑

γ∈Nq cγ(x, y)zγ la formule (13) s’écrit:

g(x, z) =
∑

α=(α1,...,αq)∈(N∗)q

γ∈Nq

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y)cγ(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαn

q (x, y)

]
zγfα−1(x, z) .

(19)
En notant

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y)cγ(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
=

∑
β∈(N∗)m

aγ,α,βx
β−1 , (20)

la loi de transitivité (prop. I.3.5.7) donne:

aγ,α,β = ResC{x}/C

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y)cγ(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαn

q (x, y)

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxm

xβ1
1 , . . . , xβm

m


= ResC{x,y}/C

[
g(x, y)cγ(x, y) dx1 ∧ · · · ∧ dxm d y1 ∧ · · · ∧ d yq

xβ1
1 , . . . , xβm

m , fα1
1 (x, y), . . . , fαq

q (x, y)

]
.

(21)
Cette égalité nous permet de donner une écriture de aγ,α,β sous forme de représentation

intégrale. En effet,
C{x, y}
f C{x, y}

étant un C{x}-module de type fini,
C{x, y}

(x, f) C{x, y}
est un C-espace vectoriel de dimension finie. Par conséquent (x, f) est une suite
régulière de C{x, y} qui définit l’origine comme zéro isolé. Le résidu, défini via
l’homologie de Hochschild, fournit le résidu intégral local dans le cas des inter-
sections complètes (chap.I, §4). Soit R > 0 tel que l’origine soit le seul zéro de
{x, f(x, y)} sur B(0;R), et ε = (ε1, . . . , εm+q) ∈ (R+∗)m+q tel que:

Γε = {(ζ, η) ∈ B(0;R) : |ζi| = εi , |fj(ζ, η)| = εm+j (i = 1, . . . ,m ; j = 1, . . . , q)}

soit une variété réelle lisse de dimension m+ q. On a

aγ,α,β =
1

(2iπ)m+q

∫
Γε

g(ζ, η)cγ(ζ, η) d ζ ∧ d η
ζβfα(ζ, η)

. (22)
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A partir de (19) et (20) on obtient

g(x, z) =
∑

γ∈Nq

α∈(N∗)q

β∈(N∗)m

1
(2π)m+q

∫
Γε

g(ζ, η)cγ(ζ, η) d ζ ∧ d η
ζβfα(ζ, η)

. zγxβ−1f(x, z)α−1 . (23)

(x, f)définissant l’origine de Cm+n comme zéro isolé, {Wε | ε ∈ (R+)m+q} où

Wε = {(x, z) ∈ B(0;R) | |xi| < εi/2 , |fj(x, z)| < εm+j/2} ,

est une base de voisinages de l’origine. On noteKε un voisinage compact de l’origine
contenu dans Wε. Sur Kε la série (23) converge normalement, donc commutative-
ment et uniformément, ceci nous permet d’écrire sur Kε :

g(x, z) =
∑

α∈(N∗)q

∑
γ∈Nq

 ∑
β∈(N∗)m

1
(2iπ)m+q

∫
Γε

g(ζ, η)cγ(ζ, η) d ζ ∧ d η
ζβfα(ζ, η)

xβ−1

 zγ

 f(x, z)α−1

=
∑

α∈(N∗)q

∑
γ∈Nq

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y)cγ(x, y) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαn

q (x, y)

]
zγ

 f(x, z)α−1

=
∑

α∈(N∗)q

ResC{x,y}/C{x}

[
g(x, y) ∆(x, y, z) d y1 ∧ · · · ∧ d yq

fα1
1 (x, y), . . . , fαn

q (x, y)

]
fα−1(x, z) .

(24)
La convergence normale de (23) sur Kε nous assure la convergence uniforme de

(24) sur Kε. �



104

CHAPITRE IV

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE WEIL

§1. Application de la formule de Weil à des problèmes de divisions

1.1. Introduction.

Lorsque A est un anneau commutatif nœthérien, R = A[Z1, . . . , Zq], et f(Z) =

(f1(Z), . . . , fq(Z)) est une suite quasi-régulière de R telle que P =
R

f(Z)R
soit un

A-module projectif de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini, la formule
de Weil a un nombre fini de termes (chapitre III, prop. 2.1.1). Elle fournit par
conséquent un processus explicite de division. En particulier, pour tout polynôme
h(Z) ∈ f(Z)A[Z] elle donne des polynômes gi(Z) tels que

h(Z) =
q∑

i=1

gi(Z)fi(Z) . (1)

Le but de ce paragraphe est de déterminer une borne sur le degré des polynômes
gi(Z). Pour cela on donnera une borne sur le nombre de termes de la formule
de Weil en fonction du degré du polynôme h(Z). A[Z] étant un A[f(Z)]-module
de type fini, A[Z] est entier sur A[f(Z)]. Pour obtenir une borne sur le nombre
de termes de la formule de Weil, on considère pour i = 1, . . . , q , des relations de
dépendance intégrale de Zi sur A[f ]. Pour i = 1, . . . , q, on note

Pi(T ) = T di −Bi,1(f)T di−1 − · · · −Bi,di
(f) (2)

un polynôme tel que Pi(Zi) = 0, et mi,j le degré du polynôme Bi,j(Z) ∈ A[Z]. La
majoration que l’on obtient alors dépend uniquement de

q , D = max
1≤i≤q

(deg(fi(Z)) , k = deg(h(Z)) , M = max
1≤i≤q
1≤j≤di

(mi,j) .

Lorsque A est un anneau intègre, la majoration que l’on obtient permet de
montrer que

deg(gi(Z)) ≤ kDq + qD2q .

Typeset by AMS-TEX
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1.2. Majoration des degrés dans des problèmes de divisions.

Dans ce paragraphe A est un anneau nœthérien, et f = (f1(Z), . . . , fq(Z)) est

une suite quasi-régulière de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module

projectif de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini.

On considère U1, . . . , Uq des variables algébriquement indépendantes dans A[Z],

Pi(T ) = T di −Bi,1(f)T di−1 − · · · −Bi,di
(f)

des relations de dépendance algébrique de Zi sur A[Z], etmi,j le degré du polynôme
Bi,j(Z) ∈ A[Z]. On note alors:

D = max
1≤i≤q

(deg(fi(Z)) , M = max
1≤i≤q
1≤j≤di

(mi,j) , K(f, k) = M (q(DM − 1) + k) .

(3)

Proposition 1.2.1.
Soit k ∈ N. Pour tout polynôme h(Z) ∈ A[Z] de degré au plus k on a

h(T ) =
∑

m=(m1,...,mq)∈Nq

|m|≤K(f,k)

ResA[Z]/A

[
∆(T,Z)h(Z) dZ1 ∧ · · · ∧ dZq

fm1+1
1 (Z), . . . , fmq+1

q (Z)

]
fm1
1 (T ) . . . fmq

q (T )

(4)
où

K(f, k) = M (q(DM − 1) + k) .

Preuve.
Pour i = 1, . . . , q, soit

Pi(T ) = T di −Bi,1(f)T di−1 − · · · −Bi,di
(f)

les relations de dépendance algébrique de Zi sur A[Z] que l’on considère. On pose

Bi,j(f) =
∑

β∈Nq

|β|≤mi,j

bβi,jf
β .

On obtient, en remplaçantfi par (fi − Ui) + Ui et en développant,

Bi,j(f) =
∑

β,l∈Nq

|β|≤mi,j , l4β

bβi,jk
β
l (f − U)lUβ−l
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où kβ
l est un cœfficient binomial et (l1, . . . , lq) 4 (β1, . . . , βq) signifie que lk ≤ βk

pour k = 1, . . . , q. Soit

Ri(U,Z) = Zdi
i −Bi,1(U)Zdi−1

i − · · · −Bi,di
(U) ,

et εk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) le q-uplet à composantes toutes nulles sauf la kième qui
vaut 1. Comme Ri(f, Z) = Pi(Zi) = 0, on a

Ri(U,Z) = −
di∑

j=1

∑
β,l∈Nq

1≤|β|≤mi,j

l4β , |l|6=0

bβi,jk
β
l (f − U)lUβ−lZdi−j

i

= −
q∑

k=1


di∑

j=1

∑
|β|≤mi,j , l4β

l1=···=lk−1=0 , lk 6=0

bβi,jk
β
l (f − U)l−εkUβ−lZdi−j

i

 (fk − Uk)

=
q∑

k=1

ci,k(U,Z)(fk − Uk) .

Un terme du développement de det(ci,k(U,Z)) s’écrit

afγU (β1+···+βq−γ−1)Z
di1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
, (5)

avec



a ∈ A, γ, βr ∈ Nq

1 ≤ jk ≤ dk , k = 1, . . . , q

1 ≤ |βr| ≤ mir,jr
≤M

γ 4 (β1 + · · ·+ βq − 1)

{i1, . . . , iq} = {1, . . . , q}

.

Comme D = max1≤i≤q deg(fi(Z)), il existe des éléments ai,α, a
′
i,α, a

′′
α de A tels que

fi(Z) =
∑
|α|≤D

ai,αZ
α

fγi

i (Z) =
∑
|α|≤γiD

a′i,αZ
α

Zsfγ(Z)Zdi1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
=

∑
|α|≤|γ|D

a′′αZ
α1+d1−jσ(1)+s1

1 . . . Z
αq+dq−jσ(q)+sq
q ,

(6)

où Zs = Zs1
1 . . . Z

sq
q et σ est la permutation de {1, . . . , q} telle que jσ(r) = r.

Soit k ∈ N. Comme

Zdi
i ≡ Bi,1(U)Zdi−1

i + · · ·+Bi,di(U) (modulo Ri(U,Z)) ,

il existe des polynômes Qi,j(Z1, . . . , Zd) de degré au plus k + 1 tels que:

Zdi+k
i ≡ Qi,1 (Bi,1(U), . . . , Bi,di(U))Zdi−1

i + · · ·+Qi,di (Bi,1(U), . . . , Bi,di(U))

(modulo Ri(U,Z)) . (7)
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De plus, comme degU (Bi,j(U)) ≤M

degU (Qi,1 (Bi,1(U), . . . , Bi,di(U))) ≤ (k + 1)M . (8)

Appliqué à Zsfγ(Z)Zdi1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
, (6) et (7) montrent qu’il existe des polynômes

gk1,...,kq
(U) ∈ A[U ] tels que

Zsfγ(Z)Zdi1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
≡

∑
0≤ki≤di−1

i=1,...,q

gk1,...,kq
(U)Zk1

1 . . . Zkq
q (modulo Ri(U,Z)) .

(8) montre que gd1−1,...,dq−1(U) est un polynôme en U de degré au plus

(α1 − jσ(1) + s1 + 1)M + · · ·+ (αq − jσ(q) + sq + 1)M

=

(
|α|+ |s| −

q∑
i=1

jσ(i) + q

)
M

≤ (|γ|.D + |s|)M .

Par conséquent, d’après l’exemple I.3.3.3 du chapitre I,

ResA[U,Z]/A[U ]

[
Zsf(Z)γZ

di1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
dZ

R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
= gd1−1,...,dq−1(U)

est un polynôme en U de degré au plus (|γ|.D + |s|)M . On obtient donc pour (5),
que

ResA[U,Z]/A[U ]

[
Zsf(Z)γZ

di1−j1
i1

. . . Z
diq−jq

iq
U (β1+···+βq−γ−1) dZ

R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
est un polynôme en U de degré au plus

(|γ|.D + |s|)M + qM − |γ| − q
= |γ| (DM − 1) + q (M − 1) + |s|M
≤ q (M − 1) (DM − 1) + q (M − 1) + |s|M
≤ q (M − 1)DM + |s|M
≤M (qD (M − 1) + |s|) .

Ceci montre que si h(Z) est un polynôme de degré au plus k,

ResA[U,Z]/A[U ]

[
h(Z) det(ci,j(U,Z)) dZ
R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
(9)

est un polynôme en U de degré au plus:

M (qD (M − 1) + k) . (10)

En appliquant le lemme II. 1.4.2 et la loi de transformation on a:

ResA[U ]/A

[
h(Z)∆(T,Z) dZ

fm1+1
1 (Z), . . . , fmq+1

q (Z)

]
= ResA[U,Z]/A

[
h(Z)∆(T,Z) dU ∧ dZ

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , f1(Z)− U1, . . . , fq(Z)− Uq

]
= ResA[U,Z]/A

[
h(Z)∆(T,Z) det(ci,k(U,Z)) dU ∧ dZ

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
. (11)
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D’autre part, d’après la loi de transitivité (I.3.5.7):

ResA[U,Z]/A

[
h(Z)∆(T,Z) det(ci,k(U,Z)) dU ∧ dZ

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q , R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]

= ResA[U ]/A

ResA[U,Z]/A[U ]

[
h(Z)∆(T,Z) det(ci,j(U,Z)) dZ

R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
dU

Um1+1
1 , . . . , U

mq+1
q ,

 . (12)

Comme ∆(T,Z) = det(ai,j(T,Z)) où ai,j(T,Z) ∈ A[T,Z] vérifient

fi(Z)− fi(T ) =
q∑

j=1

ai,j(T,Z)(Zj − Tj) ,

on peut choisir

ai,j(T,Z) =
fi(Z1, . . . , Zj , Tj+1, . . . , Tq)− fi(Z1, . . . , Zj−1, Tj , . . . , Tq)

Zj − Tj
(13)

(avec la convention Z0 et Tq+1 ne doivent pas être pris en compte). Par conséquent
degZ (ai,j(T,Z)) ≤ degZ(fi(Z))− 1 et

degZ(∆(T,Z)) ≤ degZ(f1(Z) . . . fq(Z))− q
≤ qD − q . (14)

h(Z)∆(T,Z) est donc un polynôme en Z de degré au plus k+qD−q, et la majoration
faite en (9) montre que

ResA[U,Z]/A[U ]

[
h(Z)∆(T,Z) det(ci,j(U,Z)) dZ

R1(U,Z), . . . , Rq(U,Z)

]
est un polynôme en U de degré au plus M (qD (M − 1) + k + qD − q).

D’après l’exemple I.3.3.3 du chapitre I, on en déduit que (12) est nul pour

|m| > M (qD (M − 1) + k + qD − q)
> M (q(DM − 1) + k) ,

et par (11),

ResA[U ]/A

[
h(Z)∆(T,Z) dZ

fm1+1
1 (Z), . . . , fmq+1

q (Z)

]
= 0

pour |m| > M (q(DM − 1) + k). �

Corollaire 1.2.2.
Soit h(Z) ∈ f(Z)A[Z] un polynôme de degré au plus k. Il existe des polynômes

gj(Z) de degré au plus D (K(f, k) + q − 1)− q tels que

h(Z) =
q∑

j=1

gj(Z)fj(Z) .
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Preuve.
On pose ∆(Z, T ) =

∑
αj∈Nq

1≤j≤n

ZαjJαj
(T ). Par construction (cf. (14)), |αj | ≤

qD − q. Comme h(Z) ∈ f(Z)A[Z] , ResA[T ]/A

[
h(T )∆(Z, T ) dT
f1(T ), . . . , fq(T )

]
= 0. Par

conséquent, d’après la proposition 1.2.1,

h(Z) =
∑

m∈Nq

1≤|m|≤K(f,k)

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
fm(Z)

=
q∑

i=1

 ∑
1≤j≤n , m∈Nq

0≤|m−εi|≤K(f,k)−1

Zαj ResA[T ]/A

[
Jαj (T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
fm−εi(Z)

 fi(Z).

En posant

gi(Z) =
∑

1≤j≤n , m∈Nq

0≤|m−εi|≤K(f,k)−1

Zαj ResA[T ]/A

[
Jαj

(T )h(T ) dT
fm+1(T )

]
fm−εi(Z) ,

on a:
degZ (gi(Z)) ≤ q(D − 1) +D (K(f, k)− 1)

≤ D (K(f, k) + q − 1)− q . �

Corollaire 1.2.3.
Soient A est un anneau intègre nœthérien, et f = (f1(Z), . . . , fq(Z)) une suite

quasi-régulière de A[Z1, . . . , Zq] telle que P =
A[Z]

(f(Z))
soit un A-module projectif

de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini.
Pour tout polynôme h(Z) ∈ f(Z)A[Z] de degré au plus k, il existe des polynômes

gj(Z) ∈ A[Z] de degré au plus kDq + qD2q tels que

h(Z) =
q∑

j=1

gj(Z)fj(Z) .

La démonstration procédera comme suit. Soit K le corps des fractions de A. On
montrera que pour tout h(Z) ∈ f(Z)A[Z] on peut appliquer la formule de Weil
relativement à (f1(Z), . . . , fq(Z)) dans K[Z]. Le développement que l’on obtient
par ce procédé est en fait à cœfficients dans A[Z] et fournit les polynômes gj(Z) du
corollaire. On applique alors le corollaire 1.2.2 en remplaçant A par K et en prenant
pour polynômes Pi(Z) qui fixent la valeur de K(f, k), les polynômes minimaux de la
multiplication par Zi dans le K(f)-espace vectoriel K(Z). On montrera qu’ils sont
à cœfficients dans K[f ] et fournissent donc une relation de dépendance intégrale de
Zi sur K[f ]. Le théorème de Perron que l’on rappelle ci-dessous permet de majorer
le degré de leurs cœfficients, et le corollaire 1.2.2 permet de conclure.

Le théorème de Perron joue un rôle clé dans l’article de A. Ploski Growth of
proper polynomial mappings ([P]), et nous lui en savons gré de nous l’avoir révélé.
Une preuve moderne de ce théorème est donnée dans [J] ( §7, prop.7.2.1, p.231).
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Théorème. (O. PERRON, [Pe], théorème 57).
Soient K un corps commutatif, P1, . . . Pq+1 ∈ K[Z1, . . . , Zq] des polynômes non

constants de degrés d1, . . . , dq+1.
Alors il existe un polynôme non nul R ∈ K[T1, . . . , Tq+1] de la forme

R =
∑

α=(α1,...,αq+1)∈Nq+1

α1d1+···+αq+1dq+1≤d1d2...dq+1

cαT
α (cα ∈ K)

tel que
R(P1, P2, . . . , Pq+1) = 0 dans K[Z1, . . . Zq] .

Preuve du corollaire 1.2.3.

Soit K le corps des fractions de A et P′ =
K[Z]

(f(Z))
. Comme P′ = K⊗A P, P′ est

un K-espace vectoriel de dimension finie. f(Z) étant une suite quasi-régulière de
A[Z], c’est une suite quasi-régulière de K[Z]. En effet si G(X) ∈ K[X1, . . . , Xq] est
un polynôme homogène tel que G(f(Z)) = 0, alors, quitte à multiplier G(X) par
un élément non nul de K, on peut supposer que G(X) ∈ A[X] et par conséquent
ses cœfficients sont dans l’idéal engendré par f(Z) (appendice, §1, déf. 1.4). Ceci

nous permet de définir pour tout m ∈ Nq , ResK[T ]/K

[
∆(Z, T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
.

Par hypothèse A[Z] est un A[f ]-module de type fini, donc K[Z] = K ⊗A A[Z]
est un K[f ]-module de type fini. Ceci prouve que la formule de Weil relative à
(f1(Z), . . . , fq(Z)) dans K[Z] a un nombre fini de termes. Il existe un entier N tel
que

h(Z) =
∑

m∈Nq

1≤|m|≤N

ResK[T ]/K

[
∆(Z, T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
fm(Z) . (15)

Comme ∆(Z, T ) et h(T ) sont des polynômes à cœfficients dans A, la formule de

changement de base (cor. I.3.5.3) montre que ResK[T ]/K

[
∆(Z, T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
∈ A[Z].

On a donc

h(Z) =
∑

m∈Nq

1≤|m|≤N

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )h(T ) dT

fm+1(T )

]
fm(Z) ,

et (15) fournit des polynômes gj(Z) ∈ A[Z] tels que h(Z) =
∑q

j=1 gj(Z)fj(Z).
Le système {f1(Z), . . . , fq(Z)} formant une suite quasi-régulière de K[Z], ce

système est algébriquement indépendant sur K. Par conséquent K[f ] est un anneau
factoriel et on peut aussi considérer son corps de fractions K(f). Par hypothèse
K[Z] est un K[f ]-module de type fini, donc K(Z) est un K(f)-espace vectoriel de
dimension finie.

Pour i = 1, . . . , q, soit

mZi
(T ) = T di −Bi,1(f)T di−1 − · · · −Bi,di

(f) , (16)
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le polynôme minimal de la multiplication par Zidans le K(f)-espace vectoriel K(Z).
Comme K[f ] est factoriel, il est intégralement clos. Zi étant entier sur K[f ], les
cœfficients du polynôme mZi

(T ) sont dans K[f ] ( [M2], chap. 3, §9, th. 9.2).
mZi

(T ) étant un polynôme irréductible de K(f)[T ] et à cœfficients dans K[f ], il est
irréductible dans K[f ][T ].

On note {W1, . . . ,Wq} des variables algébriquement indépendantes sur K[T ] et

m̃Zi
(W,T ) = T di −Bi,1(W )T di−1 − · · · −Bi,di

(W ) .

m̃Zi
(W,T ) est un polynôme irréductible de K[W,T ].

On considère
ρ : K[W,T ] −→ K[Z]

P (W,T ) −→ P (f(Z), Zi)
.

K[Z] étant intègre, ker ρ est un idéal premier et ρ induit une application injective

ρ̄ :
K[W,T ]

ker ρ
−→ K[Z] .

Comme K[Z] est entier sur K[f ], K[Z] est entier sur ρ̄
(

K[W,T ]
ker ρ

)
. Ceci montre que

dim
(

K[W,T ]
ker ρ

)
= dim(K[Z]) = q, et haut(ker ρ) = 1. Comme ker ρ est un idéal

premier de hauteur 1 de l’anneau factoriel K[W,T ], il est principal et est engendré
par un élément irréductible. Or m̃Zi

(W,T ) ∈ ker ρ et il est irréductible, c’est donc
un générateur de ker ρ.

SoitRi(W1, . . .Wq, T ) ∈ K[W,T ] le polynôme de Perron relatif à (f1(Z), . . . , fq(Z), Zi).
On note v la valuation définie sur K[W,T ] par

v(Wi) = degZ(fi(Z)) , v(T ) = 1 .

Comme Ri(W,T ) ∈ ker ρ, il est divisible par m̃Zi
(W,T ). Le théorème de Perron et

les propriétés des valuations montrent pour j = 1, . . . , di :

(di−j)+
q

min
s=1

(degZ(fs(Z))) degW (bi,j(W )) ≤ v
(
bi,j(W )T dj−j

)
≤

q∏
s=1

degZ(fs(Z)) .

Par conséquent

q

min
s=1

(degZ(fs(Z))) degW (bi,j(W )) ≤
q∏

s=1

degZ(fs(Z))

degW (bi,j(W ) ≤ Dq−1

où D = max1≤j≤q (degZ(fs(Z))).
En choisissant pour polynômes Pi(T ) comme relation de dépendance intégrale

de Zi sur K[f ], les polynômes mZi
(T ), on a

M ≤ Dq−1

K(f, k) ≤ Dq−1 (q(Dq − 1) + k)

≤ qD2q−1 − qDq−1 + kDq−1 .
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D’après le corollaire 1.2.2, les polynômes gj(Z) fournis par (15) et qui donnent la
relation

h(Z) =
q∑

j=1

gj(Z)fj(Z) ,

vérifient

degZ (gj(Z)) ≤ D
(
qD2q−1 − qDq−1 + kDq−1 + q − 1

)
− q

≤ kDq + qD2q + qD(1−Dq−1)−D − q
≤ kDq + qD2q .

�

Remarques.
On peut noter que l’estimation des degrés n’est pas doublement exponentielle, et

qu’elle est valable sur tout anneau intègre nœthérien. Elle a été obtenue uniquement
à l’aide de la formule de Weil et du théorème de Perron. Lorsque A = C, cette
estimation n’est pas optimale (cf. par exemple [C-P] où la majoration obtenue est
kDq). Toujours lorsque A = C, l’utilisation de la formule de Weil et des théorèmes
d’annulation pour les sommes complètes de résidus des applications polynomiales
propres donnent des estimations plus performantes ([B-Y1]).
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§2. Une extension de la formule d’Euler-Jacobi

2.1. Introduction.

Dans ce paragraphe A est un anneau nœthérien (non nécessairement local) et
R = A[Z1, . . . , Zq]. On établit une version dans R du théorème d’Euler-Jacobi.
Plus précisément on prouvera le théorème suivant:

Théorème (Euler-Jacobi).
Soient f(Z) = {f1(Z), . . . , fq(Z)} une suite quasi-régulière de polynômes de R

de degré d1, . . . , dq telle que
R

(f(Z))
soit un A-module projectif de type fini, et

k = (k1, . . . , kq) ∈ (N∗)q. On note hi(Z) la partie homogène de degré di de fi(Z).
On suppose que h(Z) = {h1(Z), . . . , hq(Z)} est une suite quasi-régulière de R, et

que
R

(h(Z))
un A-module projectif de type fini. Alors:

i) pour tout polynôme q(Z) de degré au plus
∑q

i=1 kidi − q − 1 on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= 0 ,

ii) pour tout polynôme q(Z) de degré
∑q

i=1 kidi − q on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= ResR/A

[
Q(Z)dZ

hk1
1 (Z), . . . , hkq

q (Z)

]
,

où Q(Z) est la partie homogène de degré
∑q

i=1 kidi − q de q(Z).

Lorsque A= C (rep. A= K est un corps), une version du théorème d’Euler-
Jacobi est dans ([G-H] (chap.V, §2) (resp. [E-M] chap.4, §4.12). Les techniques
utilisées dans ce paragraphe sont proches de celles présentes dans [E-M], mais on
profite ici pleinement de l’établissement de la formule de Weil dans A[Z1, . . . , Zq]
où A est un anneau nœthérien quelconque. L’article “Traces in strict Frobenius
algebras and strict complete intersections”de M. Kreuzer et E. Kunz donne une
preuve différente de ce théorème (§4, cor. 4.6).
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2.2. La formule d’Euler-Jacobi.

On commence par établir l’équivalent dans R d’un théorème classique de Macaulay
([T] ch.IV §20):

Théorème 2.2.1.
Soient f(Z) = {f1(Z), . . . , fq(Z)} une suite quasi-régulière de polynômes ho-

mogénes de R de degré d1, . . . , dq telle que
R

(f(Z))
soit un A-module projectif de

type fini. Alors tout monôme de degré au moins δ + 1 =
∑q

j=1 dj − q + 1 est dans
l’idéal (f(Z)).

Preuve.
Soient ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que

fi(Z)− fi(T ) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj).

On peut choisir ai,j(Z, T ) tels que degZ(ai,j(Z, T )) ≤ di − 1 (§1 (13)). On note
∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )). Par construction degZ(∆(Z, T )) ≤ δ, et on peut poser

∆(Z, T ) =
∑

α∈Nq

|α|≤δ

ZαJα(T ).

D’après la formule de Weil, {Z̄α : |α| ≤ δ} est un système de générateurs du

A-module
R

(f(Z))
. Pour tout β ∈ Nq tel que |β| ≥ δ + 1, il existe des aα ∈ A tels

que
(Zβ −

∑
|α|≤δ

aαZ
α) ∈ (f(Z)).

Comme (f(Z)) est un idéal homogène, Zβ ∈ (f(Z)). �

Lemme 2.2.2.
Soient d ∈ N∗ et les polynômes de R

f1(Z) = Zd
1 + g1(Z), . . . , fq(Z) = Zd

q + gq(Z)

où g1(Z), . . . , gq(Z) sont des polynômes de degré strictement plus petit que d. Alors:
i) {f1(Z), . . . , fq(Z)} est une suite régulière.
ii) Pour tout α = (α1, . . . , αq) tel que 0 ≤ αi < d , i = 1, . . . , q:

ResR/A

[
Zα dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
= ResR/A

[
Zα dZ

Zd
1 , . . . , Z

d
q

]
. (1)
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Preuve.
i) Pour montrer que la suite {f1(Z), . . . , fq(Z)} est régulière, Il suffit de vérifier

que la multiplication par fi(Z) dans
R

(f1(Z), . . . , fi−1(Z))
est injective. En effectu-

ant la division euclidienne des éléments de R par f1, . . . , fi−1 on obtient

R
(f1(Z), . . . , fi−1(Z))

' Ai[Zi, Zi+1, . . . , Zq] ,

où Ai =
⊕

0≤βs<d
s=1,...,i−1

AZβ1
1 . . . Z

βi−1
i−1 .

Soit fi(Z) l’image de fi(Z) dans Ai[Zi, Zi+1, . . . , Zq].

fi(Z) = Zd
i + g′i(Z) (2)

où g′i(Z) est un polynôme en Zi, Zi+1, . . . , Zq à cœfficients dans Ai de degré stricte-
ment plus petit que d. Ceci montre que la multiplication par fi(Z) dans Ai[Zi, Zi+1, . . . , Zq]
est injective et prouve i).

ii) Soient qi,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] tels que degZ(qi,j(Z, T )) < d− 1 et

fi(Z)− fi(T ) = (
d−1∑
k=0

Zk
i T

d−k−1
i + qi,i(Z, T ))(Zi − Ti) +

∑
1≤j≤q

j 6=i

qi,j(Z, T )(Tj − Zj)

=
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Tj − Zj).

On note

det(ai,j(Z, T )) =
q∏

i=1

(
d−1∑
k=0

Zk
i T

d−k−1
i

)
+

∑
β∈Nq

|β|≤q(d−1)−1

ZβQβ(T ),

et A[Z] −→ P

Zα −→ Z̄α ,

la surjection canonique. Le noyau de

P⊗A A[T ] −→ P

Z̄αT β −→ Z̄αZ̄β

étant engendré par la suite quasi-régulière ζ = {Z̄1 − T1, . . . , Z̄q − Tq}, on a

∆f(Z)
ζ =

q∏
i=1

(
d−1∑
k=0

Z̄k
i T̄

d−k−1
i

)
+

∑
β∈Nq

|β|≤q(d−1)−1
0≤βj<d

Z̄βQ′β(T̄ ).
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D’après l’exemple 3.3.3 du chapitre I on a:

ResR/A


∏q

i=1

(∑d−1
k=0 Z

k
i T

d−k−1
i

)
+
∑

β∈Nq

|β|≤q(d−1)−1
0≤βj<d

ZβQ′β(T )

 dZ

Zd
1 , . . . , Z

d
q

 = 1.

Comme
R

(f(Z))
=

R
(Zd)

, d’après le corollaire I. 2.2.3, les formes linéaires ResR/A

[
. dZ

Zd
1 , . . . , Z

d
q

]
et ResR/A

[
. dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
induisent le même élément de homA(P,A), ce qui

prouve (1). �

Théorème 2.2.3.
Soient f(Z) = {f1(Z), . . . , fq(Z)} une suite quasi-régulière de polynômes de R

de degré d1, . . . , dq telle que
R

(f(Z))
soit un A-module projectif de type fini, et

k = (k1, . . . , kq) ∈ (N∗)q. On note hi(Z) la partie homogène de degré di de fi(Z).
On suppose que h(Z) = {h1(Z), . . . , hq(Z)} est une suite quasi-régulière de R, et

que
R

(h(Z))
un A-module projectif de type fini. Alors:

i) pour tout polynôme q(Z) de degré au plus
∑q

i=1 kidi − q − 1 on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= 0 , (3)

ii) pour tout polynôme q(Z) de degré
∑q

i=1 kidi − q on a

ResR/A

[
q(Z)dZ

fk1
1 (Z), . . . , fkq

q (Z)

]
= ResR/A

[
Q(Z)dZ

hk1
1 (Z), . . . , hkq

q (Z)

]
, (4)

où Q(Z) est la partie homogène de degré
∑q

i=1 kidi − q de q(Z).

Preuve.
On pose

ri(Z) = fi(Z)− hi(Z)

fi(Z)ki = (hi(Z) + ri(Z))ki

= hi(Z)ki + r′i(Z),

où hi(Z)ki est homogène de degré kidi et degZ(r′i(Z)) < kidi. Comme les suites
{f1(Z)k1 , . . . , fq(Z)kq}, {h1(Z)k1 , . . . , hq(Z)kq} sont quasi-régulières, et les A-modules

R
(f(Z)k)

,
R

(h(Z)k)
sont projectifs de type fini, il suffit de prouver le théorème lorsque

k1 = · · · = kq = 1. Comme précédemment on note δ =
∑q

i=1 di − q.
Les polynômes hi(Z) étant homogènes il existe, d’après le théorème 2.2.1, des

polynômes homogènes Ai,j(Z) de degré δ + 1− dj tels que

Zδ+1
i =

q∑
j=1

Ai,j(Z)hj(Z) , (5)
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et par construction:

degZ (det(Ai,j(Z))) = q(δ + 1)−
q∑

i=1

di

= (q − 1)δ .

(6)

On note

gi(Z) =
q∑

j=1

Ai,j(Z)fj(Z)

= Zδ+1
i +

q∑
j=1

Ai,j(Z)rj(Z).

D’après la loi de transformation

ResR/A

[
q(Z) dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
= ResR/A

[
q(Z) det(Ai,j(Z)) dZ
g1(Z), . . . , gq(Z)

]
. (7)

Preuve de i).
Lorsque degZ(q(Z)) ≤ δ − 1, degZ (q(Z) det(Ai,j(Z))) ≤ qδ − 1. Comme

degZ (Ai,j(Z)rj(Z)) < δ+1, par divisions euclidiennes successives de q(Z) det(Ai,j(Z))
par les gi(Z) = Zδ+1

i +
∑q

j=1Ai,j(Z)rj(Z) , i = 1, . . . , q, on détermine des polynômes
q1(Z) ∈ (g(Z)) et q2(Z) =

∑
α=(α1,...,αq)
|α|≤qδ−1

o≤αi≤δ , i=1,...,q

λαZ
α tels que:

q(Z) det(Ai,j(Z)) = q1(Z) + q2(Z).

En appliquant le lemme 2.2.2 on obtient

ResR/A

[
q(Z) det(Ai,j(Z)) dZ
g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= ResR/A

[
q2(Z) dZ

g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= 0

(8)

et par conséquent

ResR/A

[
q(Z) dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
= 0 ,

ce qui prouve i).
Preuve de ii).
D’après i) on peut supposer que q(Z) est un polynôme homogène de degré δ. En

appliquant la loi de transformation, (5) donne

ResR/A

[
q(Z) dZ

h1(Z), . . . , hq(Z)

]
= ResR/A

[
q(Z) det(Ai,j(Z)) dZ
Zδ+1

1 , . . . , Zδ+1
q

]
= aδ ,

(9)

où aδ est le cœfficient du terme en Zδ
1 . . . Z

δ
q de q(Z) det(Ai,j(Z)). D’autre part,

comme q(Z) det(Ai,j(Z)) est homogène de degré qδ, il existe des polynômes ho-
mogènes R1(Z), . . . , Rq(Z) de degrés (q − 1)δ − 1 tels que

q(Z) det(Ai,j(Z)) =
q∑

i=1

Zδ+1
i Ri(Z) + aδZ

δ
1 . . . Z

δ
q .
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Comme

Zδ+1
i Ri(Z) = gi(Z)Ri(Z)−

 q∑
j=1

Ai,j(Z)rj(Z)

Ri(Z)

et deg
((∑q

j=1Ai,j(Z)rj(Z)
)
Ri(Z)

)
< qδ, on a, en appliquant la même preuve

qui a permis d’obtenir (8),

ResR/A

[(∑q
j=1Ai,j(Z)rj(Z)

)
Ri(Z) dZ

g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= 0 ,

et ResR/A

[
Zδ+1

i Ri(Z) dZ
g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= 0 .

Par conséquent en appliquant le lemme 2.2.2 on a

ResR/A

[
q(Z) det(Ai,j(Z)) dZ
g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= ResR/A

[
aδZ

δ
1 . . . Z

δ
q dZ

g1(Z), . . . , gq(Z)

]
= ResR/A

[
aδZ

δ
1 . . . Z

δ
q dZ

Zδ+1
1 , . . . , Zδ+1

q

]
= aδ .

(10)

D’après (7), (9), (10) on obtient:

ResR/A

[
q(Z)dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
= ResR/A

[
q(Z)dZ

h1(Z), . . . , hq(Z)

]
,

ce qui prouve ii).

Corollaire 2.2.4.
Soit f(Z) = {f1(Z), . . . , fq(Z)} une suite quasi-régulière de polynômes de R de

degrés d1, . . . , dq telle que
R

((f(Z))
soit un A-module projectif de type fini. On note

hi(Z) la partie homogène de degré di de fi(Z), ai,j(Z, T ) ∈ A[Z, T ] des polynômes
tels que

fi(Z)− fi(T ) =
q∑

j=1

ai,j(Z, T )(Zj − Tj).

On pose ∆(Z, T ) = det(ai,j(Z, T )).

Si h(Z) = {h1(Z), . . . , hq(Z)} est une suite quasi-régulière de R et
R

(h(Z))
un

A-module projectif de type fini, alors

ResR/A

[
∆(Z, T ) dZ

f1(Z), . . . , fq(Z)

]
= 1.

Preuve.
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D’après la formule de Weil (chap. III, §1, exemple 1) on a

1 =
∑

(k1,...,kq)∈(N∗)q

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )dT1 ∧ · · · ∧ dTq

fk1
1 (T ), . . . , fkq

q (T )

]
fk1−1
1 (Z) . . . fkq−1

q (Z).

D’autre part on peut choisir des polynômes ai,j(Z, T ) tels que degZ (ai,j(Z, T )) ≤
di− 1, et degZ(∆(Z, T )) ≤

∑q
j=1 di− q. Par conséquent si (k1, . . . , kq) 6= (1, . . . , 1)

on a degZ(∆(Z, T )) ≤
∑q

j=1 kidi − q − 1, et d’après le théorème 2.2.3

ResA[T ]/A

[
∆(Z, T )dT1 ∧ · · · ∧ dTq

fk1
1 (T ), . . . , fkq

q (T )

]
= 0. �
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APPENDICE

SUITES QUASI-RÉGULIÈRES

§1. Suites quasi-régulières

Définition 1.1. (suites régulières)
Soient R un anneau et f = (f1, . . . , fq) une suite de R telle que fR 6= R. Pour

i ∈ {0, 1, . . . , q − 1} on note R0 = R, Ri =
R

(f1, . . . , fi)R
, et µfi+1 : Ri −→ Ri

l’endomorphisme multiplication par fi+1.
La suite (f1, . . . , fq) est régulière si les endomorphismes µf1 , . . . , µfq

sont injec-
tifs.

Remarque 1.2.

La propriété pour une suite d’être régulière dépend, en général, de l’ordre de
ses termes. Par exemple on considère dans C[X1, X2, X3] les polynômes P1(X) =
X1(1−X3) , P2(X) = X2(1−X3) , et P3(X) = X3. La suite (P1, P2, P3) n’est pas
régulière, par contre la suite (P1, P3, P2) est régulière.

Proposition 1.3.
On considère R un anneau et f = (f1, . . . , fq) une suite régulière de R.
i) Soient ai des éléments de R. Si

∑q
i=1 aifi = 0, alors pour tout i, ai ∈ fR.

ii) Pour toute suite (n1, . . . , nq) ∈ (N∗)q, la suite (fn1
1 , . . . , f

nq
q ) est régulière.

Preuve.
i) On montre i) par récurrence sur q. Si q = 1, f1 n’étant pas diviseur de zéro

dans R la propriété i) est vérifiée. Soit q > 1 un entier, on suppose la propriété i)
prouvée pour toute suite régulière (g1, . . . , gq−1).

Comme
∑q

i=1 aifi = 0, aqfq ∈ (f1, . . . fq−1)R. f étant une suite régulière,
l’endomorphisme µfq est injectif, et l’on a aq ∈ (f1, . . . fq−1)R. Il existe donc des
λj ∈ R tels que aq =

∑q−1
j=1 λjfj , et par conséquent on a:

∑q−1
j=1(aj − λjfq)fj = 0.

D’après l’hypothèse de récurrence on a (aj − λjfq) ∈ (f1, . . . , fq−1)R, donc aj ∈
(f1, . . . , fq)R.

Typeset by AMS-TEX
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ii) Il suffit de prouver que pour tout entier q ≥ 1 et n1 ≥ 1, la suite (fn1
1 , f2, . . . , fq)

est régulière. Cette propriété est vraie pour n1 = 1. Soit n1 > 1 un entier, on sup-
pose montré par récurrence que la suite (fn1−1

1 , . . . , f
nq
q ) est régulière.

Soit j ∈ {1, . . . q−1} et Rj =
R

(fn1
1 , f2, . . . , fq)R

. L’endomorphisme de Rj , mul-

tiplication par fj+1, est injectif. En effet, soit r ∈ R tel que rfj+1 ∈ (fn1
1 , f2, . . . , fj)R.

On choisit des ai ∈ R tels que rfj+1 = a1f
n1
1 + a2f2 + · · · + ajfj . On a en

particulier rfj+1 ∈ (fn1−1
1 , f2, . . . , fj)R, ce qui inplique d’après l’hypothèse de

récurrence que r ∈ (fn1−1
1 , f2, . . . , fj)R. Il existe donc des λk ∈ R tels que

r = λ1f
n1−1
1 + λ2f2 + · · · + λjfj , par conséquent (a1f1 − λ1fj+1)fn1−1

1 + (a2 −
λ2fj+1)f2 + · · · + (aj − λjfj+1)fj = 0. D’après l’hypothèse de récurrence la suite
(fn1−1

1 , . . . , fj) est régulière, donc d’après i) cette égalité implique que (a1f1 −
λ1fj+1) ∈ (fn1−1

1 , . . . , fj)R, donc en particulier λ1fj+1 ∈ (f1, . . . , fj)R. La suite
f étant régulière, on en déduit que λ1 ∈ (f1, . . . , fj)R, et par conséquent r ∈
(fn1

1 , . . . , fj)R. �

Définition 1.4.
Soit R un anneau. Une suite f = (f1, . . . , fq) de R qui engendre un idéal I tel

que I 6= R, est quasi-régulière si elle vérifie les assertions équivalentes suivantes:
i) Pour tout entier m et tout polynôme Pm(X1, . . . , Xq) ∈ R[X1, . . . , Xq] ho-

mogène de degré m, Pm(f1, . . . , fq) ∈ Im+1 implique que tous les cœfficients de Pm

sont dans I.
ii) Pour tout entier m et tout polynôme Pm(X1, . . . , Xq) ∈ R[X1, . . . , Xq] ho-

mogène de degré m, Ph(f1, . . . , fq) = 0 implique que tous les cœfficients de Pm sont
dans I.

iii) Le
R
I

-homomorphisme

ρ :
R
I

[X1, . . . , Xq] −→ grI R =
⊕
m≥0

Im

Im+1
,

qui au polynôme homogène de degré m Pm(X1, . . . , Xq) fait correspondre la classe

de Pm(f1, . . . , fq) dans
Im

Im+1
, est un isomorphisme.

Proposition 1.5.
Toute suite régulière est quasi-régulière.

Preuve.
D’après la proposition 1.3, toute suite régulière vérifie la condition ii) de la

définition 1.4.

Proposition 1.6.
Une suite f = (f1, . . . , fq) de R qui engendre un idéal I est quasi-régulière si et

seulement si pour tout idéal maximal m ⊃ I, l’image de f = (f1, . . . , fq) dans Rm

est une suite quasi-régulière.
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Preuve.
Soit Pm(X1, . . . , Xq) un polynôme homogène de degré m de R[X1, . . . , Xq] tel

que Pm(f1, . . . , fq) = 0. D’après le principe du passage du local au global, Pm est
à cœfficients dans I si et seulement si pour tout idéal maximal m ⊃ I, l’image de
Pm dans Rm[X1, . . . , Xq] est à cœfficients dans Im. �

Proposition 1.7.
Soit R un anneau et f = (f1, . . . , fq) une suite de R qui engendre un idéal I

tel que I 6= R. On note R0 = R, et pour i ∈ {1, . . . , q − 1} Ri =
R

(f1, . . . , fi)R
.

On suppose que pour i = 0, . . . , q− 1,
⋂

m≥0 I
mRi = {0} (i.e Ri est séparé pour la

topologie I-adique).
Si (f1, . . . , fq) est une suite quasi-régulière alors elle est régulière.

Preuve.
On montre que f1 est régulier, puis que {f̄2, . . . , f̄q}, image la suite {f2, . . . , fq}

dans R1, est quasi-régulière. Par récurrence sur q ceci prouvera la proposition.
Soit r ∈ R tel que rf1 = 0. {f1, . . . , fq} étant une suite quasi-régulière, r ∈ I

et il existe des ai ∈ R tels que r =
∑q

i=1 aifi. Par conséquent
∑q

i=1 aifif1 = 0 et
ai ∈ I. Ceci montre que r ∈ I2, et le même procédé prouve que r ∈

⋂
m≥0 I

m. Par
hypothèse R est séparé pour la topologie I-adique, donc r = 0 et f1 est régulier.

Soit pm ∈ R1[X2, . . . , Xq] un polynôme homogène de degrém tel que pm(f̄2, . . . , f̄q) =
0, et Pm ∈ R[X2, . . . , Xq] un polynôme homogène de degré m qui admet pour image
pm. On a Pm(f2, . . . fq) ∈ f1R et il existe ω ∈ Im−1 tel que Pm(f2, . . . fq) = f1ω.
En effet, si l’on suppose que ω ∈ Ik avec k < m− 1, en notant Gk ∈ R[X1, . . . , Xq]
un polynôme homogène de degré k tel que ω = Gk(f1, . . . fq) on a:

Fm(f2, . . . , fq) = f1Gk(f1, . . . , fq) ∈ Im .

(f1, . . . , fq) étant une suite quasi-régulière et k < m − 1, les cœfficients de Gk

sont dans I, par conséquent ω ∈ Ik+1. Il existe donc un polynôme Gm−1 ∈
R[X1, . . . , Xq] homogène de degré m− 1 tel que

Pm(f2, . . . , fq) = f1Gm−1(f1, . . . , fq) .

On considère le polynôme homogène

Hm(X1, . . . , Xq) = Pm(X2, . . . , Xq)−X1Gm−1(X1, . . . , Xq) .

On a Hm(f1, . . . , fq) = 0, la suite (f1, . . . , fq) étant quasi-régulière et X1 ne divisant
aucun monôme constituant Pm, les cœfficients de Pm sont dans I. Ceci prouve que
pm ∈ (f̄2, . . . , f̄q)R1, et {f̄2, . . . , f̄q}, est une suite quasi-régulière de R1. �

Corollaire 1.8.
Soit (R,m) un anneau local nœthérien. La suite (f1, . . . , fq) est quasi-régulière

si et seulement si elle est régulière.

Preuve.
D’après la proposition (1.5) il suffit de montrer qu’une suite quasi-régulière est

régulière. R0 = R, R1, . . . ,Rq−1 étant des anneaux locaux nœthériens, ils sont
séparés pour la topologie I-adique. D’après la proposition (1.7), (f1, . . . , fq) est
une suite régulière. �
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En appliquant la proposition 1.6 on obtient:

Corollaire 1.9.
Soit R un anneau nœthérien. Une suite f = (f1, . . . , fq) de R qui engendre

un idéal I est quasi-régulière, si et seulement si pour tout idéal maximal m ⊃ I,
l’image de f = (f1, . . . , fq) dans Rm est une suite régulière.

Corollaire 1.10.
Soit R un anneau nœthérien, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R, et

n = (n1, . . . , nq) ∈ (N∗)q. Alors la suite fn = (fn1
1 , . . . , f

nq
q ) est quasi-régulière.

Preuve.
Soit m un idéal maximal de R contenant {fn1

1 , . . . , f
nq
q }. D’après la proposition

1.9 l’image de la suite f dans Rm est régulière, donc, d’après la proposition 1.3
l’image de la suite fn dans Rm est régulière. �

On énonce ci-dessous un critère pour les suites complètement sécantes ( Bour-
baki, Algèbre chap. 10, §9, N0 7).

Soient R un anneau et f = (f1, . . . , fq) une suite R qui engendre un idéal I. On
note K.(f1, . . . , fq) le complexe de Koszul associé à f , et pour i ≥ 0 les groupes
d’homologie Hi(f). On considère le R-homomorphisme

af : R[X1, . . . , Xq] −→
⊕
m≥0

Im

qui au polynôme homogène de degrém, Pm(X1, . . . , Xq), fait correspondre Pm(f1, . . . , fq).
On note d l’idéal de R[X1, . . . , Xq] engendré par les éléments (fiXj − fjXi) pour
1 ≤ i < j ≤ q. On a d ⊂ ker af , donc af donne par passage au quotient un
R-homomorphisme:

αf :
R[X1, . . . , Xq]

d
−→

⊕
m≥0

Im .

Comme dans la définition (1.4) on considére le R-homomorphisme:

ρ :
R
I

[X1, . . . , Xq] −→ grI R =
⊕
m≥0

Im

Im+1
.

Théorème 1.11. (un critère pour les suites complètement sécantes, [B1], chap.10,
§9 , N0 7, th. 1.)

Considérons les conditions suivantes:
(i) La suite f est régulière.
(ii) Pour tout i > 0, Hi(f) = 0.
(iii) On a H1(x) = 0.

(iv) L’homomorphisme αf :
R[X1, . . . , Xq]

d
−→

⊕
m≥0 I

m est bijectif.

(v) L’homomorphisme ρ :
R
I

[X1, . . . , Xq] −→ grI R =
⊕

m≥0

Im

Im+1
est bijectif.

On a alors les implications (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇔ (iv)⇒ (v). Si pour 1 ≤ i ≤ q le

R-module
R

f1R + · · ·+ fi−1R
est séparé pour la topologie I-adique, les conditions

(i) à (v) sont équivalentes.
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Remarque 1.11.

Une suite qui vérifie la condition (ii) est appelée suite complètement sécante.

§2. Suites quasi-régulières sur une algèbre

Proposition 2.1.

Soient R une A-algèbre et f = (f1, . . . , fq) une suite de R telle que P =
R
fR

soit un A-module projectif de type fini. On note R̂ le séparé-complété de R pour la
topologie f-adique, et σ : P −→ R̂ une section A-linéaire de la projection canonique
π : R̂ −→ P.

(i) Pour tout r ∈ R̂, il existe une suite (rα)α∈Nq de P telle que:

r =
∑

α∈Nq

σ(rα)fα . (1)

(ii) f est une suite quasi-régulière si et seulement si pour tout r ∈ R̂
l’écriture de (1) est unique.

Preuve.
Soient Ĩ = fR̂ et r ∈ R̂. On montre qu’il existe un unique élément r0 ∈ P tel

que (r − σ(r0)) ∈ Ĩ. En effet, si l’on pose r0 = π(r) on a π(r − σ(r0)) = 0, donc
(r − σ(r0)) ∈ Ĩ. D’autre part si (r − σ(r′0)) ∈ Ĩ on a π(σ(r0) − σ(r′0)) = 0, donc
r0 = r′0.

Soit m un entier. On suppose montré par récurrence sur m l’existence d’une
suite (rα)

α∈Nq

|α|≤m

de P telle que:

(a)
(
r −

∑
|α|≤m σ(rα)fα

)
∈ Ĩm+1 .

(b) Si f est quasi-régulière, la suite (rα)
α∈Nq

|α|≤m

qui vérifie (a) est unique.

Comme {fβ | β ∈ Nq et |β| = m + 1} est un système générateur du R̂-module
Ĩm+1, l’hypothèse de récurrence (a), entrâıne l’existence d’une suite (aβ)

β∈Nq

|β|=m+1

d’élément de R̂ telle que

r −
∑
|α|≤m

σ(rα)fα =
∑

|β|=m+1

aβf
β . (2)

On considère les éléments rβ ∈ P tels que rβ = π(aβ). D’après (2) on a:

r −
∑
|α|≤m

σ(rα)fα −
∑

|β|=m+1

σ(rβ)fβ =
∑

|β|=m+1

(aβ − σ(rβ)) fβ .
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Comme π (aβ − σ(rβ)) = 0, on a (aβ − σ(rβ)) ∈ Ĩ. Par conséquentr − ∑
|α|≤m

σ(rα)fα −
∑

|β|=m+1

σ(rβ)fβ

 ∈ Ĩm+2 . (3)

Par récurrence on construit une série de terme général σ(rα)fα. R̂ étant séparé et
complet pour la topologie f -adique, cette série converge vers r et r =

∑
α∈Nq σ(rα)fα,

ce qui prouve (i).
Si la suite f est quasi-régulière etr − ∑

|α|≤m

σ(r′α)fα −
∑

|β|=m+1

σ(r′β)fβ

 ∈ Ĩm+2 , (4)

comme
∑
|β|=m+1 σ(r′β)fβ ∈ Ĩm+1, on a

(
r −

∑
|α|≤m σ(r′α)fα

)
Ĩm+1. L’hypothèse

de récurrence (b) permet de dire que rα = r′α pour |α| ≤ m, et par conséquentr − ∑
|α|≤m

σ(rα)fα −
∑

|β|=m+1

σ(r′β)fβ

 ∈ Ĩm+2 . (5)

De (3) et (5) on déduit ∑
|β|=m+1

(
σ(r′β)− σ(rβ)

)
fβ ∈ Ĩm+2 . (6)

Or f est une suite quasi-régulière de R̂. En effet, si l’on note Ĩ = fR̂, d’après

l’assertion (i) on a
R̂
Ĩ

=
R
I

, et pour tout entier m,
Ĩm

Ĩm+1
=

Im

Im+1
. La suite f étant

une suite quasi-régulière de R, le
R
I

-homomorphisme

ρ :
R
I

[X1, . . . , Xq] −→ grI R =
⊕
m≥0

Im

Im+1
,

est un isomorphisme. Par conséquent

ρ :
R̂
Ĩ

[X1, . . . , Xq] −→ grĨ R̂ =
⊕
m≥0

Ĩm

Ĩm+1

est un
R̂
Ĩ

-isomorphisme. Ce qui prouve que f est une suite quasi-régulière de R̂. De

(6) on peut conclure que
(
σ(r′β)− σ(rβ)

)
∈ Ĩ, par conséquent π

(
σ(r′β)− σ(rβ)

)
=

0, ce qui prouve que rβ = r′β pour |β| = m+ 1. Par récurrence sur m, ceci prouve
l’unicité de l’écriture de (1) lorsque f est une suite quasi-régulière.
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Si f n’est pas une suite quasi-régulière, il existe un entier p et des éléments
aα ∈ R non tous dans Ĩ tels que∑

|α|=p

aαf
α

 ∈ Ĩp+1 .

On note rα = π(aα). Comme (aα − σ(rα)) ∈ Ĩ on a:∑
|α|=p

σ(rα)fα

 ∈ Ĩp+1 .

Il existe par conséquent des bβ ∈ R̂ tels que:∑
|α|=p

σ(rα)fα =
∑
|α|=p+1

bβf
β .

D’après la preuve de i), il existe une suite (rβ,γ) de P telle que

bβ =
∑
γ∈Nq

σ(rβ,γ)fγ .

Par conséquent ∑
|α|=p

σ(rα)fα −
∑

|β|=p+1
γ∈Nq

σ(rβ,γ)fγ+β = 0 .

Ceci montre que lorsque f n’est pas une suite quasi-régulière, 0 ∈ R̂ admet deux
écritures distinctes de la forme (1). �

Proposition 2.2.

Soient R une A-algèbre et f = (f1, . . . , fq) une suite de R telle que P =
R
fR

soit

un A-module projectif de type fini. On suppose que R est séparé et complet pour
la topologie f-adique. On note σ : P −→ R une section A-linéaire de la projection
canonique π : R −→ P.

Pour j ∈ {1, . . . , q} et r =
∑

α∈Nq

α=(α1,...,αq)

σ(rα)fα ∈ (f1, . . . , fj)R on a:

rα 6= 0 =⇒ (α1, . . . , αj) 6= (0, . . . , 0) .

Preuve.
Soient j ∈ {1, . . . , q} et r ∈ (f1, . . . , fj)R. On note Ij = (f1, . . . , fj)R. Comme

r ∈ Ij , il existe des éléments ai,0 ∈ R tels que

r =
j∑

i=1

ai,0fi .
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On pose ri,0 = π(ai,0). On a

r −
j∑

i=1

σ(ri,0)fi =
j∑

i=1

(ai,0 − σ(ri,0)) fi .

Comme (ai,0 − σ(ri,0)) ∈ fR, il existe des éléments ai,k ∈ R tels que

r −
j∑

i=1

σ(ri,0)fi =
j∑

i=1

q∑
k=1

(ai,k)fifk .

Soit m ∈ N. On suppose montré par récurrence sur m, l’existence d’une suite
(ri,α)

1≤i≤j
|α|≤m

telle que:

r − j∑
i=1

∑
|α|≤m

σ(ri,α)fif
α

 ∈ Ij .Im+1 . (7)

L’hypothèse de récurrence a été vérifiée pour m = 0.
D’après (7) il existe des éléments ai,β ∈ R tels que:

r −
j∑

i=1

∑
|α|≤m

σ(ri,α)fif
α =

j∑
i=1

∑
|β|=m+1

ai,βfif
β .

En notant ri,β = π(ai,β) on obtient:

r−
j∑

i=1

∑
|α|≤m

σ(ri,α)fif
α−

j∑
i=1

∑
|β|=m+1

σ(ri,β)fif
β =

j∑
i=1

∑
|β|=m+1

(ai,β − σ(ri,β)) fif
β .

Comme (ai,β − σ(ri,β)) ∈ I, on a:r − j∑
i=1

∑
|α|≤m

σ(ri,α)fif
α −

j∑
i=1

∑
|β|=m+1

σ(ri,β)fif
β

 IjI
m+1 .

On construit ainsi par récurrence une série de terme général σ(ri,α)fif
α. R étant

séparé et complet pour la topologie f -adique, cette série converge vers r, ce qui
prouve la proposition. �

Corollaire 2.3.
Une suite f = (f1, . . . , fq) qui vérifie les hypothèses de la proposition 2.2 est

régulière.

Preuve.
Pour j ∈ {1, . . . , q − 1} on note R0 = R, Rj =

R
(f1, . . . , fj)R

, et µfj+1 : Rj −→

Rj l’endomorphisme multiplication par fj+1.
Soit r =

∑
α∈Nq σ(rα)fα ∈ R tel que

rfj+1 =
∑

α∈Nq

σ(rα)fj+1f
α ∈ (f1, . . . , fj)R . (8)

D’après la proposition 2.2, (8) nous permet d’écrire que si rα 6= 0 alors σ(rα)fα ∈
(f1, . . . , fj)R, ce qui montre que r ∈ (f1, . . . , fj)R et que l’endomorphisme µfj+1 :
Rj −→ Rj est injectif. �
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Corollaire 2.4.
Soient R une A-algèbre, f = (f1, . . . , fq) une suite de R telle que P =

R
fR

soit

un A-module projectif de type fini, et R̂ le séparé-complété de R pour la topologie
f-adique. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) f est une suite quasi-régulière de R.
(ii) L’image de f dans R̂ est une suite régulière.

Preuve.
Si l’image de la suite f dans R̂ est régulière, elle est en particulier quasi-régulière,

et la proposition 2.2 prouve alors que f est une suite quasi-régulière de R.
Si f est une suite quasi-régulière de R, la proposition 2.2 prouve que son image

dans R̂ est une suite quasi-régulière. R̂ étant séparé et complet pour la topologie
f -adique, la proposition 2.3 prouve que cette suite est régulière dans R̂. �

Corollaire 2.5.
Soient R une A-algèbre, f = (f1, . . . , fq) une suite quasi-régulière de R telle

que P =
R
fR

soit un A-module projectif de type fini, et n = (n1, . . . , nq) ∈ (N∗)q.

Alors la suite fn = (fn1
1 , . . . , f

nq
q ) est une suite quasi-régulière de R.

Preuve.
Soit R̂ le complété f -adique de R, et f̂ l’image de la suite f dans R̂. f étant

une suite quasi-régulière, d’après le corollaire 2.4 f̂ est une suite régulière. D’après
la proposition 1.3 f̂n = (f̂n1

1 , . . . , f̂
nq
q ) est une suite régulière de R̂. Comme R̂ est

aussi le complété fn-adique de R, ceci prouve fn est une suite quasi-régulière de
R. �

§3. Suites quasi-régulières dans K[X1, . . . , Xq]

Proposition 3.1.
Soient K un corps infini, P1, . . . , Pq des polynômes de K[X1 . . . , Xq] et I l’idéal

qu’ils engendrent. Si
K[X1 . . . , Xq]

I
est un K espace vectoriel de dimension finie

alors:
(a) I est en intersection complète.
(b) {P1, . . . , Pq} est une suite quasi-régulière.
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Preuve de (a).
K[X1 . . . , Xq]

I
étant un K espace vectoriel de dimension finie tout idéal premier

p ⊃ I est maximal. En effet
K[X1 . . . , Xq]

I
étant artinien en tant que K espace vec-

toriel de dimension finie, (un idéal de
K[X1 . . . , Xq]

I
est un sous K espace vectoriel

donc toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire) son spectre ne contient que
des idéaux maximaux. La hauteur des idéaux maximaux de K[X1 . . . , Xq] étant
égale à q on a h(I) = µ(I) = q, où µ(I) désigne le nombre minimal de générateurs
de I. Ceci prouve que I est en intersection complète.

Remarque:.

Comme K[X1 . . . , Xq] est un anneau de Cohen-Macaulay ([M] (16.E) exemple 1
p.112 ), d’après “Macaulay’s Unmixedness theoreme ” ([Ku1] théorème 3.14 p.187),
il existe une suite régulière qui engendre I. I est de profondeur q et toute suite
régulière de I peut être complétée en une suite régulière de I de longueur q.

Preuve de (b).
La preuve de (b) est une conséquence du lemme suivant:

lemme 3.2.
Quitte à réindexer P1, . . . , Pq, il existe une suite (Q1, . . . , Qq) régulière et des

ai,j ∈ K tels que:

Q1 = P1

Q2 = P2 + a2,3P3 + · · ·+ a2,qPq

Q3 = P3 + a3,4P4 + · · ·+ a3,qPq

...
Qq−1 = Pq−1 + aq−1,qPq

Qq = Pq

D’après le lemme il existe des bi,j ∈ K tels que :

P1 = Q1

P2 = Q2 + b2,3Q3 + · · ·+ b2,qQq

P3 = Q3 + b3,4Q4 + · · ·+ b3,qQq

...
Pq−1 = Qq−1 + bq−1,qQq

Pq = Qq

I désignant l’idéal engendré par {P1, . . . , Pq}, on considère des λα ∈ K[X] tels
que

∑
|α|=m
α∈Nq

λαP
α ∈ Im+1. On note A = {α ∈ Nq\|α| = m et λα 6= 0}. En
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utilisant l’ordre lexicographique en partant de la gauche, on ordonne totalement A
et l’on a:∑
|α|=m
α∈Nq

λαP
α = λδP

δ +
∑
α<δ

λαP
α

= λδQ
δ1
1 (Q2 + b2,3Q3 + · · ·+ b2,qQq)δ2 . . . (Qq−1 + bq−1,qQq)δq−1Qδq

q

+
∑
α<δ

λαQ
α1
1 (Q2 + b2,3Q3 + · · ·+ b2,qQq)α2 . . . (Qq−1 + bq−1,qQq)αq−1Qαq

q

= λδQ
δ +

∑
α<δ

βαQ
α

la suite (Q1, . . . , Qq) étant régulière et engendrant l’idéal I on a : λδ ∈ I.
En réitérant le procédé on prouve que pour tout α, λα ∈ I, ce qui montre que la

suite {P1, . . . , Pq} est quasi-régulière.

Preuve du lemme.
P1 n’étant pas un diviseur de zéro, {P1} est une suite régulière. On suppose

construit par induction la suite (Q1, . . . , Qp) régulière qui vérifie les hypothèses du

lemme. Si p < q, soient Rp =
K[X]

(Q1, . . . , Qp)
et Ass(Rp) = {P1, . . . ,Ps} l’ensemble

des idéaux premiers associés à Rp. L’ensemble des diviseurs de zéro de Rp est⋃
1≤i≤s Pi.
Soit Ip l’idéal de Rp engendré par les images dans Rp de Pp+1, . . . , Pq . On a

Ip 6⊂
⋃

1≤i≤s Pi. Sinon, I étant engendré parQ1, . . . , Qp, Pp+1, . . . , Pq, tout élément
de I serait un diviseur de 0 dans Rp et la suite régulière (Q1, . . . , Qp) ne pourrait
pas être complétée en une suite régulière de I de longueur q. Ceci est contradictoire
lorsque p < q .

Par suite il existe (ap+1, . . . , aq) ∈ Kq−p tel que:

(ap+1Pp+1 + · · ·+ aqPq) 6∈
⋃

1≤i≤s

Pi

En effet, pour 1 ≤ i ≤ s , soit Vi est le sous espace-vectoriel de Kq−p engendré
par les éléments (bp+1, . . . , bq) ∈ Kq−p tels que (bp+1Pp+1 + · · ·+ bqPq) ∈ Pi . On
a dimK Vi < q − p, sinon en formant un système de Cramer on obtiendrait que
{Pp+1, . . . , Pq} ⊂ Pi. Par conséquent, K étant un corps infini,

⋃
1≤i≤s Vi 6= Kq−p.

(Pour tout i il existe une forme linéaire ρi tel que Vi ⊂ ker ρi . Si (e1, . . . , eq−p) est
une base de Kq−p, on définit les polynômes ψi(X) =

∑q−p
j=1 ρi(ej)Xj et F (X) =∏s

i=1 ψi(X) . F (X) n’étant pas nul et K un corps infini, il existe (ap+1, . . . , aq) ∈
Kq−p tel que F (ap+1, . . . , aq) 6= 0, par conséquent (ap+1, . . . , aq) 6∈

⋃
1≤i≤s Vi .)

Pour (ap+1, . . . , aq) 6∈
⋃

1≤i≤s Vi on a:

(ap+1Pp+1 + · · ·+ aqPq) 6∈
⋃

1≤i≤s

Pi

Quitte à réindexer Pp+1, . . . , Pq on peut supposer que ap+1 = 1, on pose alors:

Qp+1 = Pp+1 + ap+2Pp+2 + · · ·+ aqPq
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Par construction Qp+1 /∈
⋃

1≤i≤s Pi.
On a montré que Qp+1 n’est pas diviseur de 0 dans le quotient Rp, donc la suite

(Q1, . . . , Qp+1) est régulière , ce qui prouve le lemme par induction.
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Math., 44, 61-70.
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