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Résumé.- Le travail présenté propose dans une premiere partie de relier et
comparer trois approches différentes du résidu : celle définie par les représentations
intégrales dans le cas des intersections completes de dimension zéro sur C, celle
induite par la notion de trace sur les algebres de Gorenstein, définie par G. Scheja
et U. Storch, et étendue par la suite par E. Kunz, R. Hiibl, R. Waldi, et enfin celle
définie par J. Lipman via I’homologie de Hochschild.

Dans une seconde partie, nous montrons comment les représentations intégrales
du type Bochner-Martinelli permettent d’obtenir une preuve complete d’une généra-
lisation de la loi de transformation. Nous montrons ensuite comment étendre ce
résultat dans le cadre algébrique des résidus définis par J. Lipman. Nous donnons
ensuite d’autres généralisations de la loi de transformation.

Dans une troisieme partie, nous obtenons une extension algébrique d’une formule
analytique classique de A. Weil. La formule obtenue permet de caractériser les
homomorphismes finis de A[z] dans A[z] lorsque A est un anneau ncethérien, et
donne une preuve purement algébrique de la formule de Weil analytique.

Dans une quatrieme partie, nous montrons comment notre formule de Weil per-
met d’obtenir une bonne borne dans le probleme d’appartenance effective a un
idéal.

Comparison of differents ways of defining residues and applications.

Abstract.- The first part of this work clarifies the connection between three
different types of residues : those defined by the integral (the local residue in
multidimensional complex analysis), those defined using the trace on Gorenstein
algebra which was introduced by G. Scheja and U. Storch, then generalized by E.
Kunz, R. Hiibl and R. Waldi, and those defined by Lipman’s approach to residues
via Hochschild homology.

In part two we use integral representations of Bochner-Martinelli type in a com-
plete proof of an extended transition formula for multidimensional complex residues.
Then, without analytic tools, we generalize this result to Lipman’s approach to
residues. We also give other generalizations of transition formulas.

In part three we show how a classical analytic formula of A. Weil can be ex-
tended to residues defined by Lipman’s approach. This formula is used to deter-
mine whether a homomorphism from A[z] to Az] is finite when A is a ncetherian
ring, and also to give an algebraic proof of the usual analytic Weil’s formula.

In part four we show how our form of Weil’s formula gives an effective solution
for the membership problem with good bounds.
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PRESENTATION DES RESULTATS

Dans son ouvrage “Residues and Duality ”consacré a la théorie de la dualité de
Grothendieck, R. Hartshorne définit I’lhomomorphisme “Residue Symbol ”ainsi que
ses principales propriétés ([H] chap. III, §9 ou [Be] ). Cet homomorphisme a de
nombreuses applications (cf. par exemple [A-C], [A-L], [Li] , [Ton]), mais il est défini
initialement dans une théorie globale de la dualité qui le rend difficilement acces-
sible notamment par I’emploi des catégories dérivées. Depuis, plusieurs approches
différentes de la notion de résidu sont apparues avec différents degrés de généralité
( cf. par exemple [Hol, [L], [S-S2], [Kug], [H-Ki], [H-Kso|, [Hu], [Lo], [Pa], [Ye]).
Certaines n’utilisent que des techniques d’algebre commutative et homologique.
Elles donnent un acces direct et plus simple, et permettent une généralisation du
Symbole Résidu.

D’autre part la théorie analytique des résidus telle qu’exposée dans [G-H], [A-
Y], [T], s’est considérablement enrichie et son champ d’application s’est élargi (cf.
notamment [T], [B-G-V-Y], [B-Y4], [B-Y2]).

Dans le travail présenté ci-apres nous nous intéressons a trois approches diffé-
rentes du résidu dans le cas le plus élémentaire. Plus précisément, nous considérons
d’une part la notion de résidu définie, via I’homologie de Hochschild, par J. Lipman
qui semble la théorie possédant le plus grand degré de généralité. D’autre part
nous étudions la notion de résidu induite par la notion de trace sur les algebres
de Gorenstein définie par G. Scheja et U. Storch ([S-S1], [S-S2] ), et étendue par
la suite par R. Hiibl, E. Kunz, R. Waldi ([H|, [H-K;], [H-K2], [K-W]). Enfin celle
définie par les représentations intégrales dans le cas des intersections completes de
dimension zéro sur C. La confrontation de ces trois points de vue est sans doute
“bien connue des spécialistes "mais n’apparait pas ou peu dans les publications
(voir par exemple [H-K;] p. 59).

Notre but, a travers cette confrontation, est avant tout de généraliser et de mieux
comprendre ’aspect algébrique de certaines formules issues de la théorie analytique
des résidus qui jouent un roéle important,notamment dans des versions effectives du
Nullstellensatz (cf. [B-G-V-Y], [B-Y1], [B-Y2], [Te]).

Notre travail est organisé de la maniere suivante: le chapitre I présente les trois
points de vue considérés, tandis que les chapitres II et I1I étendent dans la théorie
de J. Lipman des formules issues de la théorie analytique des résidus. Le chapitre
IV propose deux applications des formules obtenues précédemment.
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8 PRESENTATION DES RESULTATS
Présentation du chapitre 1

Le but du présent chapitre est essentiellement de donner une présentation suc-
cincte des trois notions considérées en établissant leurs liens.

Ainsi le paragraphe 1 rappelle brievement la notion de résidu intégral dans le
cas des intersections completes de dimension 0. Lorsque R = O, est ’anneau des
germes en zéro des fonctions holomorphes sur C? et f = (f1,..., f;) est une suite
réguliere de O, le résidu intégral de r € O, est défini par

1 r(z)dz
Res(f,0)(r) = @in)i Jo, i) fa2)

ou I'y désigne le tube I'y = {¢ € B(0,9) : |fi({)| =€, i =1,...,q}, orienté par la
condition d(arg fi) A--- Ad(arg fy) > 0 ([G-H], [T]). On énonce aussi les propriétés
de non-dégénérescence (dualité locale) et la loi de transformation.

Le paragraphe 2 considere la situation suivante: R est une A-algebre plate
commutative unitaire, f = (fi,..., f;) une suite quasi-réguliere de R telle que

R
P = f_R soit un A-module projectif de type fini et que le noyau de

i:PoAR P
pRT — pr

soit engendré par une suite quasi-réguliere ¢ = ({3, ...,(;). Une généralisation des
travaux de G. Scheja et U. Storch ([S-S1],[S-S2]) telle que présentée dans I’appendice
de [Ku2], montre que homa (P, A) est un P-module libre de rang 1. De plus, en
considérant des a; ; € P ®a R tels que:

q
1® fi=) ai;¢ (1<i<q),
j=1

et Ag = det(a; ;) d’image Ag = Zj\il @; ® B3; dans P @4 P, il existe une unique
forme linéaire Tf € homa (P, A) telle que:

oA = 1. )

T;; est une base du P-module homa (P, A) ([Kuz]). On appellera Ag le Bezoutien
de f par rapport a (. La forme linéaire ainsi obtenue induit une notion de résidu
vérifiant les propriétés de non-dégérescence, compatibilité au changement de base,
loi de transformation, loi de transitivité.

Lorsque R = C[z1,..., 7] est 'anneau des polynémes & ¢ variables, on peut
choisir pour ¢ la suite (71 ® 1 = 1® 21,...,2, ® 1 — 1 ® z,). L’unique élément
de homa (P, A) qui vérifie (*) est le résidu intégral global de f considéré comme
élément de homa (P, A), ce que permet la non-dégénérescence du résidu global.

Le paragraphe 3 présente la notion de résidu telle que définie par J. Lipman
dans “Residues and Traces of Differential forms via Hochschild Homology ”([L]).
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Apres avoir énoncé les principales définitions et constructions, nous arrivons au
cadre central de notre étude qui est le suivant: R est une A-algebre commutative

R
unitaire, f = (f1,..., fy) une suite quasi-réguliere de R telle que P = R soit un

A-module projectif de type fini, 0 : P — R une section A-linéaire de la projection
canonique de R dans P, et R le complété f-adique de R. Pour r; € R, on consideére
des ;.o € homy (P, P) tels que dans R:

Vp € P, r;.o(p) = Z o (Vi,a(p)) f .

a€e(N)e

Sirg,...,rq € R, le symbole résidu via I’homologie de Hochschild peut étre représenté
par

=Trp/a [ 000 Y (=D r@ye o 0V (ge, |

70 drl/\---/\drq]
TES,

Resr/a f1 T
v fa

oue; = (01,5,-.-,0¢,) € N? est le g-uplet a composantes toutes nulles sauf la
j leme ot Trp /A la trace canonique du A-module homa (P, A). Le symbole résidu
ainsi obtenu vérifie les propriétés de compatibilité au changement de base, loi de
transformation, loi de transitivité.

Le paragraphe 4, quant a lui, compare les trois approches présentées. On établit
en particulier la proposition suivante qui permet d’associer a la forme linéaire 7';;
du paragraphe 2, un symbole résidu via I’homologie de Hochschild. Pour cela, on
note S = P ®a R, et Q(®) 'application R-linéaire canonique ([B1],chap.I1I, §10,
prop.19):

Q(q)) . QR/A — Qs/p

adR/A(r) —1® Oéds/p(l ®T) .

Proposition.
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J

deji:S=P®aR — P est engendré par une suite quasi-réguliéere ¢ = ((1,...,(q)-
On note Tf la base du P-module homa (P, A) associé a f et (. On considére une
suite w = (w1, ...,wq) de Qr/a telle que

Q(P)(wj) =dg,p(¢;) (modulo JQg/p) j=1,...,q.

Alors

Vr € R, Resgr/a {TW}IA”'}\WQ] — 7-;(77) .
N

On obtient ainsi la construction du paragraphe 2 comme cas particulier de la
notion de résidu défini par J. Lipman, et ceci peut-étre de maniere plus élémentaire
que celle suggérée dans [H-K;] (§1, remarque 1.8 p. 59). Cette proposition permet
d’établir:
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Corollaire. B
Soit Ag = Zj\il a; ®B; € PRa P le Bezoutien de f par rapport a (. Pour tout
heR:

l ﬁjhwl/\---/\wq _
Zaj Resg,/a f f =h (modulo fR) .
oo fg

=1

Dans le cas particulier ot A=C et R=C|z1,...2,] (resp. R=0,), et ( = (z1 ®
1-1®21,...,2,®1—1® z,), on montrera, indépendamment de la proposition
précédente, que la loi de transformation permet d’établir:

Vr € R, Resgr/c [r(z) C}Zl N 'J;/\dzq} = 75(F)
1s--+3Jg

= Resy(r)
(resp. = Resy (1)) .

Présentation du chapitre II

Soient R une A-algebre commutative, f = (f1,...,f;) et ¢ = (g1,...,94)
deux suites de R quasi-régulieres telles que d’une part g = Af ou A € M,( R)

et d’autre part telle que les A-modules

R et soient projectifs
ient projecti

(fr---fa)  (91---9q)
de type fini. Pour des raisons calculatoires, il est souvent nécessaire d’exprimer
le résidu par rapport a ( 1ﬁl+1, . fq"+l) ou (B1,...,0) € N9 en fonction d'une
somme de résidus par rapport a (gf‘lﬂ, e ,g?qﬂ) ou (au,...,aq) € N7 (cf. [B-Y3],
[E1], [K]).

Lorsque R = O,, l'article “Transformation formula for Grothendieck residues
and some of its applications "de A. M. Kytmanov ([K]), propose la formule

q

hdz Z / hdet Aaj, i, -..a;j,, i, dz
Ciy.iiy - 7 — Ciiidim
e v, fiv oo fi JT A e r, Gjr -+ 95, 97
ou fI = fi. o fg et ciyg, = ol ay! , o désignant le nombre de fois ol k
apparait dans la liste (i1,...,%,,). Cette formule, proposée dans le cas général,

est uniquement démontrée dans le cas ou f et g ont un Jacobien non nul en 0 et
donc constituent des systemes de coordonnées. La preuve est basée sur la formule
de dérivation des fonctions composées. En utilisant la formule de représentation
intégrale de Leray, on propose dans le chapitre II une preuve complete de cette
formule. En fait, on peut étendre cette formule dans le cadre algébrique des résidus
définis via ’homologie de Hochschild. On établira:

Théoréme. (Loi de transformation généralisée)
Soient R une A-algébre commutative, f = (f1,...,fq) et 9= (91,-..,94) deux
suites de R quasi-réguliéres telles que d’une part g = Af ou A € My( R) et

d’autre part que les A-modules

fina.

et ( soient projectifs de type

R
(fi---fq) g1---9q)
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Pour tout entier B1,..., 0B, et des éléments quelconques h, X1,..., X, de R, on
a:
{ hdX }
Resr/A | (8141 Ba+1
fl g0 e ey q
Z C(ﬁ, CK) hdetAHz] 1aa”dX
- €5 A AL 1 (07 ,q
B! R/ (gkk o +1)1§k§q

ay 1+ tag1=01

a1,q+Fag,q=Bq

L’outil essentiel de cette preuve algébrique est la loi de transformation. Les
résultats du paragraphe 1 de ce chapitre sont publiés, en collaboration avec M.
Hickel, sous le titre “Une généralisation de la loi de transformation pour les résidus
”au Bulletin de la S.M.F.([B-H;]).

Le paragraphe 2 de ce chapitre, propose d’autres formules de transformation.
Dans le formalisme de J. Lipman, on étend la loi de transformation généralisée
a certaines localisations de R. Dans la méme veine que la loi de transformation
on obtient des formules similaires lorsque I'hypothese g = Af est remplacée par
© Gg1,-..,9q sont dans la cloture intégrale de 'idéal (f). On donne ensuite une
amélioration de la formule des transporteurs issue de 'article Residue Calculus and
Effective Nullstellensatz de C. A. Berenstein et A. Yger ([B-Y3]) .

Présentation du chapitre III

Soient R une A-algebre, et f = (fi,..., f;) une suite quasi-réguliere de R telle
R
que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. Nous envisageons dans ce

paragraphe la question suivante: étant donné un élément h € R, existe t-il une
bonne maniere de représenter h par un développement en série selon les puissances
de f?

Lorsque R = O, et f = (f1,..., fq) est une suite réguliere de Oy, la formule de
représentation intégrale de Bergman-Weil permet d’obtenir la formule de Weil:

Vh € qu h(z) _ Z 1 h({)) ( )dc 11 1(2) B 'fé'qfl(z) ’
(€

(i1y0eeyiq) E(N*)4 (2im) Ly S fq(C)

ou I'y désigne le tube I'y = {¢ € B(0,6) : |fi(Q)] = = 1,...,q}, orienté
par la condition d(arg f1) A --- Ad(arg f;) > 0 ([W], [A- ]) La formule de Weil
généralise donc en un sens la formule de Taylor ou de Cauchy, puisqu’elle permet
de développer de maniére canonique tout élément h de O, suivant les puissances
de f. Ce chapitre reprend et compléte un article en collaboration avec M. Hickel (a
paraitre dans Manuscripta Mathematica), qui étend la formule de Weil au résidu

algébrique défini via 'homologie de Hochschild.
On note R le complété f-adique de R, R® = R ®a R ’algebre enveloppante de

R, et Re son complété pour la topologie (f ® R+ R ® f)-adique. Le morphisme
R — R
a®b— ab

de noyau J, induit un morphisme R¢ — R dont on note J le noyau. Enfin pour
r, € R,onnote R, =, ®1 —-1®r; € Re.
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Théoréeme. (Formule de Weil)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires neetheriens, R étant muni
d’une structure de A-algébre plate sur A, et f = (f1,...,f;) une suite quasi-

R
réqulicre de R telle que le A-module P = fT{ soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (rl, ...,rq) de R telle que (R1,...,R,) soit une suite
réguliere de Re qui engendre J.
Sotent alors des éléments a; ; € Re tels que:

q
1®fi—fi®1zzai,jR]

j=1
et A =det(a; ;) € Re.
Pour tout h € R, on a dans R Uégalité:
Ahdry A--- Ndr 1 i
1 9o ey q

(i15-0y5q) E(N*)1

Cette formule s’applique a de nombreuses situations dont on donnera divers
exemples. Dans le cas polynomial, on caractérisera la finitude de la formule de
Weil. Plus précisément:

Proposition.
Soient A un anneau commutatif nethérien, et f(Z) = (fi1(Z),..., fo(Z)) une
AlZ

(f(2))

jectif de type fini. On considére des éléments a; ;(Z,T) € A[Z,T) tels que

suite de polynomes de A[Z1,...,Z,] telle que P = soit un A-module pro-

fi(T) = fi(Z ZCLUZT)(T Zj)

j=1

on note A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)) = > pene TJa(Z), et I la famille finie
I ={aeN?| J,(T) # 0}.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini.

ii) Pour tout polynome h(Z) € A[Z], la formule de Weil est finie: il existe un
entier My, tel que:

A(Z, TYMT)dT, A -+ AdT,

hZ) = Z Resa[r)/a i (T) ¢q<T> a fl_l(Z) . ..f;“'qfl(Z) )
£ H vees fq
i=(i1,...,iq) E(N™)?
7| <Mp

iii) Pour chaque élément de la famille finie {Z; (j =1,...,q); Jo(Z)J3(Z) (o, €
D)}, la formule de Weil est finie.
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Dans le cas des séries convergentes, la proposition suivante jointe au théoreme,
donne une preuve algébrique de la formule de Weil classique.

Proposition.
Soient les anneaux des séries convergentes A = C{z1,...,x,} = C{z}, R =

C{zi,...,xmy1,-- - Y} = C{z,y}, et f = (fi(z,y), ..., fe(x,y)) une suite réguliére

de C{z,y} telle que P = M soit un C{x}-module projectif de type fini. On

f.C{z,y}

note a; j(x,y,z) € C{x,y,z} des éléments tels que:

fz(a:,y) - fl(xvz) = Zai,j(x7y7z)(yj - Zj) (Z =1,... 7Q)
j=1
Az, y, z) = det(a; ;(x,y,2)) .

Alors pour tout g(z,y) € C{x,y}:

g(SL’,y)A(.’L’,y,Z) dyl/\"'/\dy a—1
g(z,z) = Z Rescz,y)/c{a) [ PO (), [0 () (2, 2)

la convergence étant uniforme sur une base de voisinages compacts de l’origine.

Présentation du chapitre IV

Lorsque A est un anneau ncethérien, et f = (f1(Z),..., f;(Z)) une suite quasi-

réguliere de A[Z1, ..., Z,] telle que P = soit un A-module projectif de type

]
(f(2))
fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini, pour tout h(Z) € A[Z] la formule de
Weil contient un nombre fini de termes. En particulier lorsque h(Z) € fA[Z], elle

fournit des polynémes g;(Z) tels que
q
WZz)=Y_9;(2)f(2) .
j=1

On donnera une borne sur le degré des polynémes g;(Z) qui ne dépend que de
k = deg(h(Z)) , g (nombre de variables), D = maxi<;<q(deg(fi(Z)), et d'un entier
M défini en se donnant pour chaque Z; une relation de dépendance intégrale sur
A[f]. On montrera:

Proposition.
Soient A un anneau neethérien, et f = (fi(Z2),...,f;(Z)) une suite quasi-
AlZ
réguliere de A[Z,...,Z,| telle que P = (f([Z)]) soit un A-module projectif de

type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini
Pour k € N, et h(Z) € f(Z)A[Z] un polynome de degré au plus k, il existe des
polynomes g;(Z) tels que

hZ) =Y gi(2)(2) ,

j=1
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et
deg(g;(Z)) < D (K(f,k)+q—1)—q,

ot K(f, k) =M (¢(DM —1) + k).
Lorsque A est un anneau neethérien intégre, la majoration précédente permet

d’obtenir
deg(g;(Z)) < kD7 + ¢D*? .

Dans le paragraphe 2, on montre comment la formule de Weil permet d’obtenir
une généralisation d’un théoreme d’Euler-Jacobi dont une preuve a précédemment
été donnée dans [K-K].

Théoreme.
Soient A un anneau nethérien, R = A[Z1,...,Z,], f(2) ={fi(Z),..., f4(2)}
R
une suite quasi-réguliere de polynomes de R de degré dq, . . ., d, telle que soit

(f(2))
un A-module projectif de type fini, et k = (k1,...,kq) € (N*)9. On note h;(Z) la

partie homogéne de degré d; de f;(Z). On suppose que h(Z) ={hi(Z),...,he(Z)}
est une suite quasi-réguliere de R, et que

, (h(2))
fini. Alors:
i) pour tout polynéme q(Z) de degré au plus > ¢ kid; —q—1 on a

un A-module projectif de type

q(Z2)dZ } _0,

Resgr,/a lf{m(z),...,ffq(z)

i) pour tout polynome q(Z) de degré >_7_, kid; —q on a

o(2)dZ B Q(Z)dzZ
R,eSR/A |: fl(Z),,f§q<Z):| —RGSR/A |:hlf1(Z),,h§q(Z) )

ot Q(Z) est la partie homogéne de degré > 7, k;d; — q de q(Z).

AAA

Les suites quasi-régulieres jouant un role clé dans ’approche algébrique des
résidus, 'appendice de cette these est consacré a quelques rappels sur cette no-
tion.
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CHAPITRE 1

DIFFERENTES APPROCHES DU RESIDU

Ce chapitre présente et compare deux approches algébriques formelles des résidus,
c’est-a~-dire indépendantes de la dualité globale introduite par A. Grothendieck
et développée dans [Ha]. Ces deux approches utilisent uniquement des résultats
de la théorie des anneaux, et pour I'une d’entre elles des résultats d’algebre ho-
mologique. Dans les deux cas on considere R une A-algebre commutative unitaire,

R
et f = (f1,...,fy) une suite quasi-réguliere de R tel que P = m soit un A-module

projectif de type fini. Cette situation est par exemple réalisée pour le résidu intégral
dans le cas des intersections completes de dimension zéro. Le paragraphe 1 de ce
chapitre est consacré a quelques rappels sur le résidu intégral.

L’une de ces approches algébriques, présentée dans le paragraphe 2, est issue de
travaux de Scheja et Storch et une présentation en est faite par E. Kunz dans [Ku2].
Elle repose sur 1’étude du P-module homa (P, A) et elle conduit au Résidu défini
via les algebres de Gorenstein. Elle nécessite que les anneaux qui interviennent
soient neethériens, et que R soit une A-algebre plate. Elle satisfait les propriétés
usuellement appelées: non-dégénérescence, loi de transformation, changement de
base, loi de transitivité.

L’autre, présentée dans le paragraphe 3, a été introduite par J. Lipman dans [L].
Elle repose sur ’homologie de Hochschild et conduit au Résidu défini via I’homologie
de Hochschild. Elle permet d’obtenir des formules explicites qui fournissent les
résidus par rapport a toutes les puissances de f. Elle satisfait les propriétés de loi
de transformation, changement de base, loi de transitivité.

Dans le paragraphe 4 on montre que ces deux approches permettent d’obtenir le
résidu intégral. De plus on montre que le Résidu défini via I’homologie de Hochschild
donne le méme résultat que le Résidu défini via les algebres de Gorenstein, lorsque
les hypotheses d’existence sont satisfaites.

Les paragraphes 2 et 3 sont des expositions de deux approches algébriques
différentes des résidus. Ils ont été rédigés pour cerner au plus pres leurs simili-
tudes et leurs différences. Lorsque les preuves des propositions énoncées dans ces
paragraphes sont consignées dans des ouvrages, on donne uniquement les références
exactes de ces preuves.

Typeset by ApS-TEX



16 I. DIFFERENTES APPROCHES DU RESIDU

§1. LE RESIDU INTEGRAL DANS LE CAS DES INTERSECTIONS COMPLETES

g9(2)

Lorsque h(z) = ) est une fonction méromorphe définie sur un ouvert U C C
z

qui admet 0 pour pole d’ordre k£ > 0, on définit le résidu local de h en 0 par:

1 z
Resg)(h) = %ir /83(0;” %dz , (1)

our > 0 et tel que 9B(0;7) C U, et 0 est le seul pole de h dans B(0;r).
f étant une fonction holomorphe qui admet 0 pour zéro d’ordre k, on peut écrire,
sur un voisinage de 0,

f(z) = 2*u(z)

ou u est une fonction holomorphe qui ne s’annule pas. L’application:
7 — (u(2)* 2

définit un difféomorphisme sur un voisinage V'C U de 0. Le cycle I'y . = {z € V :
|f(2)| = €} orienté par la condition d(argf) > 0, et ot1 € > 0 est un réel suffisamment
petit pour que I'y. € V, est homologue & un cycle de support 0B(0;r). Par
conséquent:
1 z
Res(g)(h) = o - %dz . (2)
Le résidu local défini sur O, 'anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes
définies sur C9, est une généralisation de la formule 2. Cette notion de résidu local
permet de définir le résidu global sur I’anneau des polynémes C[Xy,. .., X,]. Dans
ce paragraphe, on rappelle ces deux notions et les propriétés de base qui leur sont
attachées.

1.1. Le résidu local.

Soit f = (f1,..., fy) une suite de fonctions holomorphes définies sur un ouvert

U C C4, et qui admettent sur la boule B(0;r) C U lorigine comme seul zéro
commun. Pour € = (e1,...,¢,) € (RT*)9, on pose

Ire={¢€BO,r):fi(Ql=€i=1,....q}, (3)

ou les réels ¢; > 0 sont suffisamment petits pour que I'y . € B(0;7). D’apres le
théoreme de Sard, ’ensemble des valeurs critiques de ’application

(1% fel®) U — (RT7) (4)

est de mesure nulle dans (RT*)?. Par conséquent, pour presque tout €, I's . est une
variété réelle de dimension g, lisse, compacte; on peut 'orienter par la condition
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d(arg f1) A--- Ad(arg f;) > 0. Soit h une fonction holomorphe sur un voisinage de

B(0;7). La forme différentielle
h(z)dzy N -+ Ndzg
ACRNAC)
est fermée sur B(0;7) \ {z : fi(z)... fy(2) = 0}. En appliquant le théoreme de
Stokes et le théoreme de Sard, on montre que
h(z)dz
r, f1(2) .. fu(2)

ne dépend pas du choix de € € (R**)?, hors d’un ensemble de mesure nulle.
Ces remarques permettent de donner la définition suivante:

(5)

(6)

Définition 1.1.1. ( Résidu local.)

Soient f = (fi1,..., fq) une suite de Oy qui admet 0 pour zéro isolé, h € Oy, et
r > 0 un réel suffisamment petit de facon que f et h admettent des représentants
sur un voisinage de B(0;7) que l’on note aussi f et h. On définit le résidu local de
h, par rapport au germe de f en 0, par:

1 h(z)dz
Resiro(h) = Gy / TG )

ou I'y désigne la variété réelle de dimension g, lisse, compacte

Ff :{CEB(()?T) : ‘fl(C)l :€i7i: ]-avq}

orientée par la condition d(arg fi) A --- Ad(arg f;) > 0.

Remarque 1.1.2.

De par la définition de I'orientation du cycle I'y, la forme linéaire Res ;) est
alternée par rapport a f = (f1,..., fy). Si 0 est une permutation de {1,...,q} de
signature [0, Res((,(,).....siq).0) = (1) Res((s1,....1,0,0)-

1.2. Le résidu global.

Lorsque P = (Py,..., P,;) est une suite de polynéomes de C[X1,...,X,] dont la
variété des zéros V(P) est finie et non vide, on peut, pour chaque point « € V(P),
définir la forme linéaire Res(p q)

Définition 1.2.1. ( Résidu global.)

Soient P = (P, ..., P,) une suite de polynémes de C[X1,...,X,| qui définit une
variété finie et non vide de C9, et Q € C[X1,...,X,]. On définit le résidu global
de Q) par rapport a P par:

Resp(Q) = Y Respay(Q) . (8)

o€V (P)
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1.3. Propriétés de base du résidu intégral.

La propriété de non-dégénérescence du résidu intégral et la loi de transformation
que 'on énonce ci-dessous dans le cas du résidu local, restent valables dans le cas
du résidu global.

Proposition 1.3.1. ( non-dégénérescence du résidu.)

Soient f = (f1,..., fq) une suite de Oy qui admet 0 pour zéro isolé, I1(f) l'idéal
de Oy qu’elle engendre, h € O,.

h e I(f) si et seulement si:

Vg € Oy Res(s0)(g.h) =0 . 9)

Proposition 1.3.2. ( loi de transformation.)
Soient f = (f1,...,fq) et g = (91,-..,94) deux suites de Oy qui admettent 0
pour zéro isolé. On suppose qu’il existe une matrice A = (a; ;) € M(O,) telle que

g=Af, (10)
alors pour tout h € Oy, on a:

Res(f,o)(h) = Res(g’o)(det(ai’j) g) - (11)

Exemples 1.3.3.
a) On considere dans Oy, la suite f = (f1,..., f;) définie par
filz)=z" (1<i<q;n>0)
Pour h(z) =3 5_(5,,....3,)ena bgz" € O, on a:
1 h(z)dz
Res h / IO A
w0 = Gimy | = 1 G g

l2q |—€q

D’apres la formule de Cauchy, par dérivation, on obtient:

Res(f,O)(h) = bnl—l,...,nq—l . (12)
b) On considere dans C[ X}, ..., X,] la suite P = (P,..., P,) définie par:
Pi(X) = @i, X" 4 i, 1 X 4 Fai (1<i<q;0<n;; a0 #0) .
Pour X% = Xlﬁ1 ...ng on a:
1 x& . xb
Resp(XP) = : I __dX;A---AdX
esp(X7%) = i 2. /FPM Pi(X)... P(x) ! “

a=(ai,...0q)EV(P)

- ¥ HM/F Xﬁl X

a=(ai,...aq)EV(P) i=1 Pi(

Xﬂz
- Z HZW/ )dX)

a=(a1,...aq)€V(P) i=1 Xi—ai|=e; L
1 Xﬁl Xqﬁq
- dXiA---NdX
Z (227‘(’) /|X1 ai|=er P, (X) ‘ Pq<X> 1 q

a=(ai,...aq)EV(P) | Xq —ozq|—€q
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Pour des réels Ry, ..., R, suffisamment grands, en appliquant le théoreme de Stokes
on obtient:

1 X xP
Resp(X") = /|X1|=R1P1 : L dXi Ao AdX,

im)yr ) [T P By(X)
1 / X / X,
= — dXq--- dX
@im)i om0 ) L By(x)
0 sif#(ng—1,...,ny—1)
= 1

- sifB=m-=1,...,n,—1
al,nl...aq,nq ( ’ o )

Par conséquent si Q(X) = Zﬁ — (5 3 )ngﬁ, on a:
= (B1,...,05

0<B <n;—1

bnl—l,...,nq—l

Resp(Q) = (13)

A1 nqg --- aqmq

Cet exemple sera repris dans les paragraphes 2 et 3 pour illustrer les approches
algébriques des résidus. Ce calcul sera utilisé dans plusieurs applications (chapitres
III et IV).

§2. TRACES DANS LES ALGEBRES DE GORENSTEIN ET RESIDUS

Ce paragraphe fournit, via des résultats sur les algebres de Gorenstein, une
définition fonctionnelle du résidu que I'on appellera résidu via les algebres de Goren-
stein. Les définitions et théoremes donnés ci-dessous sont issus de ’appendice [Kus].
Les propositions 2.2.2 et 2.2.3 sont dues a Scheja et Storch ([S-9]).

Tous les anneaux considérés sont supposés unitaires, commutatifs et ncethériens.
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2.1. Algebres de Gorenstein.

Une généralisation de la notion d’anneau de Gorenstein, que 1'on rappelle ci-
dessous, est celle d’algebre de Gorenstein.

Définition 2.1.1. Anneau de Cohen-Macaulay.

Soit (A, m) un anneau local neethérien. A est un anneau de Cohen-Macaulay
si dim(A) = d(A) ot dim(A) désigne la dimension de Krull de A et d(A), la
profondeur de A 1i.e: la longueur mazimale d’une suite régquliére. Un anneau com-
mutatif nethérien A est Cohen-Macaulay si pour tout idéal mazximal m de A, Ay
est un anneau local de Cohen-Macaulay.

Définition 2.1.2. Anneau de Gorenstein.
Soient (A, m) un anneau local de Cohen-Macaulay de profondeur d, (ay,...,aq)
une suite réguliére de A et q l'idéal primaire qu’elle engendre. o(A/q) = {7 €

A/q |m.7 = 0} est un — espace vectoriel de dimension finie r. r est indépendant

de la suite réguliére (ay,...,aq) et s’appelle le type de 'anneau Cohen-Macaulay
(A,m). Sir =1, (A,m) s’appelle un anneau local de Gorenstein. Un anneau
neethérien A est Gorenstein si pour tout idéal maximal m de A, A, est un anneau
local de Gorenstein.

Définition 2.1.3. Algebre de Gorenstein.
Soient A un anneau, P un anneau muni d’une structure de A-algébre plate sur
Pp

(PNA)P,

A. P est une A-algébre de Gorenstein si pour tout p € Spec(P) , est

un anneau local de Gorenstein.

Soit P une A-algebre. On munit homa (P, A) d’une structure de A-module a
gauche en posant pour tout g € homa (P, A) et p,z € P:

(p-g)(z) = g(pz) . (1)
P ®a P peut étre muni de deux structures de P-module: la multiplication par un
élément de P agissant soit par multiplication sur le facteur droit, soit par multipli-

cation sur le facteur gauche des éléments de P ®a P. Soit I le noyau de
pw:PoaP—P
TRy — Y .

(2)

Sur Annpg,,p (1), les deux structures de P-module coincident. On a la proposition
suivante:

Proposition 2.1.4.
Soient A un anneau et P une A-algébre finie, plate sur A.
i) le morphisme W :P ®@a P — homa (homa (P, A),P)
T@y — Y(ry)
ot ¥Y(xr®y):hompa(P,A) — P
" — 0" (y)x
est un isomorphisme de A-module.
i1) ¥ induit un isomorphisme de P-module:

U’ : Annpg ,p(I) — homp (homa (P, A), P)
ou I est le noyau de pp : P Ao P — P
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Preuwve de la proposition 2.1.4. P est un A-module projectif. En effet, A étant
neethérien, tout A-module de type fini admet une présentation finie ([Bg] chap.1),
et tout module plat qui admet une présentation finie est projectif ([Bz| chap.2). P
étant un A-module projectif, la preuve de i) est donnée dans [B;]| chap.2 §4. La
preuve de ii) est donnée dans [Kus] F9 p.363. O

Proposition 2.1.5. (Propriétés caractéristiques des algébres de Gorenstein)
Soient A un anneau et P une A-algébre finie, plate sur A. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes:
i) P est une A-algébre de Gorenstein.
i1) homa (P, A) est un P-module projectif de rang 1.
i11) homp (homa (P, A), P) est un P-module projectif de rang 1.
iw)Annpg ,p(I) est un P-module projectif de rang 1.

Preuve de la proposition 2.1.5.

La preuve de i) < ii) est donnée dans [Kug| E16 p.352.

i) < iii) car les modules projectifs de type fini sont réflexifs (cf. [B1], II,§2 n®
7 cor.4).

ii1) < iv) d’apres la proposition 2.1.4, les P-modules homp (homa (P, A),P) et
Annpg , p(I) sont isomorphes. [

Lorsque, dans la proposition précédente, on remplace P-module projectif de rang
1 par P-module libre de rang 1, les assertions ii), iii) et iv) sont équivalentes. Ceci
conduit a donner la définition suivante:

Définition 2.1.6. Traces dans les algébres de Gorenstein.

Soit P une A-algebre de Gorenstein telle que homa (P, A) est un P-module
libre de rang 1. On appelle trace de la A-algébre P toute base {c} du P-module
homa (P, A).

Si o est une trace de la A-algébre P, on note A, lunique élément de Annpg ,p (1)
tel que U(A,)(o) = 1.

Cette définition est donnée dans [Kus], appendice F §b. {¥(A,)} est la base du
P-module homp (homa (P, A), P), duale de la base {o} du P-module homa (P, A).
On a une bijection entre les bases du P-module homa (P, A) et celles du P-module
Annpg,p(I). Si {o} est une base de homa (P, A) et 0* € homp(homa (P, A),P)
sa base duale, {A,} tel que U(A,) = o* est une base de Annpg ,p(I).

En particulier, lorsque {A} est une base du P-module Annpg ,p (1), il existe un
unique élément 7 € homa (P, A) tel que:

U(A)(r) =1, (3)

et 7 est une base du P-module homa (P, A).

La proposition suivante établit le lien entre les traces d’une algebre de Gorenstein
et la trace canonique.

Définition 2.1.7. Trace canonique dans une algébre.

Soient P une A-algébre finie projective, et Trp,a € homa (End(P), A) lopérateur
trace défini sur End(P) ([B1] chap.3 §4 ). Pour s € P, on note ms €End(P)
l’endomorphisme multiplication par s et op/a(s) = Trp/a(ms) . L'opérateur op/a
s’appelle la trace canonique de la A-algebre P.
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Proposition 2.1.8.
Si P une A-algébre de Gorenstein telle que homa (P, A) est un P-module libre
de rang 1, et {o} une trace de la A-algébre P, alors:

op/a = H(Ag).0 (4)

o, p:PxxAaP—P
TRy — 1Y

La preuve de cette proposition est donnée dans [Kuy] F12 p.365. O

On fera appel, lors de la loi de transitivité du résidu de Gorenstein, au résultat
suivant (cf. prop. F.17, §F, appendice [Ku2]):

Proposition 2.1.9.

Soient P /A une algébre finie et plate de Gorenstein qui admet pour trace T €
homa (P, A), et Q/P une algébre finie et plate de Gorenstein qui admet pour trace
o € homp(Q,P). On note I = ker(P ®a P — P), J = ker(Q ®@p Q — Q)
K =ker(Q®a Q — Q), A, l’élément de Annpg ,p(I) associé a T, A, ’élément
de Annqe,q(J) associé d o, et A, € Q@4 Q un représentant de A,.

Alors Q/A est une algebre de Gorenstein, et

a) T oo est une trace de Q/A.

b) A A, € Qa Q est l'élément associé o o o.

2.2. Résidu via les algebres de Gorenstein.

Soient A un anneau, R une A-algebre, et f = (fi,..., f;) une suite de R quasi-
R
réguliere telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose de

plus que le noyau de:

est engendré par une suite quasi-réguliere ¢ = ((1,...,{;). On note, comme dans
la proposition 2.1.4, I le noyau de p : P @A P — P et ¥’ : Annpg, p(I) —
homp (homa (P, A),P). Ce paragraphe montre que Annpg,,p(I) est un P-module
libre de rang 1. On construit, a partir des suites f et {, un élément A{ €

Annpg,p(I) , et un élément Tﬁ € homa (P, A) tels que:

V(AD)(r5) =1

On appellera Ag le Bezoutien de f par rapport & ¢, et pour h € R, Tﬁ(fb) le résidu
(via les algebres de Gorenstein) de h par rapport a f et (. La démarche repose en
partie sur le théoreme de Wiebe.
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Proposition 2.2.1. Théoreme de Wiebe.
Soient S un anneau, ¢ = ((1,...,¢y) et n = (Mm,...,nq) deux suites quasi-
régulieres de S telles que, pour 1 < i < q, n; = 2521 a; ;jC;. En notant A =

det(a; ;) , T = S et p la surjection canonique de S dans T, on a:

a) p(A) est indépendant du choiz des coefficients a; ;.
b) Anny(p(A)T) = p(¢)T
¢) Ann(3(Q)T) = H(A)T

La preuve de cette proposition est donnée dans [Kus] E19 JE21 p.356. [

Proposition 2.2.2.
Soient A et R deuzr anneaux, R étant muni d’une structure de A-algebre plate
sur A, et f = (f1,...,fy) une suite de R quasi-réguliére telle que le A-module
R
P= f_R soit projectif de type fini. On note J le noyau de i : P ®a R — P.
Alors, si lidéal J est engendré par une suite quasi-réguliére = (C1,...,¢,) de
P®aR, P est une A-algébre de Gorenstein et homa (P, A) est un P module libre
de rang 1.

Preuve.

La suite n = (1 ® f1,...,1 ® f;) est une suite quasi-réguliere de S = P ®a R.
En effet, R étant une A-algebre plate, S est une R-algebre plate. Soit m un
idéal maximal de S qui contient n, et n = m N R l'image réciproque de m par
I’homomorphisme structural R — S. R, est un anneau local dont I’idéal maximal

contient la suite réguliere (f1,..., f;). Par abus de notation, on note de la méme
facon un élément de R et son image dans R,,. Pour 1 < k < ¢ 'homomorphisme:
R, X fr R,

(f1s o5 frm1) (f1, - fr-1) (5)

est injectif. Comme S, est un R,-module plat, ’homomorphisme:

Rn X1Q fr Rn
Sm ®Rr,
(f1s - o fr—1) B (s oo fee)

R S
est injectif. Or Sy, @R, = ~ - , ceci prouve que

(fi, - fem1) A®f1,...,1® fr_1)

I'image de 1 dans Sy, est une suite réguliere, donc 7 est une suite quasi-réguliere
de S.

S
Soient T = S = P ®aA P,et p: S — T la surjection canonique de S dans T.
Ui

Comme 1® f; € J, il existe des éléments a; ; € S tels que:

(6)

Sm ®Rn

q
1®fizzai,j<j . (7)
j=1

On note AZ = det(a; ;), et Ag = ﬁ(Ag) D’apres le théoreme de Wiebe, Ag ne
dépend que des suites ( et n et 'on a:

Annpg,p(A{P @4 P) = j(()P @ P (8)
Amnpg,p(3(Q)P @A P) = AlP @A P . (9)
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On a les morphismes d’anneaux:

L:PRAR—P |, p:PRAR—P®AP et, p:PaP—P
TRY — Iy TRy — T py) TRY—2.Y .

ft = p o p, comme le noyau J de fi est engendré par ( = ((i,...,{,), le noyau I de
u est engendré par p(():

pOPRAP=kerp=1 . (10)
Par conséquent, par (9):
Amnpg,p(I) = AP @A P . (11)
Annpg , p(I) est muni d’une structure naturelle de P-module & gauche définie par
z.(a®b) =ra®b=a®bx .

Soit m = Ag(zle r; ®Y;) € Annpg ,p(I). Comme

k k
O zi®y— Y zyi®l)el

on a par (11):
k k
Af(zwi@@yi _inyi ®1)=0.
i=1 i=1

Par conséquent

k k
AL mwy) =AlQ my 1)

) (12)
- (Z :z:@-y@-)-Af

ce qui prouve que Ag est un générateur du P-module Annpg , p(I). D’autre part,
sizeP
Al =0 (2®1) € Annpg,p(AlP ©4 P)
Seel)el ( par (8) et (10) )
Sr=0

donc Annpg ,p(f) est un P-module libre dont une base est Ag. D’apres la propo-
sition 2.1.5, ceci montre, en particulier, que P est une A-algebre de Gorenstein, et
que homa (P, A) est un P-module libre de rang 1. [
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Corollaire et définitions 2.2.3. ( Bezoutien, Résidu )
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fq) une suite de R quasi-réguliére
R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de i : P @A R — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = ((1,..., ().
Soient alors des a; ; € P ®a R tels que:

q
1@ fi=Y_a;;( (1<i<q).
=1

On pose Al = det(a; ;) et
Al =p(Al) eP@AP . (13)

ot p: PA R —-P®AP.
Ag est une base du P-module Annpg, ,p(I), et ne dépend que des suites ¢ et f.

On appellera Ag le Bezoutien de f par rapport a (.
homa (P, A) est un P-module libre de rang 1 dont l'unique base ch telle que:

(AN =1, (14)
7/ \ . Va . R .

est appelée la trace de la A-algebre P suivant la présentation fT% et la suite C.
Tjg détermine une unique forme A-linéaire de R nulle sur fR, que l’on note:
Resr,/a ('?'@ . -qu ) On appellera cette forme le résidu par rapport a f et (,

1y--5Jg
via les algebres de Gorenstein. Pour tout h € R on a:
hCl-C2---C> C(r,

Res ) =712(h) . 15
wia (1) =i (19

Exemple 2.2.4.

On peut illustrer le corollaire 2.2.3 a 'aide de ’exemple suivant; cet exemple
permettra de montrer que le résidu intégral est un cas particulier du Résidu défini
via les algebres de Gorenstein.

Soient A = K un corps commutatif et R = K[X7, ..., X,;] = K[X] Panneau des
polynomes a ccefficients dans K. R étant un K-module libre, R est une K algebre
plate. On considere les polyndémes a une variable

Pi(X) = i, X[+ Qi1 X 4 i (1<i<q;0<n;; a0, #0),

R
et I I'idéal de K[X] engendré par les P;(X). P = T est un K-espace vectoriel dont

une base est {Xk:Xfl...ng |0<k;<mn;—1,1<i<gq}.
Par la suite on identifiera K[ X|®x K[ X] et K[X, Y], ainsi que K[ X|@x K[ X]/(1®
P(X)) et K[X,Y]/(P(Y)). La suite

(X —Y,PY) = (X1 -Y1,...,X, = Y, P(Y),..., P,(Y))
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étant réguliere dans K[X, Y], (X —Y) est une suite quasi-réguliere de K[X, Y]/(P(Y)).
D’autre part, comme tout polynéme Q(X,Y’) peut s’écrire sous la forme Q(Y,Y) +
Q(X,Y)—Q(Y,Y), un générateur du noyau de

KXY/ (P(Y)) — KIX]/(P(X))
classe (Q(X,Y)) — classe(Q(X, X))

est (X —Y). Les hypotheses de la proposition 2.2.2 sont vérifiées, on note:

(=(X1-Y1,...,X,-Y,) .

Pi(X) = Pi(Y) =) air (X = Y")
k;=1

n; ki1
=D ik, (Z X?i-Yiki_l_ai> (Xi —Yi) ,
ki=1 a;=0

par conséquent:

ki;—1
P(X) H (Z @ik, (Z Xiai'}/iki_l_ai>>

=1 Oéi:O

= E a1k -+ - gk, E Xaoyk-1-a

k=(ki,...,kq) a=(ag,...,04)
1<k <ny 0<o; <k —1

onk—1=(k —1,...,k;—1). Par définition de TP(X)

Z Z (aLkl .. .aq’kq)Tlg(X)(Yk_l_a)Xa =1 .
k= (ki,....kg) | a=(a1,...,0q)
1<ki<n; \ 0<o; <k;—1

Comme {X* | a = (aq,...,04), 0 < a; <n; — 1} est une base de P, on a, pour
chaque a = (a1,...,a4) , 0<a; <n; — 1
_ 0 sia#0
¢ k—l—ay __
Z (@1ky - g, )Tp ) (Y )= {1 sia=0 ' (16)
k= (ki,...,kq)

&ngi—lgni—l
Lorsque o = (n1 — 1,...,n4 — 1) la formule (16) donne:

ng(X)(i) =0.
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Soit v = (v, ...,04) # 000 0 < ; < m; — 1. On suppose montré, par récurrence
descendante sur «, que:

(1= (17 103 S =1 =) = (T (Y1) =0) . (17)

La formule (17) est vraie lorsque a = (n;—1,...,n,—1). Soit¢; = (0,...0,1,0,...,0)
le g-uplet & composantes nulles exceptée la 1€™me,
Sia—¢; # 0, d’apres (16) on a:

Z (@15, ...aq,kq)rg(x)(f/k—l—a“i) =0.
k= (ki,... kg
ai—eigkzi—lgni—l

En appliquant ’hypothése de récurrence (17), on obtient:
(al’m_l - aq,nq_l)Tg,(X)(?”_l_O‘*ei) =0 ,

par conséquent T};(X)(Y”_l_o”rei) =0.

De la méme fagon, si « — ¢; = 0, d’apres (16) et ’hypotheése de récurrence (17),
on obtient B
(al,n1,1 e aq,anl)’rfg(x)(ynil) =1.

La forme linéaire 7'};( x) est donc définie par:

) (Xk):{o sik#(ng—1,...,ny—1) 18)

TP(X) /a1 n, ... agn, sik=(n—1,...,n,—1)"

A partir de (18), on obtient pour Q(X) = Zﬁ = (Br,....B,) bpXP:

0<B <n;—1

RGSR/A <Q<X) Cl.CQ . Cq) _ bnlfl,...,anl . (19)

f]_7~--7fq axl’nl...a/q’nq
La formule (19) reste valable lorsque A est un anneau commutatif, R = A[X,..., X,],
et
Pi(X) = X"+ ajp, 1 X" 4 Faig (1<i<q;0<mn;).

R
En effet, d’'une part P = 7 est un A-module libre de type fini dont une base est

(XF=XF  XF |0 <k <ni—1,1<i<q}, dautre part (Py(X),...,Py(X))
est une suite réguliere. Pour montrer ceci il suffit de considérer les A-modules libres
Bo=Aetpour1 <i<g-—-1

A[X1, ..., X @ .
_ AXO X%
(Pl(X)avpl(X)) 0<a;<n;
=1,

B, =
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Onapour0<i<g—1

A[Xy, ..., X,]
— B[ Xiv1,.... XJ],
(B(X),... P(x)) Dl
et la multiplication par P;11(X) dans B;[ X1, ..., X est injective, par conséquent
la suite (P1(X),..., Py(X)) est réguliere. Comme précédemment la suite

(=X —-Y1,...,X,—Y,)
de A[X,Y]/(P(Y)) est quasi-réguliere et engendre le noyau de
i ALXY]/(P(Y)) — A[X]/(P(X))
classe (Q(X,Y)) — classe(Q(X, X))

Les hypotheses de la proposition 2.2.2 sont vérifiées et les mémes calculs que ceux
effectués précédemment montrent que pour Q(X) = > 8= (p 3.) bpX":
= (61,..-,04

0<8<n;—1

Resr,/a (Q();)l .C?-.@fq-fq) =bny—1,...nq-1 -

On peut procéder de méme lorsque A = C, R = Oy = C{x1,...,z4}, et f =
(f1,-.., fn) une suite de C{z} telle que

(2

f = (f1,--., fn) est une suite réguliere de C{z}, et C{z}/(f) est un C-espace
vectoriel de dimension finie. On montre ci-dessous que le noyau de

_ C{z} C{z}
iy O — g

X, — X;

Yi — Y
est engendré par:
C=(Z1—y1,..-Tqg — Yq)-
En effet, soit h(z,y) = Y 0_, ai(x)g:(y) ol a;(z) € Clz] et ¢;(y) € C{y}. On a:

h(x,y)—zai( )(9i(y) — +Zaz

Zaz Z —yi)bij(x,y) + Y ai(@)gi(x)

_7:7, =1

ou b; j(z,y) € C{z,y}. Comme C{z}/(f) est un C-espace vectoriel de dimension
finie, I'image de b; ;(z,y) dans C{z,y}/(f(x)) est un élément de C{z}/(f) ®c C{y};

ceci montre que le noyau de i est engendré par (. On est a partir de la, dans une

situation similaire au cas polynomial: ( est une suite quasi-réguliere, Ag = Af(X),
et pour h(x) = Yg ..y bp X"
ReSR/A ( (SL‘) Cl-C2~~'CQ) = bn1—1,...,nq—1~ 0 (20)
fla RN fq

Remarque 2.2.5.
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-Cl-CZ---Cq
f17~-'7fq

La forme linéaire Resgr,/a ( ) est alternée par rapport a f et (. En

effet .
1 ® fz = Zai,j(j et Ag = det(ai,j) s
=1

par conséquent Ag est alterné par rapport a f et (. Plus précisément, si § et ~
sont deux permutations de {1,...,q} de signatures respectives |J| et |y|, en notant
fs = (s, fs) et & = (Cy(1ys - - -1 Cy(q)), ON a: Ag = (_1)(\5|+|7|)A£
Comme Agi = (—1)(|5|+‘7|)ﬁ(A£), on obtient:

\D(Agi)((—l)(“sm”')ﬁ) —1.
Par unicité de la trace (déf. 2.1.6), on déduit

75— (_1)(|5|+|’Y|)T]§ ,

8

par conséquent:

Resg,/a (-Cyf(él()l-iv‘(?? 7'}(;5]’;(61) ) — (_1)(|6|+|7\) Resr,/a (%7@ ;'fgq> . (21)

Proposition 2. 2. 6. (Passage au complété.)
Soient R une A-algébre plate, et f = (fi,..., fy) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de i : P @a R — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = ((i,..., ().
On note R le complété f-adique de R, f; Uimage de f; dans R, et {; Uimage de ¢;
par Uapplication canonique de P ®a R dans P ® o R.Alors:

R
1) P/A admet pour présentation ——, et pour trace T]%:

2) Pour tout r € R, d’image 7 € R on a:
TCl.CQ...C TACAlQC
RGSR/A( fl’__"qu):ReSf{/A< P ) (22)

Preuve.
1) R étant un anneau necethérien, R est un R-module plat, il est donc, en partic-

ulier, A-plat. f étant une suite quasi-réguliere de R, f est une suite réguliere de R,

R R
et fﬁ = fT{ = P est un A-module projectif de type fini. On montre, ci-dessous,

que é est une suite quasi-réguliere de P ® R qui engendre le noyau J de:

PR —P

TRy — Ty .
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En effet, comme P ®a R est noethérien et (1 ® f)P ®a R C (P ®a R, on a:
(P®aR)'®/) ~ (P@aR)

ot (P ®a R)'®/, (P ®a R)S sont les complétés 1 ® f et ¢ adiques de P ®4 R, et
(P ®a R)'®/)S le complété ¢-adique de (P @4 R)'®7,

¢ étant une suite quasi-réguliere de P ® o R, son image dans (P ®a R)¢ est une
suite réguliere. Par conséquent ¢ est une suite quasi-réguliere de (P ® R)!®/. Or

(PoaR)'® =PoaR,

donc é’ est une suite quasi-réguliere de P ®a R.
¢ engendre J. En effet, tout élément de P ® o R peut s’écrire sous la forme

k
u:Zpi®m+v, (24)

1=1

oup;eP,r;eRetve (10 f)P@aR C J. Par conséquent, u € J si et seulement
si Zle pi ®7r; € J. Comme J est engendré par (, cela prouve que J est engendré

par f . D’apres le corollaire 2.2.3, on peut définir 7‘; € hom A(f{, A), qui est la trace

R .
de la A-algebre P suivant la présentation — et la suite (.

2) Les triplets (R, f,() et (lft, f, §A) vérifient les hypotheses du corollaire 2.2.3

et fournissent deux présentations de P. Par construction Ag = Ag, donc, d’apres
I’'unicité de la trace, r}% = TJ§. O

2.3. Propriétés fonctorielles du résidu défini via les algebres de Goren-
stein.

On présente dans ce paragraphe les propriétés essentielles du résidu défini via
les algebres de Gorenstein. C’est-a-dire, la non-dégénérescence, la loi de transfor-
mation, I'action d’'un changement de base, et la loi de transitivité.

Proposition 2.3.1. (non dégénérescence.)
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de i : P®@a R — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = ({1, ..., ().
SoitheR. Onah e (f1,...,fq) siet seulement si:

vreR, Resg (h.TfCl-CQ qu) —0.
1y--+5Jq
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Preuve.
On note h, 7 les images de h, r dans P. Comme Tf est une base du P-module
homa (P, A) on a:
h=0<+=hti=0.

Par définition de la structure de P-module de homa (P, A) ceci équivaut a:

Vre R, B.Tf(f) = T;(?Lf) =0. O

Proposition 2.3.2. (loi de transformation.)
Soient R une A-algébre plate, f = (f1,...,fq) et g = (g1,...,94) deuzx suites
R R
quasi-régulieres de R telles que les A-modules P = f_R et P/ = R soient projectifs
g
de type fini. On suppose que

q
gi=3 ouif;  (i=1...ga;eR) (2)
j=1

et que le noyau J' de i’ : P’ A R — P’ est engendré par une suite quasi-réguliére
¢"=(C1,---5Cy)- Notons ¢ = (C1,-..,(q) l'image de (' dans P @ R; ( est une
suite quasi-réguliere de P @ o R qui engendre le noyau J de

i:P®a R— P. Pour tout h € R on a:

(7)o (4 555

Cette propriété est la formulation, dans les notations introduites précédemment,
de la proposition F.26, §F de 'appendice [Ku 2|. O

Soient A % A’ une A-algebre, et M un A-module. M’ = A’ @A M est un
A’-module, et si m € M on notera m’ =1®@m € M’.

Proposition 2.3.3. ( compatibilité au changement de base.)
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fy) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = fT{ soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de i : P @A R — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = ((i,. .., ().
Soit A L A’ une A-algébre telle que R'=A" @A R soit nethérien.
/

Alors f' = (1® f1,...1® f,) est une suite quasi-réguliére de R, et P’ = est

/

un A’-module projectif de type fini. (' est une suite quasi-réguliére de P’ @ o+ R’ ~
/

est

P’ ®a R, et engendre le noyau J' de i/ : P’ ®a' R' — P’. Ainsi P’ = 7

une A’-algébre de Gorenstein, et on a:

VheR . Respa <h'f§{§§ . .f.,C(’I) — U(Resg/a (hf?(z . .]L:qu>) . (27
v fo ey
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Cette propriété est la formulation, dans les notations introduites précédemment,
de la proposition F.27, §F de 'appendice [Ku 2|. O

Le résidu, défini via les algebres de Gorenstein, vérifie la loi de transitivité.
Comme précédemment, on note P/A une algebre de Gorenstein de présentation

, et qui admet pour trace:

(flv ey fq)
Tf P— A .
S
Soit S une R-algebre plate telle que S’ = (f—f) soit une P-algebre plate. On
1y---3Jq

/
g/S/
un P-module projectif de type fini. On suppose que le noyau de Q @p S’ — Q

est engendré par une suite quasi-réguliere ' = (), ...n;). Par suite Q/P est une
algebre de Gorenstein qui admet pour trace:

considere ¢’ = (g1, ...,9;), une suite quasi-réguliere de S’ telle que Q = soit

7';7,/ Q—-P.
D’apres la proposition 2.1.9, Q/A est une algebre de Gorenstein et admet pour
trace:

TngT;, Q— A

Soit g = (g1,...,q1) CSetn” =(n{,...n") C QRa S des antécédents de ¢’ et
7. (f,g) est une suite quasi-réguliere de S. En effet, le méme argument que celui
utilisé dans la preuve de la quasi-régularité de la suite 1 ® f dans la proposition
2.2.2, montre que la suite f est une suite quasi-réguliere de S, de plus 'image de la
suite (f, g) dans un localisé de S par un idéal maximal contenant (f, g) est réguliere.
De méme la suite (¢,n”) est une suite quasi-réguliere de Q ®a S ([Ku2], appendice
F, prop. F.28). ({,n”) engendre le noyau de Q ®a S — Q et

C’n”:Q—>A,

-
fsq

est une trace de Q/A. On a ([Ku2], appendice F, prop. F.28 ):

Tﬁ”; = 7'? o 7';7, : (28)

Traduit dans les notations introduites dans 2.2.4, on obtient:

Proposition 2.3.4.
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = fT{ soit projectif de type fini. On suppose que le noyau
J de i : P @A R — P est engendré par une suite quasi-réguliere ¢ = (C1,- .., Cy)-

Soient S une R-algébre plate telle que S’ = soit une P-algebre plate,

(fh"'?fq)

et ¢ = (91,...,9;) une suite quasi-réguliére de S’ telle que Q =

/

soit un
g/S/
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P-module projectif de type fini. On suppose que le noyau de Q @p S' — Q
est engendré par une suite quasi-réguliere n' = (n},...n;). On note g C S et
7" C Q®a S des antécédents de g’ et n'.

Alors pour tout s € S on a:

/

s (G- Cgmy - o(Ress/ st ) (1.C
RGSS/A< G2...Gg M7 - - Z)ZRGSR/A S’ /P gi,,gl/ 1-C2...

fla"'afqagla"wgl f f

1y---5Jq
(29)

_ , . s mimy . o,
ou s' € S’ est l'image de s, et o(Resg//p g g ) € R un antécédent de
19+ 1

s mymh.on
Resg/ ( 12 L) eP.
P gl
Cette proposition permet d’obtenir:

Proposition 2.3.5. (Loi de transitivité.)
Soient R une A-algebre plate, et f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau

J de i : P @a R — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = ((1,..., ().
Soient S une R-algébre plate , et g = (g1,...,91) une suite quasi-réguliere de S

S
telle que T = S soit un R-module projectif de type fini. On suppose que le noyau
g
de T®r S — T est engendré par une suite quasi-réguliére n = (n1,...11).
S /
On note S' = m, g limage de g dans S’, Q = (1®n,...1®@n) C

PRr (T®rRS) ~Q®rS, etn’ C QRa S un antécédent de n'.
Alors pour tout s € S on a:

S Mmnz..-M

S Cl.CQ...C.nY...T}N RGSSR( ) C1C2C

R a ) =R / a
eSS/A( flv"-7fqvgla"'7gl R/A gl‘]’cl 7glf
-y Jg

g’S” 77/ -

(30)

Preuve.
En utilisant un changement de base, on montre que les conditions de la propo-

sition précédente sont satisfaites. Soient R — R/ = R/(f) = P la surjec-

S
tion canonique, et S’ = R’ ®gr S = m S étant une R-algebre plate, S’ est

une R’-algebre plate, de plus S’ est ncethérien en tant que quotient d’un an-
neau necethérien. D’apres la proposition 2.3.3, ¢ = (1 ® ¢g1,...,1 ® g;) est une
/

suite quasi-régulicre de S/, Q = est un R/-module projectif de type fini, et

’)
n"=>01&mn,...,10n) C R'®r (T ®r S) est une suite quasi-réguliere qui engen-
dre le noyau du morphisme Q ®p S’ — Q. On peut par conséquent appliquer la
proposition 2.3.4. D’autre part, d’apres la proposition 2.3.3, on a:

s 77/1-775--472) (S 771-772--~7h)
Resg: = ¥ (Res
S/P< g/17agl/ ( S/R g1,---,91 )

Appliqué a (29), ce résultat fournit (30). O

/

Cq
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§3. CONSTRUCTION DU SYMBOLE RESIDU VIA L’HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

On rappelle dans ce paragraphe la construction du symbole résidu via I’homologie
de Hochschild. Cette construction est due a J. Lipman ([L}]).

On considere R une A-algebre unitaire et commutative d’homomorphisme struc-
tural h : A — R, R/A = cokerh, et R® = R ®a R l'algebre enveloppante de R.
Le R¢-homomorphisme:

e:R* — R
a®b— ab

munit R d’une structure de R¢-module.
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3.1. Modules d’homologie de Hochschild a ccefficients dans un bimod-
ule.

Pour n € N on note B,, les R¢-modules:
B, =R°®a (R/A®aA ---®a R/A) (n fois le facteur R/A)

et on considere le complexe de R¢-module ([ML] chap.X §2):

On— €
B, 2B, 2B 2B SR (1)
défini par:
On(@[ri] ... |raly) =zra[ra] ... |ra]y
1=n—1
+ Z (=D)'x[r] ... |ririca] - |raly
i=1
+ (=1)"x[r1] ... |rn_1]rny
ou x[ry]...|rn]y est une écriture de z Ry @ (rf ® --- ®1r}) € By, , r’ étant 'image

canonique de 7; € R dans R/A.
¢ : B.(h) — R est une résolution du R¢-module R ([ML] chap.X thm. 2.1).

Si M est un R¢-module, les A-modules de I’homologie (resp. cohomologie) de
Hochschild de la A-algebre R a ccefficients dans le R®-module M sont définis via
la résolution (1) par:

Hn(Ra M) = Hn(M ®Re B<h)) (2)
(resp. H*(R,M) = H"(Homg<(B.(h),M) ). (3)

(cf. [ML] chap.X §3 , 4). En particulier on a:

M ®gre By
Ho(R, M) = im(1® )
B M
C{rel)m—-(1@r)m|r € R,m c M}
—R®r- M (4)

(resp. HY(R,M) = {m € M| (r ® 1)m = (1 ® r)m pour toutr € R} ).
(5)

R étant commutatif, pour tout » € R la multiplication par r ® 1 dans B,
(resp. R) est un Rf-endomorphime. On peut par conséquent munir H,, (R, M) et
H™(R,M) d’une structure de R-module.
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3.2. Le morphisme résidu.
Pour ¢ € N, on considere le R-homomorphisme:
pig HY(R,M) ®@r H,(R,R) — Hy(R,M) (6)

défini de la fagon suivante:

si ¢ € HY(R,M) est la classe de cohomologie du g-cocycle f € Homg.(B,, M),
et n € Hy(R,R) est la classe d’homologie du g-cycle T =1 ® z € R ®re By, alors
pir(C®n) est la classe d’homologie du 0-cycle v = 1® f(z) € R&r-M = Hy(R, M).

Le morphisme résidu est défini a partir de pj; en spécialisant M. Soit I un idéal

R
de R tel que P = T soit un A-module projectif de type fini et M = Homap (P, P).

On munit P de sa structure naturelle de R-module, et M d’une structure de R°-
module en posant pour g € M, r; @ ro € R% et p € P:

((r1 ® r2)g)(p) = r19(r2p);
on note:
(r1 ®re)g = rigra (7)
D’apres (4) on a:

Homa (P, P)
Hy(R.H P,P)) = ' °
o(R,Homy (P, P)) {rg—gr|r € P,g € Homa (P,P)} (8)

P étant un A-module projectif de type fini, on a sur Homa (P, P) une forme linéaire
canonique qui a tout endomorphisme u associe sa trace que I’on note Trp /4 (u) ([B1]
Chap. 11,84.3 ). Cette application induit sur Hy(R,Homa (P, P)) une application
A-linéaire que 'on note aussi Trp /4.

Définition (3.2.1). ([L] (1.5.1)) Pour q € N, I’homomorphisme résidu Res? est
la composée des applications A-linéaires:

HY(R,Homa (P, P)) ©r H,(R.R) ™ Hy(R,Homa(P,P)) =~ A  (9)

3.3. Le résidu via I’homologie de Hochschild.

R
Comme précédemment, P = 7 est un A-module projectif de type fini, et M =
Homap (P, P).
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a) Ecriture explicite de Res".
D’apres (4) et (5), on a:

H°(R,Homa (P, P)) = Homg (P, P)

Hy(R,R) =R.
Par conséquent:
Res” : Homg (P, P) =4 A (10)

b) Le symbole résidu défini par Res'.

P = R/I étant un A-module projectif, on considere:

R R
R
P e

une section A-linéaire de la surjection canonique 7 : R/I? — R/I.
R/I et R/I? étant munis de leur structure naturelle de R-module, on pose, pour
tout pe P et r € R:

(r@l—1®&r)p(p) =rp(p) — p(rp) € R.

par suite (rp(p) — p(rp)) € I/I? car w(rp(p) — p(rp)) = 0, et pour tout a €

Homp(—,P) on peut définir:

ﬁ?
Dy(r)=ao(r®l—1®r)p € Homa (P,P). (11)

On note Dera (R, M) les A-dérivations de R dans M, c’est-a-dire les A-homo-
morphismes D de R dans M tels que D(1) = 0 et D(ryir3) = D(r1)ra + r1D(r2)

pour tout r1,7o € R. On appelle dérivation intérieure toute dérivation d,,, ou
m € M, définie par d,,(r) = mr — rm. On peut identifier ([L] §1 (1.3.3)):

D R.M
YR, M) = era (R, M)

{dérivations intérieures}

On a, d’une part, un R-isomorphisme ([L] §1 exemples 1.4 et 1.7):

I Dera (R, Homa (P, P)) 1
OmP<I2’ ) — { dérivations intérieures} (R, Homa (P, P)) (12)
a — [Dg]

ou D,, € Dera(R,Homa (P, P)) est défini par (11), et [D,] est la classe de D,,. En
fait, [D,] est la classe de cohomologie du 1-cocycle f € Homa (R/A,Homa (P, P)):

f:R/A — Homa (P,P)
[r] — Duo(r) =ao(r@l—1&7r)p.
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On a, d’autre part, un R-isomorphisme ([L] §1 exemple 1.3):

91 : QR/A — Hl(R, R)

13
dr — classe d’homologie du 1-cyclel ® [r] € R ®a R/A (13)

ou Qg a est le R-module des différentielles de la A-algebre R, et R @re B est
identifié¢ &8 R ®a R/A.

Pour w € Qg A et a € Homp(—;,P), on définit le symbole résidu par :

ﬁ7
Resa r.p [z} = Res' ([Da] ® 01(w)). (14)

En particulier si w = rdry, on a:

rdry
Res =Tr rpoao(ri®1l—1®r
AR, P { o } P/A( P ( 1 1)P) (15)
=Trp/a (rpoao (ri.p—p.r1))
ou rp € Homa (P, P) est la multiplication par r.
c¢) Le symbole résidu défini par Res? lorsque q > 1.
On a, d’une part, un R-homomorphisme ([L] §1 (1.8.3)):
24 Homp(-=, P) — H'(R, Homa (P, P))
R 12 ) ’ 9 (16)

a1 ® - ®@ag — [Da, ... Dy, -

[Da, ... Dy,] étant la classe de cohomologie du g-cocycle 1® f € Homge (B,, Homa (P, P)),
ou f € Homa (®4R/A,Homp (P, P)) est défini par:

/@4 R/A — Homy (P, P)

[r1]...|rq] = Da,(r1) 00 Dg,(rq).
On a, d’autre part, un R-homomorphisme ([L] §1 (1.10.2)):
gq : /\qQR/A — Hq<R, R) (17)

qui a driy A --- A drg associe la classe d’homologie du g-cycle

Z (_1)|T‘ [TT(1)| s |TT(q)] € R ®Re Bqa
TES,

ou |7| désigne la signature de 7.
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Définition 3.3.1. ( La formule du déterminant pour les résidus.) ( [L] §1 prop.
(1.10.5)).

1
Pour w € NQg/a et (ai,...,aq) € (Homp(—,P))?, on définit le symbole

12’
résidu par :

w
aq,...,0q

Resa rp [ } = Res!([Da, ... Da,| ® 04(w)) (18)
ou [Dq, ... Dy, est défini par (16) et 0,(w) par (17).
En particulier, st w = rdry A --- Ndrg, on a:

rdrl/\---/\drq}

Resa r,p
” Ap,...,0q

=Trp/a |0 Y (~)Mau(rry.p = prry) 0 0 aq(rr(q)-p = Prr(q)
TES, (

1
Lorsque I est engendré par une suite quasi-réguliere (fi,..., fy), 72 est un P =
R N L
7 module libre de rang ¢ dont une base est (fi,..., fy); fi désignant I'image de

1
fi dans I/I?. En choisissant pour (aq,...,q,) € (Homp(ﬁ, P))? la base duale de

( fiven, fq), le symbole résidu défini dans la proposition 3.3.1 s’appellera résidu par
rapport a f, via I’homologie de Hochschild.

Définition 3.3.2.
Soient R une A-algéebre, et f = (f1,...,fy) une suite quasi-réguliére de R telle

R ~ _
que le A-module P = f_R soit progectif de type fini. On note (fi,..., f,) la base

du P-module I/1? et (aq,...,aq) la base duale. Pour w € NQr/a on pose:

w

w
Res = Res . 20
R/A |:f 7fq:| AR {Ozl,...,aq} ( )

1yew-

, le résidu de w par rapport a f, via I’homologie

On appellera Resgr,a [f v f }
1y--+5Jq

de Hochschild.

Exemple 3.3.3.

On peut illustrer la définition 3.3.2 & 'aide de I’exemple suivant; cet exemple
jouera un role essentiel pour montrer que le résidu intégral, défini dans le paragraphe
1, n’est qu'un cas particulier du résidu de Hochschild. Cet exemple sera aussi utilisé
dans des preuves de propositions des chapitres III et TV.

Soient A = K un corps commutatif infini et R = K[X1,...,X,] 'anneau des
polynomes a ceefficients dans K. On considere les polynomes a une variable

Pi(X) = ain, X" + @in,—1 X+ +aig (1<i<q;0<n; a5, #0),
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et I I'idéal de K[X]| engendré par les P;(X). P = R/I est un K-espace vectoriel de
dimension finie dont une base est {X* = Xfl ...X(I;q |0<k;<mn;—1,1<i<gqg}
On peut choisir
p:R/I — R/I?
Xk X*F
comme section K-linéaire de la projection canonique de R/I? dans R/I.

R /I étant un K-espace vectoriel de dimension finie, (P;(X),..., P;(X)) est une
suite quasi-réguliere de R (cf.appendice §3, prop.3.1). Pour Q(X) € R, on a:

Q(X)Xm/\.../\Xq
ReSR/K{ P (X),...,Py(X) 1

=Trp/x [ QX)po Y (—D)/May(Xr1y.p = pXr1)) 0+ 0 0g(Xr(g)-p — p-Xr(e))

TES,
o (Xip—p.Xs) : RJT — I)T?

Xk — X, XF — p(X; XF) .
Soit Xk = Xk . X} O<kj<ni—1,j=1,...,q).

Si0<k;<n;—1ona:

Siki=mn;—1ona:

~Tli—1
ok v >k ki1, Gin,—1X; T A0, Sk ok
=X"X; + X7 X L ‘ )Xijll...qu
az,ni
5 Ski1 ok Sk
Xk XTI X g
— 1 i—1 Z—|—1 q PZ(X) .
ai,ni
, = = =k
Par conséquent, pour X* = X ... X7 on a:
0 si0<k;<n;—1

i (Xip = pXi)(XM) = { Xb . xR g g

Qi n;
o; ((X5.p — p.Xi)(X'k)) =0 si iF£ g .

Ce calcul permet d’obtenir

Slklznz—l

Z (—1)'7—‘041 (X.,.(l).p - ,O-Xr(l)) O0---0 aq(XT(q).p — p.XT(q)) (Xk)
TES,

= (a1(X1.p = pX1) 00 ag(Xg.p — p.Xg)) (X)),
0 sik#(ni—1,...,ny—1)
= 1

— sik=(m—1,...,ny—1)
a1 n; ...aq,nq
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Q0 =Z5=(4,...,8,) X’ ona
0<B<n;—1

Trp/x [ Q(X)p o Z (—D)ar (X7 1).p = p.Xr (1)) 0+ - 0 ag(Xr(q)-p — p-Xr(g))

TES,
bnl—l,...,nq—l

- al,nl e aq,nq ’

et donc: (X) 5

Q X Xm/\/\X ni—1,....,ng—1
Res 1 = —— 1 — 21
R/K|: Pl(X)aapq(X) A1,my - - - Qqn, ( )
Comme dans l'exemple 2.2.4, la formule (21) reste valable lorsque A est un
anneau commutatif, R = A[X;,..., X/], et
PAX) =X+ ajp, 1 XM 4+ aio (1<i<q;0<mn;).
, R

En effet, comme on ’a montré dans 'exemple 2.2.4, P = m est un A-module
libre de type fini dont une base est {X* = Xfl ...ng |0<k;<mn;—1,1<i<gq},
et (P1(X),...,Py(X)) est une suite réguliere. Les mémes calculs que ceux effectués

précédemment montrent que pour Q(X) = > 8= (5 5.) bpX":
= (b1,---, 54

0<3 <n;—1

QX)X A AX,]
ReSR/A Pl(X)7-~-;Pq(X) = bnl—l,...,nq—l .

De la méme facon, lorsque A=C , R =0, , f = (f1,..., fn) une suite de O,
telle que
fi= X" (1<i<q;0<mn;),

pour g = ZﬁeNq bp X" on a:

dX; N NX
Resgx | ¥ fi FE RS (22)
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3.4. Une écriture explicite du résidu, via I’homologie de Hochschild,
dans le cas des suites quasi-régulieres.

Les résultats de ce paragraphe sont issus de [L] §3.

On considere f = (f1,..., f;) une suite quasi-réguliere de R, I l'idéal qu’elle
engendre, et R le complété I[-adique de R. On suppose que P = R/I est un A-
module projectif de type fini, et I’on note:

U:%—>R (23)

une section A-linéaire de la projection canonique de R dans R/I. Tout élément
r € R admet dans R une écriture unique de la forme (cf appendice):

r= Y olra)f® (24

aeNg

ou ro € P. Par conséquent, il existe des v, € Homa (P, P) uniques tels que:

WweP  rolp)= 3. o(valp) ™. (25)

aeN?

On définit I'élément 7# € Homa (P, P)[[f]] par:

P = Z Yaf <. (26)

R/I? étant muni de sa structure de R-module, par (24) tout élément de R/I?
admet une écriture unique de la forme o(ep).1+ Y ¢, o(e;) f; ot e; € P. Ceci nous
permet de choisir:

R R
PET e

€g — 0'(60).1

comme section A-linéaire de la projection canonique de R/I? dans R/I.
Pour w = rdry A --- A dry, en notant:

T# = Z '-Yafa ) T?E = Z ’Yj,afa (27)
aeNg aeNg

eme

et ¢; le g-uplet a composantes toutes nulles sauf la ¢ qui vaut 1, on obtient:

(30— pr)(®) = 3 0y, ) €

=1

Par conséquent, I/I? étant muni de sa structure de P module, on a:

ai(rip = prj)(p) = Vje: (D)
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et:
rp o (Y (=D (ryqyp — preqy) o -+ 0 q(rrgyp — pre()) (p)
TES,

=700 Y (=D)Mr()e, 0 0 Ve (e, )-
TES,

(28)

En suivant la définition 2.3.2 on obtient:

=Trp/a{100 Y (=D vr1)e, 0 0vr(g)e, }- (29)

rdrq /\-~~/\drq}
TES,

ReSR/A[ 1 J
.

En fait on peut, en utilisant les formules (27), obtenir les résidus par rapport
aux puissances de f. On définit dans Homa (P, P)[[f]]:

0
(rF) = iVjaf "
AL
0 0 0
det(afi GEDY (—1)“'8—]@1(7’7#(1)) 0---0 a—fq(rf(q))- (30)

On obtient la formule suivante qui généralise (29):
Théoréme 3.4.1. ([L] §3 corollaire (3.7).)

R
Soient f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R telle que P = fT{ soit un

A-module projectif de type fini, w = rdry A--- Ndry € NQr/a, m1,...,mg une
suite d’entiers strictement positfs, et:

0
# #\\ a
r det(afi (r)) _agq o f" € homa (P, P)[[f]].
On a p
d A A
Resr/a |:71f7;%1 m:q} =Trp/A(0m,—1,....mg—1) (31)
1 fg

3.5. Propriétés fonctorielles du résidu.

Dans ce paragraphe on rappelle le comportement du résidu lors d’un changement
de bases (3.5.2) et lors du passage au complété (3.5.3), la loi de transformation
(3.5.4), la loi de transitivité (3.5.5). Changement de base et passage au complété
sont des corollaires d’une propriété que ’on présente ci-dessous.

On considere le diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux:

R - % . R

hT Th’ (32)

A — A
4
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ou A,A’ R,R’ sont des anneaux commutatifs unitaires.
On note (®) 'application R-linéaire canonique (cf. [B1] chap. III, §10, prop.19)
Q(q)) . QR/A — QR’/A’
dr/a(r) — drs/a(®(r))

qui induit un R-homomorphisme canonique:
Qq(q)) : /\qQR/A — /\qQR//A/ .

Proposition 3.5.1. Soient A,A’, R,R’ des anneaux commutatifs unitaires et les
homomorphismes h,h', ® ¥ définis dans le diagramme (32). On considére I C R,
I' C R/ des idéaux de R et R’ tels que ®(I) C I'. On note P=R/I, P'=R'/I’,
et x : P — P’ le morphisme induit par ® . On suppose que P est un A-module
projectif de type fini, et que l'application canonique

P oA A — P

p&a’ — x(p)d 39)

induite par ¥ et ® est bijective.
Soitw € NQg a. Pouroy,...,aq € homp(I/I?,P) eta,... a) € homp: (I’ /1"*, P")
tel que, pour tout i, le diagramme

I 3 I
- 72

||l .

P X . p
ot @ est induit par ®, soit commutatif on a:

Qg (P
RGSA/7R/’P/ |:(]_//1q< ‘ )(C;)

} = ¥ (Resanp Lyl, .Lf). ,aq} )- (35)

/
q
La preuve de cette propriété est donnée dans [L] §2 , prop. (2.3).

En particulier, lorsque R’ = R ®a A’, ® 'application canonique de R dans R/,
et I’ 'idéal engendré par ®(I), alors les applications canoniques:

Poa A — P/
I/I?®a A — I'/I"?

sont bijectives ( [L] §2, cor. (2.4)). En identifiant I/I2 ®a A’ et I’/I’?, on note
pour «; € homp(I/I% P):

o = oy @1 € homp: (I' /T, P'). (36)

Les hypotheses de la proposition 3.5.1 sont alors vérifiées, et ’on obtient:
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Corollaire 3.5.2. (compatibilité au changement de base )

On considére R une A-algebre commutative d’homomorphisme structural h, I un
idéal de R tel que P = R/I soit un A-module projectif de type fini, et o, ..., a4 €
homp (I/1%,P). Soit A’ une A-algébre commutative d’homomorphisme structural

V,R'=R®a A, et I' =IR’. Pourw € NQg/a, on a:

Resa’ r' p/ [Q/q(q))(w) ] = ¥U(Resa R,P [ “ ,aq}) (37)

/
Oél,...,Oéq Qp,...
ol o = a; ® 1.
Lorsque I est engendré par une suite quasi-réguliere, on obtient:

Corollaire 3.5.3.
Soient R une A-algébre plate, f = (f1,...,fq) une suite quasi-réguliére de R
R
telle que P = f_R soit un A-module projectif de type fini, et A une A-algebre

commutative d’homomorphisme structural ¥. On note R’ = R®a A’, et I' = IR/.
Pour w € N1Qr A, on a:

Q (@)(w)] { w ]
Resr//ar | o/} = U (Res 38
R//A |:f{77 (; ( R/A f].)"'afq ) ( )
ol fz/ = fz ® 1.
Soit I un idéal de R engendré par une suite quasi-réguliere fi,..., f; et R le

complété I-adique de R. On note fl image de f; dans R, I = IR, et & 'image de

R

R R .
w € Qlg/a dans QR/A' On a 7= Lorsque A’ = A, R' =R, I' =1, et ® est

I
I'injection canonique de R dans R, la proposition 3.5.1 donne:
Corollaire 3.5.4.

R
Soient f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R telle que P = — soit un

fR
A -module projectif de type fini, et R le complété I-adique de R.
Pour tout w € N1Qg /A :
w w
Res = Resp 2 sl 39
R/A |:f17"'7fq:| R/A |:f17"',fq:| ( )

Proposition 3.5.5. (Loi de transformation.)
Soient f = (f1,...,fq) et g=(g1,...,94) deux suites quasi-réguliéres de R telles
R R
que les A-modules f_R et R soient projectifs de type fini. On suppose de plus qu’il

g
existe des a; j € R tels que:
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Alors pour tout w € N1Qdg /A, on a:

w

Resgr,/a {fl,...,fq} = Resg,/a [det(ai,j)w} (40)

gl,...,gq

La preuve de cette propriété est donnée dans [L] §2 , cor. (2.8), lorsque les
complexes de Koszul K(f;) et K(g;) sont exacts sauf au degré zéro.

Dans le cas particulier ot les suites f et g sont régulieres, les complexes de Koszul
K(f;) et K(g;) sont exacts sauf au degré zéro (cf.[B1] chap.10, §9, th.1). Par [L] la
proposition est, dans ce cas, vérifiée.

Dans le cas général ol les suites f et g sont quasi-régulieres, on considére R le
complété g-adique de R. Pour » € R on note 7 son image dans R. D’une part,
d’apres le corollaire (3.5.4) on a:

w w
Res = Resnp N .
R/A {gl,...,gq] R/A [g ]
D’autre part, d’apres la proposition (3.5.1):

w

..,fq] =Resg /a {fl,.c.u.,fq} ‘

Les suites f et § étant régulieres dans R on a:

Resr/a [f1 .

w det(&m)dj}

ReSR/A {fl?"'afq} :ReSR/A |:gl7"',gq

et par conséquent:

det(a; ;) w} 0

RGSR/A |:f1 w f}:ReSR/A|:gl g
yerosJg y- -1 9q

Les anneaux intervenant dans la loi de transitivité sont supposés unitaires, com-
mutatifs, noethériens. Soit R une A-algebre, et S une R-algebre. Les homomor-
phismes structuraux fournissent les diagrammes commutatifs

1:{ o ? T
[
Ida A — R
qui induisent les homomorphismes canoniques:
Or/a — Os/a Qs/a — Qs/r (41)
wp — w’l Wy — wé’

On rappelle ci-dessous la définition d’un anneau localement en intersection complete.
( [Ku2] appendice C)
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Définition 3.5.6.
Un anneau local (A, m) est en intersection compléte, si il est neethérien, et si

"y L . . B
son complété m-adique A est isomorphe a un anneau —, ou B est un anneau local

régulier et a un idéal de B engendré par une suite réquliere.
Un anneau A est localement en intersection compléte si Ap est en intersection
compléte pour tout P € Spec(A).

Proposition 3.5.7. ( Loi de transitivité.)

Soient f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R telle que P = ER soit un
A -module projectif de type fini, et g = (g1,...,91) une suite quasi-réguliére de la
R-algébre S telle que Q = % soit un R-module projectif de type fini. On suppose

que (g1,---,91, f1,..., fq) est une suite quasi-réguliére de S, et que Q = ] est
g

localement en intersection compléte.
Alors pour w1 € NQg/a et wy € /\ZQS/A on a:

w//

wh A w w1 Res 2

Ress/a f ]15 92 ]:RGSR/A LHES/R Lh,---»gz] (42)
s Jqo 1y---531 fl,---;fq

ol wy € /\ZQS/A etwl € /\le/R sont les images de wy , wo par les homomorphismes
canoniques.

wi A we

f fig p ], il suffit de vérifier que
Ly q> 1y--+5 Yl

(fS ] est un A-module projectif de type fini. On a E QR E ~_5
X

fR "7gS  (f,9)8
S S
.9

Pour justifier 'écriture Resg/a {

. Comme

— est un R-module projectif de type fini, ——— est un P-module projectif de

gS (f,9)
S

type fini, donc plat. P étant un A-module plat, car projectif, on a que W est
g
un A-module plat ([M2] 3,87 p.46). P étant un A-module de type fini, on a que

S
(7.5 est un A-module plat de type fini, par conséquent projectif (|[B2] chap.II,

9
§5, n° 2, cor.2).

La preuve de I’égalité (42) est donnée dans [Hu| §7, th.7.8. On peut remplacer,
dans la proposition, la condition Q = S/¢S est localement en intersection compléte
par: A est réduit et A est une Q-algebre, ou encore A est réduit , 2 n’est pas un

diviseur de zéro de R, et A'Qr /A est un R-module projectif de type fini. [
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§4. COMPARAISON DES DIFFERENTES APPROCHES

On montre dans ce paragraphe que lorsque les hypotheses pour I'existence du
résidu défini via les algebres de Gorenstein sont satisfaites, le résidu défini via
I’homologie de Hochschild permet d’obtenir le résidu via les algebres de Gorenstein.
Indépendamment de ce résultat, on montre, par des méthodes plus élémentaires,
que ces deux résidus fournissent le résidu intégral.

4.1. Le résidu via les algebres de Gorenstein comme cas particulier du
résidu via 1’homologie de Hochschild.

Soient A un anneau , R une A-algebre plate d’homomorphisme structural h,
R
s | ) (£)
soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J de i : P ®a R — P est
engendré par une suite quasi-réguliere ¢ = (C1,...,(;). On note Qg A le module

des différentielles de la A-algebre R. On peut définir d’une part la forme linéaire

Resr/a [.w}l/\---/}wq}’ et d’autre part pour tout w = (w1,...,w,) € QqR/A la
veeos fq

C1.C2. .. Gy
fisoo fq
M

rapport a ¢, et 5£ = ijl a; ®B; € R®a R un représentant de Ag. On montrera

dans ce paragraphe qu’il existe une suite w = (w1,...,wy) € QqR/A telle que:

et f = (f1,...,fq) une suite quasi-réguliere de R telle que le A-module P =

forme linéaire Resg,/a ( ) Soit Ag € P ®a P le Bezoutien de f par

ﬂjwl/\~~-/\wq

M
Vh € R, E}wmmm[ I
.

j=1

} =h (modulo fR).

Il en résultera, d’apres le corollaire 2.2.3, que les formes linéaires, nulles sur fR,

Resg/a ['W}I/\”'/}wq] et Resg/a (-%-@---f(q) sont égales.
vooos fa vooos fa

On considere le diagramme commutatif :

A 2T

% y (1)

R —2 .S=PosR

ou ¥ est 'application canonique de A dans P déduite du morphisme structural A,
nz) =z®1, et &(r) = 1 ®r. Ce diagramme induit une application R-linéaire
canonique ([B1],chap.III, §10, prop.19):

Q((I)) : QR/A I Qs/p

2
adp/a(r) — 1®adg/p(l®7) . 2)
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Q(®) induit un isomorphisme S-linéaire canonique ([B1],chap.III, §10, prop.20):

QQ((D) : QR/A KR S — QS/P

dr/a(r)®s — sdgp(l®@7) . (3)

P étant muni de sa structure de S-algebre via le morphisme i, I'isomorphisme
Qo (P) permet d’obtenir:

o ()

Lemme 4.1.1.
Pour tout élément ¢ € J, il existe w € Qr/a tel que:

Q@) (w) = ds/p(C) (modulo JQg/p) . (5)

Preuwve.
On considere le diagramme commutatif :

A LA

l [s ©
S=P®sR —L— P
fi étant surjective, I'application S-linéaire composée ([B1],chap.III, §10, N° 12 ):
d
d g == Qg/p — Qg/p ¥s P (7)
(—d(¢() —d()®1

induit, par passage au quotient, une application P-linéaire:

- J
d:ﬁ—>QS/P®SP . (8)
- Or/A |
D’apres (4), Qg/p ®s P ~ , d’ou 'application:
fOR/A

J Or/a
—

0: —
J? JOr/A

(9)

déduite de d. © est un isomorphisme de P-module ([Ho] lemme 1.1).
Soit ¢ € J d’image ¢ dans J/J?, et w € Qr,/a un représentant de ©(¢). D’apres
les constructions précédentes, on a dans Qg/p ®s P I'égalité

QP)(w)®1=dg/p(()®1 ; (10)
et par conséquent:

Q@) (w) = dg;p(C) (modulo JQgp) . O
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Proposition 4.1.2. (Egalité des résidus)
Soient R une A-algébre plate, et f = (fi,..., f;) une suite quasi-réguliére de

R
R telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le

noyau J de i : S = P @A R — P est engendré par une suite quasi-réguliére

¢ = (C1y---,¢). On note Resg/a ( ;1'42 ' 'J.ch> le résidu par rapport a f et
1s-+-5Jq

défini via la A-algébre de Gorenstein P. On considére une suite w = (w1, ...,w,)
de Qr/a telle que

Q(P)(wj) = ds/p((;) (modulo JQsp)  j=1,...,q.

Alors
vr e R, Resga {rw}l/\...}\wq} — Resg,a (7“;11.(2..}@1) ' (11)
yeee g rreslg
Preuve.

On considere sur S, muni de sa structure de P-module d’homomorphisme struc-
tural 7 : p — p ® 1, les suites quasi-régulieres (1 ® fi,...,1® fy), et ((1,...,(y)-
Chacune de ces suites permet de définir, via I’homologie de Hochschild, un résidu
sur S.

En effet, on a d’une part ~ P ®a P. P étant un A-module projectif

S
(1® f)S
de type fini, P ® P est un P-module projectif ([B1],chap. II, §5, prop. 4) de type
fini. On peut par conséquent définir sur S, la forme linéaire:

cdgyp(C) A Adgyp(Gy)
Ress/p{ 1® f,....10 f, .
On a d’autre part, ¢ engendrant le noyau J de fi, C_S ~ P. Par conséquent

C_S = S est un P-module libre de rang 1, et on peut considérer sur S la forme
linéaire:
.d Ao Ad
Ress,p { S/P(Clg S/P(Cq)} .
1., Cq

En notant og /P la trace canonique de la P-algebre S (déf. 2.1.7), on a, comme
conséquence directe du théoreme 3.4.1

Resg,p [ dS/P(Clgl/\‘::- é\qu/P(Cq)l ~ og/p o fi -

S
Par conséquent, C_S étant un P-module libre de rang 1, on a pour tout h €

S, ag/P(ﬁ) = h et:

vh € R, Ress/p [h®1 dS/PéQ)A.C”AdS/P(Cq)} =h.
15---5Cq
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Comme (h®1—-1®h) € J,

h®1 dS/P(Cl)/\"'/\dS/P(Cq)] — Res [1®h dg/p(C1) A+ Adg/p(Cy)
Clw"?Cq S/P Clw"qu ’

Ress/p

par conséquent:

Vh R, ReSS/P {1 ® h dS/Péfl) A C /\ds/P(Cq)} —h. (12)
NG

Comme
4

q
1®fi =Y ai;( (i=1,....9)
=1

M
Ag; = det(ai,j) = Zdj ® 63' 5
\ Jj=1

la loi de transformation donne:

1®h AL ds/p(Ci) A+~ Adg/p(C )} _ {1®h ds/p(Ci) A+~ ANdg/p(Cq)
C1<§<>j-’1,...,1<§<>fq 7| = Resg/p gl,,.-’gq(li%) |

RGSS/P

On a
Q(®)(w;) = dg;p(¢j) (modulo JQg,p) ji=1,...,q,

par conséquent, d’apres la regle de Cramer,
AL N (@) (w;) = AL AL, ds/p() (modulo (1@ f) A7 Qs p)

ce qui permet d’obtenir 1’égalité:

1oh Al dg/p(¢i)A---Ad (g)} [1®hAfﬂ(@)(wl)/\---AQ(CI))(w)
R ¢ ©°S/P S/P\5d) | = R ¢ q
eSS/P{ 1® f1,e 1@ f, ess/p 1®f1,...,(1®)fq
14
A partir des formules (12), (13), (14) on obtient:
M
_ 1® Bih QUP)(wi) A AQP)(w =
ZO‘J'RGSS/P{ K 1(®?f(1:?.,1®fq o q)} - (15)
=1

D’apres la formule de compatibilité du résidu au changement de base (corollaire
3.5.3)

1 h Q(P)(w e ANQ(P) (w hwi A ANw
Ress/p[ ® B; 1(@);1:?./j1®/}q( ) q)} :W<ReSR/A |:ﬁ] flf./‘\.ij/\ q}) :

par conséquent:

al h
S a; Res/a {53' J‘;’”"};A“’Q} = (modulo fR) . (16)
1y--+3Jq

P étant une A-algebre de Gorenstein, il existe suivant le corollaire 2.2.3, une
seule forme linéaire sur R, nulle sur fR, qui vérifie (16), on obtient par conséquent

ReSR/A[.wl/\..-/\wq:|:ReSR/A(.gl.gg...Cq) 0O

j=1

froo fy fiooo fq
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On a en outre obtenu

Corollaire 4.1.3.
Pour tout h € R :

al thwl/\---/\wq _
E a; Resr/a 1 s =h (modulo fR) .
voes fq

j=1

4.2. Le résidu intégral comme cas particulier du résidu via les algebres
de Gorenstein et du résidu via I’homologie de Hochschild.

Indépendamment du résultat obtenu dans la proposition 4.1.2 (égalité des résidus),
on montre dans ce paragraphe que les constructions algébriques précédentes des
résidus recouvrent la définition analytique du résidu intégral.

Soit P = (P, ..., P;) une suite d’éléments de R = C[X1, ..., X ] (resp. C{X1,..., X })

qui définit une variété non vide finie de C? (resp. définit 'origine comme zéro isolé).
On peut définir (§1) pour tout h € C[X] (resp. C{X}) le résidu intégral global

Resp(h) (17)

(resp. local Respo(h)). On notera par la suite le résidu intégral local et global par
Resp(h).

P définissant une variété non vide finie de C? (resp. définit l'origine comme
zéro isolé), P est une suite quasi-réguliere de C[X] (cf. appendice A) (resp. une

R

suite réguliere de C{X} (cf. [G])). De plus P = P est un C-espace vectoriel
de dimension finie. On peut par conséquent définir le résidu, via I’homologie de
Hochschild,
AXqy N NdX

Resgy/c Pi,....P,

(18)
Comme on I’a montré dans I’exemple 2.2.4, le noyau de

C<X> C<X>
[ : QeC<Y > —

ST ()

i

s

XZ'—>
Y, — Y,

(2

ot C < X > désigne C[X] ou C{X} , est engendré par la suite quasi-réguliere
(= (X1 —",...X; —Y,). On peut par conséquent définir le résidu, via les

algebres de Gorenstein
ResR/C(PfL..Q;)). (19)
N

Sans faire appel a la proposition (4.1.2), on montre, ci-dessous, que les résidus
définis par (17),(18) et (19) sont égaux.

Lorsque les éléments P; ne dépendent que de X, les exemples 1.3.3, 2.2.4 et
3.3.3, prouvent que les résidus définis en (17),(18) et (19) sont égaux. On montre
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ci-dessous que dans le cas général, la loi de transformation, qui est une propriété
vérifiée pour ces trois résidus, permet de se ramener a ce cas particulier.

Lorsque P C C[X] (resp. C{X} ) on note {ai,...,an} ot a; = (a;j1,...,ai4) €
C1, les zéros de la variété (resp. 'origine est un zéro isolé). On considere

Si(X) = (Xj —ar;) - (Xj — am ;) (=1...,q9). (20)

(resp. S;(X) = X; G=1...,9) )

D’apres le Nullstellensatz, il existe des entiers n; > 0 tels que
R;j(X) = (5;(X)" el (21)
(resp. Rj(X):=X;"el ) (22)

il existe donc des a; ;(X) € R tels que:

Ri(X)= ) ai;(X)P:(X) (23)

1<i<q
en posant A(X) = (a; ;(X))1<ij<q € My(R) on a:
R(X)=AX)F(X) . (24)

Le résidu intégral vérifiant la loi de transformation, pour Q(Z) € C[Z] (resp. C{X})
on a:

Resp(Q(X)) = Resg(det(A(X))Q(X)) . (25)

D’autre part les résidus, via I’homologie de Hochschild et via les algebres de Goren-
stein, vérifient la loi de transformation. Par conséquent:

Q(X)dXy A---NdX, | Q(X)det A(X)dX, A--- NdX,
ReSR/C[ Pi(X),..., Py(X) } ‘RGSR/C[ Ri(X),..., Ry(X) J |
26

Resr,c (P1 (X).....P(x) ) “Rere | T Ri(x),. R(X) (27)
Par construction R(X) € C < X; >, donc d’apres les exemples 1.3.3, 2.2.4 et 3.3.3,

on a:

Resg(det(A(X))Q(X)) = Resg ¢ {Q(X) det A(X)dXy A~ A qu}

Ri(X), ..., Ry(X)

QUX) det A(X) ¢ .
= ReSR/(C ( Rl( ) 7qu()() q) )
par conséquent d’apres (25) , (26) ,(27):
29

=resne ( <()>(,)C1 <X>>

ce qui prouve que le résidu, via ’homologie de Hochschild, et le résidu, via les
algebres de Gorenstein, fournissent le résidu intégral.
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CHAPITRE 1II

CERTAINES LOIS DE TRANSFORMATION

§1. UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION POUR LES RESIDUS

1.1. Introduction.

Soient A un anneau commutatif unitaire, R une A-algebre commutative, f =
(fi,.--, fq) et g = (g1,-..,9q) deux suites quasi-régulieres de R, telles que les A-
R

modules

et soient projectifs de type fini. On suppose qu’il
(fr---fq)  (91---94)

existe une matrice A = (a;,5)1<i j<q € Mq(R) telle que:

g=Af. (1)

D’apres la loi de transformation (chap. I; prop. 3.5.5), pour tout w € AQg /A, on
w det(A)w }

= Res 2
~-7fq:| R/A [917‘*'ng ()

L’utilité d’une telle “loi” est bien connue, cependant certaines démonstrations,
comme celle proposée dans la preuve d’'un Nullstellensatz effectif sur un corps de
caractéristique quelconque dans [B-Y3], ou encore, dans le cadre analytique les
calculs effectués dans [El] ou [K]|, nécessitent d’exprimer le résidu par rapport a

Resr/a [f1 .

(f1 ikl ,quﬂ) ou (f1,...,04) € N9, en fonction d’'une somme de résidus par
rapport & (g0 ... ,ggqﬂ) ou (a,...,a4) € N9 ce que permet seulement la loi

de transformation lorsque (3; = 0 pour tout i.
Lorsque R = O, , I'article [K| d’'une part, le livre [T] d’autre part proposent la
formule:

hdz d hdet Aaj, i, ...a;, 4 dz
¢ o e Z le...jm/ Ji,0 Jm s (3)
r

1eeibm N fil o fimfI L= , 9j, - - -gjmgI
ou fl = fi-..fqoetcy i, = al...aq , ap désignant le nombre de fois ou &
apparait dans la liste (i1,...,4,,). Cette formule, proposée dans le cas général, est

uniquement démontrée dans le cas ou f et g ont un Jacobien non nul en 0.
Il est présenté ci-dessous une preuve analytique complete de (3). En fait cette
formule peut prendre sa place dans la théorie algébrique des résidus développée via

Typeset by ApS-TEX
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I’homologie de Hochschild. Une démonstration en est donnée dans le paragraphe
1.4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 1.2, utilise des formules
de représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (cf. [A-Y], [C], ou [Y]).
L’idée de cette preuve est due a A. Yger, elle contient par ailleurs une méthode
de démonstration originale de la loi de transformation (cf. [Y]). On se place dans
le cadre de O, et des suites f = (f1,..., f;) et g = (g1, ..., gq) régulieres, mais la
preuve est aussi valable dans le cadre de C[Zy, ..., Z,] et des suites f = (f1,..., fy)
et g =(g1,...,9q) de C[Z, ..., Z,] qui définissent une variété discrete non vide de
C4. On peut montrer que de telles suites sont quasi-régulieres (cf appendice). On
fera appel dans ce paragraphe a une formule de représentation intégrale de Leray
que ’on rappelle ci-dessous ([A-Y] chap. I, §3, cor. 3.6; ou [C] chap. III, §10, th.
2):

théoréme 1.1.1. (Leray)

Soient D C C? un domaine borné a bord différentiable par morceaux, W un
voisinage de 0D et s = (s1,...,84) : W — C? une fonction vectorielle différentiable
sur 0D telle que:

Vze D, ¥CedD,  (s(C),C—=z)#0.
ot (s(¢), ¢ — 2) = 22 5:()(Gi — 2i)-

Alors pour toute fonction h, holomorphe sur D et continue sur 0D, on a sur D
la formule de Leray

o @=1)! D1 (1) s d sy A dC
e = Ty [, MO @)

ot dS[k] = Nj#k de.

Pour la preuve algébrique, présentée dans le paragraphe 1.4, on se place dans le
cadre général d’'une A-algebre commutative R ol A est un anneau commutatif, et
I’on utilise la définition du résidu obtenu via 'homologie de Hochschild. Dans le cas
particulier ot 'on choisit R = O, ou bien R = C[Z4, ..., Z,] et pour éléments de R,
X1 =2,...,Xy =7, , le théoreme 1.4.3 fournit le théoreme 1.2.1 du paragraphe
1.2.

Les résultats de ce paragraphe ont fait I’objet d’une publication au bulletin de
la S.M.F. ([B-Hy)).

1.2. Une preuve analytique de la loi de transformation généralisée.

Théoréme 1.2.1. Soient f = (f1,...,fy) et g=(91,--.,9,) deux suites réguliéres
de Oy telles que g = Af ot A € My(Oy). Pour (p1,...,0,) € N9 et h e Oy on a:

Res( 1514_1’”.7 5q+1’0)(h) =

q
hdet A [ af’ | (5)

i?j

(B, a)
Res ap 1t+tag g +1
G! ((gy, )1<k<q,0) 4
a1+ Fag1=5 1,j=1

a1,q+Fag,q=0Bq
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ot B=(B1,...,0¢) , = (i j)i<ij<q, €t C(B,a) est le coefficient binomial:
(alylﬁ%;aqﬂ) U (al,q;é?;aq’q)(alﬂ +oot O‘Lq)! T (aq,l +et aq,q)!

. B — B!
avec. (alyk;..lf;aq’k) - al’k!.fﬂ.a%k!

Preuve de 1.2.1.

Soit U un ouvert de C9, contenant 0, sur lequel on peut choisir des représentants
des germes des fonctions holomorphes en jeu dans le théoreme. On notera de la
méme maniere les représentants et les germes, et quitte a réduire U, on peut sup-
poser que f et g admettent 'origine pour seul zéro. Le théoreme est une conséquence
de la proposition suivante, qui peut avoir un intérét pour elle méme:

Proposition 1.2.2.

Soient U un ouvert de C? contenant B(0, p), W un voisinage de 0B(0, p) inclus
dans U, f = (f1,..., fq) des fonctions holomorphes sur U qui admettent pour seul
zéro origine et s une fonction de classe C' sur W qui vérifie:

|
[M]=

sk(C)fr(€) # 0
k=1

pour ¢ € W . Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout 8 = (51, ..., 0,) € N4
on a:

(q—1+8)1(-1)"" o S0 ()R spdspy A dC
Bl (2im)4 /C =p jl_Il (s (C)7f(<-)>q+lﬂ| (6)

ot dsjry = Nz dsj

Le théoreme est une conséquence facile de cette proposition. En effet, on choisit
s défini par s, = Z?zl a;rg; pour 1 <k < getp>0tel que B(0,p) C U. Pour
¢ € 9B(0,p) on a:

(5(0), F(O)) = (*A(QF(C), F(O))
= (9(¢), A(Q) f(C)) (7)
= [lg(Q)I?
(q—1+8)(~-)" "

@9 et A (—1)1grdgig A dC
= K(q, ) IO ajng)™ ?s(@“),f(())qﬂf" -

:q det A k=1G5dg d
_ K(g.8) WL o)™ t A i1 (—1)* " grdgy, nAdC ®)

+
IKl=p  p=1 j=1 lgll” (atloh
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En développant, le second membre de (8) s’écrit:

ﬁk 1 Qi o Oli |
K(q,p / h ( a; g
@n | 11 > S ) | v

k=1 \oair++agt=PBk j=1
det AY "7, (—1)"'grdgyy N\ d¢
HgHQ(quIBD
C (8, ) o
:K(q,ﬂ)/ (hdetA a; )
I¢I=p a171+..§q’1_51 Tir (ke + - 4 o g)! JHl
Oél,q"‘""i:‘aq,qzﬁq
ﬁ—(ak,1+"'+ak,q) Qg ( )
k 2(q+18I)
fe1 Il

ott Qg = 370, (=1)* ' grdgpy A d¢.
On peut appliquer a chaque terme de (9) la proposition 1.2.2 ou f est remplacé
par g et s par g, on obtient:

@i ]
Z C(B,a) Res((g:,“l+m+ak,q+1)13k§q70) hdet A H a;
ay 1+ tag1=061 1,5=1

O‘lyq+"'7‘Laq7q:ﬂq
ce qui termine la preuve du théoreme. [

Remarque 1.2.3 Les formulations proposées en (3) et (5) sont différentes mais
elles contiennent les mémes informations. En effet dans (3) on peut supposer que

1 <iy <--- <4y, on note B le nombre de fois qu’apparait k£ dans la liste
(41,...,0m) et Pon choisit (ji,...,Jm) € (N*)? ou N* = N — {0}. On peut écrire:
Ajy iy - Qi _ H Aoy (5),k (10)
1<k<q
Br#0
ol oy, est une application de [[1, 5x]] dans [[1,¢]]. En notant o, le nombre de fois
o _— ag ;"
que application ay prend la valeur s, (10) s’écrit: H ol
1<k,s<q
Br#0
Or pour [ # 0 il existe < B ) applications de [[1, k]| dans [[1, ¢]]
Oél’k; e ;Oéq7k;

qui prennent gy fois la valeur s, et donc dans (3) on a (a1 1.610 1) .. (a1 ‘Bq.a )
s L =g q» 1-tq,q

hdet Aaj, i, ...a; ;i dz
termes identiques & / J10 ]Im’lm
r, 9jr - 9jim9
tag gl (gt agg) et ¢y i, = B! ce qui prouve que (3) peut s’écrire
comme (5).

. D’autre part ¢j,... j,, = (o1 +
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Preuve de la proposition 1.2.2.

Dans un premier temps on prouve que (6) ne dépend pas de la section s choisie,
puis la preuve est faite lorsque f a un Jacobien qui ne s’annule pas sur U et enfin
pour f quelconque.

Soit 0 < p; < p tel que B(0,p) C W et X une fonction de classe C! sur U qui
prend la valeur 0 sur un voisinage de 0B(0, p1) et 1 sur un voisinage de 0B(0, p),
on pose pour ¢ € U — {0}:

(11)

ot (50, F(O) = Tl seOfO)
On a: (5(¢), f(¢)) =1 donc 95 = A\f_, 85, = 0.

En particulier on obtient

q q q
d | TT37 S (-0 akdsp \d¢ | = | (=0 (] 5750 s Adc | =0,
k=1 —

j=1 k=1 J#k

ce qui prouve que la forme:

est fermée sur U — {0}. En utilisant le théoreme de Stokes on a

[ ones= [ ones,
I<l=p I¢1=p1

c’est-a-dire:

q ‘ Q_ -1 k—1 d d
/ hHS?J D o1 (1) tspds g A C:/ "
|C|:Pl

b, S (1" Ty A
cl=p 3 (s(C), F(¢)) T+ el '

- a+|B|
j (f(©), f(€))
Ceci prouve que la valeur de I'intégrale (6) ne dépend pas de la section s.
Pour démontrer la proposition dans le cas ou f a un Jacobien qui ne s’annule
pas sur U, on considere f comme un systeme de coordonnées sur U.
D’une part, d’apres la formule de Cauchy, on a:

1 / P(Q)dC
(2im)a Jog prt ot

h h
—F o8l 57
deta—c 1 deta—C

1
(20 /Ff o qu“df B )

(h

Res B1+1 Bg+1
(fLP T fg 7 ,0)

ofB
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D’autre part, d’apres la formule de Leray (prop. 1.1.1), pour fy € C? proche de
0, on a:

h (f):<q—1>!<—1>“‘?”/ B\ S D sedspg Adf -
detZL ) (2im)s ci=p \det3E )] (s(0). (O) - o

¢

En dérivant par rapport a fp I'intégrale ci-dessus on obtient

P ( haf)
O=Kad [

Y

L b (1) spdsyy N df
af8 %

of +|8
det 5 (s(C), F(E)*7!
ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.

Dans le cas ou f est quelconque, pour € générique, f. = f — € n’a que des zéros
simples dans U, et il existe o > 0 tel que pour € assez petit |f(¢)| > « sur 9B(0, p).
En prenant pour section f, on a:

/ ﬁg r (=D spdspg A dC
= o1 (s(0), F(¢))tV

C S (1) Fd g A dC
= K(q,0) fﬁj
/|<| Jr:[ <f(<),f(<§)>q+'5'

q

2, Sk (D T g NS
—lim K(q,8) | K[
0 /l<l=p f_[l ! <fe(<>,fe<<>>q+'ﬁ |

En remplacant dans (11) f par f,, le méme calcul qui a permis de prouver que Q3

D U d g N\

est fermé sur U — {0}, prouve que la forme h H fe = est

o1 (F.0), £ "

fermée dans U — V(f.). En notant P les zéros de f., le théoreme de Stokes permet
de remplacer

¢ (_1)1%176 kdfe [k]/\dC
K(@p) | w][7== )
/|<|=p r_[l Fo(0), fo ()

g —0; ZZ:l(_l)k_lfe k:dfe (k] /\dc
par Y K(q.5) W17 - Lt (12)
PV /IP6+<I=T Ul S (oW A(e

Les zéros de f. étant simples, on est pour chaque terme de (12) dans le cas
précédant et (12) peut s’écrire:

Z Res(fﬁlJrl Bq"l‘l’ )(h)
P.eV(fe)



1. UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 61
D’autre part, d’apres le “principe de continuité” (cf. [G] p.657) on a:

lim Res(flﬁl+1’“" 5q+1’P€)(h) = ReS(flerl,m’ 5q+1’0)(h)

e—0

P.eV(fe)

ce qui termine la preuve de la proposition. [

1.3. Une application des techniques utilisées.

Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G], on prouve
par un argument algébrique immédiat que si:
g=Af,f(P)#0et g(P)=0, P étant un zéro isolé de g alors:

1 hdet Adz
Vh € Op, , / — =0 (13)
(2im) Jr g1...9q
ol, r et € étant des réels strictement positifs suffisamment petits, I'y, = {¢ €

B(P,r) : |g:(Q)] = €,i = 1,...,n} orienté par la condition d(argg;) A --- A
d(arggy) > 0, et Op est 'anneau des germes en P des fonctions holomorphes
sur C1.

Des exemples simples montrent par contre, que dans les mémes conditions il est

possible d’obtenir
/ h det Aajl,il Ce ajIm’ide 7& 0
r i1 -+ 9im9

Ip

Un argument analytique mis en ceuvre dans la preuve de la proposition 1.2.2
permet d’obtenir la proposition suivante qui généralise (13):

Proposition 1.3.1.

Soient U un ouvert de C4, f = (f1,...,fq) et g = (91,-.-,94) des fonctions
holomorphes sur U telles que g = Af, ou A = (aij)i<ij<q est une matrice a
coefficients dans O(U). On suppose que g admet un zéro isolé P qui n’est pas un
zéro de f alors:

q

hdet Aa; i - .a; . d
vhe o), Y cjl...jm/ Elbi e B2 g (14)
r 951 -+ -9 9

J1yeesJm=1 Ip

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 1.2.2 on choisit W un voisinage
de OB(P,r) , s une fonction de classe C* sur W qui vérifie: (s(¢), £(¢)) # 0 pour
¢ € W. Soit U un voisinage de B(P,r) , X une fonction de classe C! sur U qui
prend la valeur 1 sur un voisinage de B(P,r) , et zéro sur un voisinage de P. On
pose pour ¢ € U:

Le calcul fait dans la preuve de la proposition 1.2.2 montre que la forme
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h

q
j:

q
573 (1R gk sy \ d¢

1 k=1

est fermée sur U, ce qui prouve que:

5 3 (—1)Flspdsyg \dC
/|<+P|=r =l (s(C), F(C))*T17 9)

On choisit s défini par: s, = 2321 a; kG, (15) s’écrit en utilisant le calcul fait
dans la preuve du théoreme 1.2.1:

hdet A f[ al | =0,

%]

Z C(/B,Oé) ReS((ng,1+'“+°‘k,q+1)1§k§q7p)

ar1+tag1=01 hi=1
al,q+"'+aq,qzﬁq

soit encore:

q

hdet Aa;, i, ...a; i d
Z le...jm/ i a”Im’Zm —0. O (16)
J1sedm=1 FQP -gjl o g.]nLg
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1.4. Une preuve algébrique de la loi de transformation généralisée.

Avant d’énoncer I’équivalant dans un cadre algébrique du théoréeme 1.2.1, on
établit les lemmes suivants:

Lemme 1.4.1.

Soient R une A-algébre commutative, g = (f1,..., fq) une suite de R quasi-
régquliere, A € My(R) une matrice, Uy, ..., U, des variables algébriquement indépendantes
sur R etV = AU, alors la suite (U, ..., Uy, f1i—Vi,..., fq—V,) de R[U] est quasi-

réquliere.

Preuve de 1.4.1.

Soient (ail, .. .,aiq) e R, I = (Ul, ceey Uq, f1— ailUil, . ,fq - CLiqUiq)R[U] ,
k € N* et
(> appUP(f—al)?) eI, (17)
BENT,B'eNT
1B1+18"|=k
ouagg € R[U] et (f —aU) = (f1 —a;, Uiy, ..., fq—ai,Ui,).
Pour montrer que la suite (Uy,...,Uy, f1 — a3, Uiy, ..., fq — a;,U;,) est quasi-

réguliere, il suffit de traiter le cas ot ag g € R ce que I'on suppose maintenant. On
montre par récurrence sur || que ag g € I.

En notant Py 'opérateur qui a (17), considéré comme un polynome en U, associe
son terme constant, on a:

Py Z agpUP(f —al)? | = Z aop f7 .
BEN?, 3’ eN? B'eN?
|BI+16'|=k 18" |=k

Les éléments de I5*1 g’écrivent

Y. epUlf” (18)
BEN? 3’ eN?
|B]+|8'|>k+1

ol cg g € R. En particulier leur terme constant est de la forme ) gcye copr 7,

18" |=k+1
par consequent:

> ao,p 7 = > cop f7 .

B'eN? B’ eN?
1B’ |=k 18" |=k+1

Cette égalité prouve que ) g e a(m/fﬂ/ e JH ot J = (f1,..., fy)R. La suite
|8 |=k
(f1,..., fq) de R étant quasi-réguliere, on a ag g € J, en particulier ap g € I pour
tout G’ tel que || = k.
Soit @ € N7 tel que || > 1. On suppose prouvé par récurrence sur |a| que
ag.p € I pour tout (3, 3") € N?7 tel que |B] < |af et |B] + |5/| = k.
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En notant P, 1'opérateur qui a (17), considéré comme un polynéme en U, associe
le ccefficient de son terme en U®, on a:

Pa Z ag, g’ Uﬁ(f - CLU)BI

BEN? 3’ eN?
1B+16" 1=k
(19)
= > apUfT P, Y. appU°(f —al)’
B'eN? BEN?, B’ eN?
lee|+8"|=k 1B1<|ex|
|BI+16'|=k
D’apres (18), les variables Uy, ..., U, étant algébriquement indépendantes sur R, il

existe des co, 3 € R tels que:

Fa Yo apgpUl(f—al)? | = > capUfT .
[BEN?, 3’ eN? B’ eN?
|B]+|8"|=k || +18"|=k+1

D’autre part, d’apres 'hypothese de récurrence sur (3, 3’) on a :

Po| Y appUP(f—al)? | e 1",

BeN?,3'eN?
18] <] x|
18|48 |=k

par conséquent I'égalité (19) montre que ) g eye aa7ﬁ/Uafﬁ/ € Ikl D’apres
o] +]8"|=k
(18), les variables Uy, ..., U, étant algébriquement indépendantes, on en déduit:

Z aa,,@’fﬂ/ c Jhti-lal
B’ eN?
laf+18"|=k

La suite (f1,..., f;) de R étant quasi-réguliere, on a que a,,5 € J donc dans I,
pour tout §’. Par récurrence ag g € I pour tout (3,3’), ce qui prouve que la suite
(Ui,....Uq f1 —aq Uiy, ..., fq — a3, Us,) est R[U] quasi-réguliere.

En réitérant ce procédé on obtient que la suite (U, ..., U,, 91—2321 a1,:Usi, ..., 94—

¢ an;U;) de R[U] est quasi-réguliere. [

Lemme 1.4.2.
Soient R une A-algébre commutative, (f1,..., fy) une suite de R quasi-réguliére

R
telle que W soit un A module projectif de type fini, X1,..., X, des éléments
1---Jgq
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quelconques de R, Uy, ..., U, des variables algébriquement indépendantes sur R,
M, ..., Mg, My, ...my des entiers et h =3y, aaUY € R[U]. Alors
R [ S a UdU A dX } R Ay .. ,quX
es ’ m’ = Ines m m 5
FOIA U?”+1w"7U?%+J7ffh+1w"7ﬁ1q+1 A 1+1V"7ﬁ1 o
(20)
stm; >0etre R
rf;dX rdX
Res m e m = Res m m; mg )
R/A [fl IR N q“} R/A {fl e fe “}
(21)
et pour tout r € R
Res le{ ndax = Res rdX 1
RIVA Lot U™ = Un,. o fg = Uy R/A f{m“,...,( ;”)q+ '
22

Preuve de 1.4.2.
Soient R le complété I-adique de R ou I est I'idéal de R engendré par f1,..., fq,

R R . R
P= 7 =7 et 0 : P — R une section de la projection canonique 7: R — P.

Soient R’ = R[U1,..., U], I' = (U,.... Uy fr,..., fo) R, R’ le complété
/ /
R = R :E: P et o' : P — R’ une section de
e 1
la projection canonique 7’ : R’ — P.
D’apres la propriété universelle du séparé complete lanectlon canonique ¢ de
R dans R’ induit une application injective 7 de R dans R’ et par conséquent on
peut choisir ¢/ =700.

Pour r € R identifié par l'injection canonique & un élément de R, on note

r# = Z rof®

aeNg

I'-adique de R’ , P’ =

I’élément de Hom 4 ( P, P)[[f]] qui vérifie pour toutp € P: o(p)r = > cna o(ra(p)) f.
On a alors 70 o(p)r = 70 (X ene 0(ra(p))f¥), et par conséquent: o (p)r =
> aena 0 (Ta(p)) f*. Ceci nous permet d’identifier les écritures de r# et 7(r)*.

4 X#)) = ZaEN‘I daf%, on a

D’autre part, si I'on note r# det((af
(2

rdX

Res f1m’1+1,m’f;n;+1] =Trp/a(Omy,...om ) -

Soit 3 € N4, pour tout p € P, on a o(p)rUP = Y aene o(ra(p) f*UP, donc:

(TUB)# — By 7

(rUP)# det(( 5+ = U f.

aeN?
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Par conséquent

rdX
Res r/a { m)+1 m;+1] =Trp/a(my,....my)
fl 7---;fq
Res rUPdU N dX
= m’ m/ 1 9
R[U]/A UflJrl,...,quH, , 1+1,-.-,fq -
et si B4 (8., 0L):
Res [ ﬂﬁjﬁdlU/\dX 1} 0
1+1 gl pmi+1 mg+l | =
RUIA | pott g™ gttt
ce qui montre ’égalité (20):
Y aoUdU A dX s, X
Res R[u)/A | ;1my 41 mq+1  pml+1 mi+1 | = ResSr/A | 1 m! 1
Ul ,---’Uq , 1 ’---7q 1 700',q

Pour montrer 'égalité (21), on a (rf;)* det((iX#)) = aena Oaf fi, dou:

ofi 7
T ZdX
Res R/A [ my+1 f mq+1:| = TrP/A(5m1,...,mi—1,...,mq)
fl PRI 7]
rdX
=ReSR/A | g1 s pmat)

Pour montrer (22), on utilise I’égalité:

At =UM 4 (fi = U)Y UF MR
k=0

(2

En notant
Yo Uf it 0
B = ,
m k pmq—Fk
0 im0 Uglfa "
on a U1m1+1 U{nrl—l
o+l mg+1
I, 0 U _ Ug ™ )
Iy B)| fi—Us el
: ”»
fq - Uq c;nq
En appliquant la loi de transformation on obtient:

Res rdq/\dX
MOVA Lot U = U - U

r(TTE, S RS )dU A dX
—= R,es R[U}/A |:Um1+1 1 erLOq+1 m1+1 mq+1 .
1 90 e ey q 9 1 AR | q

L’égalité (20) appliquée au membre de droite donne:

rdU A dX B rdX
Res riu]/a umtt ot -, f, - U = Resr/a R Al

ce qui termine la preuve du lemme 1.4.2. [
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Théoréme 1.4.3. (Loi de transformation généralisée)
Soient R une A-algebre commutative, f = (f1,..., fq) et 9= (g1,...,9,) deuz
suites de R quasi-réguliéres telles que d’une part g = Af ou A € My(R) et

d’autre part que les A-modules soient projectifs de type

R et
(f1---fq) (91---99)

fini.
Pour tout entier (31,...,03, et des éléments quelconques h, Xy,..., X, de R on
a:
Res [ hdX 1}
1 qt
R/A f151+ 7"'7f(1
C(B8, ) hdet AT ._, a; %' dX
= Z T Res R/A ock’1+-~~+c,¥jk,q1~9-1 7 (23)
p (9x )1<k<q

a1+ tag 1=01
a1,q+tag,q=Bq

Preuve du théoreme 1.4.3.
Soient Uy, . .., U, des variables algébriquement indépendantes sur Ret V = AU,
d’apres le lemme 1.4.1 les suites de R[U]:

(Ul,...,Uq,fl—Ul,...,fq—Uq) et (Ul,...,Uq,gl—Vl,...,gq—Vq)

RU] R

sont quasi-régulieres. Comme
(Uaf_U) (U,g—V)

sont des A-modules pro-

jectifs de type fini, les suites:
(O USHY fi = Un, o fy = Uy) et (U UBH g0~V g — V)

sont aussi quasi-régulieres (appendice §2, cor. 2.5 ). D’autre part, en appliquant la
proposition 2.1 de 'appendice (§2), les modules:

R[U] R[U]
(U151+1,...7qu+17f1 _Uly---qu_UQ)’ (Ulﬁl—Hv"'?qu—H’gl _Vl""’gq _Vq)

sont des A-modules projectifs de type fini.

Ulﬁ1+1 U151+1
Lo I, 0 | ppr i
Soit A = | ¢ € My, (R[U]), on a A q = q donc
(1 4) € Muro) R O
fa—Uq 9q — Vg
d’apres la loi de transformation (chap. I, prop. 3.5.5):
Res hdlU/\dX
RUIA | gt U™ = U, .. fa = U,

 Res h det 114dU AdX
R[U]/A U161+17--'7U¢]ﬁq+ agl_‘/b""gq_vq
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On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
Le lemme 1.4.2 appliqué au membre de gauche donne:

Res hdlU M dx = Res hdX 1
ROVA L p U™ = U, fy - Uy RA LT
(25)
Concernant le second membre de (24) on remarque que
1Bl4+q—1 i
—k—1
ngH‘q — v;|ﬁ|+q + (gz . V'Z) Z v;kglm-‘rq :
k=0
et
181+ -
VI = (3 aq U5)1P1
j=1
18] +q i, i, i, i
=X (W, et

ajy+otag, =|6+g ! ! (26)

On a |B| = 81 + -+ + B4. Donc pour chaque terme de (26) il existe un entier k
tel que cv > B+ 1, on peut par conséquent trouver des éléments ¢; ; € R[U] tels
que:

q
‘/7;|5|+q _ Zci,jUjﬁj-‘rl '

j=1
On pose:
C= (Ci7j)1<i<q < MQ(R[U]) )
1<j<q
+q—1 +q—k—1
Zf:'oq V1k9|1m ! 0
et D= .
+q—1 +q—k—1
, i g
On a
(Iq ; ) vrtt | v
C D o -W g|1/3\+q )
99— Vq gl},@Hq
et en appliquant la loi de transformation:
hdet AdU A dX

Res riv)/a [Uf“q, LU g Vi g =V
hdet A(TTL_, SSWHba=tyk Pt a=k=Iygrr A ax

= Res R[U]/A |: Ulﬂl-‘rl o qu+1 g|1ﬁ|+q o g(|]ﬁ|+q (27)
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q
k i i i
S a3 QAT
= Qi1 -5 Qg 4

7,1
a1t tag g=k

par conséquent:

q |Bl+q—1
k—1
[T 3w
=1 =
o k1 kq |Bl+a—ki—1 Bl+q—kq—1
= Z Vit Vg ..g(‘] e
0<k; <|B|+g—1
1<i<n

0<k;<|B|+q—1,1<i<ni=1
ay 1+ tan q—k1

q q q q
> Iy I HU(“I’”“'”*”H
(62735 PRRRYe’ ]

O‘qJ"‘""’"“q,q:kq
D’apres le lemme 1.4.2, seuls les termes de (28) tels que

a1+t og1 =5

a1t +agq =5y

apportent une contribution non nulle a (27), par conséquent on obtient

hdet AdU A dX
Res mivy/a | ot et oy v,

1 Yq

i1, (4,5) 1<i<q

+ +
glP¥a | gloita

a1t tag 1= ,6’1Z 1

ai,qttag,q=8q

hdet A a”dX
Sy e, [ [T/, 0 |-

| op1tFog,qtl
o1 1+ tag1=P B (gk )1§k§q

ai,qt - +ag,q=0q

Ceci prouve en utilisant (24) (25) et (29), le théoreme 1.4.3.

§2. D’AUTRES FORMULES DE TRANSFORMATION

2.1. Extension de la loi de transformation a certaines localisations

LU

+q—ki—
gl|5| q—k

(28)

hdet A aa” g'BHq Ml
Z H(a”+ jralq>ResR/A H H

(29)
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L’article Residue Calculus and Effective Nullstellensatz de C.A Berenstein et A.
Yger ([B-Ys]) propose, lorsque R = K[z1,...,z,] ou K est un corps et Py (z),..., P,(z)

une suite réguliere de R, d’étendre ’action du résidu par rapport a Py (z),. .., P,(x)
P
aux fractions rationnelles % € k(z) lorsque l'idéal (Q(x), P1(z),...,Py(z)) est
x

R. On montre ci-dessous que cette définition peut se justifier dans le cadre de la
théorie de J. Lipman, et étre étendu au cas ou R est une A-algebre commuta-
tive quelconque. Ceci permet d’appliquer, sans travail supplémentaire, la loi de
transformation généralisée a certaines localisations de R.

Proposition 2.1.1.
Soient R une A-algébre commutative, f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére
R
de R telle que f_R soit un A-module projectif de type fini, et Q € R tel que
(@, f1,-.., f)R=R. On note S la partie multiplicative {1,Q,...,Q",...} et Rg

R
le localisé de R en S. Alors f est une suite quasi-réguliére de Rg, f?s est un A-
S

module projectif de type fini, et pour tout P € R on peut définir Resrg/a [ @ dr ] .

fisoo fq
Pour tout élément V € R tel que (1 — Q.V) € fR on a:

P

VP € R, Resrg/a @ dr = Resgr/a { PV dr } (1)
f17---7fq fl,"'afq
Preuve. R R R
Soient P = —, S I'image de S dans P, et Pg = =5 _ (—) . Comme
/R ¢ ST fRs ~ \/R/;

Q.V =1 (modulofR), Q et tous les éléments de S sont des éléments inversibles
de P, par conséquent
P;=P

et Pg est un A-module projectif de type fini. Pour prouver que f est une suite
quasi-réguliere de Ryg, il suffit de montrer que si m’ est un idéal maximal de Rg
qui contient f, son image dans (Rg),,, est une suite réguliere. Pour cela on note p
I'unique idéal premier de R, maximal parmi les idéaux premiers ne rencontrant pas
S, tel que ps = m’. Si m est un idéal maximal de R qui contient p, comme f C p,
la relation (1 — Q.V) € fR montre que m ne rencontre pas S et par conséquent
m=p. DeSCR~m, onaRy~(Rg), . Comme I'image de f dans Ry, est une
suite réguliere, 'image de f dans (Rg),, est une suite réguliere.

f étant une suite quasi-réguliere de Rg, et Pg un A-module projectif de type

P
fini, on peut définir pour tout P € R : Resrg/a 6 dr ] )
b fisoo fq
Dans Ry , (6 — P.V) € fRg, par conséquent
P
— d PV dr
Resrg/a Q " = Resrg/a [f f } .
fi,-oos fq breeoJa
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La proposition ( 1.3.5.1) avec A’ = A, ¥ = id, R’ = Rg montre que

PV dr PV dr
ReSRS/A fla"'7fq :ReSR/A fl?"'qu ’

et termine la preuve de la proposition. [J

Corollaire 2.1.2.

P
Soitm = (mq,...,mgy) € (N*)%. Pourtout P € R on peut définir Resg g /a Q
mq
1 )
et en posant V,, = L@f—l (‘m,LJrl)(—Q)k*le on a:
P d PV, d
— dr Vi dr
VP € R, Resrg/a Q = Resr,/a [fml mq:| (2)
m1 mgq 1 s Jq
1 PICICIRY q
Preuve.
Comme (1 — Q.V) € fR, (1 —Q.V)™+l = 1 — Q.V,, est un élément de
(7., f4)R. Par conséquent (Q, fi™*,..., f; )R = R, et les hypotheses de la

proposition 2.1.1 sont vérifiées lorsqu’on remplace f; par f;"*. O
Le corollaire 2.1.2 nous permet d’étendre la loi de transformation généralisée:

Corollaire 2.1.3.
Soient R une A-algébre commutative, f = (f1,...,fq) et 9= (91,-..,94) deux
suites de R quasi-réguliéres telles que d’une part g = Af ou A € My( R) et

d’autre part que les A-modules

R
(fl . --fq)
fina.

Soient Q € R tel que (Q,g9)R = R, et S la partie multiplicative {1,Q,...,Q",...}.
Pour tout entier B1,..., B, et des éléments quelconques P, X1,..., X, de R on a :

et ( sotent projectifs de type

g1---9q)

P
—dX

B1+1 Bq+1
1 s Jq

Res Rs/A

P o
C(B,a —det AT[! _,a; " dX
g E % Res Rs/A Q ,j=1 »J

a1+ Fag g+l
ai 1t tag1=0 (9% " 1<k<q

(3)

ai,qt+ag,e=0q

2.2. Application des techniques utilisées a d’autres situations.

On se propose de remplacer dans ce paragraphe la relation g = Af par ¢1,..., g4
sont dans la cloture intégrale de l'idéal engendré par fi,..., f;. Les techniques
mises en ceuvre dans la preuve algébrique de la loi de transformation généralisée,
fournissent les relations énoncées dans les propositions 2.2.1 et 2.2.2. La preuve
de la proposition 2.2.1 utilise les déterminants permettant un calcul explicite du
résultant de ¢ polynomes homogenes en g variables, tels que décrits dans 'article
de Macaulay ([Macl] §3).
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Proposition 2.2.1.
Soient R une A-algébre commutative, f = (f1,...,fq) et g = (91,...,9q) deuz
R

sotent

R
suites quasi-régulieres de R telles que les A-modules et
(fr---fa)  (91-..9q)

projectifs de type fini. On suppose que gi,...,gq sont dans la cloture intégrale de
lidéal de R engendré par fi,..., fq. On note N; le degré de la relation intégrale
de gi, M =Ny +---+Nyg—q+1, et Uy,...,U, des variables algébriqguement libres
sur R.

Les relations de dépendance intégrale de g1, . . ., g4 fournissent un polynome D(U)

1-6(U) oué(U) € (Uy,...,Uy)R[U], et un polynéme A(U) € R[U] tels que:

Vs = (s1,...,84) € N%, V(h,r1,...,74) € R,

hSl‘.. Sqd?" hPS 1+5U ++5|S|U qAU d/]"
Resr,/a 51%11 9a sq+1] — Resg/a (( (U) y M( )" A( ))
1 s Jq gl,...’gq

(4)
ot Py est l'opérateur qui a un polynome de R[U]| associe le ceefficient de son terme
en Ut ... Ug".

Preuve.
Pour ¢ =1,...,q on considere des relations de dépendance intégrale
N;
N; Ni—k k ke | —
gi +Zgz Z ai,(kl ..... kq)fll "'qu _07 (5)
k=1 |(k1,....kq)|=k
ol @ (k,,..k,) € R . En remplacant dans (5), f; par f; — U;g; + Usg;, on obtient en

développant un élément 6;,(U) € (fi — Uig1, ..., fq — Uggq)R[U] tel que:

N;
g+ gt S G Urg) o (Ugg)™ | = 6:(U) . (6)
k=1 [(k1,....kq)|=k

Ces égalités fournissent le systeme

N1 Ny q
9" <1+Zalv<k,o,...,o>Uf>+Zg{“—k Y Gy [[U)™ | =
k=1 k=1 (K1 se kg) | =k J=1
ki<k
Nyg Ny q
PPl EES STTRE ] B SPAl B SRNPIINY | (ALl =
k=1 k=1 |(k1se. kq) | =k j=1
ki<k

On peut considérer 6, (U), ..., 8,(U) comme des polynémes homogenes en gy, . . ., gq
de degrés respectifs Ni,..., Ny, tels que 6,(0) = glNl
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Soit M =Ny +---+ Ny —q+1. Pour k=1,...,q, on note:

Ry (M — Np) = {w¥ —gM Ne wk o WF

1k

I’ensemble des monomes k-réduits gfl ...gqu de degré dy + --- +dy, = M — Ny,
c’est-a-dire tels que d; < Nip,...,dp—1 < Ni_i1. En multipliant les éléments de
Ri(M — Ny) par g,iv’“ on peut remarquer que

2

Ny, 1 N q
{g Wi,y 4] Wi, 9o wl,...,gqu

est I’ensemble des monomes gfl e gf]i" de degré M. On note D(U) la matrice carrée
a coefficients dans R[U] dont les lignes sont les coordonnées respectives de

wi01(U),...,wi 01(U),wib:(U),... ,wi 04(U)

dans la base

(gl wl?'"agi\]lwillagé\bw%w"agq 1q)
91wt wi61(U)

pwy| : |=| - (8)
Nq
9q qu wgqeq(U)

Comme 6;(0) = ¢~ , D(0) est la matrice identité. On note D(U) € R[U] le

déterminant de la matrice D(U). Comme g, ’“w’f = gM, les formules de Cramer

appliquées a (8), permettent d’exprimer
D(U)gy,

comme une combinaison linéaire de 6, (U), . .., 8,(U) a coefficients dans R[U]. D’autre
part les formules (5) et (6) donnent une écriture de 6;(U) comme combinaison
linéaire de f1 — Uigi,..., fq — Uggq- Par conséquent on obtient des polynomes
A; j(U) € R[U] tels que

IICM - ZA 1,7 J U]g]) (9)
7j=1
On note 6(U) =1 — D(U). Comme D(0) =1, 06(U) € (Uy,...,Uy)R[U]. Soit s =
(s1,.--,84) € N9, en multipliant les deux membres de (9) par 14+6(U)+---+61°/(U)
on a:

(1= 8 )Gt = (1+6(U) +- -+5'5'<U>)iAi,j<U><fj—Ujgj» (10)

Jj=1

Soit A(U) = det((4;,;)). D’apres la loi de transformation, pour h,ry,...,r, € R
on a:

h dU A dr
Resr(v)/a Ustl f —Ug
n h(1+(5(U)++5|S‘(U))qA<U) dU N dr 11
= ROSRwI/A | ot (1= ol (0))ght,.. (1L - ol (g | - (1D
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Comme §(U) € (Uy,...,U,)R[U], 4L (U) € (U, U "™YR[U]. La loi de
transformation permet d’obtenir

h dU N dr

h(l4+6(U)+ -+ 8SHUNIA(U) dU A d
RGSR[U]/A|:U5+1 f—Ug ]:RGSR[U]/A[ ( (W) (U)1A(U) 7’]

Ustlght, ... g}
hP, (146(U)+ -+ (U)IA)) d
:RGSR/A[ (( ()g{W gM( ))IA(U)) T]_
g

D’autre part en écrivant f* itl =U" itlgsi +1 + (fi —Uigi) ( Z;O(Uigi)kffi_k),
la loi de transformation donne
h dU A dr HE
ReSR[U]/A |:Us—|—1 f—Ug } = ReSR/A {ff1+17m’quq+1
A partir des formules (12) et (13) on obtient:

hast ... Sqdr hPS 1+6(U ++6\3|U aIA(U dr
Resr/a |:fs1gi1 Ja sq+1} = Resr/a { (( ( )gM gM( ))IA(U)) }
1 )y Jq 1 959

Proposition 2.2.2.
Soient R une A-algebre commutative, f = (f1,..., fq) et 9= (g1,...,94) deuz
R

suites quasi-régulieres de R telles que les A-modules et soient
(fr---fa)  (91-..9q)

projectifs de type fini. On suppose que gi,...,gq sont dans la cloture intégrale de
lidéal de R engendré par fi1,..., fq. OnnoteUy,..., U, des variables algébriqguement
libres sur R, et des relations de dépendances intégrales

ZgN KPir(f)=0 (14)

ot Pk (f) ==k a; i f*. Alors
Vs = (s1,...,84) € N, V(h,71,...,74) € RITL

h dr
ReSR/A |:f51+1 Sq"‘1:|
1 PECIEIEE) q
hPs (Qa,Kl, LK ( )Qal ..... aq( )) dr
= Z Z ReSR/A gai+2aé+"'+No‘N ga‘17+2ag+...+Na1qv )
(16, SN (0 aher)e ! R
ly,...13)eN i ()t i
ngthfi:I,...,q ¢ fg}"':'l"aN)
0<1;<|s|,i=1,....q aesqz
(15)
ol
i o] o o
Qal ..... (e % (U) = H < 7 7 ) % ll(U) Pz,]]\\fr (U)
al,...,al

q . ' ' .
Qosreie, )= 3 (D [ asge (Z) (f =0y Ut
=1

(k',...,k9)E(N2)4
(51,:..,sq)€(Nq)q
1=K 15
SJGAkj
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avec les notations

kj = k{ ké et
o)~ \s) s
Ap ={s' =(s],...,s]) e N
331':...2331_1:0; 1§5§§kg;ogsggk{ i=j4+1,...,q}.
Preuve.
En remplagant dans (14), f; par f; — U; + U; on obtient en développant, des

polynomes d; ;(U) € R[U] tels que:

N
g = D9 TP (U) = Y di(U)(f5 - TUy), (16)
K=1 j=1
ou
al kI ; o
dz,](U) = Z giV_K Z Q; ki (S]) (f _ U)S —EjUk —s
K=l |k |=K , k370
SjeAkj
On note N
t(U) = det((di ;) , M(U) = g 5Pk (f).
K=1
Soit s = (s1,...,54) € N9, en multipliant les deux membres de 1’égalité (16) par
‘18:'0 gZN(M*l)Aé(U) on obtient:
[s] q
g (Y A @) = | e N | Y@ v
=0 j=1

La loi de transformation permet d’écrire:

h dU A dr
ReSR[U]/A Ustl f—U

AT (S8 o M W)) du A
UL, g D AR @), g Y - AR )
Or A;(U) € (Uy,...,U)R[U], donc Al (U) € (U, ... USRI et

ht(U) 321( li'ogfv(“'*l)Aﬁ(U)) dU A dr
N(|s|+1)
9q

= ReSR[U]/A [

h dU A dr
ResR[U]/A [Us—i-l f— U] = ResR[U]/A

U8+l, gi\[(‘SH‘l), )

h P, (t(U) ?:1( ii'ogfv("s."l)Aé(U)» dr

N(|s|+1 N(|s|+1

g oo ey

= Z Resr/a

(l1,...,lq)ENY
0<i;<]s|

hP, (t(U)Alf(U) .. .AE;(U)) dr] |

N(1+1 N (141
91( 1)7-'-,gq( q)

(18)
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Comme

N
MUY =) g TR Pk (f),
K=1

q . ) )
l; aj (N=D+ay(N=2)++ay_; Hal ot
SEEED DR 1 PRI P S (B ()

N .
_ k7 ek — g
LR S i D S ) LA
K=1 k9 |=K , kI #0

sTEA;

on a:
- N-—K,
t(U) = Z Z gC]rV(I)Kl . ,gg(q) QO’,K17~~~,K(1(U)'

0€5¢ (K3,...,Kq)ENY

1<K,<N
Par conséquent
R h dU A dr
CSR[U]/A UstL f—U
h Py (Qa,Kl,...,Kq (U>Qa1 ..... aq(U)) dr
= Z Z Resgr,/a ga}+2a§+~~+Na}V ga‘{+2ag+---+Nan\, :
(K1, K)ENT (a1 a®)e(NV)e ! e
(l1,...lg)EN? al=(al,...,ak)
1<K;<N,i=1,...,q ot | =1
OSZZS|S‘,Z:1,,Q UGSqZ
(19)
D’autre part, d’apres le lemme 1.4.2, on a
h dU A dr h dr
Res s = Res 51 sq+l | 20
R[U]/A |:U+l,f_U:| R/A |:f1 +1,..'7fq+ :| ( )

ce qui prouve la proposition. [J
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2.3. La formule des transporteurs.

Dans l'article [B-Y3] Residue Calculus and Effective Nullstellensatz, C. A. Beren-
stein et A. Yger présentent une variante de la loi de transformation que I’on appelle
ici la formule des transporteurs ([B-Y3] §2, prop.2.2). On propose ci-dessous un
énoncé plus général de cette formule avec des hypotheses moins restrictives, et une
preuve plus élémentaire qui n’utilise pas le complexe de Koszul.

Proposition 2.3.1.
Soient R une A-algébre commutative, f = (fo, f1,-.-,fq) et g = (fo,91,--.,94)

R R
des suites quasi-régulieres de R telles que — et — soient des A-modules pro-

R gR
jectifs de type fini. On suppose qu’il existe des entiers naturels si,...Ssq, et des
éléments a;; € R tels que
q
g5 =Y aiufi G=1...,9. (21)
=1
Alors pour tout kg € N et zg,...,24 € R on a:
Qdxo N--- Ndx QAdxo N--- Ndx
Resr,/a { ko+1 | =Resr/A | ,kot1+]s| ! (22)
0 7f17-~-7fq 0 y91,---5,9q

ot |s| =51+ + 84 et A =det ((aj,1)1<;.1<q)-

Par rapport a I’énoncé proposé dans [B-Y3], on ne suppose plus ici que la suite f
est réguliere dans un certain ordre. La premiere partie de la preuve présentée dans
[B-Y3], et que l'on rappelle brievement ci-dessous, n’utilise pas cette hypothese.

La suite (fé€°+1+|s|,f1, ..., fq) étant quasi-réguliere, on déduit de (21) que
gj € ( §°+1+|8|, f1,-.., f¢)R. Soient a;; € R tels que

q
g =0l ST Y ah G=1....,9), (23)
=1
s -
folgi =ajofy T Y A (G=1,...,q) . (24)

=1

A partir des égalités (23), la loi de transformation donne:

Qd.ﬁﬂo AR /\dl'q:| |:Q det ((ELJ l)1<jl<q) dil?() VANCRIVAY d.’L'q:|
Res = Res Y
R/A|: é€0+17f17"'>fq R/A f(];:o+1ugla"'7gq
(25)
D’autre part, d’apres le lemme 11.1.4.2 formule (21) (ou la loi de transformation),
on a

det ((a; ; dx Q det ((f3?aj1)1<ji<q) dx
ReSR/A [Q koglj,l)léj,léq) } :ReSR/A [ k0(+1£|s|] <Jj _‘I) ‘
0 y g1y, 9¢q fO »91,---,9q

(26)
L’hypothese de régularité dans un certain ordre de la suite f, intervient dans [B-
ko+1+
Ys5] pour montrer que (A —det ((f57aj,1)1<ji<q))) € (fo° =g, .9¢)R. Le
lemme suivant montre que ceci est réalisé sans cette hypothese supplémentaire sur
la suite f, et termine la preuve de la proposition.
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Lemme 2.3.2.

Soient R un anneau , (ko,s1,...,8,) € NIt (fé€°+1+|8|,f1, ...s fq) une suite de
R et (kaJr1+| |,g1, ..., 0q) une suite quasi-réguliére de R. On suppose que
g; € (fy kot+ldls |, fi,.. o, foR pourj=1,...,q, et qu’il existe des éléments c; ; € R

(resp. «; ; € R) tels que

fo79; = agofet + Zag i U=1,....9 (26)

(resp. folgi = a0 fo flowd +Z%,lfl Gj=1,...,q) . (27))

On note A = det ((aj,1)1<ji<q) (resp. A" = det <(o¢9’l)1§j’l§q)), alors
(A-A"e (f§°+1+‘8|,g1, ..,9¢9)R.

Preuve.

I1 suffit de prouver le lemme lorsque les systemes (27) et (28) ont uniquement
une seule ligne différente. Soit iy cette ligne. Par soustraction des lignes ig et en
gardant les autres lignes, on obtient le systeme suivant:

;

frgr — g o fiott Zallfl

q

—(@ig0 = g ) f5° T =D (vigs =y ) i

=1

q
S ko+1 __
fo" 94 — 2q0fo Zaq,lfl
=1

\

D’apres les régles de Cramer, pour j =1,...,q on a:
k s /z\
(A A)fj ( 0+17 01917"'7f(§ogi05-"7 gng)R

ko+1+
( ° s |7f17~

Par hypothese g;, € .., f¢)R, par conséquent

—

ko+1+ i
(A_A/)gio E( 00 s ‘7 0 917~~~=fgogio>-~~fgng)R
ko+1+4|s
€ (fy° H,gl,...,gio,...,gq)R.

La suite ( fOOJr Hs', g1, ---,9q) étant quasi-réguliere, ceci prouve que

(A—A") e §°+1+|S|,gl,...,gq)R . 0O
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On donne ci-dessous une extension de la proposition 2.3.1.

Proposition 2.3.3.
Soient R un anneau nethérien muni d’une structure de A-algebre commutative,
F;j = (hj, f1,..., fq) et G; = (hj,q1,...,94) o0 j = 1,...,q , des suites quasi-

t
AR GR

pour tout k = (k1,...,kq) € N? les A-modules

sotent des A-modules de type fini, et que

R et R
(hk+l,f1,...,fq)R (hk—‘rl?glv"'?gq)R

régulicres de R telles que

soient projectifs.
Alors pour tout Q, zo, ...,xq4 € R on peut définir

deo/\~~~/\dx] QdxroN--- Ndx
Res 1 et Res T (29
R/A hk+l7fl7"'afq R/A hk—’_lvglv'-'agq ( )
de plus, s’il existe des éléments a;; € R et s = (s1,...54) € N9 tels que
q
hPgi=> ajufi  (G=1...,9), (30)
1=1
alors A
Qdxg N--- Ndx QAdxo AN--- Ndx
Resg/a { hh+L f1,---,qu = Resg/a hk+;+s,gl,._.’gqq (31)
ot A = det ((aj,1)1<j,1<q)-
R I’hypothese d jectivité des A-modul R t
emarque: othese de projectivité des A-modules e
d P prel (hk+l7f1;"'7fq)R
R t trivial t vérifiée 1 A est
, est trivialement vérifiée lorsque A est un corps.
(hk+l7 gi,- .- 7gq)R
Preuve.
Fi et G; vérifiant les mémes hypotheses, pour justifier les écritures (29), il suffit
de montrer que pour i1,i2 € {1,...,q}, (hi hi,, f1,..., fq) est une suite quasi-

réguliere, et R est un A-module de type fini.

(hhhizaflv"'?fQ)

Soit (é1,...,€,) (resp. (€},...,€,)) un systeme générateur du A-module TR
11
(resp. 7 R). On note ey, ..., e, des représentants dans R de ey, ..., é.. Pour
i
r € Ril existe des éléments a1, az, b1, ..., by, c1,...cqgde Ret des éléments aq, ..., oy,

B1,...,0s de A tels que
q r
r=aih;, + Zb’ifi + Zajej
=1 j=1

q s ’
a; = azhi, + Zcifi + Zﬂje}
i=1 =1

Par conséquent

s T q
r= Zﬁje}hil + Z Qjej + Z(bz + cihiy) fi + arazhi by,
j=1 j=1 i=1
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et montre que {ejy,...,e,, e h;,... e h; } donne un systéme générateur du A-

R
module . Soit m D (hy, hiy, f1,-.., fy) un idéal maximal de R.
(hilhi27f17"'7fq> ( ! q)
Comme h;;, € m ou h;, € m et que les suites (hq,, f1,..., fq) et (hiy, f1,..., fq)

sont quasi-régulieres, (f1,..., fq) est une suite réguliere de Ry, et h;, h;, n'est pas
diviseur de zéro dans ﬁ Par conséquent (h;, hi,, f1,..., fq) est une suite
1y--+5Jq
réguliere de Ry, et prouve la quasi-régularité de la suite (h;, hi,, f1,- .., fy) dans
R.
La suite (RET1+s 1 ... f,) étant quasi-réguliere, on déduit de (30) que

g; € (WFH¥s £ .. f,)R. Soient @;; € R tels que

q
gj = @joh®h*tt + Z&j,lfz (G=1...,9), (32)
=1
h g =a;oh WML+ "R a5 (G=1,....q). (33)
=1

A partir des égalités (32), la loi de transformation donne:

Qdxg N--- N d.Tq - Q det ((&j,l)lﬁjJSQ) drxo A+ A dxq
ReSR/A |: hk-‘rl, f17"'7fq N ReSR/A hk+lagl7-"7gq
(34)
D’autre part, grace a la loi de transformation, on a
Q det ((aj0)1<j0<q) do | _ Q det ((h}aj)1<j0<q) do
Resg/a { hEHL g1 g = Resg/a hk:—l—l—lj-s,gl, s 5
(35)
ou dx = dxg N --- Ndxy. Le lemme suivant montre que
(A —det ((h}aj1)1<j0<q)) € (B g1, g9 R
et termine la preuve de la proposition. [
Lemme 2.3.4.
Soient R un anneau nethérien, (ki,...,kq,s1,.--,8¢) € N2 (h1, ... hg, f1, 5 fq)
une suite de R et G; = (hj,g1,...,94) ou j=1,...,q , des suites quasi-réguliéres

de R. On suppose que g; € (h*TLTs f1 ... f)R pour j =1,...,q, et qu’il existe
des éléments a; j € R (resp. «; ; € R) tels que

q
hyg; = o™+ anfi o (G=1,....9) (36)
=1
| q
(resp. hjjgj = Oz;-vohkJrl + Z oy fi Gj=1,...,q9) . (37))
=1

On note A = det ((01)1<ji<q) (resp. A’ = det <(a;7l)1§j,l§q>), alors

(A=A e (RFHFs g1 . g)R .



2. AUTRES FORMULES 81

Preuve.

11 suffit de prouver le lemme lorsque les systemes (36) et (37) ont uniquement
une seule ligne différente. Soit iy cette ligne. Par soustraction des lignes ig et en
gardant les autres lignes de (36), on obtient le systeme suivant:

.

q
s k+1 _
hi'g1i — a1 oh™ ™= = E a1, f1
=1

q

—(ig,0 — 0 )BT =D (aign — o )

=1

q
k1
ha?9q — aq0h = E :Oéq,lfl
=1

\

D’apres les régles de Cramer, pour j =1,...,q on a:

—

(A=A fe (W RS gy, 0 0 gig, - R gg)R

Par hypothese g;, € (h**1+s £ ..., f,)R, par conséquent

(A = A) giy € (B"5 BT g1, B 0 gigs - higg) R

S (hk+l+8,gl’.“7@;,”_’9(1)]}, '

La suite (h*T1+5 g1 ... g,) étant quasi-réguliere, ceci prouve que

(A-A"e (hk+l+s,gl,...,gq)R . O
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CHAPITRE III

EXTENSION D’UNE FORMULE DE WEIL

§1. EXTENSION DANS UN CADRE ALGEBRIQUE D’UNE FORMULE DE WEIL

1.1. Introduction.

Soit R = O, I'anneau des germes de fonctions holomorphes a l'origine de C9,
et f = (fi,...,f;) une suite réguliere de O,. Considérons alors des éléments
a; ;(C,2) € Oy tels que

F:(O) — filz) = Zai,j@, 2)(¢ — 2) (1<i<q),

et soit A(C, z) = det(a;,;(¢, 2)) € Oaq.
La formule de représentation intégrale de Bergman-Weil ( [W],[He] ou [A-Y]
théoreme 9.1 p. 65) permet d’obtenir:

1 h(Q)A(C, 2)d¢
(2im) Jr, T2 [fi(C) — fi(2)]

ou, r et ¢; étant des réels > 0 suffisamment petits, Iy désigne le tube

Iy ={¢:¢eBO,r),[fi(Q =€,i=1,....q4}

orienté par la condition d(arg f1) A --- Ad(arg f,) > 0.
Un développement en série sous le signe d’intégration de (1) permet d’obtenir la
formule de Weil ([W],[He] ou [AY] théoreme 24.9 p. 199) :

1 h(C)A<C72’)dC i1—1 ig—1
Vh e O h = E — : — 1 v fla
o o (i1500sig) €E(N*)4 (2im) Ly Sr(Q) oy Q) ) )
(2)

Traduit dans le langage usuel de la théorie analytique des résidus dans le cas des
intersections completes ( cf. [GH] ), la formule (2) s’écrit:

Vh € Oy, h(z) = Z Res(ffl,..., ) (A(z, z)h(z)) {'1—1(2) . f;q—l(z)
(i1y.rig) €(N*)a
(3)

La formule de Weil généralise donc en un sens la formule de Taylor ou de Cauchy
puisqu’elle permet de développer de maniere canonique tout élément h de O, suivant
les puissances de f. Elle a en outre de nombreuses applications, en particulier
concernant des problemes de Nullstellensatz effectif. (cf. [B-G-V-Y] chap. 4,
[B-Y3))

VheO,  hiz)=

(1)

Typeset by ApS-TEX
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Le but du présent chapitre est d’étendre, dans la théorie algébrique des résidus
mise en place par J. Lipman ([L]), la formule de Weil. Le texte présenté ici complete
un article a paraitre dans Manuscripta Mathematica.

Plus précisément notre cadre sera le suivant. Soient A un anneau commutatif
unitaire, R une A-algebre commutative, f = (fi,..., f;) une suite de R quasi-

R
réguliere telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. En suivant J.

Lipman, on peut alors définir pour tout w € AYQgr, A, out lg/a est le R module
des différentielles de la A-algebre R, le résidu de w par rapport a f que I'on note:

Resr/a {fl;-t-u-yfq}

Soit maintenant R = R ®a R I’algebre enveloppante de R, et Re son complété
pour la topologie (f ® R + R ® f)-adique. Le morphisme

R — R
a®b— ab

de noyau J, induit un morphisme Re — R dont on note J le noyau. Enfin pour
r, € R,onnote R, =1, ® 1 —1®r; € Ré. Avec ces notations on montrera, dans
la section 1.2, le résultat suivant:

Théoréeme. (Formule de Weil)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires neetheriens, R étant muni

d’une structure de A-algébre plate sur A, et f = (f1,...,fy) une suite quasi-
R

régulicre de R telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (7“1, ...,1rq) de R telle que (Ry, ..., Ry) soit une suite

réquliere de Re qut engendre J.
Sotent alors des éléments a; ; € Re tels que:

q
1®fi_fi®1zzai,jR
i=1

et A =det(a; ;) € Re.
Pour tout h € R, on a dans R [’égalité:

§ Ahdry A--- Ndr i1 -
h = Resf{/A |: . iy q:| 1 f 1 (4)
(i1,..,5¢)E(N*)4 19---5Jq

On donne, dans la section 1.2, quelques exemples de situations algébriques ou
cette formule s’applique. Les principaux cas sont les suivants:

- A est un anneau noethérien et R = A[z1,...,2,] ( on prend alors r; = z; ).
- R est un anneau local ncethérien régulier d’égale caractéristique de corps
résiduel K, A=K et {rq,...,r,} un systéme régulier de parametres.

- (A,m) un anneau local ncethérien séparé complet pour sa topologie m-adique,
et R=A[[z1,...,2]], les r; étant égaux aux Z;.
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- A un anneau ncethérien séparé complet pour la topologie a-adique pour un
certain idéal a, R = A[[z1,..., 2], et (f) C (a, Z).

- A est un anneau ncethérien et R = A[Zy,...,Z,]s = A[Z,Z7'], ou S =
{Z*|a € N9, |a| > 0}, est 'anneau des polynoémes de Laurent ( on prend alors

3

Enfin, lorsque les hypotheses de la formule de Weil sont vérifiées et ) € R est tel
que (@, f)R = R, on montrera que la formule de Weil peut encore s’appliquer dans
R ol S est la partie multiplicative {1,Q, @Q%?,...}, et fournit, pour tout P € R,

P R

une écriture de — dans R.

Q

Dans le cas polynomial (R = A[z1, ..., 2,]), oudes séries formelles (R = A[[zy,. ..

ou encore des séries convergentes (R = Oy = C{z1,...,2,}), on peut choisir de

facon naturelle pour éléments différentiels dry, . . ., dr, de la formule (4), dz1, . .., dz,.

La suite (ri,...,rq) de la formule (4), joue le rdle, lorsqu’on est dans un cadre
algébrique, de la suite des coordonnées (zi,...,2,) des cas R = Alz,..., 2],
R =Al[z,..., 2]

Lorsque A = C , R = O, = C{z1,...,24} et 7, = z;, on peut choisir les a; ;
dans Oy, et donc A € Oy,. Par ailleurs R = C[[z1,...2,]], et pour h € R on

Ahdzi N---Nd Ahdzy N---Nd

a Resg /o { fll i zq} = Resr/a { il i Zq} (cor. 1.3.5.4). On
17"'?fq 17~~-7fq

peut vérifier sans peine (cf. §2, section 2.3), que la série

Ahdzy N - Ndz v P
S Resoe | g
(i1,eeeyig) E(N*) 192°-+9Jgq

est convergente dans O,. On obtient ainsi une nouvelle preuve purement algébrique
de la formule de Weil usuelle. Nous étendons et étudions cette situation dans le
paragraphe 2.

Lorsque A est un anneau noethérien, R = A[zy,... 2] et

pr ot Alzi, ..., 2q) — Alzr, ..., 2]
zi — fi(2) ’

la formule de Weil permet de caractériser les homomorphismes py qui sont finis: ce
sont ceux pour lesquels la formule de Weil est finie pour tout élément h de R. Nous
étudierons cette situation dans le paragraphe 2.

On fera appel dans ce paragraphe au corollaire 4.1.3 du chapitre I que 'on
rappelle ci-dessous:

Corollaire. (1.4.1.3)
Soient R une A-algébre plate, et f = (f1,..., fy) une suite quasi-réguliére de R

R
telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On suppose que le noyau J

defi:S=P®aR — P est engendré par une suite quasi-réguliére ¢ = (C1,...,¢y),
et l’on considere des éléments a; j € P @A R tels que:

q
1® fi =Y ai;( (i=1,....9).
i=1
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Soient Ag =det(a; ;) e P®aR, et 5£ = Zj\il a; ®B; € R®a R un représentant
de Ag. on note
Q@) : Qr/a — Qs/p
adr/a(r) — 1@ adgp(l®r) ,

et on considére une suite w = (w1, ...,w,) de QA telle que

Q(@)(wj) = dS/P(Cj) (modulo SQS/P) j = 1, a5 q .

Alors

M
_ ﬁjhwl/\---/\wq —
Vh € R, Zaj Resg/a { Froeensfo =h (modulo fR) .

j=1

1.2. La formule de Weil dans un cadre algébrique.

Soient A et R deux anneaux ncetheriens, R étant muni d’une structure de A-
algebre plate sur A, et f = (fi,..., fy) une suite quasi-réguliere de R telle que le A-

R
module P = 7R soit projectif de type fini. Pour & € N* on note f* = (ff,... ,ff),

Py Soit R = lim, P} le complété f-adique de R, pour obtenir la formule

T AR
de Weil on appliquera le corollaire (1.4.1.3) & R et aux quotients successifs Py.

On note R® = R ®a R l'algebre enveloppante de R, et Re son complété pour la
topologie (f ® R+ R ® f)-adique. On a:

R¢ =lim(P, ®a P,) = lim(P; ®a R)
pr &

Pour k£ € N* on considere les morphismes:

P. s R — P,

U, @ 7 — ukf(k)

ot #¥) est I'image de # dans P}, par la projection canonique, et I’on note :fk leur

noyau. Le morphisme:
R — R

URQTr — u.r

dont on note J le noyau, est continu lorsqu’on munit R¢ de la topologie (f ® R +
R ® f)-adique et R de la topologie f-adique. Il induit, par passage a la limite
projective, un morphisme:
R — R

dont on note J le noyau. Afin d’appliquer le corollaire (I1.4.1.3), les lemmes suivants
permettent de montrer que lorsque J est engendré par une suite quasi-réguliere
(Ry,...,Ry), son image (ng), ceey ,&k)) dans P, ®a R est une suite quasi-réguliere
qui engendre Jg. Le lemme suivant sera utilisé dans les exemples 1 et 5.
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lemme 1.2.1.

Lorsque R€ est neethérien:

i) J = JRe

ii) si (R1,..., Ry) est une suite réguliére de R, son image dans R¢ est une suite
réquliere.

Preuve.
i) La suite:
0—J—R*—R—0

est une suite exacte de R°-module. R étant noethérien, son complété Re est R*
plat ([M] corollaire 1 p.170). Par conséquent, la suite:

0 — J®r- R — R° @ R¢® — R ®grc R¢ — 0
est exacte. Cette suite fournit la suite exacte:
0—>J®Ref{\e—>f{\e—>f{—>0

qui montre que J=JRe. O
R® ~ ~ —~
ii) Pour 0 < p < g on pose: R§ = R, R = & RS RS = Re, et R¢ le
1y---540p

complété de Rj pour la topologie induite par celle de R. R étant ncethérien, le
complété de (Ry,...,R,)R® est (Rq,... ,Rp)f{\e ([M] corollaire 3 p.171), et I/{% =

Re
— ([M] proposition p.167).
(Ry,...,R,)Re
(R1,...,R,) étant une suite réguliere de R®, pour p € {0,...,q — 1} la suite :
KRyt
0 —— RS 24, Re

ou fiR,,, désigne la multiplication par Rj1, est exacte. R}, étant ncethérien, f{;eo
est un Rj-module plat et la suite

0 — REome Re %" Re 9n. RY
p ORg Ry p ORg Ry
est exacte. Cette suite fournit la suite exacte:
—~ MR 1 —
0 —— Ry —5 R¢
_ Re
Comme R§ = ——, ceci prouve que (Rq,..., R,) est une suite réguliere
(Ry,...,R,)Re

del/{\e. O

lemme 1.2.2.

Soient {r1,...,7q} CR, Ri=r,®1—-1®r; € I/{\e, et f%gk) l’image de R; dans
P, ®a R par la projection canonique. Si {R1,...,R,} engendre le Re-module J
alors {Egk), e Eék)} engendre le Pj, © o R-module J,.
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( ) = = 0, par conséquent Z,f\il U QUV; =

Preuve. Si wal u; @9; € Ji alors ZZ 1 U D
Zf\il u; @ 1(1%) @ o; — vi( ) ® 1). Ceci montre que Jy, = mx(J), on m, désigne la
projection canonique de Re dans P, @4 R. J étant engendré par {Ry, ..., Ry}, Tk
est engendré par {m(R1),...,m(Rq)}. O

Lemme 1.2.3.

Avec les notations du lemme 1.2.2, si (Rq,...,Ry) est une suite réguliére de Re
qui engendre J alors, pour tout k € N*, (ng), e ,R((Ik)) est une suite quasi-réquliere
de Pk ®a R.

Re N Re

Preuwve. Soit F; = f, ® 1 € Re. Comme —— ~ R, l'image de F; dans — ~ R

s'identifie, via l'isomorphisme, & f;. Comme f = (f1,..., fy) est une suite quasi-

réguliere de R, son image dans R est une suite réguliere. Ceci montre que I'image
&

R
de (F1,...,F,) dans = est une suite réguliere. Or, par hyphothese, (R, ..., Ry)
est une suite réguliere qui engendre J. , donc (Ry,..., Ry, Fi,..., Fy,) est une suite
réguliere de R¢. En particulier, pour tout k € N*, (FF, ... ,F;, Ry,...,R,) est une

&

— ~ PL. ®Aa R est une suite quasi-
kRe

suite quasi-réguliere, et son image dans

réguliere. [
Pour [* € homa (R, A) on considére le morphisme ([B;] I1I§4 remarque 2 p.77):
P(l"): R* — R
u®r— I"(r)u
il induit, pour k£ € N*, les morphismes:

(") : Proa R — Py,

u® 7 — " (F)u
qui, par passage a la limite projective, fournissent un morphisme:
o(1%) - R° —R

qui prolonge ®q(1*).
{.hdrl A« Ndrg

£ ],oﬁhef{etAEﬁ\e,on notera:
5 fq

Lorsque [* = Resy /A

. Ahdry A--- Ndr
B(I)(8) = Resg i | 00
e fq

En particulier, si h € Ret A =s®t € R on a:

thd A ANd thdri A---ANd
Resr,/a [(S® hery f Tq} = Resr/a [ 7;11 iq rq] s
’...7 q 1 9+++9Jq
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Théoréme 1.2.4. (Formule de Weil.)
Soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires neetheriens, R étant muni
d’une structure de A-algébre plate sur A, et f = (f1,...,f;) une suite quasi-

R
réqulicre de R telle que le A-module P = f_R soit projectif de type fini. On

suppose qu’il existe une suite (rl, ...,1rq) de R telle que (Ry, ... ,Rq) soit une suite

réguliere de Re qui engendre J. On conszder@ des €éléments a; j € Re tels que:
q
1@ fi—f;i®1=> a;;R
j=1

et l'on pose A = det(a; ;) € Re°.
Sous ces hypotheses, pour tout h € R on a dans R [’égalité:

Ahdry A--- Ndr i P
h = Z ResR/A[ ! ; q} e 1...fq‘1 ! (5)

it fe

Preuve.
Pour établir (5) il suffit de montrer que pour tout entier k& > 1:

21 1q
1,...7q

A
Z ResR/A{ ary A Adrq] -t f“l_1 (modulo f*R). (6)

1<is<k
1<s<q

Dans la formule (6) on peut remplacer A par un élément Ay € Re tel que:
A=A, (modulo (f*®@R+R® f*)Re). (7)
En particulier il suffit d’établir (7) avec
ALeR, e A=A, (modulo (ff®@R+R® fR?). (8)

Comme Ay € R€ on a (cor. 1.3.5.4) :

Aghdry A---ANd Aghdry A--- Nd
RGSR/A[ k 117;1 éq rq]:ResR/A[ k 7‘1”‘ fq Tq

Pour £ > 1 on note Ay un élément de R® qui a méme image que A par la

surjection canonique de Re dans P ®a Pj. Pour établir la formule (5), il suffit de
montrer que pour tout k > 1:

Aphdry A--- Adr i i
h = Z ResR/A[ ¥ flt---,f;q q} =L .. fia=' " (modulo f*R) . (9)

1<i, <k
1<s<gq

Preuve de la formule (9).
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Comme R est ncethérien, R est une R-algebre plate, R étant A-plat, R est

une A-algebre plate. Pour k € N*, (fF,..., fk) est une suite réguliere de R et
. R R
P, = f"?_lfl = 7R est un A-module projectif de type fini. D’apres les lemmes 1.2.2

et 1.2.3, (R(k) e Egk)) est une suite quasi-réguliere de Py ®a R qui engendre jk,
on peut donc appliquer le corollaire 4.1.3 du chapitre I, rappelé dans I'introduction,
en remplacant R par R, P par Py, fi par fF, et ¢; par R(k)

Dans R€ on a:

k—1
1eff—ffel=0_feff e fi-fiol)

s=0

Zfs®fkls Zazj

1<75<q
E A jR;

1<j<q
Ty Re — P, @a R étant la projection canonique, on obtient:

1<j<q

Soit ), = > 5 g t{k) € P, ®a P 'image, par la projection canonique, de

7,11

det(my(A;;)) € P, ®a R. D’apres le corollaire 4.1.3 du chapitre T:

_ “ tihdri A Adrg | &
R = "Resg,a { f; £ q} 50 (10)
:1 1,..., q

Par conséquent, si 6 € R® est un représentant de ¢;,, on obtient:

dhdry A -+~ Nd
h = Resr/a [ g Zl i Tq} (modulo f*R) . (11)
1 9°+9Jgq

D’autre part, on a:

q k-1
det(A; ;) = (JJO_ £ @ f1717%)) det(a )
i=1 s=0
q1 k—1
=(IC o)A,
=1 s=

Comme A et Ag ont par la surjection canonique la méme image dans Py ®a Py,
on peut choisir:

N
—

=[O _freff A

i=1 s

Il
=
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En reportant dans (11) on obtient:

(Zl<i <k fl_l"'f‘; fk " k Zq)Akhdﬁ A ANdrg

h = Resgr,a 1<s<q (modulo f*R)
fE 1y
Aghdry A---Nd
= Z Resgr,/a [ k Z;l 3 Tq 11 1 flq—l (modulo fkR)
1<i <k LorerJd
1<s<gq

ce qui prouve (9). O

Exemple 1

Soient A un anneau commutatif neethérien, R = A[Zy,...,Z,], et f(Z) =

(f1(Z2),..., f4(Z)) une suite quasi-réguliere de R telle que P = soit un

7R
A-module projectif de type fini. R est le complété (f(Z))-adique de R, on identifie
Re et A[Zy,...,24,Th,...,Ty], ainsi que R® et le complété (f(Z), f(T'))-adique de
A[Z,T]. On considere des éléments a; ;(Z,T) € A[Z,T] tels que:

fi(T) = fi(Z ZGZJZT)(T Zj)

=1

et 'on note A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)). Pour tout h(Z) € A[Z] on a dans R:

hZ) = Z Resa[r)/a

[A(Z,T)h(T)dTl/\.../\qu Bl(z) ()
L
(21 5eees iq)E(N*)a

FNT), .. f (D) !
(12)

Preuve de (12).
Pour établir (12), on montre que (Z; — T1,...,Z, — T},) est une suite réguliere

de R® qui engendre J. Comme RE est noethérien, d’apres le lemme 1.2.1, il suffit
de prouver que (Z; —11,...,Z,; —T,) est une suite réguliere de R® qui engendre J.
Or J est le noyau du morphisme:

A[Z,T] — A[Z]
hZ,T)— h(Z,7)
donc J est engendré par {Z; —T1,...,Z, — Ty}
Soient {Uy,...,U,, Vi,...V,} des variables algébriquement libres sur A, I'isomorphisme:
A[Z,T] — A[U,V]
Z— U4V
T—YV

montre que la suite (21 —T1,...,Z, — T,) est une suite réguliere de A[Z,T].
On pose r; = Z; et R; = Z; — T; . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant
vérifiées, la formule (5) donne (12). O
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Exemple 2

R
Soient (R, m) un anneau local régulier noethérien tel que R et K = — aient méme

m
caractéristique, (z1,...,24) un systeme régulier de parametres, et (fi,..., f;) une

suite quasi-réguliere de R. On note R le complété f-adique de R, et Re le complété
(f ® R+ R ® f)-adique de R°.
Sous ces hypotheses il existe des éléments a; ; € R® tels que

q
1®fi—fi®1zzai,j(l®l’j—.CCj®1),

j=1

et en notant A = det(a; ;), on a, pour tout h € R:

Ahdzy A - Ndx P .
h = Z Resg /x { fill fiq q] =l fis 1 (13)
(i1,...5q) E(N*)a 195 Jq

Preuve de (13).
(f1,..., fq) étant une suite quasi-réguliere de R, I'idéal fR qu’elle engendre est
m-primaire, par conséquent il existe un entier m tel que:

m” C fRCm

Ceci montre que R est le complété m-adique de R, et que Re est le complété (m ®
R+R®m)-adique de R¢. R et K étant d’égale caractéristique R = K[z, . . ., z,]].
En choisissant {y1,...,y,} des variables algébriquement libres sur f{, on a: R¢ ~
K[z1,...,2¢,y1,...,Yq]]. Via cet isomorphisme, z; ® 1 s’identifie & z;, et 1 ® x;
s’'identifie a y;.

J est le noyau du morphisme:

K{[z,y]] — K{[z]]

Yi — Ty

J est engendré par la suite régulicre (1 — Y1y Zg — Yq)-
On pose r; = x; et R; = x; — y; . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant
vérifiées, la formule (5) donne (13). O

Exemple 3

Soit A un anneau commutatif, noethérien, séparé et complet pour la topolo-
gie a-adique, ol a est un idéal de A. On note R = A[[Z1,...,Z,]], f(Z) =
(f1(Z),...,fy(Z)) une suite quasi-réguliere de R, et {T3,...,T,} des variables
algébriquement libres sur R. On suppose que (f(Z)) C (a,Z), ou (a, Z) est 'idéal

est

de R engendré par a et Z, (f(Z)) celui engendré par f(Z), et que P = (f(2))



92 IIT FORMULE DE WEIL

un A-module projectif de type fini. On considere des éléments a; ;(Z,T) € A[[Z,T]]
tels que:

fi(T) — fi(Z ZQZJZT)(T Zj)

7j=1
et Pon note A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)). Pour tout h(Z) € A[[Z]] on a:

AZ,ThT)dT A---ANdT . -
R ReSA“T”/A{ | “)<:r<’> ey TN )
(i1,...,5q) E(IN*)4 1 yooos tg
(14)

Preuve de (14).

Pour établir (14), on montre que A[[Z, T|| est le complété (f(Z)A[[T]|+f(T)A[[Z]])-
adique de A[[Z]] ®a A[[T]], et que (Zy —T1,...,Z,; — T,) est une suite réguliere
qui engendre J.

A[[Z]] est complet pour la topologie (a,Z)-adique ([S] proposition 3 p.II-3),
comme ((f(Z)) C (a,Z) et que A[[Z]] est noethérien, il est aussi complet pour la
topologie (f(Z))-adique ([Z-S] chap. VIIL, th. 14). Par conséquent, si R est le
complété (f(Z))-adique de A[[Z]], R = A[[Z]].

AflZ]] .
Pour k € N* | est un A-module de type fini donc:
(f*(2))

AlzT]  AllZ]
T 2) ~ )y oA

par conséquent, si R®R est le complété (F(Z)A[[T]] + f(T)A[[Z]])-adique de
A[[Z]] ®a A[[T]], on a:

All7]
7*(2))

All2.T]
= 7))

k

R®R = @n(

@A A[[T]])

L’argument utilisé précédemment montre que A[[Z, T]] est complet pour la topolo-
gie (f(Z))-adique donc:

. AZ T
(i) ) = A2 T
Ceci montre que R®R = A[[Z,T]]. On identifie R¢ et A[[Z]] ®a A[[T]], ainsi que

R® et Al[Z,T7]].
J est le noyau du morphisme:

Al[Z,T]] — A[[Z]
WZ,T) — h(Z,Z)

il est engendré par {Z; — T1,...,Z, — Ty}
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Soient {Uq,...,Uq, V1,... V,} des variables algébriquement libres sur A, I'isomorphisme:

AllZ,T]] — A[[U,V]]
Z—U+V
T—V

montre que la suite (Z; — 11, ..., Z, — T}) est une suite réguliere de Re.
On pose r; = Z; et R; = Z; —T; . Les conditions de la proposition 1.2.4 étant
vérifiées, la formule (5) donne (14). O

Remarques:
i) Si A est un corps on peut appliquer la formule (14) en prenant a = 0.

ii) Si (A,a) est un anneau local d’idéal maximal a, séparé et complet pour la
topologie a-adique, pour toute suite quasi-réguliere f(Z) de Ron a (f(Z)) C (a,Z2)
et I’ on peut appliquer la formule (14).

Exemple 4

Lorsque les hypotheses du théoreme 1.2.4 sont satisfaites et Q € R est tel que

P
(Q, /)R = R, la formule de Weil fournit, pour tout P € R, une écriture de a dans

A~

R.
Plus précisément, soient A et R deux anneaux commutatifs unitaires noetheriens,
R étant muni d’une structure de A-algebre plate sur A, et f = (f1,..., f;) une

R
suite quasi-réguliere de R telle que le A-module P = f_R soit projectif de type

fini. On suppose qu’il existe une suite (rl, ...,1q) de R telle que (Rq,...,Ry) soit
une suite réguliere de Re qui engendre J. On considere des éléments (s a;,; € Re tels
que 1® fi — fiwl = ZJ 1a;;R;, et on pose A = det(a; ;) € Re. On note S
la partie multiplicative {1,Q,Q%,...}, RS le complété f-adique de Rg, V € R tel
que (1 -Q.V) € fR, et pour m € N, V,,, = Z:ll (m,jl)(—Q)k_le. Alors pour
tout P € R on a dans R :

P
P A—dry N---Ndry
@ — Z RGSRS/A Q 7; i

(i1,...,3¢)E(N*)4 10°9J¢q

11 1 fz -1 (15)

P APViydri A---Ad
6 _ Z ReSR/A |: |7\;1 T1 N Tq 21 1 fzq—l ) (16)

1 5---5Jq

Preuve (15) et (16).
Soient R = Rg ®a Ryg, P/{\g le complété (f ® Rg + Rg ® f)-adique de R,
p:RE— R
a®b— ab’ Js et
J leur noyau respectif. Pour obtenir (15/)\ il suffit de prouver que (R1,...,R,) est

ps - 1:/{\% — ]:'/{\S et p: Re — R les morphismes déduits de

une suite réguliere de R qui engendre Jg.



94 IIT FORMULE DE WEIL

Pour k € N* on note f* = (ff,... ,ff), Pgs et Pso = Rg. D’apres

PR’

la preuve de la proposition 11.2.1.1, pour £ > 1, Pg; = Comme ﬁ:g =

fFR
lim, . Psx, tout élément de RS peut s’écrire sous la forme ag.7 ou ag € Rg
et 7 € R et RS ~ Rgs ®Rr R. De méme comme RE = = lim, . Psx ®a PSk,
tout élément de RES peut s’écrire sous la forme bg.t ol bg € RS et t e Re
Rg ~ RS QRe Re. Soient bs.t € Jg et Q™ ® Q™ tels que Q™ ® Q"2.(bg.t) € Re.
On a
PQ™ ® Q"2 .bst) = ps(Q™ ® Q"2 .bst)
0.

Par conséquent Q™ ® Q"2.(bst) € J , et il existe des éléments \; € Re tels que
Q™ @ Q".(bgt) = ZA R;
bi=3 N g
2 queqn

ce qui montre que {R1,..., Ry} est un systeme générateur du noyau j; Comme
Rg ~ RY ®Re Re , que RS est un R°-module plat et (Ry,...,R,;) est une suite
réguliere de Re, pour montrer que cette suite est une suite reguhere de RS, il
suffit de montrer qu’elle n’engendre pas Rg. Or ps(1) = 1, donc JS #* RS
{R1,...,R}RS # RE.

D’apres le corollaire 11.2.1.2

P
A—dry A---Ndry AP.Vjydry A -+ Ndrg
ReSRS/A Q ‘ ' :ResR/A i fiq ,
{1, ',;q 1 9°9Jq

par conséquent ’égalité (15) donne (16). O
Exemple 5

Soient A un anneau commutatif noethérien, R" = A[Z,...,Z,], Sz la partie
multiplicative {Z* | a e N? }, R=RYy = A[Z,Z7'] et f(Z) = (f1(Z),..., [(Z))

une suite quasi-réguliere de R telle que P = soit un A-module projectif de

FZ)R
type fini. On note R le complété (f(Z))-adique de R, on identifie R® et le localisé
de A[Zy,...,Z;,Th,...,T,] par la partie multiplicative Sy = {Z*T? |a € N9, 3 €
N9 }, ainsi que R et le complété (f(Z), f(T))-adique de A[Z,T]g,.

On nontrera ci-dessous que le noyau .J du morphisme

R — R
WZ,T)— h(Z,2)°
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est engendré par la suite réguliere:
1 1 1 1
— == ). (17)
Zy Ty Z; T
On considere des éléments a; ;(Z,T) € A[Z,T]g, tels que:

1

fi(Z) = fi(T) = Zai,j(Z, T)(Zij - JTJ) :

et 'on note A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)). Pour tout h(Z) € R on a dans R:

1 1
A(Z, T)WT)d(=) N Nd(7) | i o
WZ) = > Resa(r]s, /A | T i T, | (Y 2)... fila(2)
(i1,eviq) E(N*)a (T, ..., [ (T)
(18)
Preuve de (17) et (18).
Comme Z; et T; sont des éléments inversibles de R€, pour montrer que la suite
1 1 1
7T Z — JTq) est réguliere et engendre J, il suffit de prouver que la suite
(Ty — Z, ..., Ty — Z,) est réguliere et engendre J.
Soient h(Z,T) € J et a € 2, p € Z9, P(Z,T) € A[Z,T] tels que
hWZ,T)=Z“T°P(Z,T) .
Comme h(Z,T) € J siet seulement si P(Z, Z) = 0, il existe des éléments a;(Z,T) €
A[Z,T)] tels que

h<Z7T):ZaT/3 iaj(sz) (TJ_ZJ) )

j=1

et la suite (T} — Z4,...,T, — Z,) est un systéme générateur de J. Pour montrer

que cette suite est réguliere, on note pour i = 0,...q—1, S; la partie multiplicative
(TP T3 Z) . Zg |a e NI, B e NI}, On a

ATy,....T,, Zy,..., 2]

(Th — Z1,...., T, — Z;)

La multiplication par (Tj41 — Zj41) dans A[Ty,...,T,, Ziy1,...,Z,]s, étant in-

S
0 ~ A[le-~-;Tq7Zi+17-~-;Zq]Si .

jective, la suite (Th — Zi,...,T, — Z,) est réguliere. Par conséquent la suite
1 1 1 1
(Z—1 BT Z — Tq) est réguliere et engendre .J.
1 1 1
Pour établir (18) il suffit de montrer que la suite (—— — —,..., 5 — —) est

Z, Tz, T,
une suite réguliere de R¢ qui engendre J. Comme R° est le localisé d'un anneau
noethérien, R€ est noethérien. D’apres le lemme 1.2.1, la suite

1 1 1 1

Z_l_JTl’...’Z_q_CZTq)

étant réguliere dans R et engendrant .J, elle est réguliere dans Re et engendre J.

1 1
On pose r; = 7 et R; = 7 T Les conditions de la proposition 1.2.4 étant
vérifiées, la formule (5) donne (18). O
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_ai;(Z,T)

Remarque. En posant b; ;(Z,T) = 7T
Jjtij

on a

fi(Z) - fi(T) = Z bij(Z,T)(Z; —Ty) .

j=1
Comme y
det(b;;(Z,T)) = (;% det(a; ;(Z,T))
) neeendig) = (Rt ae n S

en notant A(Z,T) = Z; ... Zydet(b; ;(Z,T)), la formule (18) s’écrit:

, dh) o AT
MZ)= S Resams,a MEZDMNT) == A A= B-1(7). L e (Z) |

(i1,.-yig)E(N*)1 Ty, ..., b0 (T)

§2. PROBLEMES DE FINITUDE ET DE CONVERGENCE

2.1. Problémes de finitude.

Lorsque A est un anneau commutatif noethérien, R = A[Z;,...,Z,], et f(Z) =

soit un A-

Z)y. .. A it i-réguliere de R tell P=
(f1(Z),..., f4(Z)) une suite quasi-réguliere de R telle que 7R

module projectif de type fini, la formule de Weil ( §1, exemple 1, (12)) contient, &
priori, un nombre non fini de termes. La proposition suivante établit des conditions
nécessaires et suffisantes pour que, pour tout élément de R la formule de Weil
s’écrive avec un nombre fini de termes et soit définie dans R.

Proposition 2.1.1.
Soient A un anneau commutatif neethérien, et f(Z) = (f1(Z2),..., f(Z)) une
AlZ

(f(2))

jectif de type fini. On considére des éléments a; ;(Z,T) € A[Z,T) tels que

suite de polynomes de A[Z1,...,Z,] telle que P = soit un A-module pro-

FilT) = f(Z) =) aij(Z,T)T; - Z)

j=1

on note A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)) =)
I={aeNt| J.(T) % 0}.
Les assertions suitvantes sont équivalentes:

i) A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini.

aene T4Ja(Z), et I la famille finie
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ii) Pour tout polynome h(Z) € A[Z], la formule de Weil est finie: il existe un
entier My, tel que:

A(Z, T)h(T)dTy N---NdT, | ;- .
WZ) = > Resa[r)/a i) Fio(T) N2 fem N (2) .
) ) ] 1 g e ey q
1=(11,...,iq)E(N™)1?
li| <Mp

1)
iii) Pour chaque élément de la famille finie {Z; (j =1,...,q); Jo(Z2)Jp(Z) (o,B €
D)}, la formule de Weil est finie.

Preuve de la proposition 2.1.1.
I est clair que i7) = iii). Pour montrer que iii) = i), on considére, pour
J=1,...,q, les entiers Mz, tels que

A(Z,T)T;dTy A+ AdT, ] i .
Z‘7 = Z ReSA[T]/A|: ’Ll(T; . 1 ,Lq(T) q:| 1 1(Z)~..qu I(Z)

1 LRI} q
iE(N")T, [i|<Mz,

= 2 Ja(D)Resamya [TailTj el qu} nol(Z). L fi(2)
i€(N*)? | [i|[<Mg 1 (T), -5 " (T)
a7€I -
=Y Pralf(2)7a(2) | )

acl

ot Py (£(Z)) € Alf(Z)].
De méme, pour 3,7 € I on consideére des polynomes Pg . o(f(Z)) € A[f(Z)]
tels que

J3(2)J(Z) =Y Poralf(2)Jal(Z) . (3)
acl
Pour i = (i1,...,4,) € N7 et |i| > 2, par multiplications successives des égalités

(2) et application des égalités (3), on obtient des polynomes P; (f(Z)) € A[f(Z)]
tels que:

Zi :Zpi,a(f(z))']a(z) ’ (4)

ce qui montre que i) = 1).
On suppose maintenant que ’assertion i) de la proposition est vraie. La preuve

de i) = i) est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 2.1.2. Si A[Z] est un A[f(Z)]-module de type fini, pour tout polynome
Q(Z) € AlZ], il existe un entier Mg tel que pour tout o = (av,...,0q) € N9,
vérifiant |a| > Mg, on ait:

QZ)dZy A---NdZy |
m%mmlﬁﬁ%mwwﬁwﬂm =0

En effet, pour h(Z) € A[Z], en écrivant

WD)AZ,T)= > WDTJa(2),
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le lemme 2.1.2 assure l'existence d’un entier M}, tel que pour |(i1,...,iq)| > M et
la] < N on ait:

T*h(T)dTy A--- A qu]
Res i i =0. 5
o[ o
Par conséquent, pour i = (i1,...,4,) € (N*)? et |i| > M}, on a
AZ,T)h(T)dTy N -+ A qu]
RGSA A |: i iq =0 N (6)
" FH (D), o (T)

qui prouve que la formule de Weil contient un nombre fini de termes. [

Preuwve du lemme 2.1.2.

Soient Uy, ..., U, des variables algébriquement indépendantes sur A[Z]. On peut
Q(Z2)dZy N--- NdZ,
N2, T (2)
dans A[U, Z]. Plus précisément, (U, f —U) = (Ur,...,Uq, f1 = Us,..., fqg — Uy)

AU,z
U -0) " P un A-
module projectif de type fini, (U**L, f —U) = (U, US ™ fi—Uy, .., f—
AlU, Z]
(UOH_l’ f - U)
projectif de type fini. Par conséquent on peut définir, en notant dU = dU; A- - -AdUj,
et dZ =dZy N--- NdZy,

ramener le calcul de Resa(z)/a [ } a un calcul de résidu

étant une suite quasi-réguliere de A[U, Z] (lemme I1.1.4.1), et

est un A-module

U,) est une suite quasi-réguliere de AU, Z] et

Z)dU N dZ
Resa[v,z)/a {%&21 f-U } ,

et la loi de transformation permet de montrer (lemme I1.1.4.2 formule (23)):
Q(2)dz B Q(Z)dU A dZ
Resa(z)/a flal—’_l(Z); . (?Q+1(Z) = Resa[v,z)/a vetl U | - (7)
Comme A[Z] est une A[f(Z)]-algebre finie, A[Z] est entier sur A[f(Z)] ([Bz], chap.

Q(Z)dU A dZ
Uoz-i-l’ f-U
est nul lorsque |a| est assez grand. En effet, Z;,..., Z, étant entiers sur A[f(Z)],
il existe un entier s et des polynémes Bj x(Z) € A[Z] tels que:

V, §1, prop. 1). Ceci nous permet de montrer que Resa[v,z)/a [

Zi+Bp(f(2) 27+ + Bn(f(2) =0 (k=1,...,9) . (8)

En remplagant dans B, ,(f(Z)) les fi(Z) par (fi(Z) — U;) + U, et en développant,
on détermine des polynomes C; (U, Z) € A[U, Z] tels que:

=1

On pose
Po(U,Z) = Zi + Bip(U)Z; 7 + -+ Bo i (U). (10)
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(UL, P(U, Z)) = (UMTL U8 PU(U, Z), ..., P,(U, Z)) est une suite quasi-
- AlU, Z]

réguliere de A[U,Z], et (UL, P(U. 2))

I, la matrice identité d’ordre ¢, on a

un A-module libre de type fini. En notant

U1a1+1 U1041+1

([q 0 ) ugett | | g™t
0 (Ci;(U.2)) | A-U P(U,Z) |

fq - Uq Pq(Ua Z)

et la loi de transformation nous permet d’écrire:

ReSA[U,Z]/A Q(Z) dU NdZ
vatt ottt —U,. L U,

Ut US PUUL ), . Py (UL Z)
D’autre part, P(U,Z) = (P1(U,Z),...,P,(U,Z)) est une suite quasi-réguliere de
AU, Z
A[UZ], et U, 2]

(P, 2))
les résidus (prop.1.3.5.7) nous permet d’obtenir

un A[U]-module libre de type fini. La loi de transitivité pour

ResA[U,Z]/A Q(Z) det(Ci’j(U, Z)) dU N dZ
Uetl P(U, Z)
Q(Z) det(C;..(U, 7)) dZ
Res TN
:RGSA[U]/A AlU,Z1/AlU] |: Pl(Uvz>7'-'7PCI(Uvz)
uoatt o pgatt

} S BCEY

Q(2) det(C, (U, 2)) dZ
P(U,Z),...,P(U, Z)
R(U) =3 5ena rgUP € A[U] on a (exemple 1.3.3.3):

On note Mg le degré de Resau,z)/a[v] [ ] € A[U]. Pour

R(U)dU, A --- A dU,
Resa v, z1/A[07] [rentl ot | = Tonay -
1 goe ey q

Par conséquent, pour |a| > Mg on a

Res [Q<Z> det(Cy5(U, Z)) dZ
Resapoyya | AL B©.2). . Py(U2)
UMt U

]dU
=0,

ce qui prouve, en utilisant (7) (11) (12), le lemme. O
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2.2. Problemes de convergence.

La proposition suivante donne une preuve algébrique d’une généralisation aisée
de la formule de Weil classique (§1, formule (2)).

Proposition 2.2.1.
Soient les anneaux des séries convergentes A = C{x1,...,zp} = C{z}, R =

C{x1,. s xm,y1,-- - yg ) =z, y}, et f = (fi(z,y), ..., fe(x,y)) une suite réguliere

Clz,y}
de C{x,y} telle que P = ————
ty) fC{z,y}

note a; ;(x,y,2) € C{x,y, 2z} des éléments tels que:

soit un C{x}-module projectif de type fini. On

q

filx,y) — filz,2) = Za”:z:y, Yj — 2j) (i=1,...,q)
=1

A(z,y,z) = det(a; j(z,y,2)) .

Alors pour tout g(z,y) € C{x,y}:

gz, y) Az, y,2) dyr A~ Adyg | a1
T,2) = Rescya " o g “(z, 2) ,
awn= ,,ZO;)E(N*)Q Clah/et }[ @y Sty | @)

(13)
la convergence étant uniforme sur une base de voisinages compacts de [’origine.

Pour démontrer cette proposition, on utilisera le lemme suivant qui permet de
passer des séries formelles aux séries convergentes, et nous permettra en utilisant
I'exemple 3 ( §1, section 1.2) d’obtenir (13).

Lemme 2.2.2.

f=(filz,y),..., fe(x,y)) est une suite réguliére de Cl[x,y]], P’ = Cllz ]

f-Cllz, y]]
est un Cl[z]]-module projectif de type fini, et pour tout g(z,y) € C{z,y}:

g(z,y) dyr A---Ady, g(xz,y) dy1 A--- Ady,
R €z z =R T T
eSC{ v}/ Cle} fl(x,y),---,fq(x,y) eS(C[[ wll/Clle] fl(may)7"~7fq(x7y)
(14)

Preuwve du lemme 2.2.2.
f(x,y) étant une suite réguliere de ’anneau local C{z, y}, elle est réguliere dans

C

son complété : C[[z,y]]. Par hypothese P = %,y}} est un C{z}-module de
C{z,y

type fini, soit {e1(x,y),...,ep(z,y)} un systeme de générateurs. Pour o € N? on

considere les éléments a, () € C{z} et Ao j(x,y) € C{z,y} tels que:

q

2)ei(,y) + > A (@, 9) fi(2,y) - (15)

j=1

||M~s
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Soit
g(z,y) = D cal@)y™ € Cllz,y]] ,
aeNg
on a:

g(x,y) = Z (Z ca(ﬂf)aa,i(aﬁ)> ei(z,y)  (modulo f.Cl[z,y]]) .

i=1 \aeN?
: ,_ Cllz,y]] . X
Par conséquent P’ = 7Clw. ol est un C[[z]]-module de type fini dont un systeme
Cllz,y
de générateurs est {e1(z,y),...,ep(x,y)}, et
P~ P @y Cll]] (16)

P étant un C{z}-module projectif, cette égalité prouve que P’ est un C[[z]]-module
projectif ( [Bq], II, §5, p. 84 cor.).
On considere le diagramme commutatif

Cl{z} —— C[lz]]
hl lh’ (17)
C{z,y} —>— Cllz,y]]

ou W, ®, h,h' sont les injections canoniques, et

Qq(®) = Nz gy /cfay — Nefy)/clle)
I’application canonique induite. On note:
x: P— P
I'application induite par ®. D’apres (16) I’application:
P ®¢(s) Cllz]] — P’
p®a — x(p)d’

est bijective. Par conséquent pour w € AQcy, 1 /cfzy, d’apres la formule de
changement de base ( prop. 1.3.5.1),

Qy(®)(w)

Res [ } =y (Res [ “ })
Cllwyll/Cllz] fl (l‘7 y)7 ceey fq(x7 y) Cla.y}/Clay fl (.I, y)u R fq(xu y) .
(18)
Cette égalité permet d’écrire pour g(x,y) € C{z,y}:

glx,y) dyr A---ANdyg | _
Resc([z,y)/cl[=] [ @), folary) | RESCE e | ), fy ()

Preuve de la proposition 2.2.1.

g(z,y) dyM---/\dyq} O
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Soit g(z,y) € C{z,y}. D’apres 'exemple 3 ( §1, section 1.2), on a dans C|[z, z]]

2 : g(x,y)A(a:,y,z) dyl/\"'/\dyq:| a—1
T, z) = Res T T «@ Qg “\r,z) .
g( ) a=(a1,...,aq)E(N*)4 Cllewll/ el |: fl l(x7 y)’ ) fq (IL’, y) f ( )

D’apres le lemme précédent, cette égalité s’écrit aussi dans C[[z, z]]:

g(:z:,y)A(x,y,z)dyl/\~--/\dyq] 1
T,Z) = g Rescya " o o (z, 2),
g( ) (C{ ,y}/C{ } |: fl (xay)a'”,fq ({Il,y) f ( )

qui est la formule (13) de la proposition.

Pour montrer que cette égalité a lieu dans C{x,y}, il suffit de s’assurer de la
convergence de la série du membre de droite. La loi de transitivité pour les résidus
va nous permettre de donner une écriture de (13) sous forme de représentation
intégrale, et fournir une preuve de la convergence uniforme de (13) sur une base de
voisinages compacts de 0 € C™14,

En posant A(z,y, 2) = > cne ¢y (2, y)27 la formule (13) s’écrit:

g(w,y)cw(wyy)dyM-"/\dyq} a-1
.7) = Resci, . 7 N 27 =(z,z2) .
g( ) Z C{z,y}/C{x} [ fll(gj7y),...,fq n(z,y) / ( )
a:(al,...,aq)E(N*)q
yeN1
(19)
En notant

9(@,y)ey(z,y) dyr A Adyg | _ -
ReS(C{x,y}/(C{m} |: floll Zx y) o quéq (,T/' y) 1 — Z auy,oc,ﬁxﬁ 1 ) (20)
9 ) 9 9 Be(N=)m

la loi de transitivité (prop. 1.3.5.7) donne:

g(z,y)ey(z,y) dyr A--- Ady,

Rescyy, v 7 o
Ay o, = ReS(C{x}/(C Clo.y}/Cla} |: fl 1(x7yﬁ)7 SRR fqﬁn (IE,y)
ity T
_R g(z,y)ey(z,y)dey A ANdzp dyr A Ady,
- Ceyl/C ac?l,... xBm fO (), .. fe (2, y)

}dml/\---/\dxm

s fYm rJ1
(21)
Cette égalité nous permet de donner une écriture de a o g sous forme de représentation
Cz,y} Clz,y}
intégrale. En effet, ———— étant un C{x}-module de type fini, —————
fC{z,y} (z, f) C{z,y}

est un C-espace vectoriel de dimension finie. Par conséquent (x, f) est une suite
réguliere de C{z,y} qui définit 'origine comme zéro isolé. Le résidu, défini via
I’homologie de Hochschild, fournit le résidu intégral local dans le cas des inter-
sections completes (chap.l, §4). Soit R > 0 tel que l'origine soit le seul zéro de
{z, f(z,y)} sur B(0; R), et € = (€1, ..., €mtq) € (RT*)™FY tel que:

I'e= {(Cvn) S B(OaR) : |Cl| = €, |f]<§7n)| = €m+j (Z =1,...,m; Jj= 17~~'7Q)}
soit une variété réelle lisse de dimension m + ¢. On a

a = 1 / Q(Cﬂl)cw(gﬂl) dC/\dn
T S I T (T R

(22)
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A partir de (19) et (20) on obtient

1 9(¢,m)ey(C,m) dCAdn - o
0= 2 /r Fragm T TmaAT @
ag?I\I?i)q
Be(N*)™

(z, f)définissant 'origine de C™*" comme zéro isolé, {W, | € € (RT)™T4} on
We={(z,2) € BO; R) | [z <ei/2, |f;(z,2)] < emi;/2}
est une base de voisinages de ’origine. On note K, un voisinage compact de 1’origine

contenu dans We. Sur K. la série (23) converge normalement, donc commutative-
ment et uniformément, ceci nous permet d’écrire sur K, :

B 1 9(C;m)ey(Gm) d¢Adn 5.4
sw= 2 |\ 2| 2 G /r IR

ac(N*)a \veNe \ ge(N*)m

g(z,y)ey(z,y) dyr A+~ Ady,

- Z Z Resc{z,y}/c{z} [ £ (,y), - o (2,) } 20| flx,2) =

a€e(N*)a \ veNd

9(z,y) Alz,y,z) dyr A--- Ndyg | pa-
= Z Resc{x,y}/C{w} [ 1041 ($7y), o 7f(?" (x,y) I f l(xaz) :

ae(N*)a

(24)

La convergence normale de (23) sur K. nous assure la convergence uniforme de
(24) sur K.. O

fla,2)*74

1
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CHAPITRE 1V

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE WEIL

§1. APPLICATION DE LA FORMULE DE WEIL A DES PROBLEMES DE DIVISIONS

1.1. Introduction.

Lorsque A est un anneau commutatif noethérien, R = A[Z;,...,Z,], et f(Z) =
R
(f1(2),..., fy(Z)) est une suite quasi-réguliere de R telle que P = FZR soit un
A-module projectif de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini, la formule
de Weil a un nombre fini de termes (chapitre ITI, prop. 2.1.1). Elle fournit par
conséquent un processus explicite de division. En particulier, pour tout polynome
hZ) € f(Z)A[Z] elle donne des polynomes g;(Z) tels que

q

hZ)=> gi(2)f:(Z) . (1)

=1

Le but de ce paragraphe est de déterminer une borne sur le degré des polynomes
gi(Z). Pour cela on donnera une borne sur le nombre de termes de la formule
de Weil en fonction du degré du polynome h(Z). A[Z] étant un A[f(Z)]-module
de type fini, A[Z] est entier sur A[f(Z)]. Pour obtenir une borne sur le nombre

de termes de la formule de Weil, on considere pour ¢ = 1,...,q , des relations de
dépendance intégrale de Z; sur A[f]. Pour i =1,...,¢, on note
P(T) =T% = Bia(/)T* " —--- = Bia,(f) (2)

un polynoéme tel que P;(Z;) =0, et m; ; le degré du polynome B; ;(Z) € A[Z]. La
majoration que ’on obtient alors dépend uniquement de

q¢, D= max (deg(fi(2)), k =deg(h(Z)) , M = max (m;;) .
1<i<q 1<i<q
1<j<d;

Lorsque A est un anneau integre, la majoration que ’on obtient permet de
montrer que
deg(gi(Z)) < kD9 4 ¢D*? .

Typeset by ApS-TEX
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1.2. Majoration des degrés dans des problemes de divisions.

Dans ce paragraphe A est un anneau noethérien, et f = (fi(2),..., fy(Z)) est
AlZ]

(f(2))
projectif de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini.

une suite quasi-réguliere de A[Z,...,Z,] telle que P = soit un A-module

On considere Uy, ..., U, des variables algébriquement indépendantes dans A[Z],
P{(T) =T% = B ()T" ™" — -+ = Bia,(f)

des relations de dépendance algébrique de Z; sur A[Z], et m; ; le degré du polynéme
B, ;(Z) € A[Z]. On note alors:

D = max (deg(fi(Z)) , M = max (mq;) , K(f,k) =M (g(DM —1)+k) .
1<i<q 1<i<q
1<5<d;

(3)

Proposition 1.2.1.
Soit k € N. Pour tout polynome h(Z) € A[Z] de degré au plus k on a

AT, ZYW(Z)dZy N -+~ NdZy ]

h(T) = Z ReSA[Z]/A fm1+1(Z) mq+1(Z> 1 (T) e fqmq (T)
1 9oy q
m=(m1,...,mq)EN?
4
ou

K(f,k) =M (¢(DM —1)+k) .

Preuve.
Pouri=1,...,q, soit

P(T)=T% - Bi1(f)T" ' = = B g, (f)

les relations de dépendance algébrique de Z; sur A[Z] que 'on considere. On pose

Bij(f)y= > bt~
BENT
1B]1<my,;

On obtient, en remplacant f; par (f; — U;) + U; et en développant,

Bij(f)y= > bLE(f-U)U

B,leN?
1B]<m,; , ISP
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ou kig est un ceefficient binomial et (I1,...,l;) < (B1,..., 3,) signifie que I, < B
pour k=1,...,q. Soit

Ri(U.Z) = Z{* = Bia(U)Z{* " = -+~ = Bia,(U) ,
et e, = (0,...,0,1,0,...,0) le g-uplet & composantes toutes nulles sauf la k'**™¢ qui

vaut 1. Comme R;(f,Z) = P;(Z;) =0, on a

d;
R(UZ)==> Y bE(f-U)Utzi

J=1 et

1<|B1<my 5

I8, |l|#0

d;
- 1 di—j
=-> > OO K (f = U)o UP | (= )
k=1 | J=1  |8|<mi ;i<
li=-=lk_1=0, [ #0

=Y cinlU, 2)(fr = U) -
k=1

Un terme du développement de det(c; (U, Z)) s’écrit

af'VU(ﬂ1+"'+f6q_7_l)Z-Clil —Jj1 ..‘Z‘diq_jq ’ (5)

1 iq

( a €A, ~v, 0" € N?
1<ju<dp,k=1,....q
avec 1< 18" <my, 5, <M
Y<(B + 8- 1)

L {in, i ={1,.. .. q}

Comme D = max;<;<q deg(fi(Z)), il existe des éléments a; o, a; ,,ap, de A tels que

fi(Z) = Z /A

|a|<D
Yi _ / «
fi (Z) = § a’i,aZ (6)
|a| <D
750 ( 7 Zdh_jl Zdiq*jq . //Za1+d1—ja(1)+81 Zaq—kdq—jg(q)-i-sq
f1(Z) i -z, = ap 2, Ly ,

|| <[~[D

ot Z% = Z7'...Zy" et o est la permutation de {1,...,q} telle que Jo(r) =T
Soit k£ € N. Comme

Z% = By (U)Z% ™ + ... 4 By g,(U)  (modulo R;(U, Z)) ,
il existe des polynémes Q; ;(Z1,...,Zq) de degré au plus k + 1 tels que:

ZZ-diJrk = Qi,l (Bi,l(U)7 e ,Bi,di (U)) Zidiil + -+ Qi,di (Bi,l(U)7 s 7Bi,di (U))
(modulo R;(U, Z)) . (7)
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De plus, comme deg;; (B; ;(U)) < M
degy (Qin (Bia(U), ..., Bia,(U))) < (k+1)M . (8)

Appliqué a ZSfW(Z)Zdi1 gt _jq, (6) et (7) montrent qu’il existe des polynomes

(31 iq
Gky,...k,(U) € A[U] tels que
222z T =Y g, (U282 (modulo Ry(U, Z)) .

11 1q q
0<k;<d;—1
1=1,...,q

(8) montre que gq, —1,....4,—1(U) est un polynéme en U de degré au plus

.....

(a1 = Joqy + 51+ )M + -+ + (g — Jo(q) + 8¢ + 1)M

q
= (’04 + |s[ = Zja(i) + CJ> M

1=1
< (v-D+[s)M

Par conséquent, d’apres I’exemple 1.3.3.3 du chapitre I,

s d; _.jl d’iq_jq
Zof(Z)z "2 dZ] _

1q

Res
A[U,Z]/AlU] [ R(U,Z),...,R,(U,2)

est un polynoéme en U de degré au plus (|y].D + |s|)M. On obtient donc pour (5),

que ‘ .
Z5 f(Z) Z0 T gt g (8T g 7
11 1

Ri(U, 2),...,R (U, Z)
est un polynéme en U de degré au plus

(W.D +[s)M +qM —|y] — ¢
=DM = 1) +q(M = 1) + |s|M
<qg(M-1)(DM —1)+q(M —1) + |s|M
<q(M—-1)DM + |s|M
<M (¢gD (M —1)+1s]) .

Resa[u,z)/av] {

Ceci montre que si h(Z) est un polynéme de degré au plus k,

h(Z)det(c; ;(U, 2))d Z
Resaju,z)/alv) [ R.(U, 2),. g Rq(U, Z) o

est un polynome en U de degré au plus:
M (DM —-1)+k) . (10)
En appliquant le lemme II. 1.4.2 et la loi de transformation on a:
R h2)A(T,Z)d Z
SR ), g 2)
~ Res [ MZ)A(T,Z)dU Nd Z }
AZIA | gmatt gt p(Z) = U, . f(Z) = Ug

MZ)A(T, Z) det(c; 1 (U, Z))dU Nd Z

n ') . (11
eSA[U’ZVA{U{”“Ll,...?Uq q+1,R1(U,Z),...,Rq(U,Z)] )
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D’autre part, d’apres la loi de transitivité (1.3.5.7):

Res WZ)A(T, Z) det(c; x (U, Z)) AU Ad Z
AlLZYA | gmtt gt R, Z), ... Ry(U, Z)

hMZ)A(T, Z) det(c; ; (U. Z))dZ]
Res ! g dU
:ResA[U]/A AlU.Z)/AlU] |: Rl(U, Z),...,Rq(U7 Z) (12)
Ut Uyt
Comme A(T, Z) = det(a; ;(T, Z)) ot a; ;(T, Z) € A[T, Z] vérifient
q
fiZ) = fi(T) = ai (T, 2)(2; = Ty)
j=1
on peut choisir
(Zys o T Tinrse T = fi(Zyse o Ziy, Tis T
ai; (T, Z) = fi(Z, i Tj q) — [i(Z1 -1, 715 a) (13)

Z; —T;

(avec la convention Zj et T, 41 ne doivent pas étre pris en compte). Par conséquent
degy (a; (T, Z)) < degz(fi(Z)) — 1 et

deg,(A(T, Z)) < degy(fi1(Z)...f,(Z)) —q

14
<qgD —q (14)

hZ)A(T, Z) est donc un polynéme en Z de degré au plus k+qD—gq, et la majoration
faite en (9) montre que

h(Z)A(T, Z) det(cm(U, Z)) dz
Resa.z)/a) R\(U,Z),...,Ry(U, 2)

est un polynome en U de degré au plus M (¢D (M — 1) + k + gD — q).
D’apres I’exemple 1.3.3.3 du chapitre I, on en déduit que (12) est nul pour

|m| > M (¢D (M — 1)+ k+ gD — q)
> M (¢q(DM — 1)+ k),

et par (11),
h(Z)A(T, Z2)d Z
B R )

ey q
pour |m| > M (¢(DM — 1)+ k). O
Corollaire 1.2.2.

Soit h(Z) € f(Z)A[Z] un polynéme de degré au plus k. Il existe des polynomes
9;(Z) de degré au plus D (K (f, k) 4+ q— 1) — q tels que

WZ) =39/ 2)5(2)
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Preuve.
On pose A(Z,T) = Y o ent Z%Jo,(T). Par construction (cf. (14)), |aj;| <
1<j<n

gD — q. Comme h(Z) € f(Z)A[Z] , ResA[T]/A[
conséquent, d’apres la proposition 1.2.1,

2= X Resaya | SGIHE T e

meN?
1<|Im|<K(f,k)

W(T)A(Z,T)dT

AT, gy | =0 P

q
N Jo. (TVR(T)dT ,,_.
= > zreamn | R T @ | n
i=1 1<j<n, meN?
0<|m—e; |[<K(fk)—1

En posant
N Jo (TYR(T)dTT ...
9i(Z) = > Z% Resa[r)/A { J;mll((;p)) ] iz,
1<j<n , meN?
0<|m—e;|<K(f,k)—1
on a:

degy (9:(Z)) < a(D — 1) + D (K(f,k) — 1)
<D(K(f.k)+q—1)—q. O

Corollaire 1.2.3.

Soient A est un anneau intégre nethérien, et f = (f1(2),..., fo(Z)) une suite
AlZ]
(f(2))
de type fini et A[Z] un A[f(Z)]-module de type fini.

Pour tout polynéme h(Z) € f(Z)A[Z] de degré au plus k, il existe des polynomes
g;(Z) € A[Z] de degré au plus kD1 + qD?? tels que

quasi-réguliére de A[Zy,...,Z,] telle que P = soit un A-module projectif

WZ) =30 Dh(2)

La démonstration procédera comme suit. Soit K le corps des fractions de A. On
montrera que pour tout h(Z) € f(Z)A[Z] on peut appliquer la formule de Weil
relativement a (f1(Z),..., fy(Z)) dans K[Z]. Le développement que l'on obtient
par ce procédé est en fait a ceefficients dans A[Z] et fournit les polynémes ¢,(Z) du
corollaire. On applique alors le corollaire 1.2.2 en remplacant A par K et en prenant
pour polynémes P;(Z) qui fixent la valeur de K(f, k), les polynémes minimaux de la
multiplication par Z; dans le K(f)-espace vectoriel K(Z). On montrera qu’ils sont
a ccefficients dans K[f] et fournissent donc une relation de dépendance intégrale de
Z; sur K[f]. Le théoréme de Perron que ’on rappelle ci-dessous permet de majorer
le degré de leurs ccefficients, et le corollaire 1.2.2 permet de conclure.

Le théoreme de Perron joue un role clé dans 'article de A. Ploski Growth of
proper polynomial mappings ([P]), et nous lui en savons gré de nous lavoir révélé.
Une preuve moderne de ce théoreme est donnée dans [J] ( §7, prop.7.2.1, p.231).
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Théoréme. (O. PERRON, [Pe], théoréme 57).

Soient K un corps commutatif, Py, ... P, € K[Z4,...,2Z,]| des polynémes non
constants de degrés dy, ..., dg41.
Alors il existe un polynéme non nul R € K[Ty,...,T,41] de la forme
R = > T (ca €K)

a=(a1,...,aq41)ENIT?
ardi+Fagri1dgr1<dida...dgt1

tel que
R(Pl,PQ,...,Pqul):O dans K[Zl,Zq]

Preuve du corollaire 1.2.3.

Soit K le corps des fractions de A et P’ =

. Comme P' = K®a P, P’ est
(f(2))

un K-espace vectoriel de dimension finie. f(Z) étant une suite quasi-réguliere de
AlZ], c’est une suite quasi-réguliere de K[Z]. En effet si G(X) € K[X},...,X,] est
un polynéme homogene tel que G(f(Z)) = 0, alors, quitte & multiplier G(X) par
un élément non nul de K, on peut supposer que G(X) € A[X] et par conséquent
ses ceefficients sont dans l'idéal engendré par f(Z) (appendice, §1, déf. 1.4). Ceci
nous permet de définir pour tout m € N7 , Resg(7)/x {A(Zf’g JZ{L((ZI:)) dT].

Par hypothese A[Z] est un A[f]-module de type fini, donc K[Z] = K®a A[Z]
est un K[f]-module de type fini. Ceci prouve que la formule de Weil relative &
(f1(Z),..., fy(Z)) dans K[Z] a un nombre fini de termes. Il existe un entier N tel
que

W= Y Resenye | *GINE T ). (15)
meN?
1<|m|<N

Comme A(Z,T) et h(T) sont des polynomes a coefficients dans A, la formule de

changement de base (cor. 1.3.5.3) montre que Resg(r/x [A(ZJC’”ZZZ?((;)) dT} € AlZ].

On a donc

2= % resama | SGINE ]

meN?
1<|m|<N

et (15) fournit des polynémes g;(Z) € A[Z] tels que h(Z) = ;1.:1 9;(2)f;(Z).

Le systeme {fi1(Z2),..., f;(Z)} formant une suite quasi-réguliere de K[Z], ce
systeme est algébriquement indépendant sur K. Par conséquent K|[f] est un anneau
factoriel et on peut aussi considérer son corps de fractions K(f). Par hypothese
K[Z] est un K[f]-module de type fini, donc K(Z) est un K(f)-espace vectoriel de
dimension finie.

Pour:=1,...,q, soit

mz,(T)=T% = Bi1 (/)T ' — -+ = Bia,(f) . (16)
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le polynéme minimal de la multiplication par Z;dans le K( f)-espace vectoriel K(Z).
Comme K[f] est factoriel, il est intégralement clos. Z; étant entier sur K[f], les
ceefficients du polynéme my, (T') sont dans K[f] ( [Mz], chap. 3, §9, th. 9.2).
mz, (T) étant un polyndme irréductible de K(f)[T] et a coefficients dans K[f], il est

irréductible dans K[f][T].
On note {W7,...,W,} des variables algébriquement indépendantes sur K[T et

g, (W, T) =T% — B ;(W)T% ™t — ... — By 4,(W) .

mz,(W,T) est un polynéme irréductible de K[W,T7.

On considere
p: KW, T| — K|[Z]

PW.T) — P(f(2),Z;)
K[Z] étant integre, ker p est un idéal premier et p induit une application injective

_ KW, T]

o, — K2
K[W,T]

Comme K[Z] est entier sur K[f], K[Z] est entier sur p < n
erp

dim (K[W T]

) . Ceci montre que

ker
premier de ,ilauteur 1 de 'anneau factoriel K[W,T], il est principal et est engendré
par un élément irréductible. Or mz, (W, T) € ker p et il est irréductible, c’est donc
un générateur de ker p.
Soit R;(W1,...W,,T) € K[W,T] le polynéme de Perron relatif a (f1(2), ..., f,(Z), Z;).
On note v la valuation définie sur K[W,T] par

v(Wi) = degy(fi(2)) , o(T) =1

Comme R;(W,T) € ker p, il est divisible par mz, (W, T'). Le théoréme de Perron et

) = dim(K[Z]) = q, et haut(ker p) = 1. Comme ker p est un idéal

les propriétés des valuations montrent pour j =1,...,d; :
q q
(di—j)+min (deg (fs(2))) degy (bi; (W) < v (bi;(W)TH ) H egz(fs(Z

Par conséquent

IN
<

min (deg,(£,(2))) degy (b1 (W) < [[ deg(/,(2))

q—1

®
Il

degyy (b ; (W)

IN
S

ol D = max <j<q (degz(fs(2)))-
En choisissant pour polynémes P;(T) comme relation de dépendance intégrale
de Z; sur K[f], les polynoémes my, (T), on a
M < DIt
K(f,k) < D! (¢(D" — 1) + k)
< gD* !t _g¢pi7t 4 kDI .
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D’apres le corollaire 1.2.2, les polynomes g;(Z) fournis par (15) et qui donnent la
relation

h(Z) = Zgj(Z)fj(Z) ,

vérifient
degy (9;(2)) < D (¢D**7 ' — gD "+ kD" 4 q—1) —¢q
< kD14 qD*' +¢D(1—-D" 1 —D —g¢ O
< kD94 qD?*? .
Remarques.

On peut noter que I'estimation des degrés n’est pas doublement exponentielle, et
qu’elle est valable sur tout anneau integre ncethérien. Elle a été obtenue uniquement
a 'aide de la formule de Weil et du théoreme de Perron. Lorsque A = C, cette
estimation n’est pas optimale (cf. par exemple [C-P] ou la majoration obtenue est
kD?). Toujours lorsque A = C, I'utilisation de la formule de Weil et des théoremes
d’annulation pour les sommes completes de résidus des applications polynomiales
propres donnent des estimations plus performantes ([B-Y1]).
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§2. UNE EXTENSION DE LA FORMULE D’EULER-JACOBI

2.1. Introduction.

Dans ce paragraphe A est un anneau ncethérien (non nécessairement local) et
R = A[Zy,...,Z;]. On établit une version dans R du théoreme d’Euler-Jacobi.
Plus précisément on prouvera le théoreme suivant:

Théoréme (Euler-Jacobi).

Soient f(Z) = {f1(Z),..., f(Z)} une suite quasi-réguliére de polynomes de R
R
(f(2))
k= (ki,...,kq) € (N*)9. On note hy(Z) la partie homogéne de degré d; de f;(Z).
On suppose que h(Z) = {hi(Z),...,he(Z)} est une suite quasi-réguliére de R, et

R

(h(2))

i) pour tout polynome q(Z) de degré au plus Y i, kid; —q—1 on a

de degré di,...,d, telle que

soit un A-module projectif de type fini, et

que un A-module projectif de type fini. Alors:

q(Z2)dZ

Resm/a {ffl<2>,...,f§q<z>] =0

i1) pour tout polynome q(Z) de degré Z?Zl kid; —q on a

o(2)dz B Q(Z)dZ
ResR/A{ 1kl<Z),,f§q(Z>:| —ReSR/A [hlfl(Z),,hl;q<Z) )

ou Q(Z) est la partie homogéne de degré > 7 | kid; — q de q(Z).

Lorsque A= C (rep. A= K est un corps), une version du théoreme d’Euler-
Jacobi est dans (|G-H] (chap.V, §2) (resp. [E-M] chap.4, §4.12). Les techniques
utilisées dans ce paragraphe sont proches de celles présentes dans [E-M], mais on
profite ici pleinement de I’établissement de la formule de Weil dans A[Z;,..., Z,]
ou A est un anneau ncethérien quelconque. L’article “Traces in strict Frobenius
algebras and strict complete intersections”de M. Kreuzer et E. Kunz donne une
preuve différente de ce théoreme (§4, cor. 4.6).
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2.2. La formule d’Euler-Jacobi.
On commence par établir ’équivalent dans R d’un théoreme classique de Macaulay
([T] ch.IV §20):

Théoreme 2.2.1.
Soient f(Z) = {fi(Z),..., f¢(Z)} une suite quasi-réguliére de polynémes ho-

R
mogénes de R de degré di,...,d, telle que (F(2)) soit un A-module projectif de
type fini. Alors tout monome de degré au moins § +1 = ?:1 dj —q+1 est dans

Vidéal (f(2)).

Preuve.
Soient a; ;(Z,T) € A[Z,T)] tels que

q
[l Z) = f(T) = aij(Z,T)(T; — Z;).
j=1
On peut choisir a; ;(Z,T) tels que deg,(a;;(Z,T)) < d; —1 (§1 (13)). On note
A(Z,T) = det(a; j(Z,T)). Par construction deg,(A(Z,T)) < 0, et on peut poser

A(Z,T)= > Z°Ju(T).

aeN?
la] <6
D’apres la formule de Weil, {Z® : |a| < 6} est un systéme de générateurs du
R
A-module F2) Pour tout 5 € N7 tel que |B] > 6 + 1, il existe des a, € A tels
que

(2° = aaZ%) € (f(2)).

lo| <6
Comme (f(Z)) est un idéal homogene, Z° € (f(Z)). O

Lemme 2.2.2.
Soient d € N* et les polynomes de R

f1(2) = Z{ + g1(2), ... [o(2) = Z + 9,(2)

ot g1(Z),...,94(Z) sont des polynomes de degré strictement plus petit que d. Alors:
i) {f1(Z),...,f(Z)} est une suite réguliére.
ii) Pour tout a = (o, ...,04) tel que 0 < a; <d, i=1,...,q:

Res Z% dZ — Res YA A
RIAN £1(Z),..  f(2)| T VORIA zd zd |-

q
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Preuve.
i) Pour montrer que la suite {f1(Z),..., f;(Z)} est réguliere, 1l suffit de vérifier
R

(f1(2),. .., fi-1(Z))

ant la division euclidienne des éléments de R par fi,..., f;_1 on obtient

que la multiplication par f;(Z) dans est injective. En effectu-

R

(f1<Z),...,fi_1(Z)) = Ai[Zi;Zi-H,...,Zq] ,

ou A; @ 0<fB.<d AZﬂ1 Zzﬁ_lil

s=1,..., 1—1

Soit f;(Z) 'image de fi(Z) dans Ay[Zi, Zis1,- .., Zq).

fi(Z) = 2} + gi(2) (2)

ou ¢;(Z) est un polynéme en Z;, Z; 11, ..., Z, a coefficients dans A; de degré stricte-

ment plus petit que d. Ceci montre que la multiplication par f;(Z) dans A;[Z;, Z; 41, . . .

est injective et prouve i).
ii) Solent ¢; ;(Z,T) € A[Z,T] tels que deg,(¢; ;(Z,T)) <d—1 et

d—1
[(2) = f(T) = Q_ZFT " 4 (2, D) Zi = To) + Y qi(Z,TNT; — Z;)
k=0 1§;§q

q
Z WT; — Z;).
On note

d—1
det(a;;(2,T)) =[] (Z ZfTid_k_1> + ) ZPQuD),
k

i=1 \k=0 BEeN?
|B]<q(d—1)—-1

et AlZ] — P
Za _ Zoz ’
la surjection canonique. Le noyau de

P®a AlT] — P
ZeT8 700

étant engendré par la suite quasi-réguliere ¢ = {Z; — Ty,...,Z, — T,}, on a
@ _T 280y (7
N 1 (POC T FD DR e
= BeN?
[8]<q(d—1)-1

Ogﬁj <d

» Z4)
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D’apres ’exemple 3.3.3 du chapitre I on a:

i1 ( Z;(lj ZfTidikA) +3 pene  ZPQ(T) | dZ

RGSR/A ‘/3|§(I(d*1)*1 = 1
0<B;<d
74,..., 74
C R Rd’ es 1 llaire I. 2.2.3. les f linéai R {
omme = y apres le corollalre 1. 2.2.9, 1es I0rmes lineaires €S
(F(2) ~ (z "™ R/A | 7d

.dZ . . R /14 .
et Resg/a [f1(Z), - ,fq(Z)} induisent le méme élément de homa (P, A), ce qui

prouve (1). O

Théoreme 2.2.3.
Soient f(Z) = {f1(Z),..., f(Z)} une suite quasi-réguliére de polynomes de R

soit un A-module projectif de type fini, et

R
de degré dy,...,d, telle que
! (f(2))
k= (ki,...,kq) € (N*)9. On note hy(Z) la partie homogéne de degré d; de f;(Z).

On suppose que h(Z) = {hi1(Z),...,he(Z)} est une suite quasi-réguliére de R, et
R

que un A-module projectif de type fini. Alors:

(h(2))
i) pour tout polynome q(Z) de degré au plus Y i, kid; —q—1 on a
q(2)dz }
RGSR A |: 1 kq =0 ; (3)
AL @), fd(2)

i) pour tout polynome q(Z) de degré >"7_, k;d; —q on a

q(Z2)dz 1 Q(2)dzZ
Resr/a [ ) kq = Resr/a . kq ) (4)
@) 1 @2) @), g (2)
ot Q(Z) est la partie homogéne de degré > 7_, k;d; — q de q(Z).

Preuve.

On pose
ri(Z) = fi(Z) — hi(Z)

F2) = (h(2) + ()"
= (2" +1(2)

ot h;(Z)*: est homogene de degré k;d; et deg,(ri(Z)) < k;d;. Comme les suites
{2k o f(2)ka}, {hi(Z)F, ... hy(Z)*a} sont quasi-régulieres, et les A-modules
R R

, sont projectifs de type fini, il suffit de prouver le théoreme lorsque
(f(2)%)" (M(Z)F)
ki =-+-=ky = 1. Comme précédemment on note 6 = > 7_, d; — q.

Les polynomes h;(Z) étant homogenes il existe, d’apres le théoreme 2.2.1, des
polynomes homogenes A; ;(Z) de degré 6 + 1 — d; tels que

Z* = Zq:Ai,j(Z)hj(Z) , (5)

.dZ

]

., 74
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et par construction:

deg, (det(4; ;(2))) = q(0 +1) = Y _d; (6)
=(g—1)3 .
On note .
9i(Z) =) Ai;j(2)f;(2)

1

<

q
=Z)T 4 AL(2)ri(2).
j=1

D’apres la loi de transformation

q(Z) dZ B q(Z)det(A; ;(2)) dZ
ReSR/A[fl(Z),---,fq(Z)] ‘RGSR/A[ 0w(2). ez |

Preuve de i).

Lorsque deg,(q(Z)) <6 —1, deg, (¢(Z) det(A4;;(Z))) < ¢6 — 1. Comme
degy (A; ;(Z)rj(Z)) < 0+1, par divisions euclidiennes successives de ¢(Z) det(4; ;(Z))
parles g;(Z) = Zf“—kzgzl A, i(2)rj(Z) ,i=1,...,q, ondétermine des polynémes
Q1(Z) < (g(Z)) et Q2(Z) = Z a=(a1,...,aq) Ao Z“ tels que:

q(Z) det(A; ;(2)) = 1(Z) + q2(2).
En appliquant le lemme 2.2.2 on obtient

4(Z) det(A, ;(2)) dz}

q
ReSR/A |: _ReSR/A |:91<Z)779CI(Z) (8)

91(2), -, 94(2)

et par conséquent
qo(Z) dzZ 1
Res =0,
A [fl(Z),---,fq(Z)

ce qui prouve i).

Preuve de ii).

D’apres i) on peut supposer que ¢(Z) est un polynéme homogene de degré §. En
appliquant la loi de transformation, (5) donne

(2) dz 4(Z) det(A; ;(2)) dZ

=as ,

oil a5 est le ceefficient du terme en Z7 . ..Zg de ¢(Z) det(A; ;(Z)). D’autre part,
comme ¢(Z)det(A; ;(Z)) est homogene de degré ¢d, il existe des polynéomes ho-
mogenes Ry(Z),...,Ry(Z) de degrés (¢ — 1) — 1 tels que

q
0(Z)det(A; j(2)) =Y ZI'Ri(Z) + asZ) ... Z) .
1=1
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Comme

Z7Ri(Z) = gi(Z)Ri(Z) — ZAi,j(Z)Tj(Z) Ri(Z)

et deg ((Z?Zl A; i(Z)r; (Z)) Ri(Z)> < ¢d, on a, en appliquant la méme preuve

qui a permis d’obtenir (8),

Resm/ [ (S A40s(20ry (D) B2y az | _

91(2), -, 94(Z)

ZPTR{(Z) dZ
. Hesm/a [m(Z) 942 >] .

Par conséquent en appliquant le lemme 2.2.2 on a

0(2) det(A;(2)) dZ ] _ o asZy ... 2% dZ
ReSR/A{ 01(2),... 94(2) }‘R R/A [gl<z>,...,gq<Z>}

asZy ... 2% dZ (10)
_ReSR/A |:Z5_|_1 qZ(s‘i']-
L2

=as .
D’apres (7), (9), (10) on obtient:

Resea q(2)dZ (Z)dZ ] |

_ q
fl(Z),...,fq(Z)} = Resr/a {hl(Z),...,hq(Z)
ce qui prouve ii).

Corollaire 2.2.4.
Soit f(Z) ={f1(2),..., f¢(Z)} une suite quasi-réguliére de polynomes de R de

degrés dy, . ..,dq telle que soit un A-module projectif de type fini. On note

((f(2))
hi(Z) la partie homogeéne de degré d; de fi(Z), a; j(Z,T) € A[Z,T] des polynomes

tels que
1Z) — (D) =3 s (2,7)(2, — ).
7=1
On pose A(Z,T) = det(a; ;(Z,T)).
Si h(Z) = {h1(Z),...,h¢g(2)} est une suite quasi-réguliére de R et

R un
(n(2)

A -module projectif de type fini, alors

A(Z,T) dZ

S T

RGSR /A

Preuve.
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D’apres la formule de Weil (chap. III, §1, exemple 1) on a

A(Z,T)dTy N --- NdT, _ _
D DI N [ s F B )

(B kg ) €(NF)4

D’autre part on peut choisir des polynomes a; ;(Z,T) tels que degy, (a;;(Z,T))
di —1, et degz(A(Z,T)) < 32%_, di — q. Par conséquent si (ki,..., k) # (1,...,
on a degy(A(Z,T)) < 375_ kidi — g — 1, et d’apres le théoreme 2.2.3

ZIA

A(Z,T)dTy A --- A dT,

Res -0 0
A[T]/A[ KT, .. fq(T) }
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APPENDICE

SUITES QUASI-REGULIERES

§1. SUITES QUASI-REGULIERES

Définition 1.1. (suites réguliéres)
Soient R un anneau et f = (f1,..., fy) une suite de R telle que fR # R. Pour

1 €10,1,...,g =1} onnote Ry =R, R; = —————=, et uy,., : Ri — R;

t ' C (e R T P T ’
l’endomorphisme multiplication par fiyq.

La suite (f1,..., fq) est réguli¢re si les endomorphismes py,, ..., jy, sont injec-

tifs.

Remarque 1.2.

La propriété pour une suite d’étre réguliere dépend, en général, de I'ordre de
ses termes. Par exemple on considere dans C[X71, X5, X3] les polynémes P;(X) =
Xl(l — Xg) s P2<X) = X2(1 — Xg) y et Pg(X) = Xg. La suite (Pl,PQ,Pg) n’est pas
réguliere, par contre la suite (Py, Ps, Py) est réguliere.

Proposition 1.3.
On considére R un anneau et f = (f1,..., fy) une suite réguliére de R.
i) Soient a; des éléments de R. Si ;.121 a; fi =0, alors pour tout i, a; € fR.
ii) Pour toute suite (ny,...,n,) € (N*)9, la suite (fI'*,..., fg") est réguliére.

Preuve.

i) On montre i) par récurrence sur ¢q. Si ¢ = 1, f; n’étant pas diviseur de zéro
dans R la propriété i) est vérifiée. Soit ¢ > 1 un entier, on suppose la propriété i)
prouvée pour toute suite réguliere (g1, ..., g4—1)-

Comme Y7 a;fi = 0, agfy € (f1,...fq—1)R. [ étant une suite réguliere,
'endomorphisme fiy, est injectif, et 'on a ag € (f1,... f—1)R. Il existe donc des
A; € R tels que a, = Z;I;} \;fj, et par conséquent on a: Zg;i(aj — X\ f))fj =0.
D’apres 'hypothese de récurrence on a (a; — A fy) € (fi,..., fo—1)R, donc a; €

(f1,---, fo)R.

Typeset by ApS-TEX
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ii) Il suffit de prouver que pour tout entier ¢ > 1 et ny > 1, lasuite (f{"*, fo, ..., fq)
est réguliere. Cette propriété est vraie pour ny = 1. Soit n; > 1 un entier, on sup-
pose montré par récurrence que la suite ( i’“_l, ooy fq1) est réguliere.

Soit j € {1,...q—1} et R; =

. L’endomorphisme de R ;, mul-
( {Llaf2>"'7fq)R !
tiplication par f;41, est injectif. En effet, soit r € Rtel querfj11 € (fi"', f2,..., f;)R.
On choisit des a; € R tels que 7fj411 = a1 f{"" +asfa+---+a;f;. On aen
particulier 7f; 1 € (ff*" ', fa,..., f;)R, ce qui inplique d’aprés 'hypothese de

ny—

récurrence que r € (f] 1,f2,...,fj)R. Il existe donc des A\ € R tels que
r = Alffl_l + Aofa + -+ A fj, par conséquent (aifi — Aifjt1) {“_1 + (ag —
Xofijx1)fo+ -+ (a; — Xjfj+1)f; = 0. D’apres hypothese de récurrence la suite
( {Ll_l,...,fj) est réguliere, donc d’apres i) cette égalité implique que (aif; —
AMfit1) € (f*71 ..., fi)R, donc en particulier A\ fj41 € (f1,...,f;)R. La suite
f étant réguliere, on en déduit que A\; € (fi,...,f;)R, et par conséquent r &
(..., f;)R. O

Définition 1.4.

Soit R un anneau. Une suite f = (f1,..., fy) de R qui engendre un idéal I tel
que I # R, est quasi-réguliére si elle vérifie les assertions équivalentes suivantes:

i) Pour tout entier m et tout polynéme P, (X1,...,X,;) € R[X1,...,X,] ho-
mogéne de degré m, Py (f1,..., f;) € I™T implique que tous les cafficients de Py,
sont dans I.

ii) Pour tout entier m et tout polynome P, (X1,...,X,) € R[Xy,...,X,] ho-
mogéne de degré m, Py(f1,..., fy) = 0 implique que tous les ceefficients de P, sont
dans I.

iii) Le T—homomorphisme

R m
p: T[Xl,...,Xq] —>gI'IR: @ W N
m>0
qui au polynéome homogéne de degré m Py, (X1,...,X,) fait correspondre la classe
m
de Pp(f1,..., fq) dans T est un isomorphisme.

Proposition 1.5.
Toute suite réguliere est quasi-réguliére.

Preuve.
D’apres la proposition 1.3, toute suite réguliere vérifie la condition ii) de la
définition 1.4.

Proposition 1.6.

Une suite f = (f1,..., fy) de R qui engendre un idéal I est quasi-réguliére si et
seulement si pour tout idéal maximal m D I, l’image de f = (fi,..., f;) dans Ry,
est une suite quasi-réquliére.
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Preuve.

Soit Pp,(Xi1,...,X,) un polynéme homogene de degré m de R[X;,..., X,] tel
que P, (f1,...,fq) = 0. D’apres le principe du passage du local au global, P, est
a coefficients dans I si et seulement si pour tout idéal maximal m D I, I'image de
P,, dans Ry [X1, ..., X ] est a coefficients dans Iy,. O

Proposition 1.7.
Soit R un anneau et f = (fi1,..., fy) une suite de R qui engendre un idéal I

R
tel que I # R. On note Ry = R, et pouri e {1,...,q—1} R, = ————.
(f1,---, [i)R
On suppose que pour i =0,...,q—1, (> I™R; = {0} (i.e R; est séparé pour la
topologie I-adique).
Si (f1,..., fq) est une suite quasi-réguliére alors elle est réguliére.

Preuwve.

On montre que f; est régulier, puis que {fs,..., f,}, image la suite {fa2,..., f,}
dans R, est quasi-réguliere. Par récurrence sur g ceci prouvera la proposition.

Soit 7 € R tel que rf1 = 0. {f1,..., fy} étant une suite quasi-réguliere, r € I
et il existe des a; € R tels que r = >"7_, a;f;. Par conséquent > 7, a;fif1 =0 et
a; € I. Ceci montre que r € I?, et le méme procédé prouve que r € N> L™ Par
hypotheése R est séparé pour la topologie I-adique, donc r = 0 et f; est régulier.

Soit p,, € R1[Xa, ..., X,] un polynéme homogene de degré m tel que py, (fa, ..., fy) =

0, et Py, € R[Xo, ..., X,] un polynéme homogene de degré m qui admet pour image
Pm- On a Pp(f2,... f,) € fiR et il existe w € I™ ™! tel que P (fa,... f,) = fiw.
En effet, si 'on suppose que w € I* avec k < m — 1, en notant G € R[X1,..., X,]
un polynéme homogene de degré k tel que w = Gi(f1,... fy) on a:

Fm(f2; ey fq) — fle(fb ey fq) c Im .
(f1,-.., fy) étant une suite quasi-réguliere et k < m — 1, les ccefficients de Gy

sont dans I, par conséquent w € I**! 1l existe donc un polynéme G,,_1 €
R[X1,..., X ] homogene de degré m — 1 tel que

Pm(f?a"'qu) = fle—l(fla"'7fq) .

On considere le polynéme homogene
Hp(Xq1,...,Xy) = Pn(Xa, ..., Xy) — X0Gpo1 (X4, .., X))

Ona H,,(f1,...,fq) =0, lasuite (f1,..., fy) étant quasi-réguliere et X ne divisant
aucun monome constituant Py, les ccefficients de P, sont dans I. Ceci prouve que
Pm € (f2, .., f¢)R1, et {fa,..., fy}, est une suite quasi-réguliere de R;. O

Corollaire 1.8.
Soit (R, m) un anneau local neethérien. La suite (fi,..., f;) est quasi-réguliére
si et seulement si elle est réguliere.

Preuve.
D’apres la proposition (1.5) il suffit de montrer qu’une suite quasi-réguliere est
réguliecre. Ry = R, Rq,...,Ry—1 étant des anneaux locaux ncethériens, ils sont

séparés pour la topologie I-adique. D’apres la proposition (1.7), (f1,..., fy) est
une suite réguliere. [
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En appliquant la proposition 1.6 on obtient:

Corollaire 1.9.

Soit R un anneau neethérien. Une suite f = (f1,...,f;) de R qui engendre
un idéal I est quasi-réguliere, si et seulement si pour tout idéal maximal m D I,
Uimage de f = (f1,..., fy) dans Ry, est une suite réguliére.

Corollaire 1.10.

Soit R un anneau nethérien, f = (f1,..., fq) une suite quasi-réguliére de R, et
n=(ny,...,ng) € (N9 Alors la suite f* = (f"*,..., fq") est quasi-réguliére.
Preuwve.

Soit m un idéal maximal de R contenant {f",..., f;*}. D’apres la proposition

1.9 I'image de la suite f dans R, est réguliere, donc, d’apres la proposition 1.3
I'image de la suite f™ dans R, est réguliere. [J

On énonce ci-dessous un critere pour les suites completement sécantes ( Bour-
baki, Algebre chap. 10, §9, N° 7).

Soient R un anneau et f = (f1,..., f;) une suite R qui engendre un idéal /. On
note K (fi,..., f;) le complexe de Koszul associé a f, et pour i > 0 les groupes
d’homologie H;(f). On considere le R-homomorphisme

o ‘R[Xy,... . X, — PI"

m>0

qui au polynéme homogene de degré m, P,,, (X1, ..., X,), fait correspondre P, (f1, ...

On note d I'idéal de R[X1, ..., X,] engendré par les éléments (f; X; — f;X;) pour
1 <i<j<gq OnabdcC keraf, donc af donne par passage au quotient un
R-homomorphisme:

ol - [ 1’0 ) q]—>@1m.
m>0

Comme dans la définition (1.4) on considére le R-homomorphisme:

R m
prFIXn X — e R= (P —y

m>0

Théoréme 1.11. (un critére pour les suites complétement sécantes, [B1], chap.10,
§9, N° 7, th. 1.)

Considérons les conditions suivantes:

(i) La suite f est réguliére.

(i) Pour tout i >0, H;(f) = 0.

(iii) On a Hy(x) = 0.
R[X1,..., X
R, Im
(v) L’homomorphisme p : T[Xl’ Xyl — e R=6,,50 Tl est bijectif.

(iv) L’homomorphisme o : — D, >0 I est bijectif.

On a alors les implications (i) = (i) = (ii) < (iv) = (v). Si pour 1 <i < qle

R-module est séparé pour la topologie I-adique, les conditions
R+ + fiiR pare poed 1

(i) a (v) sont équivalentes.

7fq)'
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Remarque 1.11.

Une suite qui vérifie la condition (ii) est appelée suite completement sécante.

§2. SUITES QUASI-REGULIERES SUR UNE ALGEBRE

Proposition 2.1.

Soient R une A-algébre et f = (f1,...,fy) une suite de R telle que P = fER

soit un A-module projectif de type fini. On note R le séparé-complété de R pour la
topologie f-adique, eto : P — R une section A-linéaire de la projection canonique
R — P.

(i) Pour tout v € R, il existe une suite (ro)acne de P telle que:

r= Z o(ra)f" . (1)

aeNg

(i) f est une suite quasi-réguliére si et seulement si pour tout r € R
Uécriture de (1) est unique.

Preuve.

Soient I = fR et » € R. On montre qu'il existe un unique élément ry € P tel
que (r — o(rg)) € I. En effet, si Pon pose ro = 7(r) on a n(r — o(rg)) = 0, donc
(r — o(rg)) € I. D’autre part si (r — o(r})) € I on a w(o(rg) — o (1)) = 0, donc
ro = T{).

Soit m un entier. On suppose montré par récurrence sur m l’existence d’une

suite (ra) | o de P telle que:

laf<m

(@) (7 = Zjajem ora)f*) € 741
(b) Si f est quasi-réguliere, la suite () pene dui vérifie (a) est unique.
|| <m

Comme {fP | 3 € N9et|3| = m + 1} est un systéme générateur du R-module
T 1 71 N Z ~ s . s .
I *1 Thypothése de récurrence (a), entraine lexistence d’une suite (ag) BeNe
) |8]=m-+1
d’élément de R telle que

r— > o) f*= > agf’. (2)

laf <m |Bl=m+1

On considere les éléments 73 € P tels que 73 = m(ag). D’apres (2) on a:

r= Y ora)f* = Y alrp)ff= ) (asg—alrp) S

|| <m |Bl=m+1 |Bl=m+1
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Comme 7 (ag — o(rg)) = 0, on a (ag — o(rg)) € I. Par conséquent

r— Z o(re)f* — Z o(rg)f? | e I™+2 . (3)

lo]<m |Bl=m-+1

Par récurrence on construit une série de terme général o(r,)f°. R étant séparé et
complet pour la topologie f-adique, cette série converge versret r =3 o, (7o) %,
ce qui prouve (7).

Si la suite f est quasi-réguliere et

r— Y o)=Y orp) | el (4)

lal<m 1B|=m+1

comme Y 5.y o(rp) f7 € I+ ona (r = D lal<m O'(T;)fa) I™+1, L’hypothése

de récurrence (b) permet de dire que r, = ., pour |a] < m, et par conséquent

r— Y olra)f*= Y ol f’ | elm?. (5)

laf<m |Bl=m-+1

De (3) et (5) on déduit

ST (o() —o(rg)) f7 e I™H2 (6)

|Bl=m+1

Or f est une suite quasi-réguliere de R. En effet, si on note I = fR, d’apres
Passertion (i B _ Rt pour tout enti ro_ I
assertion (7) on a =T et pour tout entier m, Ftl = il

La suite f étant

R
une suite quasi-réguliere de R, le T—homomorphisme

R m
PZT[Xlw--an]—)ngR: @W,

m>0
est un isomorphisme. Par conséquent
R . I
p: T[Xl,...,Xq] —gr;R = @ Tt
m>0

A~

R .
est un 7-isom0rphisme. Ce qui prouve que f est une suite quasi-réguliere de R. De

(6) on peut conclure que (J(r’ﬁ) — 0’(7‘5)) € I, par conséquent 7 (O’(T/ﬁ) — O'(T‘ﬁ)) =
0, ce qui prouve que rg = rjz pour |[3| = m + 1. Par récurrence sur m, ceci prouve
I'unicité de Pécriture de (1) lorsque f est une suite quasi-réguliere.
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Si f n’est pas une suite quasi-réguliere, il existe un entier p et des éléments
ao € R non tous dans I tels que

Z anf® | € IPH .

|o|=p

On note r, = m(ay). Comme (ay, — o(ry)) € I on a:

Z o(re)f™ | € IP*H .

|a|=p

Il existe par conséquent des bg € R tels que:

Y o) f =Y baf?.

la|=p |a|=p+1

D’apres la preuve de i), il existe une suite (rg) de P telle que

b= Y olrg,)f7 .

yENY

Par conséquent

S ol = S ol f7H =0,

lal=p |8l=p+1
yeN?

Ceci montre que lorsque f n’est pas une suite quasi-réguliere, 0 € R admet deux
écritures distinctes de la forme (1). O

Proposition 2.2.

R
Soient R une A-algébre et f = (f1,..., fy) une suite de R telle que P = 7R soit

un A-module projectif de type fini. On suppose que R est séparé et complet pour
la topologie f-adique. On note o : P — R une section A-linéaire de la projection
canonique ™ : R — P.

Pourje{l,...,q} etr=>_ o(ra)f* e (fi,.-., f;)R on a:

a€eN?
a=(aq,...,aq)

o 70 = (o1,...,05) #(0,...,0) .

Preuve.
Soient j € {1,...,q} et r € (f1,..., fj)R. On note I, = (f1,..., f;)R. Comme
r € I;, il existe des éléments a; o € R tels que

J
r= Z aiofi -
i=1
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On pose 79 = m(a; ). On a
J J
r— ZU(Ti,o)fi = Z (aio —o(rio)) fi -
i=1 i=1
Comme (a; o — o(ri0)) € fR, il existe des éléments a; , € R tels que

J

T_ZO-TlO Zzazk fsz
=1

=1 k=1
Soit m € N. On suppose montré par récurrence sur m, l’existence d’une suite

(Ti:a)1§z‘§j telle que:
lal<m

r—Z:E: (ria)fif® | € ;1m*1. (7)

i=1 |a|<m

L’hypothese de récurrence a été vérifiée pour m = 0.
D’apres (7) il existe des éléments a; g € R tels que:

J
r—Z Y oria)fif* =D > aipfif’

i=1 |a]<m i=1||=m+1

En notant r; 3 = m(a; g) on obtient:

J J
r=Y "N o(ria)fif*=Y Y olrip)fif’ = Z > (aig—o(rip) fif? .

i=1Ja|<m i=1 |B|=m+1 i=1|B|=m+1

Comme (a; g —o(r;3)) € I, on a:

T—ZZ (ria) fi = Z > o(rip)fif? | LI

1= 1|a‘§m 1= 1|B| m-+1

On construit ainsi par récurrence une série de terme général o(r; o) f; f¢. R étant
séparé et complet pour la topologie f-adique, cette série converge vers r, ce qui
prouve la proposition. [

Corollaire 2.3.
Une suite f = (f1,...,fq) qui vérifie les hypothéses de la proposition 2.2 est
réquliere.

Preuve. R
Pour j€{l,...,g—1} onnote Ry =R, R, = m, et pg, ., Rj —
L
R; I'endomorphisme multiplication par fj4.
Soit = cne 0(Ta) f¢ € R tel que
rfin= Y o(ra)finf* € (fi, o [)R . (8)

aeNg

D’apres la proposition 2.2, (8) nous permet d’écrire que si r, # 0 alors o(r,)f¢ €
(f1,--., fj)R, ce qui montre que r € (f1,..., f;)R et que 'endomorphisme py, , :
R; — R, est injectif. [
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Corollaire 2.4. R
Soient R une A-algébre, f = (f1,..., fy) une suite de R telle que P = 7R soit

un A-module projectif de type fini, et R le séparé-complété de R pour la topologie
f-adique. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) f est une suite quasi-réguliére de R.

(ii) L’image de f dans R est une suite régulicre.

Preuve.

Si 'image de la suite f dans R est réguliere, elle est en particulier quasi-réguliere,
et la proposition 2.2 prouve alors que f est une suite quasi-réguliere de R.

Si f est une suite quasi-réguliere de R, la proposition 2.2 prouve que son image
dans R est une suite quasi-réguliere. R étant séparé et complet pour la topologie
f-adique, la proposition 2.3 prouve que cette suite est réguliere dans R. O

Corollaire 2.5.
Soient R une A-algébre, f = (fi,...,f;) une suite quasi-réguliére de R telle
R
que P = f_R soit un A-module projectif de type fini, et n = (n1,...,nq) € (N*)%.
Alors la suite f™* = (fI",..., fq") est une suite quasi-réguli¢re de R.

Preuve.

Soit R le complété f-adique de R, et f l’image de la suite f dans R. f étant
une suite quasi- reguhere d apres le corollaire 2.4 f est une suite reguhere D’ apres
la proposition 1.3 f” = (fi", ..., fq ) est une suite réguliere de R. Comme R est
aussi le complété f"- adlque de R, ceci prouve f" est une suite quasi-réguliere de

R. U

§3. SUITES QUASI-REGULIERES DANS K[X7,..., X]

Proposition 3.1.

Soient K un corps infini, Py, ..., P, des polynomes de K[X; ..., X,]| et I l'idéal

K[X, ..., X,]
I

qu’ils engendrent. Si est un K espace vectoriel de dimension finie

alors:
(a) I est en intersection compléte.
(b) {P1,..., P} est une suite quasi-réguliére.
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Preuve de (a).
KX ..., X,]
1

p DO I est maximal. En effet

étant un K espace vectoriel de dimension finie tout idéal premier
K[X; ..., X,]
I

toriel de dimension finie, (un idéal de

étant artinien en tant que K espace vec-

KX;...,X
M est un sous K espace vectoriel

donc toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire) son spectre ne contient que
des idéaux maximaux. La hauteur des idéaux maximaux de K[X; ..., X,] étant
égale a g on a h(I) = u(I) = q, ou u(I) désigne le nombre minimal de générateurs
de I. Ceci prouve que I est en intersection complete.

Remarque:.

Comme K[X; ..., X,] est un anneau de Cohen-Macaulay ([M] (16.E) exemple 1
p.112 ), d’apres “Macaulay’s Unmixedness theoreme ” ([Ku;| théoreme 3.14 p.187),
il existe une suite réguliere qui engendre I. I est de profondeur q et toute suite
réguliere de I peut étre complétée en une suite réguliere de I de longueur q.

Preuve de (b).

La preuve de (b) est une conséquence du lemme suivant:

lemme 3.2.
Quitte a réindexer Py, ..., P,, il existe une suite (Q1,...,Q,) réguliére et des
a;; € K tels que:

Q1 =P
Q2=Pa+azsPs+ - +az.y
Q3 =Ps+azaPy+--+az.F,

Qq—1=Py—1 +aq-1,4F,
Qq = Pq

D’apres le lemme il existe des b; ; € K tels que :

P =
Py = Q2+ b23Q3 + -+ b 4Qq
Py = Q3 +b34Q4+ -+ b3,4Qq

Pq—l = Qq—l + bq—l,qu
Pq = Qq

I désignant l'idéal engendré par {Pi,..., P, }, on considere des A\, € K[X] tels
que Z| - AP € IT™TL On note A = {a € N9\|a| = met A, # 0}. En
a€eN?
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utilisant I'ordre lexicographique en partant de la gauche, on ordonne totalement A
et 'on a:

Z A P = \s PO + Z A P

la|=m a<d
aeN?
= )‘5le (Q2 + 52,3Q3 +eeet bZ,qu>62 s (Qq—l + bq—l,qu)5q71ng
) AaQTH(Q2 4 b23Qs + -+ b2,4Q0)* - Qg1 + bg—1,4Qg) 7 Qg
a<d
= AQ°+ > B.Q°
a<d
la suite (Q1,...,Q,) étant réguliere et engendrant I'idéal I on a : \s € I.

En réitérant le procédé on prouve que pour tout a, A\, € I, ce qui montre que la
suite {P, ..., P,} est quasi-réguliere.

Preuve du lemme.
Py n’étant pas un diviseur de zéro, {P;} est une suite réguliere. On suppose
construit par induction la suite (Q1, ..., Q,) réguliere qui vérifie les hypotheses du

% et Ass(R,) = {PB:,...,Bs} ensemble
17 R | p

des idéaux premiers associés a R,. L’ensemble des diviseurs de zéro de R, est
Ulgigs PBi.

Soit I, I'idéal de R, engendré par les images dans R, de Ppy1,..., P, . On a
I, & Uj<;<s Bi. Sinon, I étant engendré par Q1,...,Qp, Ppi1,. .., Py, tout élément
de I serait un diviseur de 0 dans R, et la suite réguliere (Q1,...,Qp) ne pourrait
pas étre complétée en une suite réguliere de I de longueur q. Ceci est contradictoire
lorsque p < q .

Par suite il existe (apt1,...,aq) € KI7P tel que:

lemme. Si p < ¢, soient R, =

(apt1Ppi1 + -+ agPy) ¢ U Bi

1<i<s

En effet, pour 1 < i < s, soit V; est le sous espace-vectoriel de K977 engendré
par les éléments (bp41,...,b04) € KI7P tels que (bpy1Ppt1 + -+ by FP;) € B . On
a dimg V; < ¢ — p, sinon en formant un systeme de Cramer on obtiendrait que
{Pps1,...,P;} C*B;. Par conséquent, K étant un corps infini, | J; ., Vi # K?7P.
(Pour tout i il existe une forme linéaire p; tel que V; C ker p; . Si (51,_. ..,€q_p) est
une base de K77, on définit les polynémes ¢;(X) = > 5-7 pi(e;)X; et F(X) =
[T;—, %i(X). F(X) n’étant pas nul et K un corps infini, il existe (apt1,...,aq) €
K97P tel que F(apy1,--.,aq) # 0, par conséquent (api1,...,0q) € Uj<ies Vi )

Pour (apt1,...,aq) & Uy<ijc, Vi on &

(apt1Ppt1 + -+ agFy) U B

1<:i<s
Quitte a réindexer Ppy1,..., P, on peut supposer que a,+1 = 1, on pose alors:

Qp+1 = Bpr1 + apy2FPpyo +--- +agFy
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Par construction Qp+1 ¢ U;<;<, PBi-
On a montré que ()11 n’est pas diviseur de 0 dans le quotient R,,, donc la suite
(Q1,--.,Qpt1) est réguliere , ce qui prouve le lemme par induction.
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