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Introduction

Ce cours d’algébre linéaire se compose de 9 Chapitres. Dans le premier Cha-
pitre on rappelle la définition et on donne sans démonstration les résultats clas-
siques sur les espaces vectoriels et les applications linéaires (théoréme de base
incompléte, théoréme de la dimension, etc. . .), avec en annexe une discussion de
la notion d’application injective, surjective, bijective, illustrée par I'introduction
des fonctions inverses des fonctions trigonométriques.

Au Chapitre 2 on introduit le calcul matriciel et on traite en détail des
formules classiques concernant les changements de base. Au Chapitre 3 on rap-
pelle les principales propriétés des déterminants, et on donne en annexe une
introduction aux notations de la Physique (convention de sommation sur
lindice répété, etc...). Au Chapitre 4 on introduit le polynéme caractéristique
pa d’une matrice carrée A, et on étudie la diagonalisation des matrices et des
endomorphismes.

On démontre directement au Chapitre 5 que pa(A) = 0 (théoréme de Cayley-
Hamilton) par la méthode des déterminants, on introduit le polynéme minimal
qa d’une matrice carrée A, et on démontre le théoréme de décomposition
de Jordan : toute matrice carrée A dont le polynéme caractéristique est scindé
s’écrit de maniére unique sous la forme A = D + N, avec D diagonalisable, N
nilpotente et DN = ND. Un calcul explicite de D et N est obtenu grace au
théoréme chinois pour les polynémes.

Ces résultats sont appliqués au Chapitre 6 a I'itération des matrices et a la
théorie des systémes différentiels linéaires. On présente au Chapitre 7 la théorie
des espaces vectoriels euclidiens (projections orthogonales, procédé d’orthogo-
nalisation de Gram-Schmidt), et le Chapitre 8 est consacré aux matrices carrées
symétriques et orthogonales, avec applications a la Géométrie. Le dernier Cha-
pitre est consacré a la notion de tenseur en Physique.

De méme que dans le cours d’algébre, on a mis ’accent sur la possibilité
de faire des calculs effectifs, et quand c’était possible on a systématiquement
utilisé le logiciel de calcul formel MUPAD. Ceci dit leffectivité des calculs trouve
vite ses limites en algébre linéaire dés qu’on s’écarte de problémes relevant de la
méthode du pivot de Gauss : I'impossibilité de trouver des formules algébriques
exactes pour résoudre les équations de degré supérieur a 4, et la complexité des
formules de Cardan-Tartaglia, font qu’en pratique on s’occupe essentiellement
des matrices carrées a 3 lignes et 3 colonnes ayant —2, —1,0, 1 ou 2 comme valeur
propre évidente.

Aitzin solasa

Algebra linealaren ikastaldi hau bederatzi kapituluz osatua da. Lehen kapi-
tuluan definizioa oroitarazi eta frogapenik gabe espazio bektorialei eta aplikazio
linealei buruzko emaitza klasikoak (oinarri ezosoaren teorema, dimentsioaren
teorema, etab.) emanak dira. Aplikazio injektibo, suprajektibo eta bijektiboen



ii

nozioak eranskinean eztabaidatuak dira, funtzio trigonometrikoen alderantzizko
funtzioen aurkezpenaz ilustraturik.

Bigarren kapituluan matrize-kalkulua aurkeztu eta oinarri-aldaketen formula
klasiko batzu xeheki landuak dira. Hirugarren kapituluan, determinanteen pro-
pietate nagusiak oroitaraziak dira, eta eranskinean Fisikako idazkeren sarrera
bat egina da (indize errepikatuarekiko batuketaren hitzarmena, etab.). Laugar-
ren kapituluan, A matrize karratuaren p4 polinomio karakteristikoa aurkeztua
da, eta matrizeen eta endomorfismoen diagonalizazioa ikertua.

Boskarren kapituluan p4(A) = 0 (Cayley-Hamiltonen teorema) zuzenean
determinanteen metodoaren bidez frogatua da, A matrize karratu baten g4 po-
linomio minimala aurkeztua da, eta Jordan-en deskonposaketa teorema
frogatua : polinomio karakteristiko zatitua duen A matrize karratu oro era ba-
karrean A = D + N forman idazten da, non D diagonalizagarria den, N nilpo-
tentea eta DN = N D. D eta N-ren kalkulu esplizitua polinomioendako teorema
txinoari esker lortua da.

Emaitza hauek matrizeen iterazioari eta sistema diferentzial linealen teoriari
aplikatuak zaizkie seigarren kapituluan. Zazpigarren kapituluan, espazio bekto-
rial euklidearren teoria aurkeztua da (projekzio ortogonalak, Gram-Schmidt-en
ortonormalketa prozedura), eta zortzigarren kapitulua matrize karratu simetri-
koei eta ortogonalei buruzkoa da, Geometriarako aplikazioez horniturik. Azken
kapitulua Fisikako tentsore nozioari eskainia zaio.

Algebra ikastaldian bezala, kalkulu eraginkorrak egiteko aukera azpimar-
ratu da, eta ahal zenean MUPAD kalkulu formalaren programa sistematikoki
erabili da. Dena den, algebra linealean, Gauss-en ezabapen-metodoari dagoz-
kion problemetarik urrunduz gero, kalkulu eraginkortasuna laster bere muge-
tara heltzen da : 4. mailatik gorako ekuazioen ebazteko formula algebraiko ze-
hatzen aurkitzeko ezintasunak, eta Cartan-Tartaglia-ren formulen konplexuta-
sunak, funtsean —2, —1,0,1 edo 2 balore propio nabaria duten 3 errenkadako
eta 3 zutabeko matrize karratuez arduratzea ekartzen
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Chapitre 1

Espaces
vectoriels,applications
linéaires

1.1 Indépendance linéaire, bases

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel E sur un corps K (on dit aussi un K-
espace vectoriel) est un groupe abélien additif muni d’une loi de composition
externe (A, z) — A.x de K X E dans E possédant les propriétés suivantes

(i) AN+ p)x=Az+px VYre E\VAe K,Vue K,

(i1) A\.(p.x) = (Aw).x Vo € E,VA € K,Vu € K,

(ii) \(x +y) =Xz + Ay Vo€ E,Vyc EVAEK,

(iv) Lo =x Vx € E.

On écrira Az au lieu de M.z si aucune confusion n’est & craindre. On a
I'importante notion de sous-espace vectoriel.

Définition 1.1.2 On dit qu’une partie non vide F' d’un K-espace vectoriel F
est un sous-espace vectoriel de E si on a les deux propriétés suivantes
(i)zr+yeF VYxeFVyeF.
(ii)hr € F YA€ K Vx € F.

Il est clair que si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F' est lui-méme
un K-espace vectoriel pour la restriction a F' de I'addition de F et du produit
d’un élément de E par un élément de K. De plus pour qu'une partie non vide
F' de E soit un sous-espace vectoriel de F il faut et il suffit que l'on ait :

(1.1) e +py € F YAe K, Vue K, Ve € F,Vy € F.

1
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Une récurrence immeédiate montre que 'on a alors la propriété suivante

(12) Y Nz, €F Vn>1, Va,... 2, €F V,... .\ €K
=0

D’autre part il est clair que ’on a la propriété suivante

Proposition 1.1.3 Soit (E;);er une famille quelconque de sous-espaces vecto-
riels d’un espace vectoriel E.
Alors Nier E; est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire 1.1.4 Soit E un espace vectoriel sur un corps K et soit A une
partie non vide de E. Alors l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
E contenant A est un sous-espace vectoriel de E contenant A, qui est appelé le
sous-espace vectoriel de E engendré par A, et qui est noté Vect(A).

Définition 1.1.5 1) On dit qu’une famille (ey, ..., ex) déléments d’un K-espace
vectoriel E est libre (ou que les vecteurs ey, ..., e, sont linéairement indépen-
dants) si on a la condition suivante

(13) Aer+... e, =0= X\, =0 Vi<k.

2) On dit qu’une famille (eq,...,e) déléments d’un K-espace vectoriel E
est génératrice si pour tout x € E il existe A\1,..., \p € K tels que x = \eq +
e+ Ager.

3) On dit qu’une famille (eq,...,ex) d’éléments d’un K-espace vectoriel E

est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

On dit qu'un K-espace vectoriel E # {0} est de dimension finie s’il existe une
famille finie d’éléments de E qui est une base de E. On a le résultat fondamental
suivant.

Théoréme 1.1.6 1) Pour qu’un K-espace vectoriel E # {0} soit de dimension
finie il faut et il suffit qu’il posséde une famille génératrice finie. Dans ce cas
toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments, et ce nombre est appelé
la dimension de E.

2) Sidim(E) =n, et si(f1,...,fx) est une famille génératrice d’éléments
de E alors k > n. Si k =n, alors (f1,..., fr) est une base de E. Si k > n, alors
il existe une suite strictement croissante iy, ..., i, d’entiers inférieurs ou égaux
a k tels que (fiy, ..., fi,) soit une base de E.

3) St dim(E) = n, et si (e1,...,ep) est une famille libre d’éléments de
E alors p < n. Si p = n, alors (e1,...,ep) est une base de E. Si p < n,
alors il existe une famille (epy1,...,e,) de n — p éléments de E telle que
(e1,-..1€p,€pt1,...,en) soit une base de E("théoréme de la base incompléte”).

On dira par convention que 'espace vectoriel réduit a {0} est de dimension
nulle.
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Corollaire 1.1.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit F' un
sous espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie, et dimF < dimkFE.
Sion a dim F = dim E, alors E = F.

Démonstration : Si F' = {0} il n’y a rien & démontrer. Sinon toute famille libre
d’éléments de F' posséde au plus n éléments, on n = dim(E). Soit p le plus

grand entier pour lequel il existe une famille libre (e1,...,e,) de p éléments de
F. On a p < n. Soit « € F. Comme la famille (eq,...,ep,x) n’est pas libre,il
existe une famille (A1,..., Ap11) d’éléments non tous nuls de K telle que Aje; +
oo+ Apep+Ap1z=0.0na Ay #0, car sinon Ay, ..., A, seraient également
tous nuls puisque (e1,...,ep) est libre. On obtient
P
Aj
T = — ej.
j; Ap+1
Ceci montre que (e, ..., ep) est génératrice. C’est donc une base de F. Donc

F est de dimension finie, et dim(F) = p < n = dim(E).
Si dim(F) = dim(FE), soit B une base de F. Alors B est une base de E, donc
E=F &

Exemple 1.1.8 1) Soit K un corps. On munit ’ensemble K™ des familles
(x1,...,2p) den éléments de K des opérations suivantes

(1, Zn) + W1y yn) = (@1 + Y1y s T + Yn) Y(X1,...,2,) € KT,
V(yl,...,yn) c Kn,

AMz1, .o yxn) = Az, .., Axy,) VAEK, Y(xg,...,2,) € K™

Posons e; = (0;,j)1<j<n pour 1 < i < n. On vérifie facilement que K™ est
un K-espace vectoriel de dimension n et que (ey,...,e,) est une base de K™.

2) Le plan vectoriel du Lycée est un espace vectoriel réel de dimension 2, et
lespace vectoriel du Lycée est un espace vectoriel réel de dimension 3.

3) Muni des opérations usuelles, C est un espace vectoriel réel de dimension
2, et (1,4) est une base de C.

4) L’espace K[z] des polyndémes sur un corps K est un K-espace vectoriel
pour les opérations usuelles.Il n’est pas de dimension finie.

5) Pour n > 0, Uespace K,[x] des polynomes de degré inférieur ou égal a n
a coefficients dans K est un K-espace vectoriel de dimension n+ 1, et la famille
(1,x,...,2™) est une base de K,[x].

1.2 Théoréme de la dimension pour la somme de
deux espaces vectoriels

Définition 1.2.1 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel E. On pose F + G = {z + y}peryea-
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On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.2 Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de dimension finie
d’un espace vectoriel E. Alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N Q).

On dit que F et G sont en somme directe si F NG = {0}. Dans ce cas tout
x € F'+ G s’ecrit de maniére unique sous la forme z =y + z, avec y € F, z € G.
Dans cette situation on écrit F' & G au lieu de F' + G.

Exemple 1.2.3 On considére 'espace vectoriel Ro[X]| des polynomes a coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal & 2. On pose E = {p € Ra[z] | p(2) = 0}
et F = {p € Rofz] | p(1) = p(=1) = 0}. Alors E et F sont deux sous-espaces
vectoriels de Ra[z], et Ry[z] = E & F.

En effet pour p,qg € E, A\, u € Ron a (Ap+ uq)(2) = Ap(2) + ug(2) = 0, donc
E est un sous-espace vectoriel de Ro[z]. De méme pour p,g € F,\,u € R on a
(Ap + pq)(1) = Ap(1) + pg(1) = 0, et (Ap + pg)(—1) = Ap(—1) + pg(-1) =0,
donc F est un sous-espace vectoriel de Ro[X].

Soit p € ENF. On a p(—1) = p(1) = p(2) = 0. Comme un polyndme non
nul de degé inférieur ou égal & 2 posséde au plus deux racines distinctes, on a
p=0et ENF = {0}, et on peut considérer la somme directe E & F.

Posonsu=z—2,v=xz(x—2).Onauc Fetve E.Si A€ R, ueR, et si
A+ po = 0 alors (A + px)(z —2) =0, donc A+ px =0 et A = = 0. Donc la
famille {u, v} est libre.

Sip € E, alors p est divisible par z—2 et il existe ¢ € R[x] tel que p = g(x—2).
On a d°(q)+d°(x—2) = d°(p) < 2donc d°(q) < 1, et g est de la forme ¢ = A+ px
avec A\, it € R. On a alors p = Az — 2) + px(z — 2) = Au + pv et on voit que
{u,v} est une famille génératrice de E. Par conséquent {u, v} est une base de
E et dim(E) = 2.

Posons w = 2?2 —1 € F. Si p € F alors p est divisible par z — 1 et 2 + 1
qui sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Gauss, p est divisible par
(x = 1)(x+1) = w. On a donc p = qw, avec w € R[z]. On a 2 > d°(p) =
d°(q)+d°(w) = d°(q)+2 donc d°(q) = 0 ou g = 0, et le polyndme ¢ est constant.
Donc p = Aw, avec A € R, et F' est le sous-espace vectoriel de dimension 1 de
Ro[x] engendré par w.

Ona E®F CRyz], et dim(E® F) =dim(E+ F) = dim(E) + dim(F) —
dim(E N F) = dim(E) + dim(F) = 3 = dim(Ry[z]). Donc Ryjz] = E @ F.

1.3 Applications linéaires
On va maintenant introduire I'importante notion d’application linéaire.

Définition 1.3.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K. On dit
qu’une application u : E — F est linéaire si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées
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u(zr+y) =ulx)+uly) VreEVyeF.

2) u(Ax) = du(z) Vre EVAeK.

Siu: E — F est linéaire , on appelle noyau de u l’ensemble Ker(u) :=
{z € E | u(z) = 0}, et on appelle image de u 'ensemble Im(u) := u(E) =
{u(@)}er-

Une application linéaire uw : E — E est appellée un endomorphisme de
E.

Il est clair qu’une application v : E — F est linéaire si et seulement si la
condition suivante est vérifiée

(1.4)  u(a+py) = Au(z) + puly)  Vo,y € EVA p€ K.

Si A, B, C sont trois ensembles et si ¢ : A — B et v : B — C sont deux
applications , la composée 1o ¢ : A — C est application définie par la formule

(1.5) (Yo g)(x) =(d(x)) VzeA

On a alors le résultat évident suivant :

Proposition 1.3.2 Soient E4,...,Ey des espaces vectoriels sur un corps K,
avec k > 3, et pour 1 <i <k —1 soit u; : E;11 — E; une application linéaire.
Alors Uapplication composée up_10...0uy : By — Ey est linéaire.

Proposition 1.3.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K et
soit u : E — F une application linéaire.

(i) Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E, et Im(u) est un sous-espace
vectoriel de F.

(ii) Si E est de dimension finie, et si B = (eq,...,e,) est une base de E,
alors w(B) := (u(er),...,u(e,)) est une famille génératrice de Im(u). De plus
u(B) est une base de Im(u) si Ker(u) = {0}.

Démonstration (i) Si z1, 29 € Ker(u) , A1, 2 € K, on a u(Az1 + Aoxs) =
Au(zr)+FA2u(ze) = 0, done A\yz1+ 220 € Ker(u), et Ker(u) est un sous-espace
vectoriel de E.

Soient maintenant yi,y2 € Im(u) et Ay, Ay € K. 1l existe 21,22 € E tels que
u(z1) = y1,u(w2) = ya, et on a A\y1 + daya = Au(xr) + dou(z) = u(Azg +
Aox2) € I'm(u). Donc I'm(u) est un sous-espace vectoriel de F.

(ii) Si E est de dimension finie , et si B = (ey, ..., e,) est une base de E, soit
y € Im(u). Il existe x € E tel que u(z) =y, et il existe aq, ..., a, € K tels que
z = p_;aper. On aalors y = u(z) = u(d>_,_, arer) = > r_; axuleg). Donc
u(B) est une famille génératrice de Im(u).

Si on suppose de plus que Ker(u) = {0}, solent A1,..., A, € K tels que
Aru(er)+. ..+ qu(en) = 0. Onau(Ader+. . .+ nen) = Muler)+. ..+ \ule,) =
0, donc Aje; + ...+ Apen, =0.

Comme Ker(u) = {0}, on obtient Ajeq +. ..+ Aye, = 0. Comme B est libre,
on a A\, = 0 pour 1 <k < n, ce qui prouve que u(B) est libre, et u(B) est dans
ce cas une base de Im(u). &
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Exemple 1.3.4 1) L’application D : p — p’ est un endomorphisme de C,|x]
pour n. > 1. Le noyau de D est l’espace vectoriel de dimension 1 formé des
polynomes constants, et limage de D est égale 4 C,,_1[z].

2) Les homothéties vectorielles et les symétries vectorielles sont des endo-
morphismes du plan vectoriel et de l’espace vectoriel de dimension 3 vus au
Lycée. Les rotations vectorielles sont des endomorphismes du plan vectoriel eu-
clidien.

3) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et soit B = (e1,...,ep) une
famille finie d’éléments de E. On note Fg = {A1e1 + ... + A\pep}(ns,... 2, )ekr
l’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de B. Alors Fg est un sous-
espace vectoriel de E, et Fg = Vect(B).

4) Si E est un espace vectoriel et si F' et G sont des sous-espaces vectoriels
de E tels que E = F & G, Uapplication P = Pp ¢ qui @ * € E associe l'unique
y € F tel que x —y € G est un endomorphisme de E tel que Im(P) = F
et Ker(P) = G. Cette application linéaire est appelée projection de E sur F
parallélement a G , et on a Po P = P.

En effet il est clair que D est linéaire et que Ker(D) = {p € C,[z] | d°(p) =
0}, qui est l’espace vectoriel de dimension 1 formé des polyndmes constants.D’autre
part Im(D) C Cp—q[z]. Sip=ap+ ...+ ap_12"" ' € C,_1[z], on a

p = D(apx + %:f +...+ Mm") € Im(D),
n
et par conséquent on a bien Im(D) = C,,_1[x].

Considérons maintenant une famille finie B = (e, ..., ep,) d’éléments d’un
espace vectoriel E sur un corps K. Pour A = (Aq,...,\,) € K?, posons ¢(A) =
> r_1 Akek. Une vérification immeédiate montre que ¢ : K — E est linéaire, et
par conséquent F = Im(¢) est un sous-espace vectoriel de E. D’autre part il
est clair que Fg C GG si G est un sous-espace vectoriel de E contenant B. Par
conséquent F coincide avec le sous-espace vectoriel Vect(B) de E engendré par
B.

Considérons maintenant deux sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace
vectoriel E tels que F = F @ G. Pour z € E, il existe un unique couple (y, z) €
F x G tel que x = y + 2, et par conséquent I'application P = Pp ¢ introduite
ci-dessus est bien définie.Soient z1,z9 € F et soientA;, Ao € K. On a A\jx1 +
Agmg — )\1P(I1) — )\QP(IQ) = )\1(1’1 — P(l‘l)) + )\2(172 — P(Ig)) € G, et on a
donc P(A1x1 + Aazxe) = A1 P(x1) + A2 P(x2), ce qui montre que P est linéaire.
On a Im(P) C F. Siy € F on a par définition P(y) =y,cary— 0=y € F, et
y € Im(P), ce qui montre que Im(P) = F. Donc si « € F, on a P(z) € F et
P(P(x)) = P(x), ce qui montre que Po P = P.

SizeGonaz—0=z¢€G,donc P(z) = 0. Réciproquement si P(z) = 0,
onaz=z— P(z) € F, et par conséquent Ker(P)=G.

Notons que si E = F @ G, et si (y, z) est P'unique élément de F' x G tel que
r=y+z onay=Prg(x)et z=Pgr(r). Avec les notations ci-dessus, on
obtient, si F = F & G,
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(1.6) Prg+ Pgr=1g,

ou Zg : x — x est Papplication identité de F.

1.4 Théoréme de la dimension pour les applica-
tions linéaires

On va maintenant démontrer un "théoréme de la dimension" pour les appli-
cations linéaires.

Théoréme 1.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K et soit
u: E — F une application linéaire.
Si E est de dimension finie, alors dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E).

Démonstration : Si Ker(u) = E, le résultat est évident. Si Ker(u) = {0},
il résulte de la proposition 1.13 (ii) que dim(E) = dim(Im(u)), et le résultat
est encore vérifié.

Supposons maintenant que Ker(u) # {0} et Ker(u) # E. Soit (e1,...,e€p)
une base de Ker(u). D’apreés le théoréme de la base incompléte, il existe ep41, . . .,
en € E tels que (e, .. ., e,) soit une base de E. Comme u(e1) = ... =u(ep) =0,
il résulte de la proposition 1.13 (ii) que (u(ep+1),---,u(ey,)) est une famille ge-
nératrice de Im(u). Soit G le de E engendré par ept1, .., €p.

Siz e GN Ker(u), il existe ai,...,ap et fB1,...,0n—p € K tels que z =
orer +...opep = Prepr1 + ...+ Bn_pen. On a alors

arer + ... apep — Brepr1 — ... — Bn_pen = 0.

Comme (e1,...,e,) est une base de E,ona o = ... =, =01 = ... =
Bp = 0, et x = 0. Soit maintenant v la restriction de v & G , c’est & dire
lapplication v : G — F définie par la formule v(z) = u(z) pour x € G. On
a Ker(v) = Ker(u) NG = {0}. Il résulte alors de la proposition 1.13 (ii) que
(u(ept1)s .- - ulen)) = (v(ept1), .., v(e,)) est libre. Donc (u(ept1), ..., uley))
est une base de Im(u) et dim(Im(u)) =n — p.

On a alors dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) =n —p+p =n = dim(E), ce qui
achéve la démonstration. &

Exemple 1.4.2 Posons F := {(z,y,z) € R® | x — Ty + 82 = 0}. Alors F est
un sous-espace vectoriel de R3, et dim(F) = 2.

En effet posons u(z,y,2) = x — Ty + 82 pour (x,y,2) € R?. 1l est clair que u
est une application linéaire de R? dans R. Comme u # 0 on a dim(Im(u)) > 1,
donc dim(Im(u)) = 1 puisque Im(u) C R. Comme F = Ker(u), F est un
sous-espace vectoriel de R? et dim(F) = dim(R?) — dim(Im(u)) = 2.
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Soient A et B deux ensembles, soit ¢ : A — B une application, et soit y € B.
On dit qu’un élément x de A est un antécédent de y pour ¢ quand ¢(x) = y.
On dit que ¢ est injective quand tout y € B posséde au plus un antécédent
pour ¢, et on dit que ¢ est surjective quand tout y € B posséde au moins
un antécédent pour ¢. On dit enfin que ¢ est bijective quand ¢ est a la fois
injective et bijective.

Si ¢ est bijective, on appelle application réciproque de ¢ l'application
¢! : B — Aquiay € B associe I'unique z € A tel que ¢(x) = y. Cette
application réciproque est caractérisée par les propriétés suivantes

(1.7) ¢plogp=Ts et ¢pod ' =1Ip

ou Z4 et Iy désignent I'application identité x —— x sur A et B.
On donnera en annexe divers exemples illustrant ces notions. En ce qui
concerne les applications linéaires, on a les deux propriétés suivantes

(1.8) Une application linéaire u est injective si et seulement si Ker(u) = {0}.

(1.9)  Siwu:E — F est linéaire et bijective,alors u™' : F — E est linéaire.

En effet Ker(u) est 'ensemble des antécédents de 0. Comme u(0) = 0, on
voit que Ker(u) = {0} si u est injective. Supposons maintenant que u : £ — F
est linéaire et non injective. Il existe alors y € F possédant deux antécédents
distincts x1 et z9 pour u. On a alors u(x; — x2) =y —y = 0, donc 1 — x5 €
Ker(u) et Ker(u) # {0}, ce qui établit (1.8).

Supposons maintenant que u : F — F est linéaire et bijective, et soient
y1,y2 € F et A, € K. On a u(Mu=t(y1) + Aou" () = M(uou=1)(y1) +
Ao (uou™1) (y2) = My1+Aaya. Done Adju=t(y1)+Xou (y2) = (u=tou)(Au™t (y1)+
Aou= M (yo)) = u M u(Au™ (Y1) + A2u" ! (y2))] = u™ (A1 + A2ya), ce qui prouve
que u~ ! est linéaire.

On a alors la conséquence suivante du théoréme de la dimension.

Corollaire 1.4.3 Soient E et F deuz espaces vectoriels sur un corps K, et soit
u : E — F une application linéaire. Si E et F sont de dimension finie, et si
dim(E) = dim(F), alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) u est injective

(#) u est surjective

(#i) u est bijective

Démonstration : Siwu est injective on a dim(Ker(u)) = 0, donc dim(Im(u))
= dim(E) — dim(Ker(u)) = dim(E) = dim(F). Comme Im(u) C F, on a
alors Im(u) = F et u est surjective. Si u est surjective le méme calcul montre
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que dim(Ker(u)) = dim(E) — dim(Im(u)) = dim(E) — dim(F) = 0, donc
Ker(u) = {0} et u est injective d’aprés la propriété (1.8). Donc (i) et (ii)
sont équivalents, ce qui montre que (i) = (4i7). D’autre part il est évident que

(iid) = (i). &

Exemple 1.4.4 ][I existe une application linéaire v : Ry[z] — R, [x] telle que
v(p) +v(p)’ = p pour p € Ry[z].

En effet posons u(p) = p+p’ pour p € R, [z]. L est clair que u : R, [z] — R, [z]
est linéaire. Sip # 0 on a d°(p") < d°(p) donc d°(u(p)) = d°(p+p’) =d°(p) >0
et u(p) # 0. Par conséquent Ker(u) = {0}, u est injective et donc u est bijective.
Posons v = u~t. Alors v est lindaire. Si p € R, [z] on a u(v(p)) = p, c’est a dire
que v(p) +v(p) = p.

Pour conclure ce Chapitre on va introduire une structure vectorielle sur
Iensemble L(FE, F') des applications linéaires d’un espace vectoriel E dans un
espace vectoriel F, et une structure d’anneau sur I’ensemble des endomorphismes
d’un espace vectoriel E.

Pour A € K,u € L(E, F), on définit A\u € L(E, F) par la formule

(1.10) (Au)(x) = Au(xz) Vz € E.

De méme pour u € L(E, F),v € L(E, F), on définit u+ v € L(E, F) par la
formule

(1.11) (u+v)(x) =u(z)+v(xr) VrekE.

Une vérification immédiate montre que les application Au et u + v définies
ci-dessus sont bien des applications linéaires de F dans F.
Des vérifications de routine permettent alors d’obtenir le résultat suivant

Proposition 1.4.5 (i) Soient E et F deuz espaces vectoriels sur un corps K et
soit L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F. Alors L(E, F)
est un espace vectoriel sur K pour les lois définies par les formules (1.10) et
(1.11).

(i) Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Alors L(E, E) est un anneau
unitaire pour laddition définie par la formule (1.11) et pour la composition des
applications.

On verra au Chapitre suivant que si dim(E) = m et dim(F) = n alors
dim(L(E, F)) = mn.
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1.5 Annexe au Chapitre 1 : Application réci-
proque d’une bijection

Soient Uy, Us, Uz trois ensembles et soient ¢1 : Uy — Uy et ¢ : U3 — Us
deux applications. On définit [’application composée ¢ o ¢1 : Uy — Us par la
formule

(1.12) (¢2 o ¢1>(u) = ¢2(¢1 (u)) Yu € Uy.

Soient maintenant Uy, Us, Uz, Uy quatre ensembles et soient ¢y : Uy — Uy,
¢o : U3 — Us et ¢3 : Uy — Us trois applications. On déduit immeédiatement de
la formule (1.12) que l'on a

(1.13) ¢30 (P2 0¢1) = (P30 ¢2) 0 1.

Supposons maintenant que ¢ : U — V est bijective.Dans ce cas tout élément
v de V posséde un unique antécédent u pour ¢. Autrement dit il existe un unique
u € U tel que ¢(u) =v.

Définition 1.5.1 Soit ¢ : U — V wune application bijective. On appelle ap-
plication réciproque de ¢ l’application ¢~' : V. — U qui a v € V associe
UVunique élément de U tel que ¢(u) = v. Autrement dit siu € U,v € V, alors

w=0"(v) < v = g(u).

Notons Zy : u —— wu l'application identité sur U et notons Zy : v — v
I’application identité sur V. Si ¢ : U — V est bijective, on obtient les formules

(114)  ¢7'od=Ty, ¢od ' =Ty.

En effet comme ¢(u) = ¢(u) on a (¢~ o¢)(u) = ¢~ (¢(u)) = u pour u € U.
D’autre part on a par définition (¢ o ¢~ 1)(v) = ¢(¢~1(v)) = v pour v € V.

Proposition 1.5.2 Soit U un ensemble, et soit S(U) Uensemble des bijections
de U sur lui-méme. Alors (S(U),0) est un groupe dont l'unité est Iy, et l'inverse
de ¢ € S(U) est égal a lapplication réciproque ¢—1. De plus si U est un ensemble
fini possédant n éléments alors S(U) posséde n! éléments.

Démonstration : Le nombre des bijections d’un ensemble de n éléments dans
lui-méme est égal au nombre d’arrangements de cet ensemble, et on a vu en Ter-
minale que ce nombre est égal a n!. Les autres propriétés résultent des formules
(1.13) et (1.14).

Nous utiliserons au Chapitre 3 un certain nombre de propriétés du groupe
S, des permutations d’ordre n, qui est le groupe des bijections de I’ensemble
{1,...,n} sur lui-méme. Nous allons maintenant illustrer les notions d’applica-
tion injective, surjective, bijective et la notion d’antécédent dans le cadre des
fonctions continues d’une variable réelle. Si I et J sont deux intervalles de R
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et si f: I — J est une fonction, le ou les antécédents pour f d’un réel v € J
sont donnés par les abscisses des points d’intersection de la droite horizontale
d’équation y = v avec la courbe représentative F de f. Ce type de discussion
graphique est abordé dés la classe de seconde. On va maintenant prendre divers

exemples.
Exemple 1 : On considére
f:R—=R
T — 22
| 4 I
L y=|f(2)
’a
| |
y=v>0
(51 ’3,2 i
y=v<0

Si v > 0 la droite d’équation y = v rencontre le graphe de f en deux points
distincts. Dans ce cas v posséde deux antécédents distincts x1 et x5 pour f.
Donc f n’est pas injective. Si v < 0 la droite d’équation y = v ne rencontre
pas le graphe de f. Dans ce cas v n’a pas d’antécédent pour f donc f n’est pas

surjective.

Exemple 2 : On considére

f:[0,400[—= R
A —
1 1
y=|f(x)
]
|
|
y=v>0/
. .
y=0v<0
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Si v > 0 la droite d’équation y = v rencontre le graphe de f en un seul
point. Dans ce cas v posséde exactement un antécédent u pour f. Si v < 0 la
droite d’équation y = v ne rencontre pas le graphe de f. Dans ce cas v n’a pas
d’antécédent pour f. Donc f est injective, mais f n’est pas surjective.

Exemple 3 : On considére

f:R — [0, +00]
z — 22
| v
\ |
\ y:m>0/

u U

Siv>0la droilte d’équation y = v reniontre le graphe de f en deux points
distincts. Dans ce cas v posséde deux antécédents distincts u; et us pour f.
Donc f n’est pas injective. Si v = 0 l'intersection de la droite d’équation
y = 0 et du graphe de f est réduite au point (0,0). Dans ce cas v a au moins
un d’antécédent pour f pour tout v > 0 donc f est surjective.

Exemple 4 : On considére

T+— T
yzgf(fv)

|

/

y:vzol
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Siv > 0la droite d’équation y = v rencontre le graphe de f en un point et un
seul, donc v posséde un unique antécédent pour tout v > 0, et f est bijective.
Comme on I'a vu en Terminale, le graphe de f~! : [0, +oo[— [0, +o0[ est le
symétrique du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = z.
On obtient la figure suivante

<
Il
Py
S
|
8
b

o

On sait depuis la Terminale que si I est un intervalle de Ret si f: I — R est
continue et strictement monotone alors J = f(I) = {f(x)}zer est un intervalle
de R et que f, considérée comme application de I dans J, est une bijection
de I sur J. De plus si f est dérivable en f~1(x), et si f/(f~1(x)) # 0, alors
f~1 est dérivable en x et (f~1)'(x) = W (géométriquement, ceci résulte
immeédiatement du fait que la dérivée de f en x représente la pente de la tangente
au graphe de f au point de coordonnées (x, f(x)) et du fait que le graphe de
f~1 est le symétrique du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = ).

Si f :[0,+00[— [0, +00] est la fonction de 'exemple 4 il est clair que f~!:
[0, +00[— [0, +00] est définie par la formule f~!(x) = \/x pour x > 0. Comme
f'(V/z) = 2¢/x # 0 pour & # 0, on retrouve le fait que si g(z) = /x, alors
g (z) = ﬁ pour z > 0.

1.6 Les fonctions Arctg, Arccos et Arcsin

Ces considérations permettent d’introduire de nouvelles fonctions utiles pour
le calcul intégral.

Proposition 1.6.1 Soit f : ] — 7, Z[—] — 00, +-00]
x — tg(x).
La fonction réciproque f=1 : ] — oo, +o0[—] — %, 5[ est une primitive de

ﬁ sur R. Cette fonction est appelée "Arc tangente” et notée Arctg.
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Démonstration : La fonction tangente est strictement croissante sur | — s
donc la fonction Arctg est bien définie sur R. On a (Arctg)'(z) = m =

1 _ 1
1+tg?(Arctg(z)) — 1+x2 pour z € R. &

s
20

Il résulte de la définition ci-dessus que si u et v sont deux réels alors u =

Arctg(v) <= tg(u) = v et u €] — 7, 5[. On retiendra les valeurs suivantes :

Arctg(0) = 0, Arctg(1/V/3) = 7/6, Arctg(1) = 7/4, Arctg(V/3) = 7/3,
limg— o Arctg(xz) = w/2.

D’autre part Arctg(—z) = —Arctg(xz) pour x € R, ¢’est a dire que la fonction
Arctg est impaire. Cette fonction est évidemment croissante sur R.

La définition de la fonction Arctg peut causer quelques difficultés.Par exemple
s

tg(§ — Arctg(v)) = 7tg(ATitg(v)) = % = tg(Arctg(%)) pour v # 0, mais § —
Arctg(v) # Arctg(%) pour v < 0. On renvoie aux exercices 10 et 11 pour ce
type de questions. On retiendra de la fonction Arctg la formule suivante (nous
renvoyons au Chapitre 4 du Cours d’algébre pour une étude générale de l'inté-
gration des fractions rationnelles).

b
(1.15) / _d Arctg(b) — Arctg(a) Va € R, Vb€ R.
o 1+22
Les fonctions = — sinx et x — cosx ne sont évidemment pas monotones
sur R, mais leurs restictions a des intervalles convenables le sont. Ceci per-
met d’introduire les fonctions Arccos et Arcsin, également utiles pour le calcul
intégral.

Proposition 1.6.2 Soient g : [-%,%2] — [-1,1] et h: [0, 7] — [-1,1]

202
T — SinT T —— COSX.
La fonction réciproque g : [=1,+1] — [—%, Z] est une primitive de \/1177
sur | — 1, 1[. Cette fonction est appelée "Arc sinus" et notée Arcsin.
De méme la fonction réciproque h=' : [—1,+1] — [0, 7] est une primitive de

—ﬁ sur] —1,1[. Cette fonction est appelée "Arc cosinus” et notée Arccos.

Démonstration : Il est clair que la restriction de la fonction sinus & l'inter-
valle [—7, 7] est strictement croissante et que la restriction de la fonction co-
sinus & Pintervalle [0, 7] est strictement décroissante, donc les fonctions Arcsin
et Arccos sont bien définies sur [—1,1]. Pour « € [—1,1] on a sin(Arccos(zx)) >
0 et cos(Aresin(z)) > 0, donc sin(Arccos(x)) = /1 — cos?(Arccos(z)) et

cos(Aresin(z)) = \/1 — sin2(Arcsin(z)). On obtient

(1.16) sin(Arccos(x)) = V1 — a2, cos(Arcsin(z)) =1 —22 Ve [-1,1].

1
1—x2’

Pour & €)1, 1{ on aalors (Aresin) (¢) = 5oy = ity =
1

et (Arccos) (z) = h,(Arclcos(z)) = T Sin(Arccos()) . Vi-a2®
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La fonction Arcsin est impaire et croissante sur [—1, 1], et la fonction Arccos
est décroissante sur [0, 7]. D’autre part on a cos(Arccos(—x)) = —x = cos(m —
Arccos(x)). Comme Arccos(—x) et m — Arccos(x) appartiennent a [0, 7] on
obtient

(1.17) Arccos(—x) =7 — Arccos(x) Vz € [0,1].
Il résulte de la définition de Arccos(x) et Arcsin(z) que 'on a

Arccos(1) = O,Arccos(é) = %,Arccos(%) = Z, Arccos(3) = £, Arccos(0) =

2
T, Arccos(—%) = 2%, Arccos(—3) = 3F, Arccos —?) = 3% Arccos(—1) =,
Arcsin(—1) = —g,Arcsin(—ﬁ) = f%,Arcsin(f§) = —Z Arcsin(—3%) =

1
,Arcsin(@) = g,Arcsin(é) = 3, Arcsin(1)

[NENS]

—Z, Arcsin(0) = 0, Arcsin(3) =

5

La définition des fonctions Arccos et Arcsin présente encore un peu plus de
difficultés que celle de la fonction Arctg : le fait que cos(u) = v est équivalent
au fait que u = Arccos(v) + 2km ou u = —Arccos(v) + 2kn, avec k € Z,
et le fait que sin(u) = v est équivalent au fait que u = Arcsin(v) + 2km ou
u =m — Arcsin(v) + 2km, avec k € Z. Ceci est la base de nombreux exercices,
d’un intérét souvent relatif (voir par exemple l'exercice 13). On retiendra la
formule suivante, qui résulte immédiatement de la proposition 1.6.2.

(1.18) = Arcsin(b) — Arcsin(a)

/’) dx
o V1—22

= Arccos(a) — Arccos(b), Va € [-1,1], Vb€ [-1,1].

1
Par exemple [, —2

L T Arcsin(3) — Arcsin(—3%) =

w3

1.7 Chapitre 1 sous MUPAD

MUPAD est programmé pour calculer une base de I’espace vectoriel engendré

par une famille finie de vecteurs. par exemple voici comment on calcule une base
—4

du sous-espace vectoriel F' de R? engendré par vy, vy et vz, oil vi =

= 00 3 W
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-3
3
y V3 = 16 )
13
7

Vo =

Oy OO O

M:=Dom: :Matrix ();
vi:= M([-4,3,7,8,1]1): v2:= M([1,0,9,5,6]):v3:=M([-3,3,16,13,7]1):
linalg::basis([v1,v2,v3]);

Dom: :Matrix(Dom: :ExpressionField(id, iszero))

— - -+ - -+ -
[ -4 1 1 1 | |
[ [ [
[ 31 o | |
[ [ [
7 1,1 9 1 |
[ [ [
[ 8 | | 5 | |
[ [ [
[ 11 1 6 | |
—— +- -+ - -+ --

On voit donc que (vy, va) est une base de F.

On peut également utiliser Mupad pour calculer une base de 'intersection de
deux sous-espaces vectoriels.Par exemple on va calculer ci-dessous une base de

1 2
GNH, ou G est le sous-espace vectoriel de R? engendré par [ 0 | et | =1 |,
-1 0
1 1
et out H est le sous-espace vectoriel de R? engendré par | 0 | et | 1
1 0

M:=Dom: :Matrix ()
ul:= M([1,0,-1]): u2:=M([2,-1,0]) : u3:=M([1,0,1]) : u4:=M([1,1,0]):
linalg::intBasis([ul,u2], [u3,u4]);
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On voit donc que G N H est la droite vectorielle de vecteur directeur u =
—1/2

1
—3/2

1.8 Exercices sur le Chapitre 1

exercice 1

Parmi les sous-ensembles de R? suivants, identifier ceux qui sont stables pour
I’addition, pour la multiplication externe, et enfin ceux qui sont des sous-espaces
vectoriels de R? :

72, A= {(x,y) | |z| = |yl}, B={(z,y) | = + 2y = 0}.

exercice 2
Montrer que {(1+4 x)*}o<r<n est une famille libre de R,,[z]. En déduire que
c’est une base de R, [z].

exercice 3

On pose E := {(z,y,2) € R3 | 2236z + 3458y + 52562 + 1438 = 0} et
F = {(z,9,2) € R® | 4z + 2y + 32 = 0}. Ces ensembles sont- ils des sous-
espaces vectoriels de R3? Si oui, calculer leur dimension et leur trouver une
base.

exercice 4

(a) Soit F(R,R) I’espace vectoriel sur R constitué des fonctions de R dans
R. Montrer que F(R,R) n’est pas de dimension finie.

(b) Les ensembles suivants sont ils des espaces vectoriels sur R?

Vi={feFR,R) [ f(0) =0}, Vo ={f e F(R,R)| f(3) >0},
Va={f € FR,R) | [ est paire }.
exercice 5
Dans R?, déterminer F := Vect{(0,0,1),(1,0,0)}. Comparer F et G :=
Vect{(1,0,1),(-1,0,2)}.

exercice 6
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Soient U := {(z, z, z) }zer et V :={(0,y, 2) }y -cr.
Montrer que R? =U @ V.

exercice 7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. En utilisant le
théoréme de la base incompléte, montrer que si F' est un sous-espace vectoriel
de F il existe un sous-espaces vectoriel G de F tel que £ = F & G.

exercice 8
On consideére 'application

¢ : Rafz] — Rola]
pr—2p—p.
Déterminer I'image et le noyau de ¢.

exercice 9
Soit E un ensemble possédant au moins 3 éléments. Montrer que le groupe
S(E) des bijections de E dans lui-méme n’est pas commutatif.

exercice 10
On pose g(z) = Arctg(z) + Arctg(2) pour z # 0. Montrer que ¢'(z) = 0
pour z # 0. En déduire que g(x) = —F pour 2 < 0 et que g(x) = § pour z > 0.

exercice 11
Comparer Arctg(v) + Arctg(w) et Arctg( f’j‘w ) pour v,w € R, vw # —1.

vWw

exercice 12
On pose f0+oo fx)dz = limp 4 o fOL f(z)dz pour f continue sur [0, +oo[
quand cette limite existe.

+00  da
Calculer 0 Trez

exercice 13

Soit z € [—1,1].

a) Comparer 2Arccos(z) et Arccos(2z? — 1).

b) Comparer 2Arcsin(z) et Arcsin(2zv1 — x2).

exercice 14
On pose [ f(z)dz = lim._o+ [, f(x)dz pour f continue sur [0,a[, a > 0,
quand cette limite existe.

Calculer f02 \/1;11”7

exercice 15(sous Mupad)
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Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R® engendré par vi, va, V3

1 2 3 1
2 3 5 -1
et vq4, 00 V| = 3 , Vo = 4 , V3 = 7 , Vyq = 1
-1 —4 -5 -1
2 1 3 7

exercice 16

1) Trouver une base du plan vectoriel P; d’équation z + y + z = 0 et une
base du plan vectoriel P, d’équation —z + 7y + 3z = 0.

2) En utilisant Mupad, trouver un vecteur directeur de la droite vectorielle
D=P Nk
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Chapitre 2

Matrices, changements de
base

2.1 Calcul matriciel

Soit K un corps. Une matrice a coefficients dans K est un tableau rectan-
gulaire d’éléments de K.

ai i a2 e a1,n
a1 as 2 e a2
On les note sous la forme A = ’ ’ ™ | ou sous la forme
Gm,1  Am,2 <o Omn
synthétique A = (@i j)1<i<m (on notera que 'indice correspondant & la ligne
T 1<<n

est écrit avant celui correspondant a la colonne). L’ensemble des matrices & m
lignes et n colonnes a coefficients dans K est noté M, ,(K).

Pour A = (a;,j)1<icm € Mmn(K),B = (b; j)i<icm € Mpmn(K),X € K, on

12520 125<n
pose
A+ B = (ai;+bij)icicm
12520
A = ()\ai,j)1gigm
1<5<n
D’autre part pour A = (a; ;)1<icm € Mmn(K), B = (bij)i<icn € My p(K),
12520 12520
on pose

AB = Z ai,kb;w'

1<k<n 1<i<m

21
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On vérifie que ce produit est associatif : s1 A € My, (K),B € M, ,(K),C €
M, 4 (K) alors A(BC) = (AB)C.

Rappelons que le symbole de Kronecker 0; ; est défini par les formules §; ; = 0
sii#j, 055 =1sii=j On alerésultat suivant

Proposition 2.1.1 (i) Muni de l’addition et du produit par un élément de K
définis ci-dessus, My, n(K) est un espace vectoriel sur K de dimension mn.
(#i) Muni de [’addition et de la multiplication définies ci-dessus, My, ,(K) est
un anneau unitaire d’unité I, = (8; j)1<i<n, 00 6; 5 est le symbole de Kronecker.
155<n

Démonstration : Des vérifications de routine montrent que M, ,(K) est
un espace vectoriel sur K et que M, ,,(K) est un anneau unitaire d'unité I,,.
D’autre part si on note E; ; la matrice de M., , (K) dont le terme d’indice 14, j
est égal & 1 et dont tous les autres termes sont nuls on vérifie immédiatement
que {E; j}1<i<m est une base de M, ,,(K) et par conséquent M,, ,(K) est de

125<n

dimension mn. &

2.2 Matrice associée a une application linéaire

On va maintenant associer une matrice a une application linéaire u : E — F)
ou E et F' désignent deux espaces vectoriels de dimension finie munis de bases.

Définition 2.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une
base By = (e1, ..., en), soit F' un espace vectoriel muni d’une base By = (f1,..., fm)
et soit u : E — F une application linéaire. On appelle matrice de u par rapport
auz bases By et By la matrice My gy.B, := (Mij)i<icm, 00 u(ej) = > 1y mi;fi
pourl<i<m,1<j53<n. e

Autrement dit la j° colonne de M, g, B, est formée des coordonnées de
limage par u du j© vecteur de la base By de E dans la base By de F.

Un moyen mnémotechnique de se souvenir de la facon d’ecrire la matrice
M, 5,8, consiste a écrire

uler) . . . .. u(en)

f1

Mu730731 =
fm

Exemple 2.2.2 Soit D : p — p’ Uopérateur de dérivation sur Ra(x), et soit

010
By = (1,z,2?). Alors Mp g, g, = [0 0 2
0 0 O
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En effet D(1) =0, D(z) = 1 et D(2?) = 2z.

Exemple 2.2.3 Pourn > 1 soit B, = (e1,...,en) la "base canonique” de K™,
01,

définie par la formule e; = ' pour 1 < j < n, soient m et n deuzr entiers
On,j

et soit A € My n(K). Soit us : K™ — K™ Uapplication linéaire définie par la
formule us(X) = AX pour X € K". Alors M, , B, B, = A.

at,j

En effet on a ua(e;) = Ae; = . =Y a;je pour 1 < j < n. Par

Am,j
conséquent toutes les colonnes de M, , 5, B, et A coincident, et M, , 5, .5,. = A.

Le résultat simple suivant permet de ramener les calculs concernant les ap-
plications linéaires & des calculs matriciels.

Proposition 2.2.4 Soient E et F deuzr espaces vectoriels non nuls de dimen-
sion finie, soit By une base de E, soit By une base de F et soit u € L(E, F).
On a la formule

(2.1) Y = Mup,5,X

ou X désigne les coordonnées d’un élément quelconque x de E dans la base
By et ouY désigne les coordonnées de u(x) dans la base By.

Démonstration : Posons By = (e1,...,en), Br = (f1,---s fm); MuByB, =
T1 %N
(Mijheicm, X=1| . |, Y =
150
In Ym

D1 5T

Ona M, p,5X = . . D’autre part u(z) = 377, xju(e;) =

n . . .
Zj:l Mm X5

Sy 0y ma g fi)) = ik (0T ma ) fi
D1 M

Par conséquent . est la matrice colonne formée des coor-

D it M, T
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données de u(z) dans la base By, et on a bien

Y =M,B,5X &

Notons que la relation Y = M, g, 5, X caractérise la matrice M, 5, 5,. En

effet si une matrice N = (n; ;)1<i<n vérifie la méme relation, on a , en appliquant
1250

01,5
cette formule avec x = e; pour 1 < j < n, ce qui donnne X = . ,
50
mi; 01,5 N1,
=Y=NX=N =
M, j On,j T, j

Par conséquent toutes les colonnes de M, g, 5, et N sont égales, et N =
My By,B, -

Soient maintenant E, F, G trois espaces vectoriels non nuls de dimension
finie, soit By une base de E, soit B; une base de F' et soit By une base de G.
Pour x € F notons X le vecteur colonne formé des coordonnées de x dans By, Y
le vecteur colonne formé des coordonnées de u(x) dans By et Z le vecteur colonne
formé des colonnes de (uov)(x) = u(v(z)) dans By. On a Z = My 5, B,Y =
My 5,8, My 5,8, X et on obtient

(22) M’[}OU7BU7BQ = Mv,BthMmeBl'

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K. On dira qu'une ap-
plication ¢ : E — F' est un isomorphisme linéaire si ¢ est linéaire et bijective,
et dans ce cas 'application réciproque ¢~! : F — E est également un isomor-
phisme linéaire. Si A et B sont deux anneaux unitaires d’unités 14 et 1z, on
dira qu'une application ¥ : A — B est un homomorphisme d’anneauz si les
conditions suivantes sont vérifiées

Y(E+y) =) +9(y) YeeA VyeB
(2.3) Y(ry) =P(@)P(y) VYee A, VyebB
P(la) =15

On dira que ¢ : A — B est un isomorphisme d’anneauz si ¥ est un homo-
morphisme d’anneaux bijectif. Dans ce cas on voit également que I'application
réciproque ¥ ~' : B — A est un isomorphisme d’anneaux. On a le résultat
suivant.

Proposition 2.2.5 (i) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions
finiesn > 1 et m > 1 sur un corps K, soit By une base de E et soit By une base
de F. Alors Uapplication w — M, g, B, est un isomorphisme linéaire de L(E, F)
sur Mo, n(K).
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(i) Soit E un espace vectoriel de dimensionn > 1 sur un corps K et soit By
une base de E. Alors lapplication v — M, g, B, est un isomorphisme d’anneauz
de L(E,E) sur My ,(K).

Démonstration : (i) Posons ¢p, 5, (u) = My g, 5, pour u € L(E, F). Comme
(Au+ p)(z) = Au(z) + po(x) pour A\, pu € K, u,v € L(E,F), x € E, il est clair
que ¢p, 5, est linéaire. Si M, g, 5, =0, soit x € E, et soit ¥ le vecteur colonne
formé des coordonnées de u(x) dans la base Bj. Il résulte de la formule (2.1)
que Y =0, donc u(z) = 0 pour tout z € E et u = 0, ce qui prouve que ¢g, 5,
est injective.

Notons ey, ..., e, les éléments de la base By, notons fi, ..., f,, les éléments
de la base By et soit M = (m; j)1<i<m € My n(K). Pour z = 2?21 aje; € I,
15520

posons u(z) = > i, (Z?zl ajmi,j) fi- Comme I'application qui & z € E associe

sa j¢ coordonnée or; dans la base By est linéaire pour 1 < j < n, on voit que u est
une application linéaire de E dans F. On a u(ey) = > 4 (Z?Zl 5k7jmi,j) fi=

Zinll m; i fi pour 1 < k < m. Donc toutes les colonnes de M, 5,5, et M
coincident, et M, g, 5, = M, ce qui prouve que ¢g, 5, est surjective. Donc
®B,.8, st bien un isomorphisme linéaire de L(E, F) sur M, ,(K).

(ii) On sait déja que ¢p, B, est une application bijective de L(E, E) sur
M, o (K), et que @, B,(u+ v) = é8,.8,(0) + 08,8, (v) pour u,v € L(E,E).
Soit Z :  — ax lapplication identité sur F, qui est 'élément unité de L(E, E),
et soit I,, la matrice unité introduite a la proposition 2.1.1. On a ¢g, 5,(Z) = I,,
et il résulte de la formule (2.2) que ¢, 5B, (u °ov) = P8,.8,(U)PB,.8,(u) pour
u,v € L(E,E). &

Corollaire 2.2.6 Sidim(E) =m et dim(F) = n, alors dim(L(E, F)) = mn.

Corollaire 2.2.7 Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit B une
base de E.

(i) Pour que uw € L(E,E) soit bijective, il faut et il suffit que la matrice
M., g5 soit inversible, et dans ce cas M- g = MJ}B’B.

(i) On a Myn g5 = M} 5 5 pour u € L(E, E), n > 1.

2.3 Formule de changement de base pour les co-
ordonnées de vecteurs

On va maintenant étudier la question du changement de base sur un espace
vectoriel de dimension finie.

Définition 2.3.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1, soit B =
(e1,...,en) une base de E et soit B' = (e},...,e,) une famille de p éléments
de E. On appelle matrice représentant B’ dans la base B la matrice Pgp =
(pi,j)i%é? ou el =" pijei pour 1 <i<n, 1<j<p.
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Autrement dit la j¢ colonne de Pg p est formée des coordonnées du j© vecteur
de la famille B dans la base B.

De méme que plus haut, un moyen mnémotechnique de se souvenir de la
facon d’ecrire la matrice Pg 5/ consiste & écrire

/
el .. e

=~

€1

Pgp =

€m

Proposition 2.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1, soit B =

(e1,...,en) une base de E et soit B' = (e}, ..., e),) une famille de n éléments de

rn
E. Pour que B’ soit une base de E, il faut et il suffit que la matrice Pg g/ soit
inversible dans M,, ,,(K). Dans ce cas la matrice Pg g est appelée la matrice

de passage de la base B a la base B', Pp g = PB_1 /€t on a la formule

(2.4) X =PgpX'

ou X désigne la matrice colonne formée coordonnées d’un élément quelconque x
de E dans la base B et ot X' désigne la matrice colonne formée des coordonnées
de x dans la base B'.

Démonstration : Avec les notations de la définition précédente, on a pour

toute famille (ay, ..., a,) déléments de K
n n n n n
i=1 \j=1 j=1 i=1 j=1
Supposons que Pg g/ soit inversible, soit (a1,...,a;,) une famille de n élé-
ments de K telle que Z1§jgn aje; = 0, et posons 3; = 2?21 oyp;; pour
1 <i < n. D’apreés la formule ci-dessus, on a ), ., Bie; = 0, et §; = 0 pour
B a a 0 0
1<i<n. Comme | | =Pgp |  |,ona |’ :Pg}s, =11,
On anp, o, 0 0

ce qui prouve que la famille B est libre. Comme le nombre d’éléments de B’ est
égal a la dimension de F, il résulte du théoréme 1.6 que B’ est une base de E.
Supposons maintenant que B’ est une base de E, et soit x € E. Il résulte de
la formule ci-dessus que si X désigne la matrice colonne formée des coordonnées
de z dans la base B, et si X’ désigne la matrice colonne formée des coordonnées
de x dans la base B, on a X = Pg X', ce qui établit la formule (2.4).
Notons que la formule (2.4) caractérise la matrice Pgp:. En effet si avec

les notations précédentes une matrice A = (a; j)1<i<m vérifie X = AX' pour
155<n
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P1,j
tout x € E, en appliquant cette formule pour =z = 63 on obtient =
p;,j
01,5 a1,
A = pour 1 < j < n, et par conséquent A = Pg .
On,j Gn, j

Supposons de nouveau que B’ est une base de E. Avec les notations pré-
cédentes on a X = P&B/X/ = PB,B’PB’,BX et X' = PB/ﬁX = PB’,BPB,B’X/-
Donc PP s = Psp = I, et Py gPgp = Pp p = I,. Ceci montre que
Pg g est inversible et que P g = Pg}j,,. &

1,1 a1,n

Exemple 2.3.3 1) Soit B = . Sees . une famille de n élé-
Gm,1 Gm,n

ments de K™, et soit By la base canonique de K™. Alors Pgy g = (G; j)1<i<m-

125<n
2)La famille B = (z(x — 1), z(x + 1), (x + 1)(x — 1)) est une base de Ra[x],

et si on pose By = (1,z,22) on a

1 1 1

ou ? 23

PBmB - —1 1 O ,PB,BO = 5 5 5
1 1 1 -1 0 0

En effet si X € K™, le vecteur colonne formé des coordonnées de X dans
la base canonique de K™ est égal & X, ce qui donne la formule du premier
exemple. Dans le deuxiéme exemple le calcul de P, g est immédiat. Si fyz(x —
1)+ Box(x —1)+B3(x+1)(z—1) = 0 on obtient 8; = 0 en remplacant = par —1,
B2 = 0 en remplacant x par 1 et 33 = 0 en remplacant = par 0, ce qui montre
que B est libre. Comme Ra(x) est de dimension 3, B est une base de Ra(x).

Pour calculer Pg g, le plus simple est de résoudre I’ équation fiz(z — 1) +
Box(z+1)+B3(z+1)(x—1) = ap+a1z+asz?. On obtient 31 = 3(ap—a1+az)

en remplacant x par —1, G5 = %(ao—i—al —|—a2) en remplacant x par 1 et 83 = —ag
1 _1 1
2
en remplacant = par 0, ce qui donne bien Pg g, = % % ;
-1 0 0

2.4 Formule de changement de base pour les ap-
plications linéaires

On va maintenant étudier 'effet d’un changement de bases sur la matrice
représentant une application linéaire.
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Proposition 2.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels non nuls de dimen-
sion finie, soient By et Bj, deux bases de E, soient By et B} deux bases de F et
soit u: E — F une application linéaire. On a alors

-1
(2.6) Mgy, = Py, g Mu,50.8, Pr,.5,

Démonstration : Soit x € E, soit X le vecteur colonne formé des coordonnées
de x dans la base By, soit X’ le vecteur colonne formé des coordonnées de x
dans la base By, soit Y le vecteur colonne formé des coordonnées de u(z) dans
la base By, et soit Y’ le vecteur colonne formé des coordonnées de u(z) dans la
base Bj.

Il résulte des formules (2.1), (2.4) et (2.5) que Y = M, 5,5, X, X = P, 5, X',
Y = PK;I,B; Y, ce qui donne Y’ = PZ;I%B;Mu,BO,BIPBO,B(’)X/, relation qui caracté-
rise la matrice M, s, ;- &

Corollaire 2.4.2 Soit E un espace vectoriel non nul de dimension finie, soient
B et B’ deux bases de E et soit u: E — E un endomorphisme de E. On a alors

(2.7) My = Pg 3 Mu5.5Ps 5
Exemple 2.4.3 Soit B= (z(x —1),z(z+1),(x + 1)(z — 1)) la base de Ra(x)

introduite o 'exemple 2.12 et soit D : p — p' lopérateur de dérivation sur
Rs[z]. On a alors

-3 _1 4
£ 7
Mpes=| 5 35 1
1 -1 0
0 1 0
En effet posons BO = (Lx,xQ). On a vu que MD,BO,BO = 0 0 2 , que
0 0 O
0 0 —1] ‘% -1 %
Pg,p=|—-1 1 0 ,etqueP&){B:P&BO: i % 3
1 1 1_ __1 0 0
On a donc
(¢ 3 ][0 1 0][o 0 -1
Mps=|3 % 3|10 0 2{|[-11 0
-1 0 0 0 0 0] 1 1 1
1 101 3 1
5 —5 5 -1 1 0 B S S |
2 2 2 5 5
“1 0 0|0 o0 o0 1 -1 o0
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2.5 Chapitre 2 sous MUPAD

Le logiciel Mupad est bien adapté aux opérations sur les matrices abordées
dans ce chapitre. On notera qu’on commence par la commande M := Dom ::
Matriz(); On définit ensuite les matrices utilisées en déclarant

A=M([--s )y L5 D, [ - -+, -] désignant les lignes de la matrice.
A titre d’exemple on va calculer la matrice Mp g en utilisant la formule
i 11 010
2.7, avec Pgp, = ; i 2 et Mpg,s,=|0 0 2
-1 0 0 0 0 0

M:=Dom: :Matrix () :
p:=M([ [0, 0,-1],([-1,1,0],[1,1,111);
A:=M([ [0,1,0],[0,0,2],[0,0,011);
P~ (-1)*AxP;

- -+

I 0, 0, -1 |

I I

[ -1, 1, 0 |

I I

I 1, 1, 1 |

4o -+

+- -+

| 0, 1, 0 |

I I

| 0, 0, 2 |

I I

| 0, 0, 0 |

+- —+

-3/2, -1/2, -1

I I
I I
I i/2, 3/2, 1 |
I I
I I
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3 1
- S |
2
On retrouve donc sans surprise le fait que Mp pp = % %2 1
1 -1 0

Nous concluons ce Chapitre en montrant comment on peut utiliser Mupad pour
calculer le carré et 'inverse d’une matrice un peu plus grande que les matrices
ci-dessus.

=Dom: :Matrix();
m(l [1,6,8,9, 131,[11,4,77,9,2]1,[12,8,9,0,5],[6,8,9,11,01,[5,4,3,3,111);

B

M:
P:
p-~
P~(-1);

~ N 1

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

11, 4, 77, 9, 2

I I
I I
| |
| |
| 12, 8, 9, 0, 5 |
I I
I I
| |
| |
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282, 218, 662, 201, 78
1043, 778, 1176, 240, 538

I I
I I
I I
I I
| 233, 196, 808, 195, 222 |
I I
| 268, 228, 844, 247, 139 |
I I
I I

108, 98, 405, 117, 89

66/11665, 291/11665, -3112/11665, -4143/11665, 2824/2333

-3589/69990, -3629/69990, 35963/69990, 6707/11665, -12590/6999

I

I

I

I

| -32/6999, 71/6999, 307/6999, 104/2333, -1261/6999
I

| 1328/34995, 553/34995, -9241/34995, -1983/11665, 5567/6999
I
|

2684/34995, 169/34995, -2128/34995, -1724/11665, 2081/6999

2.6 Exercices sur le Chapitre 2

exercice 1

On considére P'espace vectoriel R? muni de sa base canonique B = (ey, ez).
Soit u ’endomorphisme de R? défini par u(er) = 2e1 + ez et u(ez) = e1 + es.

a) Déterminer la matrice de u dans la base B.

b) Soient v; = e; — es et vo = e1 + e3. Montrer que (v1,v2) est une base de
R? et déterminer la matrice de u dans cette nouvelle base.

exercice 2
On considére I'application f : R® — R? définie par la formule

f(ﬂ%yaz):(—Z+x+yvx—%2—2x) V(x,y,z)eRB.

a) Montrer que f est un endomorphisme de R3>.
b) Déterminer le noyau et calculer le rang de f. L’appication f est-elle in-
jective 7 surjective ?
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¢) Déterminer la matrice de f dans la base canonique B = (e1, ez, e3) de R3.

d) On pose u; = (1,1,2),us = (—1,1,0),uz = (0,1, —1). Montrer que B; =
(u1,uz,us) est une base de R3.

Déterminer la matrice de f dans la base Bj.

e) Déterminer w € R3 tel que Ba = (f(u1), f(ua), w) soit une base de R3.

Déterminer la matrice de f dans la base Bs.

exercice 3
On munit R? de la base canonique B = (e, €2, €3).
Pour a € R, on définit f : R® — R? par les formules

fale1) = aeq +ex + e3, fa(ea) = €1 + aex + €3, fa(es) = e1 + ea + aes.

a) Donner une base de Ker(f_2) et une base de Im(f_2).
b) Donner une base de Ker(f1) et une base de I'm(f1).
¢) Montrer que I'application fy est bijective.

d) Montrer que R? = Ker(f_2) @ Ker(f1).

e) Ecrire la matrice A de f,, dans la base B. Appelons B; la base de Ker(f_2)
trouvée au a), et By la base de Ker(f;) trouvée au b). Ecrire la matrice B de
fa dans la base B’ = By U Bs. Donner une formule matricielle exprimant B en
fonction de A.

f) Calculer B™ pour n > 0.

g) Montrer que A% — (2a+1)A+ (a—1)(a+2)I = 0, I désignant la matrice
unité de M3(R).

h) Pour quelles valeurs de a) la matrice A est-elle inversible ? Dans le cas ou
A est inversible, calculer A™1.

exercice 4(sous Mupad)

1) Soit B= (1+z—a?+2® -2, 7—do+ 2% + 23 + 224, 8 — 2+ 322 + 723 +
4,2 + 37 + Ta? — 523 + x4 + Tx — 522 + 823 + 24).

Montrer que B est une base de Ry[x].

2) Donner les coordonnées de ¢ = 1+ x + 22 + 2% + 2 dans la base B.

3) Soit D : p — p’ 'opérateur de dérivation sur Ry[z]. Calculer Mp g 5.



Chapitre 3

Déterminants, notations
indicielles de la Physique

3.1 Propriétés des déterminants

Dans toute la suite du cours on notera M, (K) lanneau des matrices a n
lignes et n colonnes & coefficients dans un corps K, on notera L£(E) Panneau
des endomorphismes d’un K-espace vectoriel E' de dimension finie, et on notera
M, s = M, 3 5 la matrice représentant v € L(E) dans une base B de E.

On note S, le groupe des permutations d’ordre n, c’est & dire ’ensemble
des bijections de I’ensemble {1,...,n} sur lui méme muni de la composition des
applications. On adopte la notation suivante, pour ¢ € S,, :

o(l) | o(2) o(n)

La signature d’'une permutation o est définie par la formule

o(j) —o(i)
1<i<j<n J
On vérifie que €(0) € {—1,1} et que e(co7) = €(0)e(T) pour 0 € S, 7 € Sy,
Ceci permet d’introduire la définition suivante :

Définition 3.1.1 Soit A = (a;;)1<i<n € My(K). On définit le déterminant
15530
de A par la formule

det(A) = Z 6(0‘)@5(1)’1 .. .ag(n)’n.
0ES,

33
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On utilisera également la notation
ai1 e Q1 a1.1 e Q1p
dger(| . . =
an,1 cev Qpn an, 1 cee Opp

Les déterminants possédent la propriété fondamentale suivante, que nous
admettrons sans démonstration.

Théoréme 3.1.2 : Soient A, B € M, (K). Alors det(AB) = det(A)det(B).

Le groupe Ss se réduit a deux éléments o; et os, avec

2], o _ [1]2
T2 % 27 201

g1 =

On a e(o1) =1 et €(o2) = —1, donc

2 = t on obtient
Zizl Ag,(1),100;(2),2 = @1,102,2 — G2,1G1,2 €L O11 ODLICL

a b

(3.1) "

‘:ad—bc.

Le groupe S3 posséde six éléments o1, 09, 03, 04, 05 €t 0g, avec

_ [1T7273  [1T273 [1]273
U= 23] %27 231 % 3112
_ [1T27s _ [1727(3  [1T273
4= 321 %% 132 % [211]3
On a e(oy) = 1, €(o9) = —(3_2)(1;2)(1_3) =1, e(o3) = —(1_3)(253)(2_1) =
1, e(oq) = Lj’)(lfz) = —1, e(os) = w = —1, et e(og) =

w = —1. On obtient, si A = (a; ;) 1<i<s € M3(K) :
1<5<3
det(A) = Z?=1 G(Uz‘)aai(l),ﬂgi(2),2%1(3),3 = 01,102,203 3+02,103 201,3+03,1041,202,3—

a3,102,201,3 — 1,103, 2023 — (2,101,203 3.
On en déduit la regle de Sarrus

a1 ai2 13

a1 ai2 ai3 G211 ag22 G23
(3.2) az1 a22 0G2.3 = az1 a2 G33
azi1 as2 ass a1 ai2 13

az1 Qa2 23
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Autrement dit on recopie en dessous de la matrice ses deux premiéres lignes
et on trouve le déterminant en calculant la somme obtenue en affectant les
trois produits obtenus en descendant & 45° de gauche & droite du signe + et
en affectant les trois produits obtenus en montant & 45° de gauche & droite du
signe —. On obtient par exemple

5 _
1 2 3 -
3 2 1|=
1 1 1
) +
Jr
+
1 2 3
Donc |3 2 1{=2494+2-6—-1-6=0.
1 1 1

On peut également développer un déterminant suivant une ligne ou une co-
lonne. Si A € M, (K) on appellera cofacteur d’indice (3, j), et on notera C; ;(A),
le déterminant de la matrice & (n—1) lignes et (n—1) colonnes obtenu en retirant
a A sa 1° ligne et sa j¢ colonne. On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.3 Soit A = (a;;)i1<i<n € My(K).
1520
1) (Développement selon les lignes)
On adet(A) =32, o, aij (1) Ci (A) pour 1 <i <n.
2) (Développement selon les colonnes)
On a det(A) = Zlgign a; ;j(=1)*C; ;(A) pour 1 < j <n.

1 2 3
Par exemple on a, en développant par rapport a la premiére colonne, |3 2 1
1 11
2 1 2 3 2 3
‘1 1’—3‘1 1’4—‘2 1‘—1—&—3—4—0.

On dira que A = (a;j)1<i<n € My (K) est triangulaire supérieure si a; ; =0
1<j<n

pour ¢ > j, on dira qua A est triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour i < j, et on

dira que A est triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou inférieure. On

déduit du théoréme 3.3 le résultat suivant.

Corollaire 3.1.4 Si A = (a;)1<i<n € Mu(K) est triangulaire, det(A) =
1<5<n

a1,1---0nn-
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Démonstration : C’est évident si n = 1. Supposons la propriété vérifiée pour

n, et soit A = (a;;)1<i<n+1 € Mp41(K) une matrice triangulaire. En dévelop-
1<j<n+1

pant par rapport & la premiére ligne ou la premiére colonne de A, on obtient
det(A) = a11C1,1(A), et C11(A) = ag2...an, d’aprés Phypothése de récur-
rence. Donc la propriété est vérifiée pour tout n > 1. &

La Proposition suivante résume quelques propriétés classiques des détermi-
nants.

Proposition 3.1.5 Soit A € M, (K).

1) Si on échange deuz colonnes de A, ou si on échange deux lignes de A, le
déterminant de A est multiplié par —1.

2) Lapplication X — det(AW (X)), ot AW (X) désigne la matrice obtenue
en remplacant la i€ ligne de A par un vecteur ligne X, est une application linéaire
de K™ dans K pour 1 <i < n.

8) L’application Y —— det(A;)(Y)), ot Ay (Y') désigne la matrice obtenue
en remplacant la j¢ colonne de A parY, est une application linéaire de K™ dans
K pour1 <1 <n.

4) St deux lignes de A sont égales, ou si deuzx colonnes de A sont égales, le
déterminant de A est nul.

5) Le déterminant ne change pas si on ajoute & une ligne de A une combi-
naison linéaire des autres, ou si on ajoute & une colonne de A une combinaison
linéaire des autres.

Ces résultats sont d’'un grand intérét pratique pour le calcul des détermi-
nants.
Considérons par exemple le déterminant suivant :

1 2 3 4 )
1 2 1 2 1
1 -1 4 3 -1].
2 -1 3 1 4
5 -2 3 -1 3

On retranche la premiére ligne a la 2¢ et a la 3° , on retranche Deux fois la
premiére ligne a la quatriéme et 5 fois la premére ligne a la cinquiéme.

Ly — Ly~ Ly, L3 — L3 — L1, Ly — L4 — 2Ly, Ly — L5 — 51y

1 2 3 4 5 0 9 o 4
0 0 -2 -2 -4 54 1 6
D=0 -3 1 -1 —-6]|=
0 -5 -3 -7 —6 S 3 T =6
0 —12 —-12 —-21 -—22 -2 -2 =2l -2
0 1 1 2 0 1 1 1
_ o3 1 -1 —6|_ /-3 1 -1 -3
-5 -3 -7 -6 -5 -3 -7 -3

-12 =12 -21 22 -12 12 -21 11
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On retranche la derniére colonne & la deuxiéme et a la troisiéme.

02—>CQ*C4,03—>03*C4.

_032(2)_13 -3 4 2 -3 4 1
D=—4| o o 5 5|=4]-5 0 —4|=8]-5 0 -2/

o1 10 11 -12 -1 -10 -12 -1 -5

Cl — Cl + 3(}37 C2 — CQ — 403.
0 0 1

D=8|-11 8 =2 —8‘
=27 19 -5

—11 8
—-27 19

‘ = 8(—209 + 216) = 56.
3.2 Matrices carrées inversibles

Le théoréme 3.3 permet d’obtenir des formules pour calculer I'inverse d’une
matrice. Rappelons qu’on dit qu’un élément b d’un anneau B est inversible a
gauche 8’1l existe ¢ € B tel que c¢b = e, e désignant I’élément unité de B pour la
mutiplication. De méme on dit que b est inversible & droite s’il existe ¢ € B tel

que bc = e.

Définition 3.2.1 Soit B = (b; j)i<icm € Mupmn(K). On appelle transposée

1Z5<n
de B, la matrice B = (bj;)1<;<n obtenue en échangeant les lignes et les co-

1<i<m
lonnes de B.
On a les propriétés suivantes

(3.3) (BY=B VB &€ M. (K).
(3.4) (BB +~C)t = BB +~C" VB,v€ K, VB,C € M, (K).
(3.5) (BC)! = C'B* VB e My, n(K), YC € M, ,(K).

(3.6) det(B') = det(B) VB € M,(K).

On a le résultat suivant.
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Théoréme 3.2.2 Soit A € M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes
1) A est inversible o droite
2) A est inversible & gauche
3) A est inversible
4) det(A) # 0.

D’autre part on a dans ce cas

1
 det(A)

A7 (C(4))",

ot C(A) est la matrice des cofacteurs de A définie par la formule

C(A) = ((-1)"MCi ;(4)

1<i<n
1<j<n

Démonstration : On a det(l,,) = 1, donc si A posséde un inverse a gauche B
on a det(B)det(A) = det(I,) = 1 et det(A) # 0. De méme det(A) # 0 si A est
inversible a gauche. Supposons maintenant que det(A4) # 0. On a

Z ai,k(_l)kJerj,k(A) = det(A(iJ))7
k=1

ot A7) est la matrice obtenue en remplacant la j¢ ligne de A par la i€, car
ce changement n’affecte pas les cofacteurs Cj pour 1 <k < n. Sii # j, les ¢¢
et j¢ lignes de la matrice A(%7) sont égales, donc det(A*3)) = 0. Si i = j, alors
A9 = AGD = A, On voit donc que A.(C(A))t = det(A)I,.

D’autre part

Z akJ(—l)k”Ck,i(A) = det(A(i’j),
k=1

ou A(; ;) désigne la matrice obtenue en remplacant la i¢ colonne de A par
la j°. On a donc det(A; ;) = 0 pour i # j, det(A; ;) = det(A) pour i = j, et on
obtient

(3.7) A(C(A) = (C(A)'A = det(A)I, VA€ M, (K).

Donc si det(A) # 0 alors A est inversible, et A=! = ﬁ(m(C(A))tA. Comme
toute matrice inversible est & fortiori inversible & droite et & gauche,ceci achéve
la démonstration. &

Pour les matrices a deux lignes et deux colonnes on obtient

-1
a b 1 d —=b .
(3.8) <c d> ad—bc(—c a) si ad — be # 0.
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3.3 Formules de Cramer
On obtient aussi les formules de Cramer.

Théoréme 3.3.1 On considére le systéme linéaire de n équations 4 n inconnues

1,11+ ... FaA1 T = by
an1T1+ ... FGpnTn =0by
ai1 ce. Q1p
St ) .. .| #0, le systéeme admet une solution unique (x1,...,%,)
ap,1 ... QGnmn

donnée par les formules

detA; b b
J501,-.-,0n -
r,i=—">"""222 pour 1<j3<n
J det(A) PO E=I=T
o0t A =(a;;)i<i<n, €t 00 Ajp, 5, estla matrice obtenue en remplacant
1<5<n
by
la j¢ colonne de A par
by,
1.1 e Q1n
D’autre part si . . = 0, alors ou bien le systéme n’admet
an,1  -.. Apn

aucune solution, ou bien le systéme admet plusieurs solutions(en fait une infinité
de solutions si le corps K est infini).

T b1
Démonstration : Posons X = | .. | , B= | .. | . Le systéme est équivalent
Ty b,
a I'équation AX = B. Si det(A) # 0, A est inversible et cette équation admet
pour solution unique X = A~'B.

On a alors z; = ﬁ(m Y chan (W TFCr jbr, et 30 e, (1)TTFCy jby coin-
cide avec le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la j¢ colonne de
A par B.

Considérons maintenant I'application linéaire U : K™ — K" définie par
I'équation U(X) = AX. Si det(A) = 0, A n’est pas inversible. Il résulte alors de
la proposition 2.6 que U n’est pas bijective, et il résulte du corollaire 1.18 que
U n’est ni bijective, ni surjective. Si B ¢ Im(U), le systéme n’admet aucune
solution. Si B € Im(U), il existe X € K™ tel que AX = U(X) = B. Soit Y un
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élément non nul de Ker(U). Ona A(X +\Y) =UX)+AXU(Y)=U(X)=1B
pour tout A € K, ce qui fait que le systéme admet plusieurs solutions(et une
infinité de solutions si le corps K est infini). &

10 5 4
Considérons par exemple la matrice A= | 5 2 3
3 1 2
On a par la régle de Sarrus det(A) =40+ 20+ 45 —24 — 30 — 50 = 1.
D’autre part C11(A) = ? g’ =1, C12(4) = ’g g‘ =1, C13(4) =
5 2 5 4 10 4
0 1‘ = 1, Cou(4) = ’1 2‘ 6, Cha(A) = ’ 5 2‘ = 8, Cba(4) =
10 5 5 4 10 4
3 1‘ = =5, C31(4) = ’2 3‘ =7, C32(4) = ’ 5 3‘ =10, C33(A) =
10 5
: 2‘5.
1 -1 -1 1 -6 7
DoncC(A)=| -6 8 —5|etAl=(CA)Y=]|-1 8 -10
7 —-10 -5 -1 5 -5

Considérons maintenant le systéme

10z 4+ 5y +42z =1
5+ 2y +32=2
3r+y+2z=-1

Comme det(A) = 1, on peut appliquer les formules de Cramer, et le systéme
posséde une solution unique donnée par les formules

1 5 4 10 1 4 10 5 1
z=|2 2 3|,y=|5 2 3|,z=|5 2 2
-1 1 2 3 -1 2 3 1 -1

En appliquant la régle de Sarrus on obtient x = 44+8—-15+8-3—-20 = —18,
y=40—-20+9—-24+30—-10=25, 2= —-20+5+30— 6 — 20 4+ 25 = 14.
En fait comme A~! a déja été calculé, on pouvait écrire directement

x 1 1 -6 7 1 -18
yl=4" 2 |=-1 8 -10 2 | =1 25
2 -1 -1 5 =5 -1 14

3.4 Meéthode du pivot de Gauss

En pratique le calcul des cofacteurs pour obtenir 'inverse d’une matrice est
long et fastidieux ( 25 determinants d’ordre 4 si A € M5(K)), et les formules



3.4. METHODE DU PIVOT DE GAUSS 41

de Cramer peuvent aussi mener a des calculs assez longs pour résoudre des
systémes linéaires. On est plutot amené a utiliser la méthode du pivot de
Gauss, décrite dans le Cours d’Analyse numérique de X. Fischer.[5] Cette
méthode, qui consiste a "trianguler le systéme", permet aussi de résoudre des
systémes ot le nombre d’équations est différent du nombre d’inconnues. Nous
décrivons cette méthode en reprenant la matrice précédente.

On va résoudre directement ’équation AX = B.

10+ 5y +4z=a
S5r+2y+32=5>
3r+y+2z=c

Pour simplifier les calculs on écrit en premier la variable y et on échange les
premiéres et troisiémes équations.

y+3r+2z=c
20+ 5 +32=">
5y 4+ 10x+4z=a

L2 — L2 - 2L1, L3 — Lg —5L1

Yy +3x +2z= c
—-xr —z= b—2c
—5r —6z= a—>5c¢c

L3 h— L3 - 5L2

y +3xr 42z = c
—r —z= b—2c
—2= a—-5b+5c

La derniére équation donne z = —a+ 5b— 5c. En reportant dans la deuxiéme
on obtient r = —z—b+2¢c = a—5b+5¢c—b+2¢c = a—6b+ 7c. Enfin en reportant
dans la premiére équation on obtient y = —3x — 2z + ¢ = —3a + 180 — 21c +
2a — 10b + 10c + ¢ = —a + 8b — 10c.

Le systéme admet donc une solution unique :

T=a—6b+ Tc
y=—a+8b—10c
z=—a+5b—5¢

Pour a = 1, b = 2, ¢ = 3 on retrouve le fait que z = 1 - 12 — 7 = —18,
y=—14+16+10=252=—-14+10+5=14.

1 -6 7 a

D’autre part on a =|-1 8 -10 b |, et on retrouve le fait

= DN Ot

X
Y
4
10 AN 1 -6 7
que | 5 3 =
3 2 (
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3.5 Déterminant d’'un endomorphisme et d’une
famille de vecteurs

On peut également définir la notion de déterminant d’un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 3.5.1 Soit E un espace vectoriel non nul de dimension finie, et
soit B une base de E. Pour u € L(E), on pose

det(u) = det(My ).

Cette définition est indépendante du choiz de la base B, et u est inversible
si et seulement si det(u) # 0. D’autre part det(u o v) = det(u)det(v) pour
u,v € L(E).

Démonstration : Si B; est une autre base de E, on a M, 5, = PilMung,
ou P = Pgp, est la matrice de passage de B & B1. Donc det(M, g,) =
det(P~1)det(M,, g)det(P) = det(P)~det(P)det(M, g) = det(I,)det(M, 5) =
det(M, g), et la définition de det(u) est indépendante du choix de la base B. Le
fait que det(u o v) = det(u)det(v) pour u,v € L(F) est alors une conséquence
immeédiate de la proposition 2.6 et du théoréme 3.2. &

D’autre part on peut définir le déterminant d’une famille B de n éléments

d’un espace vectoriel ' de dimension finie n > 1 dans une base donnée By de
E.

Proposition 3.5.2 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur
un corps K, soit By une base de E, et soit F = {f1,..., fn} une famille de n
éléments de E. On définit le déterminant detp,(F) de F dans la base By par la
formule

detp, (F)= det(PBO,]:).

Alors F est une base de E si et seulement si detp,(F) # 0.

De plus Uapplication ¢ : E" — K définie par la formule ¢(F) = detg, (F)
est une "forme multilinéaire alternée” de E™ dans K :

si F;; désigne la famille obtenue en échangeant f; et f;, avec 1 <@ < j <mn,
alors ¢(F; ;) = —d(F), et si F(i,z) désigne la famille obtenue en remplacant
fi par x € E, alors Uapplication x — ¢(F; ) est une application linéaire de E
dans K pour 1 <i<n.

Démonstration : Ceci résulte de la définition de la matrice Pg, r, de la
proposition 2.10 et de la proposition 3.5. &
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3.6 Rang d’une matrice

Les déterminants sont également utiles pour calculer le rang d’une matrice,
qui se définit de la maniére suivante.

Définition 3.6.1 Soit B = (b; j)i<i<m € Mu(K). On appelle rang de B, et
1<5<n

on note rg(B), la dimension du sous-espace vectoriel de K™ engendré par les
colonnes de B.

Soient p, m,n trois entiers, avec 1 < p < inf(m,n). On dit qu’une matrice
A € M,(K) est une matrice extraite d’une matrice B € M,, ,(K) si A est une
matrice obtenue en retirant & B m — p de ses lignes et n — p de ses colonnes. On
a alors le résultat suivant.

Proposition 3.6.2 Soit B € M,, ,,(K) une matrice non nulle. Alors le rang de
B est égal au plus grand entier p > 1 pour lequel il existe une matrice a p lignes
et p colonnes extraite de B dont le déterminant soit non nul. En particulier
le rang de B est égal a celui de sa transposée,c’est a dire a la dimension du
sous-espace vectoriel de K™ engendré par les lignes de B.

Démonstration : Notons Bi,..., B, les colonnes de B, soit E le sous-espace
vectoriel de K™ engendré par les colonnes de B et soit p le rang de B. Il existe
des entiers i1 < iz... < iy tels que (B;,,.. .,Bip) soit une base de E. Soit
C= (c”)lléém € My, (K) la matrice dont les colonnes sont Bj,, ..., B;,, soit
Fle sous—e§1i7)<:1]ée vectoriel de KP engendré par les lignes L1, ..., L,, de C, et soit
g < p la dimension de F. Il existe un sous-ensemble S de {1,...,m} possédant
g ¢éléments tel que (L;);es soit une base de F.
Z1

Soit X = ’ € KP? tel que L;j X = 0 pour j € S, et soit k < m. Il

x
existe une famille (A;)jes d’éléments de K telle que Ly = 3 ;g A;jL;. On a
alors Lp X = .. g A\ L; X = 0, ce qui prouve que CX = 0. Comme les colonnes
de C forment une famille libre, on a X = 0. Soient ji,...,j, les éléments de
S, et soit D € Mg ,(K) la matrice dont les lignes sont Lj,, ..., L; . Il résulte
de ce qui précéde que les p colonnes de D forment une famille libre de K9, ce
qui prouve que g > p. Donc ¢ = p. Comme 'équation DX = 0 admet 0 pour
unique solution dans K?, on a det(D) # 0, et D est une matrice a p lignes et p
colonnes extraite de B dont le déterminant est non nul.

Supposons maintenant qu’il existe une matrice U & r lignes et r colonnes
extraite de B telle que det(U) # 0. Il existe un sous-ensemble R de {1,...,m}

possédant r éléments et un sous-ensemble T' de {1,...,n} possédant aussi r

éléments tels que U = (b; j)ies. Solent j; < ... < j, les éléments de T, et soit
JET

V € M, la matrice dont les colonnes sont Bj,,...,B; . Si X € K" vérifie

VX =0, on aa fortiori UX = 0, donc X =0 et (B;);er est une famille libre de
K™. Donc r < rg(B), et le rang de B est égal au plus grand entier p pour lequel
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il existe une matrice a p lignes et p colonnes extraite de B dont le déterminant
soit non nul. Comme le déterminant d’une matrice carrée est égal a celui de sa
transposée, ceci montre que rg(B) = rg(B'), c’est a dire que le rang de B est
égal a la dimension du sous-espace vectoriel de K™ engendré par les lignes de
B. &

En fait on utilise rarement en pratique les déterminants pour calculer le rang
d’une matrice. En effet le rang d’une matrice B ne change pas si on ajoute a une
ligne de B une combinaison linéaire des autres, ou si on ajoute a une colonne de
B une combinaison linéaire des autres. Il ne change pas non plus si on intervertit
I’ordre des lignes ou 'ordre des colonnes de B, ou si on multiplie une ligne ou
une colonne de B par un coefficient non nul. On va calculer & titre d’exemple le
rang de la matrice suivante

—_

1 18

)
2
B = 1

=W = O3
NN W
O =W
N O W~

6
6
-1 2
L1 — L1 — 5[/37 L2 — L2 — 2L3, L4 — L4 + L3.

-2

0 -9 -3 -9 -6 -12
0 -5 -1 -5 -4 -6
1 3 2 4 2 6
0 4 4 4 O 8

CQ — CQ — 301, etc. ..
0 -9 -3 -9 -6 -12
0 -5 -1 -5 -4 -6

10 0o 0 0 O
0 4 4 4 0 8

Ly — —31L1, Ly — —Ly, Ly — $Ly.

0 3 13 2 4
0 515 46
10 0 0 0 O
01110 2

L1 — L1 — 3L4, L2 — L2 - 5L4

0 0 -2 0 2 =2
0 0 40 4 —4
10 0 00 O
01 1 1 0 2

C3 —)03_02, etc. ..
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00 -2 0 2 =2
00 —4 0 4 —4
10 0 00 O
01 0 00 O
L2 — L2 — 2L1
00 -2 0 2 -2
00 0 00 O
10 0 00 O
01 0 00 O
Li+— —%Ll.
0010 -1 1
0000 0 O
100 0 O O
01 00 0 O

0 01 0 0O

00 0 0 0O

1 0 00 0 O

01 0 0 0 O
5 6 7 11 4 18
2 1 3 3 0 6 3 N

Donc le rang de 1 3 92 4 9 6 est égal & 3 (on peut montrer
-11 2 0 -2 2

que les opérations ci-dessus permettent toujours d’aboutir & une matrice dont
tous les coefficients sont égaux & 0 ou 1 qui posséde au plus un coefficient égal
a 1 sur chaque ligne et chaque colonne).

5 6 7
On a, d’aprés la régle de Sarrus, |2 1 3|=104+42+18—-7—-45—-24 =
1 3 2
70 — 76 = —6. Donc le déterminant de la matrice B € M3(K) obtenue en

retirant & A ses deux derniéres lignes et ses trois derniéres colonnes est non nul.
Pour montrer que le rang de A est égal a 3 par cette méthode il faudrait encore
vérifier que le déterminant de toutes les matrices obtenues en retirant a A une
ligne et deux colonnes est nul, ce que nous ferons plus loin en utilisant Mupad.

3.7 Rang d’une famille de vecteurs, rang d’une
application linéaire
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On peut également définir le rang d’une famille de vecteurs ou d’une appli-
cation linéaire.

Définition 3.7.1 1) Soit E un espace vectoriel de dimension, et soit F une
famille finie d’éléments de E. Le rang de F est la dimension du sous-espace
vectoriel de E engendré par F.

2) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soit u €
L(E,F). Le rang de u est égal o la dimension de u(FE).

Proposition 3.7.2 1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie m > 1,
soit B une base de E et soit F une famille finie d’éléments de E. Alors le rang
de F est égal au rang de la matrice Pg r.

2) Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls de dimension finie, soit
B une base de E, soit B' une base de F et soit u € L(E, F). Alors le rang de u
est égal a celui de la matrice M, g B .

Démonstration : 1) Pour € E notons [z]p le vecteur colonne formé des
coordonnées de x dans la base B. L’application 6 : x — [z]g est une bijection
linéaire de F sur K.

Soit F' le sous-espace vectoriel de F engendré par F. Alors F' et 6(F') ont la
méme dimension. Comme 6(F') est le sous-espace vectoriel de K™ engendré par
les colonnes de Pg 7, on voit que le rang de F est égal au rang de Pg 7.

2) Soient ey, . . ., e, les éléments de la base B. Posons u(B) = (u(e1), ..., u(e,)).
L’espace vectoriel u(E) est le sous-espace vectoriel de F' engendré par u(B). Donc

Tg(u) = Tg(PB’,u(B)) = 7qg<]\4u,B,B’)-

3.8 Annexe au Chapitre 3 : Introduction aux
notations indicielles de la Physique

On utilise souvent en Physique la convention de sommation de I’indice
répété : par exemple si ¢ varie de 1 & n, alors la somme ) Z;,; sera notée
Lig-

Dans le cas d’un indice répété j coexistant avec un indice non répété i,
I'indice i est appelé indice libre et 'indice répété est appelé indice muet. On
peut changer le nom de I'indice muet sans changer la valeur de I’expression : si
J varie entre 1 et n, on a a; j&; = a; &) car E1§j§n a; jx; = Z1gk§n a; kT

Sauf mention expresse du contraire, I'indice libre prend les mémes valeurs que
I'indice muet. Par exemple si n = 4, écrire a; jz; = b; est une facon concentrée
d’écrire le systéme

1<i<n
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(1,171 + G1,2T2 + G1,3%3 + a1,4%4 = by
2171 + 2272 + A2,373 + A2 4T4 = by
a3,171 + a3,2T2 + 43,373 + a3 424 = b3
a41%1 + a42%2 + 4323 + a4.47T4 = by

Pour n quelconque, en introduisant les cofacteurs de la matrice A = (a;,5)1<i<n,
1<5<n

les formules de Cramer donnent pour det(A) # 0

Q; jT5 = by <= b, = (—1)i+jCj’i(A)bj.

La convention de l'indice répété s’étend pour plusieurs indices. Par exemple
si les indices varient de 1 a n,

ai kbracj = E E a;i kbric1; = E @ik E bricij

1<k<n 1<i<n 1<k<n 1<i<n

= E E ai kbr | cj

1<i<n \1<k<n

Notons que ceci montre au passage que a; 1 (br,ic1,;) = (@i kbr,1)cr, ;. Compte
tenu de la définition du produit matriciel, on en déduit notamment que (AB)C =
A(BC) pour A,B,C € M, (K).

Ces conventions posent des problémes de substitution. Par exemple si on
considére l'expression A = a; ;2,;y;, avec x; = b; j2;, les indices variant de 1 a
n, I'indice 7 est muet dans le premier cas, mais pas dans le second, tandis que
I'indice j est muet dans les deux cas. Il faut donc dans la substitution remplacer
J par un autre symbole, tout en gardant i. On écrira donc z; = b; 2x, ce qui
donne

n

n n
A=aijbirzey; = | Y ai <Z bi,ka) Yj
1 k=1

i=1 \j=

On place souvent en Physique des indices placés plus haut que la variable
concernée. Ces le cas des coordonnées d’un vecteur dans une base. On note
souvent en caractéres gras les vecteurs. Par exemple si ((eq,...,ey) est
une base d’un espace vectoriel F, on notera souvent z',...,z" les coordonnées
d’un vecteur x dans cette base. Ceci se traduit par la formule

x = z'e;.
Les exposants seront alors notés avec des parenthéses. Par exemple (z:3)?
représentera le carré de la troisiéme coordonnée du vecteur x. Si E est un espace
vecoriel euclidien, et si (e1,...,ey) est une base orthonormale de E (ces notions
seront détaillées au Chapitre 7), la norme euclidienne d’un vecteur x est donnée

par la formule ||x|| = /37, <;<,, (%)% (on pourrait aussi écrire ||x||* = z*z").



48CHAPITRE 3. DETERMINANTS, NOTATIONS INDICIELLES DE LA PHYSIQUE

Nous terminons cette bréve présentation en introduisant les symboles d’anti
symétrie. Soient i1,...,4, des entiers compris entre 0 et n. Si ces entiers ne
sont pas tous distincts le symbole d’antisymétrie €;, . ;. est nul. Si les entiers
i1,...,%, sont tous distincts le symbole d’antisymétrie €;, .. est égal a la
signature €(o) de la permutation

in

1 2 1... n
i1 | dg | ... | ip

En particulier le symbole d’antisymétrie est égal & 1, 0 ou —1, et il change
de signe si on permute i, et i, avec p # q.
Quand on a deux indices variant entre 1 et 2, on obtient

. a a
el =€22=0,e2=1,€e>»!' =—1. On a alors, si A = L1 1.2
a21 232

— g a0 = € sao s
det(A) = € a;1a52 = €7 a1 ;a9

que l'on peut aussi écrire sous la forme

det(aij) =€ jailajg =€ Jaliagj

3.9 Chapitre 3 sous MUPAD

On a vu au chapitre précédent comment calculer 'inverse d’une matrice avec
MUPAD. On peut évidemment aussi calculer les déterminants avec MUPAD, en
utilisant la commande linalg : :det() ;

M:=Dom: :Matrix () ;
A::M([[1:2:3:4:5] E) [1)2)1:2:1] ) [1’_1:433:_1] ) [2)_1)3:1:4] ) [5)_2:3)_1:3]]);
linalg::det(A);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))
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+- —+
56
1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
Donc |1 -1 4 3 —1|=256.
2 -1 3 1 4
5 -2 3 -1 3

M:=Dom: :Matrix();
A:=M([[5,6,7,11,4,18],[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0,-2,2]11);
linalg::rank(A);

Dom: :Matrix(Dom: :ExpressionField(id, iszero))

5,6, 7, 11, 4, 18

On peut également utiliser Mupad pour ajouter a une ligne d’une matrice
un multiple d’une autre.Par exemple Ly — L; — 5L3 (retrancher 5 fois la
troisiéme ligne & la premiére) se traduit pour la matrice A par la commande
linalg : :addRow(A,3,1,-5), et C3 — Cy — 3C; (Retrancher deux fois la pre-
miére colonne a la deuxiéme) se traduit pour la matrice A par la commande li-
nalg : :addCol(A,1,2,-3). On peut ainsi effectuer sous Mupad le début des calculs
5 6 7 11 4 18
2 1.3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
-11 2 0 -2 2

faits plus haut pour calculer le rang de la matrice A =
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M:=Dom: :Matrix ():
A:=M([[5,6,7,11,4,18],[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0,-2,2]11);
Al:=linalg::addRow(A,3,1,-5):

A2:=linalg::addRow(A1,3,2,-2):

A3:=linalg::addRow(A2,3,4,1);

A4:=linalg::addCol(A3,1,2,-3):

A5:=1linalg::addCol(A4,1,3,-2):

A6:=linalg::addCol(A5,1,4,-4):

A7:=linalg::addCol(A6,1,5,-2):

A8:=linalg: :addCol(A7,1,6,-6);

+- -+
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D’autre part on peut utiliser Mupad pour extraire des matrices d’une matrice
donnée. On utilise la commande linalg : :submatrix(A, [i1,. .., 4], [J1,-- - Jq]);
qui permet de faire apparaitre la matrice obtenue en supprimant les lignes autres
que i1, ...,% et les colonnes autres que ji,...,j,. A titre d’exemple on calcule

ci-dessous les déterminants de la matrice carrée a 4 lignes et 4 colonnes extraite
5 6 7 11 4 18

2 1 3 3 0 6
1 3 2 4 2 6
-11 2 0 -2 2

partenant a la fois & une des quatre premiéres lignes et & une des quatre derniéres
colonnes de A.

de la matrice A = en gardant les coefficients ap-

M:=Dom: :Matrix():
A:= M([[5,6,7,11,4,18],[2,1,3,3,0,6],[1,3,2,4,2,6],[-1,1,2,0,-2,2]11);
Al:=linalg::submatrix(A,[1,2,3,4],[3,4,5,6]1);

7, 11, 4, 18
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On peut enfin utiliser Mupad pour résoudre des systémes linéaires. On doit
ramener le systeme & un systéme de la forme AX = B, avec A € M,,, ,(K),
B e K"

On traite ci-dessous ’exemple du systéme

dSx+6y+T7z=4
2r+y+32=5
r+3y+2z=1

M:=Dom: :Matrix():
A:=M([[5,6,7],[2,1,3],[1,3,2]11);
B:=M([4,5,11);
linalg: :matlinsolve(A,B);

| -14/3 |
| |
| -5/3 |
| |
I I

16/3

On a donc une solution unique x = —14/3, y = —5/3, z = 16/3.

On considére maintenant le systéme
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Sr+6y+T7z+11t =1
2r4+y+324+3t=1
c4+3y+2z2+4t=1
—xrx+y+2z =1

A1:=M([[5,6,7,11],[2,1,3,3],[1,3,2,4],[-1,1,2,011);
B1:=M([1,1,1,11);
linalg: :matlinsolve(A1,B1);

+- -+
| 5,6, 7, 11
I I
| 2,1, 3, 3 |
| I
| 1, 3, 2, 4
I I
| -1, 1, 2, 0 |
+- -+

+- -+

[ 1 |

| I

[ 1 |

| I

[ 1 |

| I

[ 1 |

+- -+

1

Ceci veut dire que le systéme n’a pas de solution.

Considérons maintenant le systéme
5z + 6y + 7z + 11t = 29
20 4+y+32+3t=9
T+ 3y+2z+4t =10
—r+y+2z =2

B2:=M([29,9,10,2]);
linalg: :matlinsolve(A1,B2);

53
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+- -+

| 29 |

I I

| 9 |

I I

| 10 |

I I

I 2 |

+- -+
B —+ - -
2 -1 1 1
[ I I
2 0 1 -1 01
[ [ [
R s R A o | I |
[ (I [
1 o I 1 | (A
—— - -+ - 4 —+ - -

Ceci veut dire que le systéme a une infinité de solutions. Mupad donne
d’abord une solution particuliére, puis une base du sous-espace vectoriel de K™
défini par I’équation AX = 0. La solution générale du systéme est donc

r=2-—A

y=2-A
z=1
t=A

,ou X € R.

3.10 Exercices sur le Chapitre 3

exercice 1
On considére la matrice

1 2 3
A=13 4 1
2 1 3

Calculer det(A). La matrice A est-elle inversible ?
En déduire que le systéme ci-dessous admet une solution unique, et trouver
cette solution en utilisant les formules de Cramer.
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r+2y+32=5
3z+4y+2z=2
2r+y+3z=1

exercice 2 (Matrices nilpotentes)
Soit A € M, (R) telle que A™ = 0, avec n > 2. Montrer que det(A) = 0.

exercice 3 (Matrices antisymétriques)
Soit n un entier positif impair et soit A € M(R) telle que *A = —A. Montrer
que det(A) = 0.

exercice 4
Calculer les déterminants suivants :

1 2 3 =5
;l _51 i% 0 1 0 4 a c+id a—1 1
1 6 9 T 3 =2 1 |'|e—1id b " ad a?+a+1|’
-3 -5 1 2
o b e 1 a bie 1 1 1 1 a 1 1 -1
1 ) -1 —2 1 a 1 1
b ¢ al,|1 b c+al, ,
b 1 s 1 -1 1 -1 1 1 a 1
¢ @ € a 1 —i -1 illt 11 a
exercice 5
x 2 3 4
I . A 2 2 3 4
Déterminer les racines du polynéme p(z) = 3 4 2 9l
4 3 2 =z

exercice 6
a) Déterminer en fonction de a et b les coefficients de la matrice

1 a b

A= -1 a b

a+b+1 1 1
x U
b) Résoudre dans R3 le systéme AX = B,avec X = | y | et B= | v
z w

exercice 7
Soit w une racine cubique de 'unité.Résoudre dans C le systéme

zr + vy + 2z = a
r 4+ wy + w?z = b
r + wzy + wz = c¢

exercice 8
a) Résoudre le systéme
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r + vy + z 4+ t = 3
r + 2y + z 4+ t =1
x + y + 22 + t = 2
r + y 4+ z + 2 = 4
r — vy + z — t =0
b)Discuter selon les valeurs de a ’ensemble des solutions du systéme
2(a+ 1z + 3y + az = a+4
(da—1)z + (a+1l)y 4+ (2a-1)z = 2a+4
Ga—4)r + (a+1l)y + Ba—4)z = a-—1

exercice 9

Utiliser la convention de sommation pour écrire les relations suivantes
a) a1171 + az 2% + a3 3r3 + as 4y = 8.

b) B11y1,1 + B2yi2 + Bsayi s = A

exercice 10
Exprimer le produit de deux matrices A = (a;;) € M, (K) et B = (b;;) €
M, (K) en utilisant la convention de I'indice répéteé.

exercice 11
Ecrire la définition de I'indépendance linéaire d’une famille (eq,...,e,) de
vecteurs en utilisant la convention de I'indice répété.

exercice 12
2 b 3 J—
Développer 'expression a; by j i, avec n = 3.

exercice 13
Calculer a;;x;y;, avec x; = b; ju;, y; = ¢ v, 1 = 2.

exercice 14

a) Calculer tous les symboles d’antisymétrie €% pour i, j, k € {1,2,3}.

b) Soit A = (ai;) € M3(K). Exprimer det(A) en utilisant les symboles
d’antisymeétrie et la convention de l'indice répété.

exercice 15(sous Mupad)

2 4 -1 7 1 3 4
5 -1 6 9 -2 6 2
7T -5 -2 6 1 5 1
1) Calculer le déterminant de la matrice | 5 1 1 -6 2 -9 4
1 4 6 7 2 3 2
3 2 1 1 -1 4 2
5 6 2 3 -6 -1 3

2) Résoudre le systéme
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2x1 +4x0 —x3 + Txy + T5 + 36 + 47 = 2
bxr1 — x9 + 623 + 914 — 225 + 626 + 2207 = —3
Txy — dxe — 203 4+ 624 + 5 + D + 7 = 12
5x1 + x2 + x3 — 624 + 225 — 926 + 427 = —1
T1 + 4x9 + 623 + Txy + 225 + 326 + 2207 = —4

3r1 +2x9 +x3 + x4 — x5 + 46 + 207 = 2

5x1 + 6xo + 223 + 3x4 — 625 — x5 + 327 =6

exercice 16(sous Mupad)

4 -1 7 1 3 16
-1 6 9 -2 6 23
-5 -2 6 1 6 13

1) Déterminer le rang de la matrice A = 1 1 -6 2 -9 —g

4 6 T2 3 23

20 3 10 23 4 9 69
2) Retrouver ce résultat en calculant le déterminant des 7 matrices & 6 lignes

= Ot J Ot N

et 6 colonnes extraites de A et en calculant le déterminant d’une des matrices
a b lignes et 5 colonnes extraites de A.

3) Résoudre le systéme
2391 +4$2 7$3+71’4+$5 +31’6 +16(£7 =2
5x1 — x9 + 6x3 + 924 — 225 + 626 + 2327 = —3
Tx1 — Dxo — 2x3 + 64 + x5 + 626 + 1327 = 12
5r1 4+ 2 + 3 — 624 + 225 — 96 — 67 = —1
x1 + 4xo + 613 + T2y + 205 + 326 + 2327 = —4
20z + 3z + 10z3 + 2324 + 425 + 926 + 6927 = 2
4) Résoudre le systéme
2x1 +4x0 — x3 + Txy + x5 + 326 + 1627 = 1
51‘1 — T2+ 6:E3 + 91’4 - 2565 + 6586 + 231‘7 =1
Txy — bxy — 223 + 624 + 25 + 626 + 1327 =1
5x1 + a9 + x3 — 624 + 225 — 926 — 627 = 1
T + 4o + 623 + T4 + 225 + 326 + 2327 = 1
20x1 + 3z + 10x3 + 2324 + 45 + 926 + 6927 = 1
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Chapitre 4

Valeurs propres,vecteurs
propres,diagonalisation

4.1 Introduction a la diagonalisation des matrices

Dans tout ce chapitre K désigne un corps quelconque, et M, (K) désigne
I’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes & coeffients dans K. L’es-
pace vectoriel K" est identifié & I’espace vectoriel M,, ; des matrices unicolonnes
a n lignes.

Définition 4.1.1 Soit A € M, (K), et soit A € K. On dit que A est une valeur
propre de A s’il existe un élément non nul X de K™ tel que AX = AX. Dans
ce cas on dit que X est un vecteur propre associé a la valeur propre .

Si X\ est une valeur propre de A, Uensemble Ex(A) = {X € K" | AX = \X}
est appellé le sous-espace propre associ€ a la valeur propre \.

Afin d’alléger les notations, on écrira E) au lieu de E)(A) si aucune confusion
n’est & craindre. Soit u : K™ — K™ D'application linéaire définie par la formule
u(X) = AX et soit Z,, Papplication identité sur K™. Il est clair que si A est une
valeur propre de A alors E\ = Ker(u — A\Z,,), et par conséquent le sous-espace
propre E) est un sous-espace vectoriel non nul de K.

Définition 4.1.2 Soit p = ap + a1x ... + apz™ € K|z], et soit A € M, (K).
On pose p(A) = agl, + a1 A+ ...+ a, A™.

Autrement dit p(A) est la matrice obtenue en remplacant z¥ par A* dans

I'expression de p, avec la convention A° = I,. On a les propriétés évidentes
suivantes.

59
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(4.1) (p+a)(A) =p(A) +q(A) Vp € Klz], Vg € K[z], VA € M, (K).
(4.2) (Ap)(A) = Ap(A) VA€ K, Vp € K[z, VA € M, (K).
(4.3) (pg)(A) = p(A)q(A) Vp € K[z], Vg € K[z], VA € My(K).

Autrement dit si on fixe A € M,,(K), alors 'application p — p(A) est a
la fois une application linéaire et un homomorphisme d’anneaux de K[x] dans
M, (K). Notons que 'on déduit de (4.3) la propriété suivante.

(4.4) q(A)p(A) = p(A)q(A) Vp € K[z], Vg € K[z], VA € My (K).

Si Eq,...,E, sont des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ on
définit l’espace somme Ey + ...+ E, comme étant I’ensemble des x € F qui
peuvent s’écrire sous la forme x = Zle x; avec X; € B pour 1 < ¢ < p. Il est
clair que Fy + ...+ E, est un sous-espace vectoriel de E.

Lemme 4.1.3 Soit A € M,,(K), soit A une valeur propre de A et soit p € K|z].
Alors p(A)X = p(A\)X pour tout X € E).

Démonstration : Soit X € E). On a IX = X, et une récurrence immédiate
montre que A¥X = A\*X pour k > 1. Soit maintenant p = ag+a1z ...+ a,z™ €
Klz]. On a p(A)X = apX + a1 AX + ...+ apn X" X =p( M) X. &

Proposition 4.1.4 Soit A € M, (K), soient A1,..., A, des valeurs propres
distinctes de A et soit B; une base de Ey, pour 1 <i < p. Alors B = Ui<i<pB;
est une base de Ex, +...+Ey . En particulier dim(Ex, +. . .+Ey,) = dim(Ex,)+

Démonstration : Il est clair que B est une famille génératrice de Ex, +...+ E) .
Posons B; = (fi1,...,f 45)), et soit (i j)i< <4 une famille d’éléments de K
1<i<p

telle que 3 1 <j<q) i jfij = 0.

1<i<p

Posons g; = > <<, @ijfij, de sorte que f; € B\, pour 1 <i < p.

Onaj o, 8k =0. Posons p; = [[ick<,(z — Ag) pour 1 <i <p.

On a p;(A)(gr) = pi(Ak)gr pour 1 < k <n, donc 3, o4, Pi(Ak)8k
= p;(A)(0) = 0. Comme p;(A;) = 0 pour k # i, et comme p;(\;) # 0, on a
Zlgjgk(j) a; jf; j =0 pour 1 <i < p. Comme B; est libre, on obtient o; ; =0
pour 1 < j < ¢(i), 1 <i < p, ce qui prouve que B est libre. Donc B est une base
de E)\l + ...+ E)\p7 et dim(E)\l + ...+ E,\p) = dim(E)\l) + ...+ dim(E)\p). &
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4.2 Polynome caractéristique d’une matrice

On va maintenant donner un moyen pratique de trouver les valeurs propres
de A.

Définition 4.2.1 Soit A € M,,(K). Le polynéme ps = det(xI,—A) = (—1)"det(A—
xI,) est appelé le polyndme caractéristique de A.

Soit p € K[x] un polynoéme non nul. Rappelons qu’on dit que A € K est une
racine de p quand p(A) = 0. On sait que A est une racine de p si et seulement
si p est divisible par x — A. Dans ce cas le plus grand entier k£ tel que p soit
divisible par (z — A\)* est appelé ’ordre de multiplicité de la racine .

Proposition 4.2.2 Soit A € M, (K) et soit A € K. Alors A est valeur propre
de A si et seulement si det(AI,, — A) = 0. Autrement dit I’ensemble des valeurs
propres de A coincide avec ’ensemble des racines de son polynéme caractéris-
tique pa.

Démonstration : Il est clair que A est valeur propre de A si et seulement si il
existe un élément non nul X € K™ tel que (A, — A)X = 0. Il résulte alors du
corollaire 3.8 que cette condition est vérifiée si et seulement si det(Al, — A) = 0.

&

1/2 1/2 1/2
Exemple 4.2.3 Soit A= 1/4 1/2 0 |.Alorspa=a(z—3)(z—1), et
1/4 0 1/2
les valeurs propres de A sont 0, % et 1.
1/2 -z 1/2 1/2
En effet pa =—| 1/4 1/2 —x 0 .
1/4 0 1/2—x

En développant par rapport a la derniére colonne on obtient

—at)

1/4 1/2—=x
1/4 0

12—z 1/2
/4 1/2—=z

—~
=

1
—pPa=—3

Si A € M, (K), on définit la trace de A, notée Tr(A), comme étant la
somme des coefficients situés sur la diagonale. Autrement dit on a la formule

4 Tr ((aig)izicn ) = D aie
(4.5) T<(CL1,J)11;122> ;a”t,L

Il résulte de la définition des déterminants que le terme de plus haut degré
du polyndme caractéristique de A € M, (K) est égal a 1, que le coefficient de
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son mondme de degré n — 1 est égal & —Tr(A), et que son terme constant est
égal & (—1)"det(A). On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.2.4 Soit A € M,,(K). Alors la sommes des valeurs propres de
A, répétées selon leurs multiplicités, est égale a Tr(A), et le produit des valeurs
propres de A, répétées selon leurs multiplicités, est égal a det(A).

4.3 Matrices semblables

On va maintenant introduire la notion de similarité.

Définition 4.3.1 Soient A, B € M, (K). On dit que B est semblable a A s’il
existe une matrice inversible P telle que B = P~LAP.

Cette relation est ce qu’on appelle une relation d’équivalence, car on a les
trois propriétés suivantes :

1) A est toujours semblable & A, car A = I;1AIL,.

2) Si B = P 'AP est semblable & A, alors A = PBP~! est semblable a B,
car P = (P~1)~L

3) Si B = P~ 1AP est semblable a A, et si C = Q~'BQ est semblable a B,
alors C = Q7 'P~1APQ est semblable a A, car Q7'1P~! = (PQ)~ .

On a les propriétés suivantes.

Proposition 4.3.2 Soit A € M, (K), et soit B = P"*AP € M,(K) une
matrice semblable a A. Alors A et B ont le méme polyndme caractéristique. De
plus q(A) = Pq(B)P~! pour tout ¢ € K[x], et en particulier A™ = PB™P~1
pour m > 1.

Démonstration : On a pg = det(xl,, — B) = det(P~'(2I,)P — (P~1AP)) =
det(P~Y(xI, — A)P) = det(P~Y)det(xI, — A)det(P) = det(P) 'padet(P) =
det(In)pA = PA.

D’autre part on a A = PBP~!. Supposons que A™ = PB™P~! avecm > 1.
Alors A™*! = (PB™P~Y)(PBP~!') = PB™(P~'P)BP~! = PB™*1P~1. On
voit donc par récurrence que A™ = PB™P~! pour m > 1. Comme I, = PP,
on voit que si ¢ = by + ... + bpz® € K[z], alors q(A) = boPL,P~!1 + ... +
by PB" P~ = P(bol,)P~' + ...+ P(by,B™)P~! = Pg(B)P~'. &

Corollaire 4.3.3 Soient A,B € M, (K). Si A et B sont semblables, alors
Tr(A) =Tr(B).



4.4. DIMENSION D’UN SOUS-ESPACE PROPRE ET ORDRE DE MULTIPLICITE D’'UNE VALEUR PROPREG3
4.4 Dimension d’un sous-espace propre et ordre
de multiplicité d’une valeur propre

On va maintenant comparer ’ordre de multiplicité d’une valeur propre et la
dimension du sous-espace propre associé a cette valeur propre.

Proposition 4.4.1 Soit A € M, (K), soit A une valeur propre de A de multi-
plicité n(X). Alors dim(Ey) < n(X).

Démonstration : Soit (fq,...,fp) une base de E. D’aprés le théoréme de la base
incompleéte il existe f,41,...,f, € K™ tels que B = (f1,...,f,) soit une base de
K",

Soit By = (ey,...,en) la base canonique de K™, définie & 'exemple 2.4, et

soit u ’endomorphisme de K™ défini par la formule u(X) = AX pour X € K™.
On a vu a l'exemple 2.4 que M, g, = A. Posons B = Mp. Il résulte de la
formule de changement de base que A et B sont semblables,donc ps = pp.
Comme u(f;) = Mf; pour 1 < j <p,ona

uw(fy) ... u(fy,)
fi

£,

ot 0p—p,p désigne la matrice & n — p lignes et p colonnes dont tous les coef-
ficients sont nuls, et ot C' € My, ,,_,(K) et D € M,,_,(K).

En utilisant le développement des déterminants par rapport a la premiére
colonne, on obtient par une récurrence finie immédiate, pour 1 < k < p—1,

)\—x)I C ()\—(E)I —k Ck
:_1n( V4 :_1n>\_xk: p ,

pe = (-1) On—p,p D —al,—p (=1 ) On—ptp—t D —xlnyp
avec Cy, € Mp_gn—p.

Donc pa = pg = (—1)"(A — x)P~!

ANPdet(D — xI,,—,) = (x — A\)Ppp.
Ceci montre que n(\) > p = dim(E)), n(A) désignant ’ordre de multiplicité
de la valeur propre \. &

A—z Cpfl

— (—1\—P _
Onp1 D—al, |~ TH"7@

4.5 Matrices diagonalisables

On dit qu'une matrice D = (d; j)1<i<. est diagonale si d; ; = 0 pour i # j.
15520

On a les propriétés évidentes suivantes
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dii 0 ... ... ... 0
0 dap O ... ... O
(4.6) Si D = O 0 d o 0 est diagonale, alors pp =
oo djy
0 0 ... ... 0 dun
(I_d1,1)~-~(x_dn,n)-
diy 0 ... ... ... 0
0 doo O ... ... 0
(4.7)Si D= 0 O d T O est diagonale , et si p €
e dj
0 0 ... ... 0 dun

K|z], alors p(D) est diagonale, et

0 p(da2) 0 0
p(D) 0 0 ... pd;) ... O
0 0 0 pldpn)
dipn 0 ... ... ... 0
0 dap O ... ... O
On voit en particulier que si D = 0 0 ..o dyy ... 0 est
0 0 ... ... 0 dun
0 ..o .0
0 dgz o ... ... O
. p_ | o e e -1
diagonale , alors D 0 0 d?,j 0 pour p > 1
0 0 ... ... 0 da,

Définition 4.5.1 Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable quand
A est semblable a une matrice diagonale.

Proposition 4.5.2 Soit A € M, (K), et soit P € M, (K) une matrice inver-
sible. Alors P~YAP est diagonale si et seulement si les colonnes p1,...,pr de
P sont des vecteurs propres de A.

Démonstration : Soient pq,...,p, les colonnes de D. Comme P est de rang n,
B = (p1,...,Pn) est une base de K™. Soit By la base canonique de K", et soit
u endomorphisme de K™ défini par la formule u(X) = AX. On a Pg, g = P,



4.5. MATRICES DIAGONALISABLES 65

donc d’aprés la formule de changement de bases on a M, g = P[;]{BAPu,BO,B =
P~'AP. Comme la j¢ colonne de M, 5 est formée des coordonnées de p; dans
la base B = (p1,---,Pn), on voit que P~1AP est diagonale si et seulement si
p; est un vecteur propre de A pour 1 < j < n.

Corollaire 4.5.3 Soit A € M, (K). Alors A est diagonalisable si et seulement
si il existe une base de K™ formée de vecteurs propres de A.

Démonstration : Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P &€
M, (K) telle que P~LAP est diagonale, et les colonnes de P forment une base
de K™ formée de vecteurs propres de A. Réciproquement soit B = (fi,...,f,)
une base de K™ formée de vecteurs propres de A, et soit P = Pg, 5, By désignant
la base canonique de K™. Alors P est inversible, et les colonnes de P sont égales
a f,...,f,. Il résulte alors de la proposition que P~'AP est diagonale , donc
A est diagonalisable .

On dira qu’un polynome p € K|z] de degré supérieur ou égal a 1 est scindé
s’il se factorise dans K|[x] en produit de polyndémes de degré 1. On a alors le
théoréme suivant.

Théoréme 4.5.4 Soit A € M, (K). Alors A est diagonalisable si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) Le polynome caractéristique pa de A est scindé.

(i1) L’ordre de multiplicité de chaque valeur propre de A est égal a la dimen-
sion du sous-espace propre correspondant.

Démonstration : Supposons que A est diagonalisable, et soit D une matrice
diagonale semblable a A. Il résulte de la proposition 4.3.2 appliquée a D que
pa = pp est scindé. Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A et pour
1 < j < p soit n; 'ordre de multiplicité de ;. Comme p4 est scindé , on a
pa = (z—A)"...(x — Ap)", et >0 ., n; = n. Puisquil existe une base
de K" formée de vecteurs propres de A, on a K" = E), + ...+ E) , donc
n =dim(Ex, +... + Ey,) = dim(Ex,) + ... +dim(Ey,) <ni+... +n, = n.
Donc 37, <<, (n; — dim(Ey;)) = 0. Comme n; > dim(E();) on voit que n; =
dim(E,) pour 1 < j <p, et les conditions 1) et 2) sont vérifiées.

Réciproquement supposons que A satifait 1) et 2). Soient Aq,...,\, les va-
leurs propres distinctes de A et pour 1 < j < p soit n; I'ordre de multiplicité de
Aj

Comme p4 est scindé , on a de nouveau ), ;. n; = n. Soit B; une base
de
Ey, pour 1 < j < p. Alors B = Uj<;<,B; est libre d’aprés la proposition 4.1.
Comme B; posséde n; éléments pour 1 < j < p, B posséde n éléments et c’est
donc une base de K™ formée de vecteurs propres de A, ce qui montre que A est
diagonalisable . &

On dit qu’une valeur propre A de A € M,,(K) est simple quand elle est sa
multiplicité n(\) est égale & 1. Comme 1 < dim(E)) < n(A), on a dans ce cas
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dim(Ey) =1 =n()). Comme tout polynome p € C[z] est scindé dans Clz], on
a alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.5 Soit A € M, (K). Si le polynome caractéristique de A est
scindé, et si toutes les valeurs propres de A sont simples, alors A est diagona-
lisable. En particulier une matrice A € M,,(C) dont toutes les valeurs propres
sont simples est diagonalisable.

1/2 1/2 1/2
Exemple 4.5.6 La matrice A= | 1/4 1/2 0 est diagonalisable sur R.
1/4 0 1/2

En effet on a vu que ps = z(z — 3)(z — 1). Donc pa est scindé dans R[z],

et les valeurs propres 0, % et 1 de A sont toutes des valeurs propres simples.

On va maintenant diagonaliser A, cest a dire trouver une matrice inversible
P telle que P~TAP soit diagonale . Pour cela il faut trouver une base de K?
formée de vecteurs propres de A.

Les éléments du sous-espace propre Fy sont les solutions du systéme

x/2+y/24+2/2=0
x/4+y/2 =0
r/4 +y/2=0
En additionnant membre & membre les deux derniéres équations on obtient

la premiére. On peut donc retirer la premiére équation et on est ramené au
systéme

T =2y
r=-2z
On voit donc que FEy est l'espace vectoriel de dimension 1 engendré par
-2
fi=]1
1

Les ¢léments du sous-espace £/ sont les solutions du systeme

r/24+y/24+2/2=1x/2
x/d+y/2 =vy/2
x/4 4+ 2z/2=2z2/2

La deuxiéme et la troisiéme équation donnent x = 0, et on est ramené au
systéme

r=0
z2=—y
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On voit donc que FE /o est 'espace vectoriel de dimension 1 engendré par
0
=11
-1

Les éléments du sous-espace vectoriel F; sont les solutions du systéme

x/2+y/24+z/2=x
x/d+y/2 =y
/4 +z/2==z
La deuxiéme équation donne x = 2y, la troisiéme équation donne x = 2z,
ce qui implique que y = z, /2 + y/2 + z/2 = 2y = . On est donc ramené au
systéme

T =2y
y==z
On voit donc que E; est 'espace vectoriel de dimension 1 engendré par
2

Donc (fi, fa, f3) est une base de K? formée de vecteurs propres de A et on
peut prendre

-2 0 2
P = 1 1 1
1 -1 1

Pour les applications, on aura besoin de calculer P~'. Pour cela on resout
le systéme suivant.

—2xr +2z=a
rT+y+z=2>
r—y+z=c

L3F—>L3+L2+L1.

—2r +2z=a
rT+y+z=0
+4z=a+b+c
Onobtient z=9+24+¢ o=2-2¢=-94b4 ¢ cty=a+z—c=2-¢.
T a
Comme le systéme ci-dessus a pour solution | y | = P~' [ b |, on obtient
z c
-1/4 1/4 1/4
pPl= 0 1/2 —-1/2

1/4 1/4 1/4
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0 0 0
Posons D=0 1/2 0 ]|.Ona P 'AP = D, et on obtient pour n > 1
0 0 1

-2 0 2 0 0 0 -1/4 1/4 1/4
A"=pPD"P'=P=(1 1 1 0 1/2" 0 0 1/2 -1/2
1 -1 1 0 0 1 /4 1/4 1/4
-2 0 2 0 0 0 1/2 1/2 1/2
=11 1 1 0 1/2ntt —1/2ntt ) = 1/4 1/4+1/27F0 174 —1/2nH
1 -1 1 /4 1/4 1/4 1/4 1/4—1/2"1 1/4 +1/27+H
2 1 1
Exemple 4.5.7 Soit B=| 2 1 =2 |. Alorspg = (z —3)(z +1)?, et B
-1 0 -2

n’est diagonalisable ni sur R, ni sur C.

En ajoutant aux deux premiéres colonnes un multiple de la troisiéme on
obtient

2—x 1 1 0 0 1
pp=—| 2 1l—=z -2 |=- 2+4+2(2—1x) 3—x -2
-1 0 —2—x “1+@2-2)242z) 242 -2-=
_ 2 Loy 2 (e 2
_(a;—3)’3_x2 94 =(@-3)(z*+2x+1)=(x—3)(z+ 1)

Les éléments du sous-espace propre E_; sont les solutions du systéme

20 +y+2=—x 20 +y+z2=—=x 3x+y+2=0
20 +y—2z2=—-y <= 2x04+y—22=—y <= r+y—2=0
-z —2z2=—z - —2z2=—z T +2=0
20 4+y =20
{x—I—z:O

Dans R? ou C3, on obtient I'espace vectoriel de dimension 1 engendré par
1

—2 | . Donc dim(E_;) = 1. Comme —1 est une valeur propre de B de
-1
multiplicité 2, B n’est pas diagonalisable.
1 2 =2
Exemple 4.5.8 Soit C = | 0 0 —1 |. Alors C est diagonalisable sur C,
01 0

mais C n’est pas diagonalisable sur R.
l—z 2 =2
Eneffet pc =—| 0 -2 —1|=(@-D((-2)?+1)=(x—-1)(z2+1).
0 1 -z
Le polynome 2 + 1 n’a pas de racines réelles, donc il est irréductible dans R[z],
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pc n'est pas scindé dans R[z], et C n’est pas diagonalisable sur R. Par contre
2?2+ 1= (z—1i)(z+1) et les trois valeurs propres 1, i et —i de C' € M3(C) sont
simples, donc C est diagonalisable sur C.

4.6 Endomorphismes diagonalisables

On va maintenant considérer le cas des endomorphismes sur un espace vec-
toriel de dimension finie. On introduit les notions suivantes.

Définition 4.6.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K, soit u € L(E), et soit A € K.

On dit que X est une valeur propre de u s’il existe x € E\{0} tel que u(x) =
Ax. Dans ce cas on dit que X est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre A, et l'ensemble Ey(u) = {x € E |u(x) = Ax} est appelé le sous-espace
propre associé a la valeur propre .

Le résultat simple suivant permet de se ramener au cas des matrices.

Proposition 4.6.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K, soit B une base de E, soit u € L(E), et soit A € K.

Pour que X soit une valeur propre de u, il faut et il suffit que X soit une valeur
propre de la matrice M,, g représentant u dans la base B. Le sous-espace propre
Ey(u) est alors ’ensemble des éléments x de E pour lesquels le vecteur colonne

[x]|p formé des coordonnées de x dans la base B appartient au sous-espace propre
E\(M, g) associé a A.

Démonstration : Soit x € E. Posons X = [x]p, et soit Y le vecteur colonne
formé des coordonnées de u(x) dans la base B. Il résulte de la formule (2.1) que
Y = M, gX. Par conséquent u(x) = Ax si et seulement si M, gX = AX. La
proposition résulte alors immédiatement de cette observation. ¢

Soit Zp : x —— x lapplication identité sur E. On définit le polynéme
caractéristique p, de u € L(E) par la formule

(4.6) Dy = det(zZg — u).

Il résulte de la Proposition 3.9 que le polynéme caractéristique de u coincide
avec le polynome caractéristique de la matrice M,, s pour toute base B de E, et
il résulte de la Proposition 4.22 que ’ensemble des valeurs propres de u coincide
avec ’ensemble des racines du polyndéme caractéristique p,,.

Définition 4.6.3 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K, et soit w € L(E). On dit que u est diagonalisable s’il existe une base de E
formée de vecteurs propres de u.
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Proposition 4.6.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K, soient B et B’ deuz bases de E et soit u € L(E).

Alors la base B’ est formée de vecteurs propres de u si et seulement la matrice
de passage Ppg ' est telle que PB_’}g/Mu7BPB7B/ est diagonale.

En particulier que u soit diagonalisable, il faut et il suffit que la matrice
M, g représentant v dans la base B soit diagonalisable.

Démonstration : Il résulte de la formule (2.6) que M, g = P[;;S/Mu,BPB,B’-
Donc pour que B’ soit une base de E formée de vecteurs propres de w il faut
et il suffit que Pg}@ M, BPg p soit diagonale . Ceci prouve que M, g est dia-
gonalisable si u est diagonalisable . Réciproquement supposons que M, g est
diagonalisable, et soit P € M,,(K) une matrice inversible telle que P~'M,, gP
soit diagonale . Soient p1,...,p, les colonnes de P et pour 1 < j < n soit f;
I’élément de E tel que le vecteur colonne formé des coordonnées de f; dans la
base B soit égal a p;. Posons B’ = (f1,...,f,). On a Pg g = P. Comme P est
inversible, il résulte de la Proposition 2.10 que B’ est une base de E, et il résulte
de ce qui précéde que f; est un vecteur propre de u pour 1 < j < n, ce qui
montre que u est diagonalisable . &

Rappelons (voir I'exemple 1.15) que si E = F' & G on note Pp ¢ 'endomor-
phisme de F qui & x € E associe 'unique y € F' tel que x - y € G.

Exemple 4.6.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient F et
G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G. Alors la projection
Pr.q est diagonalisable.

Si F' = {0} alors Ppg(x) = 0 pour tout x € G, et le résultat est évident. De
méme si G = {0} alors Prg(x) = x pour tout x € G, et le résultat est aussi
évident. Si F # {0} et si G # {0}, soit By une base de F' et soit By une base
de GG. On a vu au Chapitre 1 que B = By U By est une base de E. Comme
Prc(x) = x pour x € By, et comme Ppg(x) = 0 pour x € B on voit que B
est une base de E formée de vecteurs propres de Pr ¢, ce qui montre que Pr ¢
est diagonalisable (on voit également que le polynéme caractéristique de Pr g
est égal & (—1)PT9(x — 1)Px?, ot p = dim(F) et ¢ = dim(QG)).

Exemple 4.6.6 Posons u(p) = (x — 1)p’ + p pour p € Rax]. Alors u est un
endomorphisme diagonalisable de Ra[x] qui a pour valeurs propres 1,2 et 3, et
(1,2 — 1,2% — 22 + 1) est une base de Ra[x] formée de vecteurs propres de u.

En effet posons By = (1,z,2%). Alors By est une base de Ra[z]. On a u(1l) =
Luk =r—14+2 =221, u@? = (x —1)2z + 2 = 322 — 2z, donc

1 -1 0
My, = [0 2 —=2],etp, = (xr—1)(z— 2)(z —3). Comme u(l) =
0 0 3

1 -1 0 a a
1, v € E;. L’équation [ 0 2 -2 bl = 2| 0b | donne le systéme
0
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a—b=2a -1
2b — 2¢ = 2b soit ¢ = 0,a = —b. Donc 1 | convient, et z—1 € FEs. L’équa-
3c=2c 0
1 -1 0 a a a—b=3a
tion |0 2 -2 b | =3[ b | donne le systéme < 2b — 2¢c = 3b soit
0 3 c c 3¢ =3¢
1
b= —2a = —2c. Donc | —2 | convient, 2> —2x+1 € Ey, et (1,2 —1,22—2z+1)
1

est une base de Rp[z] formée de vecteurs propres de u.

Exemple 4.6.7 Posons v(p) = 2p' + p pour p € Ra[z]. Alors v est un endo-
morphisme non diagonalisable de Ra[z].

En effet considérons de nouveau la base By = (1,z,2?) de Ra[z]. On a
1 2 0
v(l) = 1, v(z) = 2 + 2, v(z?) = 2® + 42, donc M, 5, = [ 0 1 4 |, donc
0 0 1
py = —(x — 1)3. Si v était diagonalisable , il existerait P € M3(R) inversible
1 2 0 1 2 0
telleque P71 [0 1 4| P=1I5. Onaurait alors [ 0 1 4 | = P3P~ =
0 01 0 01
100
Is=10 1 0], cequiest évidemment absurde. Donc v n’est pas diago-
0 01
nalisable

4.7 Chapitre 4 sous MUPAD

On peut demander & Mupad de calculer le polynéme caractéristique d’une
matrice en utilisant la commande linalg : :charpoly(A,x) ;

M:=Dom: :Matrix();
A:=M([[1,2,3)4’5] E) [1,2,1,2:1] ) [19_1)493s_1] ) [2,_1:3,1,4] ) [5,_293,_1s3]]);
linalg: :charpoly(A,x);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))
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-
I
-
M
NS
M
w
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-

8x +60x +10x -11x +x - b6

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
Sid=|1 -1 4 3 —1],o0nadoncpy = —2°+ 11z* — 1023 —
2 -1 3 1 4
5 =2 3 1 3
6022 — 8x + 56.

On peut également utiliser Mupad pour calculer les valeurs propres, avec
la commande linalg : :eigenvalues(A); Mais le calcul symbolique bute sur les
équations algébriques de degré supérieur ou égal a 5.

linalg: :eigenValues(A);

2 3
eigenValue_x + 10 eigenValue_x -

{Root0f (8 ____eigenValue_x + 60

4 5
11 eigenValue_x + eigenValue_x - 56

eigenValue_x)}

9 ————

Le logiciel ne sait que répéter que les valeurs propres sont les racines du
polynoéme caractéristique . Il faudrait faire appel aux possibilités de calcul nu-
mérique sous Mupad pour obtenir des valeurs approchées des valeurs propres
de la matrice ci-dessus, ce que nous ferons un peu plus loin.

On a plus de succés avec les matrices a 4 lignes et 4 colonnes, mais on se
heurte a la complexité des formules de Cardan-Tartaglia (voir le Cours d’al-
gebre).

M:=Dom: :Matrix();
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AZ:M([[1,233:4] ) [1:2>1:2] ) [1:_1)4:3] ’ [2:_1:3:1]]):
linalg::charpoly(A,x);
linalg::eigenvalues(4) ;

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2,3, 4 |
| |
| 1, 2,1, 2 |
| |
| 1, -1, 4, 3 |
| I
| 2, -1, 3, 1 |
+- -+
2 3 4
B/x+2x -8x +x +4
{ 1/2 1/2 1/3
{2 - (132 (40/9 1 3 5263 + 23264/27) +
{
1/2 1/2 2/3

9 (40/9 1 3 5263 + 23264/27) +916)~(1/2) /

1/2 1/2 1/6
(6 (40/9 T 3 5263 + 23264/27) ) - (264

.. suivent 3 pages de formules, dont voici la fin

1/2 1/2 1/3
132 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) +

1/2 1/2 2/3 1/2 1/2
9 (40/9 1 3 5263 + 23264/27) + 916)~(1/2))~(1/2) / (6

1/2 1/2 1/6
(40/9 I 3 5263  + 23264/27) (

2/3
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1/2 1/2 1/3
132 (40/9 I 3 5263 + 23264/27) +

1/2 1/2 2/3 }
9 (40/9 13 5263 + 23264/27) +916)°(1/4)) + 2 }
}

On voit que dans ce cas Mupad a donné en plus de 3 pages des formules
certes exactes, mais illisibles et inutilisables.

On a dans méme dans les cas ou le calcul symbolique fonctionne intérét a
tenter sa chance avec les possibilités de calcul numérique de Mupad, en utilisant
la commande numeric : :eigenvalues(A) ; On applique également cette méthode
a la premiére des matrices étudiées plus haut

M:=Dom: :Matrix () ;
A:=M([[1,2,3,4,5],[1,2,1,2,1],[1,-1,4,3,-11,[2,-1,3,1,41,[5,-2,3,-1,3]11);
linalg: :charpoly(A,x);
numeric::eigenvalues(4) ;

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

2 3 4 5
8x +60x +10x -11x +x - 56

[- 1.313899679 + 0.4452307358 I, - 1.313899679 - 0.4452307358 I,
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0.8958378463, 3.529623176, 9.202338336]

M:=Dom: :Matrix();
B:=M([[1,2,3,4],[1,2,1,2]1,[1,-1,4,31,[2,-1,3,111);

numeric::eigenvalues(B);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, 2, 3,4 |
I I
[ 1, 2,1, 2 |
| I
| 1, -1, 4, 3 |
| |
| 2, -1, 3, 1 |
+- -+

[-1.75933678, -0.1121272467, 2.914685186, 6.95677884]

1 2 3 4 5
1 2 1 2 1
On voit donc que la matrice A=| 1 —1 4 3 —1 | posséde 2 valeurs
2 -1 3 1 4
5 -2 3 -1 3

propres non rélles, approximativement égales & —1.313899679 + 0.4452307358%
et —1.313899679 — 0.4452307358¢, et trois valeurs propres réelles, approximati-
vement égales a 0.8958378463, 3.529623176, et 9.202338336.

1 2 3 4
R . 1 2 1 2 . .
De méme la matrice B = 1 —1 4 3 posséde 4 valeurs propres réelles,
2 -1 3 1

approximativement égales a —1.75933678, —0.1121272467, 2.914685186 et 6.95677884.
On revient maintenant & des matrices accessibles au calcul symbolique. Avec

la commande linalg : :eigenvectors(A), on obtient pour chaque valeur propre

I’indication de ’ordre de multiplicité et une base du sous-espace propre corres-

pondant.
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M:=Dom: :Matrix () ;
A:=M([ [2,1,1],[2,1,-2],[-1,0,-2]1);
linalg::eigenvalues(4) ;
linalg::eigenvectors(4);

Dom: :Matrix(Dom: :ExpressionField(id, iszero))

{-1, 3}

2 1 1
Ceci signifie que la matrice A = 2 1 =2 | a-1comme valeur propre
-1 0 -2
de multiplicité 2 et 3 comme valeur propre simple, et que le sous-espace propre
-1
E_; est le sous-espace vectoriel de dimension 1 de R3 engendré par 2
1
tandis que le sous-espace propre Fj3 est le sous-espace vectoriel de dimension
-5 2 1 1
1 de R? engendré par | —6 | . On voit donc que 2 1 —2 | n’est pas
1 -1 0 -2

)

diagonalisable.

On peut également diagonaliser des matrices réelles ou complexes diago-
nalisable s sous Mupad. On utilise pour cela la commande linalg : :jordan-
form(A,All) ; On obtient deux matrices. La premiére matrice A est triangulaire
inférieure, et A est diagonalisable uniquement dans le cas ou A est diagonale
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(nous expliquerons ce phénomeéne au Chapitre suivant). La deuxiéme matrice est
une matrice inversible P telle que P~'AP = A. Avec la commande linalg : :jor-
danForm(A), on obtient seulement la matrice A. Nous donnons deux exemples.

M:=Dom: :Matrix () ;
A:=M([[1,—1,0] s [0)2:_2] s [0)0:3]]):
linalg:: jordanForm(A,All);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))

+- -+
| 1, -1, 0 |
I I
| o, 2, -2 |
| |
| o, 0, 3 |
+- -+
- +- -+ +- -+ —--
| 1, 0, 0 1, -1, 1 |

| o0, 0, 3 0, 0, 1 |
— - -+ +- 4+ -
1 -1 0
Ceci signifie que la matrice | 0 2 —2 | est diagonalisable , et que
0 0 3
1 -1 1\ ! 1 -1 1 100
0o 1 =2 0O 1 -2|=10 20
0 0 1 0 0 1 0 0 3
On reprend un autre exemple ou la matrice n’est pas diagonalisable .

M:=Dom: :Matrix();
A:=M([ [2,1,1],[2,1,-2],[-1,0,-2]11);
linalg::jordanForm(A,All);

Dom: :Matrix (Dom: :ExpressionField(id, iszero))
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+- -+

2,1, 1 |

| |

| 2,1, -2 |

| |

| -1, 0, -2 |

+- -+
- +- -+ +- -+ —--
Il | -1, o,0 | | -1/2, -1/2, -5 | |
[ I (.
I 1 1, -1,0 I, 1, 1, -6 | |
[ [ [
l I o, o,3 | | o, 1/2, 1 | |
o 4o -+ +- -+ —-

La matrice triangulaire inférieure qui apparait en premier n’est pas diagonale

2 1 1
, et on retrouve le fait que 2 1 -2 | n’est pas diagonalisable.
-1 0 -2

4.8 Exercices sur le Chapitre 4

exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la matrice A € M3(C) est
diagonalisable . Si oui, trouver une base de C? formée de vecteurs propres de A
et calculer A™ pour n € N.

5 —3 2
a)A=|[6 —4 4
4 -4 5

|

B
— R =
N OO
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exercice 2

Soit A € M, (K).

a) Montrer que si A est valeur propre de A alors A* est valeur propre de
A¥ pour k > 1. b) Soit p = ag + a17 + ... + a,2? € K[z]. On pose p(A) =
apln+a1A+...+a,AP. Montrer que si A est valeur propre de A alors p(\) est
valeur propre de p(A).

c¢) On suppose de plus que A est inversible. On pose A=" = (A~1)" pour
n > 0. Montrer que si A est valeur propre de A, alors A" est valeur propre de
A™ pour n € Z\{0}.

exercice 3

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.

a) Trouver une relation entre le polynome caractéristique de A et celui de
AL

b) En déduire que si A est valeur propre de A alors A~! est valeur propre de
A~1 avec le méme ordre de multiplicité.
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exercice 4

a) Soit D : p — p’ Popérateur de dérivation sur R, [z]. Déterminer les
valeurs propres de D et les sous-espaces propres associés. L’endomorphisme D
est-il diagonalisable 7

b) Soit E = C>*(R) l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables
de R dans R. On pose d(f) = f' pour f € C°(R). Montrer que d est un
endomorphisme de E. Déterminer les valeurs propres de d et les sous-espaces
propres correspondants.

exercice 5
Soit F' le sous-espace vectoriel de R? défini par I'équation = +y — 7z = 0 et
1

soit G le sous-espace vectoriel de dimension 1 de R3 engendré par | 3
2

1) Montrer que R* = F & G.
2) Donner la matrice A repésentant u dans la base canonique de R3.
3) En étudiant A, retrouver le fait que la projection Pp ¢ est diagonalisable

exercice 6
Résoudre 'exercice 1 ainsi que la troisiéme question de I’exercice 5 en utili-
sant Mupad.

exercice 7 (sous Mupad)

1 '9 -9 6 7 8 -2 0 6 12

5 6 -7 6 1 4 —12 7 16 2

4 3 2 1 9 8 7 6 5 4

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2

o 1 9 -9 6 7 8 -2 0 6 12
Oncomsidere A= o\« ¢ 10 12 14 16 18 20
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

2 3 3 2 2 3 4 5 6 7

2 1 0 2 1 0 -1 -2 -3 -2

5 3 1 -1 -3 -5 -7 -9 —11 8

1) Déterminer le polynéme caractéristique de A.

2) Déterminer des valeurs approchées des valeurs propres de A.

3) En utilisant la commande numeric : :eigenvectors(A) ; donner pour chaque
valeur propre A de A une valeur approchée d’un vecteur propre x, ainsi qu’une
estimation de la différence Ax) — Ax,.



Chapitre 5

Polynéme minimal,
décomposition de Jordan

Le résultat principal de ce Chapitre est le théoréme de décomposition de
Jordan : si le polyndme caractéristique de A € M, (K) est scindé alors A posséde
une unique décomposition de la forme A = D + N, avec D diagonalisable , N
nilpotente vérifiant DN = ND.

5.1 Théoréme de Cayley-Hamilton

Nous allons commencer par démontrer l'important théoréme de Cayley-
Hamilton .

Théoréme 5.1.1 Soit K un corps, et soit A € M, (K). Alors pa(A) = 0.

Démonstration : Soit B un anneau commutatif. On peut munir 'ensemble
M., (B) des matrices carrées a n lignes et n colonnes & coeflicients dans B de
I’addition et de la multiplication usuelles des matrices, et on obtient ainsi un
anneau.

Pour B = (b;;)i<i<n € M, (B), on définit le déterminant de B par la

1555n
formule

d@t(B) = Z 6(O-)bo'(l),l oo bd(n),rp
oc€S,

On a des propriétés analogues a celles des déterminants d’une matrice a
coefficients dans un corps. En particulier si on note C; ;(B) le déterminant de la
matrice obtenue en retirant a B sa i€ ligne et sa j° colonne, on a pour 1 <¢ < n
la formule

81
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n

(5.1) det(B) = Z(—l)”jbi,jCi,j(B)bi,j

Jj=1

En appliquant cette formule a la matrice obtenue en remplacant la k¢ colonne
de B par la ¢, qui est de déterminant nul, on obtient, pour 1 <i: <n, 1 <k <n,

k#i
n . .
(5.2) det(B) = Z(—Ulﬂck,j(B)bi,j
j=1
Soit maintenant A = (a;j)1<i<n € Myp(K). On a pa = det(zl, — A) =
15j<n

ag+ a1+ ... Fap_12" L+ 2", avec ag,...,an_1 € K (on notera que oy =
(=1)"det(A) et que a1 = —T7(A)). Soit B = {q(A) }4ek|s]- Il est clair que B
est un anneau commutatif. Comme pa(A) = agl, + oy A+. ..+, 12"+ 2",
il résulte de la définition des déterminants que si on pose B = (B, ;)1<i<n, avec

15520
Bij = —a;jl, pour 1 <i<n, 1<j<ni#4j et B; =A—a;;l, pour
1 < i< n,alors pa(A) = det(B).

Soit (eq,...,e,) la base canonique de K™. On sait que la ¢ colonne de A
est égale & Ae; pour 1 <i < n.0na B; je; = —a; jI,e; = —a; je; pour i # k, et
Bjje; = Aej — a; jl,e; = Aej — aj je;. On obtient, pour 1 <j<n

. . a1, ai,j 0
Z Biyjei = Aej — Zam-ei = ’ — ’ =
i=1 i=1 ' '
Qn,j Qn,j 0
On obtient donc le systéme d’équations
B1?161 + ...+ Blynen =0
leel—l—...—&—Bi’nen =0
Byie1+...+Byne, =0
€1 0
Ceci peut s’écrire sous la forme matricielle B| = | = | ~ |, ot 0 désigne
en 0

dans le second membre la matrice unicolonne dont tous les coefficients sont nuls.
Soit maintenant C € M,,(B). L’associativité du produit matriciel reste va-
lable dans ce contexte, et on a

el e1 0 0
CB| | =C|B]| ° =C| | =

€n €n 0 0
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Posons maintenant C = ((—1)"7C; ;(B)1<i<. € My (B), et soit D = CB.

12520
11 resulte des formules (5.1) et (5.2) que, de méme que dans le cas des matrices
a coeflicients dans K, la matrice D est une matrice diagonale : si on pose D =
(Dj,j)1<i<n, alors D; ; = det(B) pour 1 < i <mn,et D;; =0 pour 1 <i <mn,
1<;<

1<j<mi#j
det(B)e; el 0 0

On a alors ’ =C|B]| ° =C| | =|"|.Donc
det(B)e, én 0 0
det(B)e; =0 pour 1 < j <n, et pa(A) =det(B)=0. &

La théoréme de Cayley-Hamilton permet notamment de calculer simplement
I'inverse d’une matrice inversible A € M,,(K) : en écrivant py = (—1)"det(A) +
a1x+ ...t ap_ 12"+ 2" ona0=pa(A) = (=1)"det(A), + Al L, + ...+

ap_ 1 A2 + A" donc A7 = %(aﬂn + .oty A2 A i
det(A) # 0.

5.2 Polyndéme minimal

Rappelons (voir la Définition 3.7 du Cours d’Algébre) qu’on dit que I C K|[x]
est un idéal de K[z] quand les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) T est un sous-groupe de (K|x],+),

(i) PQeI VPel,VQ € K|z].

D’autre part on sait d’aprés le théoréme 3.8 du Cours d’algébre[?] que
pour tout idéal I de K [x] non réduit a {0} il existe un unique polynoéme unitaire
B € Klx] tel que I = BK][z]. Ceci permet d’introduire la notion de polynome
minimal.

Proposition 5.2.1 Soit A € M, (K). L'ensemble T4 = {q € K[z] | ¢(A) =
0} est un idéal de K|x] non réduit a {0}, appelé idéal annulateur de A. Le
polynome unitaire qga € Klz] tel que Ta = qa.K[x] est appelé le polyndme
minimal de A.

Démonstration : Comme py € Ty on a Ty # {0}. Sip € Za, ¢ € T4 on
a(p—q)(A) =p(A) —q(A) =0, et p—q € T4, ce qui prouve que T4 est un
sous-groupe de (K[z],+). D’autre part si p € T4, q¢ € K[z] alors (pg)(A) =
p(A)g(A) =0,et pg €T &

On notera que g4 = ga.1 € Z4, donc g4(A4) =0.

Proposition 5.2.2 Soit A € M, (K). Alors le polynéme minimal g4 de A
divise le polynome caractéristique pa de A, et toute racine de pa est racine de

qA.
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Démonstration : Il résulte du théoréme de Cayley-Hamilton que py € T4 =
gaK[z], donc g4 divise pa.

Soit A\ une valeur propre de A, et soit X # 0 un élément de K™ tel que
AX = AX. D’aprés le lemme 4.3 on a g4 (A)X = qa(A)X =0, donc ga(A) = 0.
&

Exemple 5.2.3 Soit A € My(R) telle que pa = (x? — 1)%. Alors qa est l'un
des 4 polynomes (x —1)(x+1), (x—1)*(z+1), (z—1)(z+1)?, (z—1)*(z+1)?,
et il existe des matrices correspondant a chacun des quatre cas.

En effet il résulte de la proposition que g4 = (z—1)%(z—2)%, avec 1 < a < 2,
1 < b < 2, ce qui correspond bien aux quatre cas ci-dessus. Pour trouver des
exemples correspondant & chacun des cas, on va considérer des matrices de
B 0
0, C
diagonaux égaux a 1, C' € My(R) triangulaire supérieure de termes diagonaux

la forme A = avec B € Ms(R) triangulaire supérieure de termes

égaux a -1, le symbole 0, désignant la matrice < 0) , ce qui garantit que

0 0
pa = (z—1%*x+1)% pg = (x —1)2, pc = (z + 1)%2. Dans cette situation on
a un "produit par blocs" qui donne A™ = <% 0072n> pour m > 0, avec la
2

p(B) 02 )
02 p(C)
pour p € R[z]. Donc Z4 = Zp NZ¢, ce qui montre que g4 est égal au p.p.c.m
de gp et qc. Notons que gp divise (z —1)2, donc g = (r —1)%, avec 1 < a < 2,
et que gc divise (z + 1), donc gc = (z + 1)°, avec 1 < b < 2. Comme (x — 1)®
et (z 4+ 1)® sont premiers entre eux, leur p.p.c.m est égal & leur produit, et

da = 4BYcC-

Si B = <1 0),0naévidemment g = x—1,et si B = (1 1) on

convention A° = I, B® = C° = I, et par conséquent p(A4) = (

0 1 0 1

9 . R . -1 0
a gg = (z — 1)%, puisque B — I3 # 0. De méme si C = g _p)rona
go=x+1,etsiC= _01 1 on a qc = (z + 1)?, puisque C' + I # 0. On

obtient ainsi les exemples cherchés :

1 0 O 0
. 01 0 0 ) )
Si A= 00 -1 o yalorspg = (z—1)%*(z+ 1D et g4 = (z = 1) (z+ 1).
00 0 -1
1 1 0 0
. 01 0 0 ) ) )
SiA= 00 -1 0 yalors pa = (x—1)%(z+1)? et ga = (x —1)*(z+1).
0 0
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1 0 0 0
. 01 0 0 2 2 2
Si A= 00 -1 1 salors pa = (x—1)*(z+1)? et ga = (x—1)(z+1)°.
00 0 -1
1 1 0 0
. (o1 0 o e >
Si A= 00 -1 1 ,alors pg = (x — 1)*(xz 4+ 1)°.
00 0 -1

5.3 Nouvelle caractérisation des matrices diago-
nalisables

On va maintenant caractériser les matrices diagonalisables s par une condi-
tion portant sur le polynéme minimal .

Théoréme 5.3.1 Soit A € M, (K). Alors A est diagonalisable si et seulement
si le polynome minimal g4 de A est un polyndéme scindé dont toutes les racines
sont simples, et dans ce cas ga = (x — p1) ... (x — pg) 00 p1,. .., uk désignent
les valeurs propres distinctes de A.

Démonstration : Supposons que A est diagonalisable . Il existe une matrice

MO .o oo .00
0 X O ... ... O

diagonale D = 0 0 ... A ... 0 et une matrice inversible P €
0O 0 ... ... 0 M\,

M, (K) telles que A = PDP~! soit diagonale .Soient py, ..., us les valeurs
propres distinctes de A, et soit ¢ = (x — p1) ... (x — ug).

0 q(/\g) 0 0
On a¢(D) = 0 0 gy 0 . Pour 1 < j <n,
0 0 0 q(An)

A; est une valeur propre de A donc il existe ¢ < k tel que A; = p;, et ¢(\;) =
0. On a donc ¢(D) = 0, et g(A) = Pq(D)P~! = 0, ce qui montre que qa
divise ¢. Comme toute valeur propre de A est racine de ga, g4 = ¢ = (v —
p1) ... (x — pg) est un polyndme scindé dont toutes les racines sont simples.
Supposons maintenant que le polyndéme minimal de A est scindé et que toutes
ses racines sont simples. Ona g4 = (z—p1) ... (x—pg), avec g, . . ., g distincts.
Posons p; = H#i(ac — pj). Comme les polynoémes pi, ..., p, n’ont pas de racine
commune, leur p.g.c.d. est égal a 1. Il résulte alors du théoréme de Bezout
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(Théoréme 3.9 du Cours d’algébre) qu’il existe des polynomes uy, ..., uy tels
que E§:1 pju; = 1. On a alors

k
L= 3 py(A)uy(4).

Soit X € K", et posons X; = p;j(A)u;(A)X pour 1 < j <n.Ona (A-
A I)pi(A) = ga(A) = 0. Par conséquent (A — N\ I1)X,; = ga(A)u;(A)X =0, et
X; appartient au sous-espace propre E, . associé¢ a p; pour 1 < j < n. Comme
X = Zle X, ceci montre que K" = E,,, +...+ E,, . Soit B; une base de E,, ,
et soit B = Ui<j<nB;. Alors B est une partie génératrice de K. Comme B est
libre d’apreés la Proposition 4.4, on voit que B est une base de K™ formée de
vecteurs propres de A, ce qui montre que A est diagonalisable . &

Supposons que A est diagonalisable . Avec les notations ci-dessus on a
pi(A)ui(A) = v;;(A)(A — pily,), ot v; ; € K[z] pour i # j. Donc si Y € E,,
on a p;(A)u;(A)Y =0 pour j #iet X = 35 pi(A)u;(A)Y = p;(A)u;(A)Y.
Soit X € K™. En appliquant ce résultat a Y = p;(A)u;(A)X € E,,, on voit que
[pi(A)ui(A))?X = p;(A)u;(A)X, et par conséquent [p;(A)u;(A)]? = p;(A)u;(A)
pour 1 <1 <n.

Soit U; : X —— p;(A)X l'endomorphisme de K™ associé & p;(A) et soit A, :
X — pi(A)u;(A)X Vendomorphisme de K™ associé & p;(A)u;(A). 11 résulte
de ce qui précede que Im(A;) = E,,. Si X € E,, avec j # i on a Aj(X) =
vji(A)(A — pjlp)X =0, done 3, E,; C Ker(A;). Réciproquement si X €
Ker(A;)ona X =3 ., pij(A)u;(A)X €3, Ey;, et on voit que Ker(A;) =
> jzi By Iest clair que Im(U;) C Im(4A;) = E,,. Réciproquement si X €
Im(U;) on a X = p;j(A)Y, avec Y € K™, et (A— X)X = (A— N)pi(A)Y =
qa(A)YY =0, donc X € E,,, ce qui montre que E,, = Im(U;) coincide avec
le sous-espace vectoriel de K" engendré par les colonnes de A. On a donc le
résultat suivant.

Théoréme 5.3.2 Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable , et soient iy, . . .
les valeurs propres distinctes de A. On pose p; = [[1<j<i(z—p;) pourl < i <k.
=

(i) Pour 1 < i < k, le sous-espace propre associé & p; est le sous-espace
vectoriel de K™ engendré par les colonnes de p;(A).

(i) Siuy, ..., uy est une famille de polynomes a coefficients dans K telle que
Y o1<ick Wipi = 1, alors Uapplication A; : X — p;(A)u;(A)X est la projection

de K™ sur E,,; parallelement a ) 1<;<x By .
i '

Ce résultat permet de simplifier les calculs permettant de trouver une base de
1/2 1/2 1/2

K™ formée de vecteurs propres de A. Par exemplesi A= | 1/4 1/2 0 on
1/4 0 1/2
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a vu au Chapitre précédent que p4 = —x(x—%)(w—l), donc A est diagonalisable
0 1/2 1/2 ~1/2 1/2  1/2
OnaA-3l3=[(1/4 0 0 |, A-L=| 1/4 -1/2 0
/4 0 0 /4 0 —1/2
12 1/2 1/2\ [-1/2 1/2 1/2
On obtient A(A —1I3) = | 1/4 1/2 0 1/4 -1/2 0 =
1/4 0 1/2 /4 0 —1/2
0 0 0 0
0 —1/8 1/8 ].Donc le vecteur | 1 | engendre E ;.
0 1/8 1/8 -1
12 1/2 12\ [-1/2 1/2 1/2
On a aussi A(A—1I3) = [1/4 1/2 0 /4 -1/2 0 =
1/4 0 1/2 /4 0 —1/2
1/4 1/4 1/4 2
1/8 1/8 1/8 | . Donc le vecteur | 1| engendre Fj.
1/8 1/8 1/8 1
0 1/2 172\ [/-1/2 1/2 1/2
Enfin (A—$1I)(A-I3)==|1/4 0 0 /4 -1/2 0 =
1/4 0 0 /4 0 —1/2
1/4 —1/4 —1/4 —2
—-1/8 1/8 1/8 |.Doncle vecteur | 1 | engendre Ey, et on a obtenu
~1/8 1/8 1/8 1

une base de K™ formée de vecteurs propres de A.

Soit F est un espace vectoriel non nul de dimension finie sur un corps K et
soit uw € L(E). Pour p = ap+...+a,2" € K[z] on pose p(u) = aZg+. . . +anu”,
ot la puissance n® u™ est calculée au sens de la composition des applications.
11 est clair que lapplication p — p(u) est un homomorphisme d’anneaux de
K[z] dans L(E). On définit alors le polynéme minimal ¢, de v comme étant
I'unique polynoéme unitaire ¢ tel que Z,, = ¢K|[z], ou Z,, = {p € K|[z] | p(u) = 0}.

Soit B une base de E. Il résulte de la Proposition 3.9 que le polynéme minimal
de u coincide avec celui de la matrice M,, g représentant v dans la base B. On
déduit alors de la Proposition 4.2.4 et du Théoréme 5.5 le résultat suivant.

Théoréme 5.3.3 Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie, et soit
u € L(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si le polynéme minimal de
u est un polynome scindé dont toutes les racines sont simples.

On dit qu'un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est invariant
pour u € L(E) si u(x) € F pour tout x € F. Dans ce cas on appelle restriction
de u & F I'endomorphisme v de F défini par la formule v(x) = u(x) pour x € F.
On a alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.4 Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie, soit
u € L(E), et soit F # {0} un sous-espace vectoriel de E invariant pour u. Si u
est diagonalisable, alors la restriction de u a F est diagonalisable.
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Démonstration : Soit v la restriction de u & F. Pour x € F on a ¢, (v)(x) =
qu(u)(x) = 0. Donc ¢, (v) = 0, et ¢, divise g,,. Par conséquent ¢, est un polynome
scindé dont toutes les racines sont simples, et v est diagonalisable . &

Corollaire 5.3.5 Soient A € M, (K) et B € M, (K) deuz matrices diagonali-
sables. Si AB = BA, alors il existe une base de K™ formée de vecteurs propres
communs a A et B. En particulier A — B est diagonalisable.

Démonstration : Soit ;¢ une valeur propre de A, soit E, le sous-espace propre
correspondant, et soit v : X —— BX l’endomorphisme de K™ associé & B. Pour
X €E,, onaAv(X) = ABX = BAX =v(uX) = pv(X). Donc v(X) € E,,, et
E,, est invariant pour V. Comme B est diagonalisable , la restriction de V' a E,,
est diagonalisable, ce qui signifie qu'il existe une base de E,, formée de vecteurs
propres de B. Soient maintenant p1, ..., les valeurs propres distinctes de A.
D’aprés ce qui precéde on peut trouver pour ¢ < n une base B; de I, formée de
vecteurs propres de B. Posons B = Ui<;<,B;. Puisque A est diagonalisable , B
est une base de K", et tous les éléments de B sont des vecteurs propres communs
a A et B, c’est a dire aussi des vecteurs propres de A — B. En particulier A — B
est diagonalisable .

5.4 Matrices nilpotentes
On va maintenant s’intéresser a une classe particuliére de matrices.

Définition 5.4.1 Soit A € M,,(K). On dit que A est nilpotente s’il existe p > 1
telle que AP = 0.

Par exemple la matrice A = (8 (1)> est une matrice nilpotente non nulle,

car A2 = 0. Une matrice nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable . En
effet si A est nilpotente et diagonalisable, il existe p > 1 tel que AP = 0, et
il existe P inversible telle que D = P~!AP est diagonale . On a alors DP =
P~ 'APP = 0. Comme D est diagonale ,ona D =0, et A= PDP~! =0.

Proposition 5.4.2 Soient A € M, (K) et B € M, (K) deuz matrices nilpo-
tentes. St AB = BA, alors A — B est nilpotente.

Démonstration : Soient p > 1 et ¢ > 1 deux entiers tels que AP = B? = 0.
Comme AB = BA, on peut calculer (A—B)P*4 en utilisant le bindme de Newton
(voir la formule (1.7) du Cours d’Algébre) et on obtient

p+q
_ B\pta — _1\pta—k ok k ppt+q—k
(A— B) > (1) cr AFB .

S0 < k<ponap+qgq—Fk >gq,et
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Si A est nilpotente, il est clair que toutes les valeurs propres de A sont nulles.
En particulier si A € M,,(C) est nilpotente, alors pg = z". Ce résultat est en
fait vrai pour un corps quelconque.

Proposition 5.4.3 Soit A € M, (K) une matrice nilpotente. Alors py = z™.
En particulier A™ = 0.

Démonstration : Le résultat est trivial si n = 1. Supposons que ce résultat
est vrai pour n > 1, et soit A € M,,41(K) une matrice nilpotente. Si A = 0,
pa = (=1)"Hantl Si A #£ 0, soit p > 2 le plus petit entier positif tel que
AP =0, et soit X; € K™t! tel que AP71X; # 0. Posons Y; = AP~1 X, et soit
(Ya,...,Y,41) une famille d’éléments de K™ telle que B = (Y7,...,Y,41) soit
une base de K™t Soit u : X — AX ’endomorphisme de K" associé a A, et
soit B = M, 5. Comme A = M, 5,, By désignant la base canonique de K" "1,
B est semblable a A et py = pg. Comme u(Y7) = 0, la premiére colonne de B

est nulle, et on peut écrire
(0 L
o-(h ¢)

avec L1 € My ,(K) et C =€ M,,(K), 0,, désignant I’élément nul de M,, 1 (K).
Une récurrence immédiate montre que pour p > 1 la matrice BP est de la

forme
0 L
P _ p
= (5, &)

avec L, € My, (K). Donc C est nilpotente, et pc = z". En développant par
rapport & la premiére colonne on obtient pg = xpc = 21!, et on voit par
récurrence sur n que py = z" si A € M,,(K) est nilpotente. Le fait que dans ce
cas A™ = 0 résulte alors du théoréme de Cayley-Hamilton . &

Corollaire 5.4.4 Soit D € M, (K) une matrice diagonalisable, et soit N €
M, (K) une matrice nilpotente telle que DN = ND. Alors D et D + N ont
méme polyndéme caractéristique.

Démonstration : On va procéder par récurrence sur le nombre de valeurs
propres de D. Si D posséde une seule valeur propre p, il existe P € M,,(K)
inversible telle que D = P(ul,)P~'. Donc D = ul, et ppiny = det((z —
p)l, — N) = (x — p)" = pur, = pp. Supposons maintenant que le résultat
est vrai quand D posséde k valeurs propres distinctes, soit D € M, (K) une
matrice diagonalisable possédant k + 1 valeurs propres distinctes p1, ..., ftg+1
de multiplicités nq,...,ng. Soit u : X — DX I'endomorphisme de K™ associé
a D et soit v : X — NX l'endomorphisme de K™ associé & N. Notons que si A
est de la forme A = ( B Om.n—m ,avec B € M, (K), C € My_n(K),
On—m,nz C
0p,q désignant la matrice a p lignes et g colonnes dont tous les coefficients sont
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nuls, on a det(A) = det(B)det(C). Ceci montre en particulier que dans ce cas
on aps = pBpcC-

Soit B; une base du sous-espace propre I, associé & p; et posons B =
Ui<j<k+1Bj, C = Ua<j<ik+1B;. La matrice A représentant u dans la base B est
Al O'ml,n—'ml > , avec Al —

On—ml,ml 2
/u’l-[mlvA2 € Mnfml diagonale , et on a ba, = (.’E - Nl)ml et ba, = (:E -
p2)™? (2 — prg1)™ . Si X € E,; on a de méme que plus haut DNX =
NDX = pjNX, donc NX € E,,. Donc la matrice R représentant v dans la

base B est de la forme R = ( ) , avec Ry € M, (K) et

une matrice diagonale de la forme A = <

Rl Oml,n—ml
On—ml,ml R2
Ry € My_py, (K). Comme N; est la matrice représentant la restriction de v
a E, , N; est nilpotente, et N; commute évidemment avec A;. D’autre part
comme Ny est la matrice représentant la restriction de v & E,,,, N est nilpotente,
et comme A, est la matrice représentant la restriction de u & Ay, Ny commute
avec As.

On sait que pa, = pa,+n,, et d’aprés 'hypothése de récurrence on a pa, =
PAy+ Ny DONCPDIN = DAYR = DA+ N PAs+N, = (=)™ ... (x—px)™ = pp,
et le résultat est démontré par récurrence. &

5.5 Théoréme de décomposition de Jordan

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de décompo-
sition de Jordan.

Théoréme 5.5.1 (Théoréeme de décomposition de Jordan)

Soit A € M, (K) une matrice dont le polynéme caractéristique est scindé.
Alors il existe un unique couple (D, N) d’éléments de M, (K) vérifiant les pro-
priétés suivantes

(1) A=D+ N.
(2) D est diagonalisable.
(3) N est nilpotente.

(4) DN = ND.

De plus A et D ont méme polyndme caractéristique, et si fi1, . .., pi désignent
les valeurs propres distinctes de A, de sorte que pa = (x — p1)™ ... (x — pg)™*
avecn; > 1,...,np > 1, 0ona D = p(A), oup € K[z] est une solution quelconque

du systéme d’équations de congruence
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p=p1 mod(x — pu)™

p = pr mod(x — k)™

Démonstration : Comme g1, . .., i sont distincts, (z — p;)™ et (x — p;)" sont
premiers entre eux pour 7 # j. Il résulte alors du théoréme chinois ( Théoréme
3.17 du Cours d’Algébre) que le systéme d’équations de congruence ci-dessus
admet bien une solution p € K{z].

Pour 1 < j <k, onap—pu; =(x—pn)uy;, avec u; € Klz]. Donc (p —
p1) ... (p—p) = pau, avecu = uy ... u, € K[z]. Posons ¢ = (x—p1) ... (x—pr),
et posons D = p(A). On a ¢(D) = (p(4) — p1ly) ... (p(A) — piln) = [(p —
p1) .. (p— pr)](A) = pa(A)u(A) = 0. Donc le polynéme minimal ¢p de D
divise g, et gp est un polynéme scindé dont toutes les racines sont simples. Il
résulte alors du théoréme 5.1 que D est diagonalisable .

Posons N =A—p(A). Ona ND = DN,A=D+ N, et si on pose v =2 —p
ona N =v(A). Pourl <j<konav=zc—p=z—p+@@—p)u =
(x—pj) L+ (z—pj)™ ) = (x—pj)w;, avec wj = (14 (z—p;)" " tu;) € Klz].

Commen =ni;+...+ng,onaq" =(@—pm)" ... (r— pe)*wi ... w* =
paw, avec w = wi" ... w,* € K[z]. On a donc N = ¢"(A) = pa(A)w(A4) =0,
et N est nilpotente, ce qui prouve 'existence de la décomposition cherchée.

Soit (D7, N7) un autre couple de matrices vérifiant les quatre conditions du
théoréme. On a .DlA = D%—‘FDlNl = D%+N1D1 = AD1 et NlA = NlDl—‘rD% =
DiN; + D} = AN;. Donc D1q(A) = q(A)D; et N1g(A) = q(A)N; pour tout
polynome ¢ € K|z]. En particulier D; commute avec D = p(A) et N; commute
avec N = v(A).

Ona D;—D = N — Nj. Il résulte alors du Corollaire 5.9 et de la Proposition
5.11 que D — Dj est a la fois diagonalisable et nilpotente. Donc D — D; = 0,
D = D;, N = N; et la décomposition de Jordan est unique. Le fait que p4 = pp
résulte du corollaire 5.4.4. &

Notons que le théoréme ci-dessus donne un moyen effectif de calculer la
décomposition de Jordan d’une matrice quand on a pu calculer effectivement
ses valeurs propres. La situation est particuliérement simple dans My (C). En
effet dans ce cas ou bien A posséde deux valeurs propres distinctes, ce qui
implique que A est diagonalisable, et la décomposition de Jordan est alors la
décomposition triviale D = A, N = 0, ou bien A posséde une valeur propre
double A;. Dans ce cas D = p(A), ot p € C[X] est une solution quelconque de
I’équation de congruence

p=XA mod(x — \)? (5.1)

on peut donc prendre p = Ay, ce qui donne
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A O

Y (5.2)

D:)q]g:[

},N:A—)QIQ:A—[)“ O]

0 M

Exemple 5.5.2 Décomposition de Jordan de A = [_31 ” .

On a det(A) = 4, Tr(A) = 4, donc py = 2% — 4z + 4 = (z — 2)%. Donc A
posséde 2 comme valeur propre double.

On a donc d’aprés la formule ci-dessus

2 0 3 1] J2 0 11
D:%:{o 2}’N:A_212:[1 1}_{0 2]:{1 1}

Pour les matrices 3 x 3, on déduit du théoréme 5-5-1 le résultat suivant.

Corollaire 5.5.3 Soit A € M3(C), et soit pa = (x — A1)(z — X2)(z — A3) le
polynéme caractéristique de A, et soit A = D + N, avec D diagonalisable, N
nilpotente, ND = DN la décomposition de Jordan de A.

(i) Si les trois valeurs propres A1, A2, A3 sont distinctes, alors D = A et
N =0.

(ii) St les trois valeurs propres A1, Aa, Az sont égales, alors D = M\I, et
N=A-\I.

(’LZZ) S’L A3 = )\2 # )\17 alors D = )\QI+ /\1%/\2(14 - )\2[)2, et N = A —D =
ﬁ(A — M) (A= XI).

Démonstration : (i) Il est clair que siA admet trois valeurs propres distinctes,
alors A est diagonalisable, ce qui donne D =Aet N =A—- A=0.

(ii) Si Ay est valeur propre de A de multiplicité 3, alors le polynéme constant
p = \; vérifie trivialement p = Ay (mod (z — A\1)3).

D’aprés le théoréme 5-5-1, on a alors D = A\ I, N = A — A\ 1.

(iii) Supposons maintenant que A3 = Ay # A1. Il résulte du théoréme 5-5-1
que N = p(A), ou p € C[z] est une solution quelconque du systéme d’équations
de congruence

{ p=A1  (mod (x —M\))
p=X  (mod (x — X2)?)

Ce type d’équations est étudié dans le Chapitre 3 du Cours d’algébre [?]. 11
est plus simple ici de partir de la seconde équation, dont la solution générale est

p= X +q(z—N2)? avecqe Clz].



5.5. THEOREME DE DECOMPOSITION DE JORDAN 93

La premiére équation est alors vérifiée si et seulement si p — Ay = Ay — A1 +
q(x — X2)? est divisible par & — )1, ce qui équivaut au fait que ce polynome
admet \; pour racine. On obtient

0=pA1) — A1 = Xa— A1 +g(M) (M1 — A2)2

En simplifiant par A1 — A2, on obtient g(\) = Fl/\z, et il suffit de prendre
2
5, ce qui donne p = Ay + (f\:‘f\)z . On obtient

A2’

q constant, ¢ = Mi

1
D =p(A) = NI+ (A=XoI)?, N =A-D = A-)\oI— (A—=Xo1)?
AL — A2 1— A2
1
= A—MI)(A—XI).
" _)\1( I)( 21)
&
0o 2 -1
Exemple 5.5.4 Décomposition de Jordan de A= | -1 4 -2
-1 4 =2

On voit tout de suite que det(A) = 0, puisque les deux derniéres lignes de A
sont égales. On obtient, en retirant la seconde ligne & la troisiéme dans le calcul
du déterminant ci -dessous, puis en ajoutant la troisiéme colonne & la seconde

—T 2 —1 —T 2 —1
pa=—|-1 4—-2 -2 |=—|-1 4—-3 -2
-1 4 —2—=x 0 T —x
—T 1 —1
=—|-1 2—2 2|=z(@@@-2)+1)=a(x—-1)>2
0 0 —T

On voit donc que A admet 0 pour valeur propre simple et 1 pour valeur
propre double. D’apr‘es le corollaire précédent, on a

-1 2 -1
D=T-(A-1)  N=AA-1).IciA-IT=|-1 3 —-2|,(A-1)?2=
-1 4 -3
-1 2 -1 -1 2 -1 0 0 0
-1 3 -2 -1 3 -2(=10 -1 1
-1 4 -3 -1 4 -3 0o -2 2
On obtient

0 0 0 10 0
D=I-10 -1 1|=|0 2 -1],
0 -2 2 02 -1
0 2 -1 10 0 -1 2 -1
N=A-D=|-1 4 -2[-]0 2 -1|=|-1 2 -1
—1 4 -2 02 -1 ~1 2 -1
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5.6 Un algorithme de calcul rapide pour la dé-
composition de Jordan

Soit K un corps, et soit 1 ’élément unité de K. On définit n.1 pour n entier,
n > 1, par la formule n.1 := 1+ ... + 1 (n fois) et on dira que le corps K est
de caractéristique nulle quand n.1 # 0 pour tout n > 1. Si K n’est pas de
caractéristique nulle on appelle caractéristique de K le plus petit entier n > 1
tel que n.1 = 0.

Définition 5.6.1 Soit K un corps, et soit p € K[z] un polynéme non nul. On
pose

b

roed5,7) (53

p =
Nous commencons par 1’observation suivante.

Proposition 5.6.2 Soit K un corps de caractéristique nulle, soit p = (z —
A)™ . (z — Ap)™ un polynome scindé sur K, avec n; > 1 pour 1 < j < k et
Ai £ Nj pour i # j. Alors p= (x — A1)...(x — Ag).

Démonstration : On a p’ = Z?:o nj(x — X)Lz (x — A)™. Par consé-
quent (z — ;)™ 1 divise p’. Comme (z — X;)" ! et (x —\;)™~! sont premiers
entre eux deux a deux pour i # j, p’ est divisible par le produit (z—\; )™ ~!...(z—
Ag)™ 1 et il existe u € K[z] tel que l'on ait

p= (= )" (= M)

Comme n;.1 # 0, on a u(A;) # 0 et u est premier avec (z — A;) pour
1 < j < k. Donc u est premier avec q := (z — A1)...(x — Ag). On a alors

p=(x— )\1)”1_1...(33 — )\k)n"'_lq,

avec ¢ premier avec u, ce qui montre que p.g.c.d.(p,p’) = (z— A1) L. (x —
Ak,)nkil. Donc ﬁ = WM = (.’If — )\1)(1’ — )\k-) *

Ce résultat a une premiére conséquence importante : dans la situation ci-
dessus, le calcul de (z — Ap)...(x — A;) ne nécessite pas de connaitre les valeurs
propres, il suffit d’appliquer l’algorithme d’Euclide pour obtenir le p.g.c.d. ¢(p)
de p et p’ et de diviser p par ¢(p).

On admettra que pour tout corps K il existe un corps K contenant K et
possédant les deux propriétés suivantes

(i) Tout élément de K est racine d'un polynome a coefficients dans K.

(ii) Tout polynéme & coefficients dans K est scindé sur K.

On notera que R = C, d’aprés le théoréme de d’Alembert.

On a le corollaire suivant.
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Corollaire 5.6.3 Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit p € K[z] un
polynéme non constant. Alors p et p' sont premiers entre eux, et il existe un
polynome u, € K|x] tel que p'u, =1 (mod p).

Démonstration : Il résulte de la proposition que p = (z — A)...(x — Ag),
A1, ..., A\ désignant les racines distinctes de p dans K. Comme p est scindé a
racines simples sur K, on a P'(Aj) # 0 pour 1 < j < k. Comme tout polyndome
non constant a coefficients dans K est scindé sur K, ceci montre que p et
sont premiers entre eux, et il résulte du théoréme de Bezout qu’il existe deux
polynomes u, et v, a coefficients dans K tels que p'u, + pv, =1. &

On va maintenant donner un algorithme efficace pour obtenir la décomposi-
tion de Jordan dans K d’une matrice A € M,,(K) quand K est de caractéris-
tique nulle. On notera que cette méthode est directement inspirée de la méthode
de Newton, qui fournit un schéma d’approximation d’une racine de I’équation
f(z) = 0. Cette méthode consiste a choisir convenablement x( et & poser, pour
m >0,

f(@m)

Tm+1 = Tm — f’(l’ )
m

Certaines hypothéses, que nous ne détaillerons pas ici, permettent de garantir
que la suite (2., )m>0 converge vers une solution x de I’équation f(z) = 0.

L’idée qui sous-tend I’algorithme ci-dessous est de trouver une solution non
triviale D de 1’équation matricielle p4(D) = 0, qui se trouve étre la partie dia-
gonalisable (sur K) d’une matrice donnée A € M,,(K). Il n’y a aucun probléme
de convergence ici, car la suite obtenue est stationnaire : on a D,, = D pour
m assez grand.

Cette utilisation la méthode de Newton est due au grand mathématicien
contemporain Alexandre Grothendieck, qui I’a introduite dans les années 60,
et elle joue un role important dans la théorie des groupes algébriques. Le choix
pédagogique consistant a considérer la décomposition de Jordan d’une matrice
carrée comme le résultat central de I’algébre linéaire classique été suggéré au se-
cond auteur par les travaux de son éléve Danielle Couty [2], ou la décomposition
de Jordan joue un role essentiel. Le caractére effectif de la procédure présentée
ci-dessous conforte I'idée que la décomposition de Jordan est bien un résultat
central. On peut toujours la calculer, alors que le calcul de la forme de Jordan
(de méme que la trigonalisation) d’une matrice carrée nécessite la connaissance
des ses valeurs propres, ce qui méne & un calcul impossible & réaliser sauf valeur
propre évidente pour A € M,,(K),n > 5. Notons que cet algorithme, s’il est
bien connu (on le trouvera par exemple proposé en exercice p.62-63 de 'ouvrage
récent de A.Boyer et J.Risler [1]), reste curieusement trés peu enseigné.

Nous utiliserons le résultat suivant, qui est une conséquence immeédiate de
la formule du binéme de Newton (voir le Chapitre 1 du Cours d’algébre [?]).

Lemme 5.6.4 Soit K un corps, soit ¢ € K|z, et soit A un anneau commutatif.
On a alors, pour U,V € A,
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qU+V)—qU)eVA, qU+V)-¢U)VeV?A.

Démonstration : Pour j > 1, on a

J
U+VY -0 =077V =) ClU'vVi— U7 — jui~'v
1=0

J
=) UV e VA,
=2

ce qui implique par linéarité la seconde relation, et la premiére s’en déduit.

&

Théoréme 5.6.5 Soit K un corps de caractéristique nulle, soit A € M, (K),
soit p = pa le polynoéme caractéristique de A, soit n(p) un entier positif tel que p
divise p"P) | et soit u, € K[x] tel que u,p’ = 1 (mod p).On définit par récurrence
une suite (Dy,)p>0 d’éléments de M,,(K) en posant

Do = 4,
Dyy1 = Dy — p(Dip)up(Dy,)  pour m > 0.

Alors pp,, = p,p(Dn,) =0, et §'(Dyy,) est inversible d’inverse égal 6 u,(Dyy)
pour m > 0. De plus P(Dm) = 0 et Dy, coincide avec la partie diagonalisable
sur K de A pour 22™ > n(p).

Démonstration : Soit A := {h(A)}rex[2), de sorte que A est commutative.
Il est clair que D,, € A pour m > 0. Il résulte du théoréme de Cayley-Hamilton
D(Dm)(I + Up,), avec U, € A. Une récurrence immeédiate montre alors que
#(Dm) € p(A)A, et p(D,,)"®) = 0 pour m > 0. Donc (D, )u,(Dy) est nil-
potent et il résulte du corollaire 5.4.4 et de ’existence de la décomposition de Jor-
dan de D,,, sur K que D,, et D,,+1 ont le méme polynoéme caractéristique. Donc
Pp,, = PA = pap(Dm> =0, et up(Dm)ﬁ/(Dm) = ﬁ/(Dm)up(Dm> = Ip, ﬁ/(Dm)
est inversible, et [p'(Dp)]™! = uyp(D,y). On voit done que la suite (Dy,)m>0
vérifie la relation

Dm+1 == Dm - ﬁ(Dm)[ﬁ/(Dm)]ilv

ce qui est la formule de 'algorithme de Newton appliquée a p, considérée comme
une fonction opérant sur M, (K).
On a Dy = A et, pour m > 1,
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ce qui prouve que (A — Dm)"(p) = 0 pour m > 0. D’autre part, comme
pU+V)=pU)—p'(U)U—-V) e (U-V)?Apour UV € A, il existe W,,, € A
vérifiant, pour m > 0,

ﬁ(meLl) = ﬁ(Dm - ﬁ(Dm)u(Dm))
= p(Dm) _ﬁ(Dm)u(Dm)ﬁ(Dm) +ﬁ(Dm)2u(Dm)2Wm
= B(Dim)*u(Din)* Wi € [5(Dy)P A.

Une récurrence immeédiate montre alors que ’on a, pour m > 0,

B(Dm) € [B(A)]*" A. (5-4)

Donc p(Dy,) = 0 si 2™ > n(p). Dans ce cas Dy, est diagonalisable sur K,
puisque p est scindé a racines simples sur K. Comme A — D,,, est nilpotent et
commute avec D,,, on voit que D,, = D, ou D est la partie diagonalisable sur

Kde A &

Notons que la démonstration ci-dessus fournit une preuve directe de 1’exis-
tence d’une décomposition de Jordan (avec la partie diagonalisable D diagona-
lisable sur K ) pour A € M,,(K) quand le corps K est de caractéristique nulle.
On a au début de la démonstration utilisé l'existence de la décomposition de
Jordan, mais cette référence a la décomposition de Jordan peut étre évitée en
remplacant u, par un polynéme u tel que up’ — 1 soit divisible par p"». D’autre
part cet algorithme fonctionne sans modification pour un corps de caractéris-
tique a > 0 quand aucune des racines dans K du polynéme caractéristique pa
n’est de multiplicité de la forme ma avec € N.

Notons également que le plus petit entier n(p) tel que p divise 7(P) peut
se calculer sans connaitre les racines de p. Ce nombre est égal au plus grand
ordre de multiplicité des racines de p dans K, voir I'exercice 10. . On voit donc
qu'une seule itération va suffire si toutes les valeurs propres de A dans K sont de
multiplicité au plus 2, que deux itérations vont suffire si toutes les valeurs propres
de A dans K sont de multiplicité au plus 4, et que trois itérations vont suffire
si toutes les valeurs propres de A sont de multiplicité au plus 8. La formule 5.4
est donc une trés bonne version algébrique des majorations d’erreurs obtenues
en Analyse pour la méthode de Newton pour les fonctions dont on controle les
deux premiéres dérivées.

Exemple 5.6.6 Décomposition de Jordan de A = [_31 ” par Ualgorithme

rapide.

Posons p = pa = 22 — 42 +2. On a p’ = 2x — 4, et p.g.c.d.(p,p’) = x — 2. Donc
p= %5 =x—2,et p = 1. Il est clair que n(p) =2, et on a px 0+ = 1. Pour

appliquer 1’algorithme on peut donc prendre u = 1, et on a

Do=A, Dy=A—p(A)=A—(A—2I) =2l
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La décomposition de Jordan de A est donc A = D + N, avec D = 2]

diagonalisable (en fait diagonale), et N = A — 2] = {11 11] nilpotente.
0o 2 -1

Exemple 5.6.7 Décomposition de Jordan de A = | -1 4 =2 par Ualgo-
-1 4 -2

rithme rapide.

Posons p = pa = 2 —22?+2. Onap’ = 322 —4x+1, donc p.g.c.d.(p,p') = v—1,
etp= L5 = 2?2 —2x. Donc ' = 22 —1, et on vérifie bien que P et ' sont premiers
entre eux. Comme p” = 6x — 4 est premier avec p, on peut prendre n(p) = 2.
La partie diagonalisable D de A est donc donnée par la formule

D=Dy=A-pA)F(A) "] = A (42— A)2A-1)".

On a
-1 2 -1
A-T=|-1 3 -2/,
-1 4 -3
0 2 —1]1[-1 2 -1 -1 2 -1
AA-D)=|-1 4 -2 |-1 3 =2|=|-1 2 -1},
-1 4 2| |-1 4 -3 -1 2 -1
-1 4 -2 -3 4 -2
2A—T=|-2 7 4|, 2A-D'=|2 -1 0|,
-2 8 -5 2 0 -1

-1 2 -11[-3 4 =2
AA-DHRA-T)'=|-1 2 -1 2 -1 0
-1 2 -1||2 0 -1

-1 2 -1
=|-1 2 -1/,
-1 2 -1
10 0
D=A-AA-DH2A-D)"'=|0 2 -1,
0 2 —1
-1 2 -1
N=A-D=|-1 2 -1
-1 2 -1

L’algorithme rapide est évidemment trés performant pour les grosses ma-
trices, et il présente le trés gros intérét de ne pas demander le calcul des valeurs
propres. On peut le programmer sous Mupad (c’est proposé a l’exercice 12).



5.7. CHAPITRE 5 SOUS MUPAD 99

5.7 Chapitre 5 sous Mupad

La commmande "linalg : :minpoly(A,x)" permet d’obtenir le polynome mi-
nimal, exprimé en fonction de 'indéterminée x, d’'une matrice carrée A donnée.

0 2 -1
Par exemple si A= | =1 4 —2 | est la matrice étudiée ci-dessus, on obtient
-1 4 =2

ga=a3—-222+2 = x(x — 1)2. Par contre Mupad ne donne pas spontanément
la décomposition de Jordan , comme on va le voir ci-dessous.

Avec la commande "linalg : :jordanForm(A,All)," Mupad donne deux ma-
trices. La premiere est une "forme de Jordan" B de A c’est a dire une matrice
semblable & A qui est somme d’une matrice diagonale Dg et d’une matrice
Np dont tous les termes sont nuls, sauf ceux situés au dessus de la diagonale
qui sont égaux a 0 ou 1, et quivérifient Dg.Ng = Np.Dpg. Il est clair que
Np est nilpotente, donc la décomposition de Jordan de B est la décomposi-
tion triviale B = Dp + Np. La deuxiéme matrice est une matrice P telle que
A = PBP~!. Pour récupérer la décomposition de Jordan de A il suffit de cal-
culer D = PDgP~ ! et N=PNgP~!, que I'on a notés ci-dessus D1 et N1 car
le symbole D est déja reservé sous Mupad.

On va ma maintenant utiliser I'algorithme rapide pour calculer la décompo-
sition de Jordan de la matrice

-1 -2 5 -2 0 1

-5 -2 10 -4 0 2

B .= -6 -7 17 -6 0 3
' -1 -19 36 —-13 0 8
—-15 —-23 47 -21 3 10

—17 =25 52 -23 1 13

Il s’agit certes d’un exemple quelque peu académique, puisque cette matrice
admet 3 et 4 comme racines doubles et 1 et 2 comme racines simples (on peut
voir que les racines doubles sont 3 et 4 en observant dans le calcul ci-dessous que
pged(pp, ply) = x*—Tx+12). Ceci dit il s’agit d’une matrice 6 x 6 pour laquelle le
calcul des valeurs propres sous Mupad n’est pas possible. On voit que n(p) = 2,
donc il suffit d’'une seule itération pour obtenir la décomposition de Jordan.
Le résultat est vérifié & la fin : la matrice D, obtenue est bien diagonalisable,
puisque p(Dq) = 0, avec p a racines simples, elle commute avec B, et si on pose
N=B-D;onaN?=0.

On notera le calcul d’expressions du type ¢(B), ol p est un polynome et
B une matrice carrée, est effectué ci-dessous de maniére trés naive : on calcule
q(B) en posant

4(B) = coef f(q,x,0)xB +coef f (q, @, 1)xB-+coef f(¢, x,2)xB>...+coef f (¢, n)«B",

ce qui impose d’écrire manuellement une somme de n + 1 termes, n désignant
le degré de g. Une méthode plus performante sera proposée dans la prochaine
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édition de ce cours. Nous proposons a l’exercice 11 un calcul de décomposition
de Jordan pour une matrice non diagonalisable sans valeur propres calculables.
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M:=Dom: :Matrix();
A:=M([[0,2,-1],[-1,4,-2]1,[-1,4,-211);
g:=linalg::minpoly(A,x);

Dom::Matrix ()

0 2 -1
14 -2
14 -2

X -2 +x
u:=linalg::jordanForm(A,All);

110 -
010),11 -11
000 -12

P:=op(u,2);Dl:=P*M([[1,0,01,[0,1,0
11)

] 0,011)*(1/P);
N1l:=pP*M([[0O,1,0],[0,0,0],[0,0,0 * )7

I[OI
(1/P);
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M:=Dom: :Matrix();
B::M([[_lr_2151_21011]r[_5'_21101_4101211
(-6,-7,17,-6,0,31,[-11,-19,36,-13,0,8],
[-15,-23,47,-21,3,101,[-17,-25,52,-23,1,1311);

Dom::Matrix ()

-1 -2 5 -2 01
-5 -2 10 -4 0 2
-6 -7 17 -6 0 3
-11 -19 36 -13 0 8
-15 -23 47 -21 3 10
-17 -25 52 -231 13

linalg::eigenvalues(B);

Fail
p:=linalg::charpoly(B,x);

=17 X+ 117 -x - 415X +794 - x° =768 x + 288
pprime:=diff(p,x);

6-x —85-x"+468-x’ — 1245 -x* + 1588 - x — 768

pl:=gcd(p,pprime);
tildep:=p/pl;tildepprime:=diff(tildep,x);

=T x+12
10 - X +35-¥ =50 -x+24
4-x-30-x*+70-x-50

tildep”2/p;
C:=coeff(tildep,x,0)*B"0+coeff(tildep,x,1)*B"1
+coeff(tildep,x,2)*B"2+coeff(tildep,x,3)*B"3
+coeff(tildep,x,4)*B"4;

X =3-x+2
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-26 -11 52 -23 4 4
-64 -27 128 -57 10 10
-8 -36 170 -75 13 13
-224 -95 448 -197 34 34
—245 -104 490 -215 37 37
- 283 —-120 566 -249 43 43

u:=gcdex(p,tildepprime,x);

| 8.2 94-x 121 2-x° 85-x" 310-x 1000 -x’ , 949 -x 155

X
27 77 27 54 27 27 18 6

5 4 3 2
2-x° 85-x' 310-x" 1000 -x 949 -x 155
27 54 27 27 18 6

Cl:= plus(coeff(v,x,i)*B"i $ i=0..5);
4s 7 _ 517 4 _4L _ 10
27 6 54 54 27
391 8 _ 1339 21 _ 55 _ 53
27 3 54 2 27 54
965 25 _ 1705 |3 _6L _37
54 6 54 27 27
1222 67 4339 33 — 148 _ 203
27 6 54 27 54
1237 35 _ 2213 34 _ 145 _ 233
27 3 27 27 54
2993 38 _ 2624 81 _ 193 _ 239
54 3 27 2 27 54

D1:=B-C*Cl;

4 1 _19 5 _2 1
3 2 32 303
29 9 _538 15 _5 1L
3 2 3002 33
3 1 58 17 _ 13 5
6 32 6 6
107 3 _ 172 49 _ 17 7
3 2 32 303
211 _ 1 _160 39 _ 19 23
6 3 2 6 6
253 | _199 49 _37 35
6 3 2 6 6

N:=B-D1;
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7 _5 34 _9 2 2
3 2 3 2 3 3
_ 44 _ 13 88 _23 5 5
3 2 3 2 3 3
109 _ g 109 _ 29 13 13
6 3 2 6 6
_140 _ 41 280 _75 17 17
3 2 3 2 3 3
301 301 81 37 37
% —2 5 T % %
355 355 95 43 43
- T2 % -7 T %
N*2;
000000
000000
000000
000000
000000
000000

_plus(coeff(tildep,x,i)*D1"i $i=0..5);
0000
0000
0000
0000
0000
0000

O OO O oo

O oo O oo
~~—__ —_ -~ ~_____ — -

el el oNoNe)

B*D1-D1*B;
0000
0000
0000
0000
0000
0000

S OO O OO
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5.8 Exercices sur le Chapitre 5

exercice 1
Soit A € M3(R) définie par

3 2 =2
A= -1 0 1
1 1 0

a) Déterminer le polynome caractéristique de A.
b) Déterminer le polynéme minimal de A.
c¢) La matrice A est-elle diagonalisable ?

exercice 2
Soit P € M, (R) telle que P? = P; montrer que P est une matrice diago-
nalisable .

exercice 3
Calculer p(A) = 2A% — 34° + A* + A% — 413, o A est I'élément de M3(R)
défini par

1 0 2
A=10 -1 1
0 1 0

exercice 4
Pour A € Mj(C) on note A € Mj,(C) la matrice dont les coefficients sont
les conjugués des coefficients de A.

1) Vérifier que AB = A.B pour A, B € M;,(C).
2) En déduire que si A € My,(C) est diagonalisable sur C, alors A l'est aussi.
3) Montrer également que si A € My (C) est nilpotente, alors A 'est aussi.

4) Soit A € My(R) et soit A = D+ N, avec D € My (C) diagonalisable sur
C, N € My(C) nilpotente, ND = DN la décomposition de Jordan de A dans
M (C). Montrer que D € My(R) et N € M(R).

exercice 5
Caractériser toutes les matrices A € My(C) dont le polynoéme minimal est
2
x° + 1.

exercice 6 Soit E un espace vectoriel de dimenson finie sur C; on considére
un endomorphisme f de E pour lequel il existe un entier n > 1 vérifiant f" = Ig.
Montrer que f est diagonalisable .
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exercice 7

3 1 -1
On considére la matrice A = 2 2 -1
2 2 0

a) Calculer le polynome caractéristique de A.

b) Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 2.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

c¢) Quel est le polyndéme minimal de A7

d) Calculer la partie diagonalisable D(A) et la partie nilpotente N(A) de A.
e) Déterminer une matrice P inversible telle que

2 0 0
P'DAP=[0 2 0
00 1

exercice 8
On considére les matrices réelles suivantes :

B=[-1 2 0];0=
I -2 3 -1 2
00 0 1

Pour chacune d’elles, on répondra aux deux questions suivantes :
a) Est-elle diagonalisable ?
b) Si la réponse est non donner sa décomposition de Jordan .

exercice 9
a) Montrer que les matrices A et B de M3(C) définies ci-dessous sont sem-
blables.

A= ; B=

o O O

1
0
0

o = O
o = O
— O O
S O O

b) En déduire que toute matrice appartenant & M3(C) est semblable a sa trans-
posée.

¢) Généraliser ce résultat pour des matrices carrées a coefficients complexes
quelconques.

exercice 10

Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit p € K[z] un polynéme non
nul. Montrer que le plus petit entier m > 1 tel que p divise p™ est égal a la plus
grande multiplicité des racines de p dans K.

exercice 11 (sous Mupad, exclusivité ESTIA)
a) Déterminer le polynome caractéristique p := pp de la matrice
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r—240 -220 -202 -183 -165 -150 -—-135 —120 —-105 —-90 75
22 21 21 17 11 10 9 8 7 6 5
612 560 518 478 440 400 360 320 280 240 200

—-416 -392 -379 -356 -330 -300 -270 -240 -210 -180 -—150
183 194 201 190 176 150 125 102 82 66 95
—-326 —-328 —324 -—-311 -297 =275 -—-234 -197 -162 -—-132 -—-110
17 17 17 17 17 17 16 16 12 6 5
412 412 412 412 412 412 360 318 278 240 200
—266 —266 —266 —266 —266 —266 —242 -—229 -206 —180 —150
128 128 128 128 128 128 139 146 135 121 95
—-216 -216 -216 -—-216 -216 -—216 -—218 -—214 —-201 —187 —165
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212
-116 -116 -116 -116 -116 -116 -116 —-116 —-116 —116 -—116

L 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33

b) Calculer le pged g de p et p’ ainsi que le polynome p := p/q. Vérifier que
=3

¢) En suivant 'algorithme rapide proposé dans le cours, déterminer la dé-
composition de Jordan de la matrice B.

exercice 12
Ecrire un programme permettant de calculer sous Mupad la décomposition
de Jordan d’une matrice carrée a coefficients complexes quelconque.

—60

160
—120
44
—88

160
—120
70
—124
11
160
-92
44

—45

120
-90
33
—66

120
-90
47
—87
11
118
-79
ol

—30

80
—60
22
—44

80
—60
27
—52

78
—56
40

—157

40
-30
11
—22

40
-30
11
—22

40
-30
26 |
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Chapitre 6

Itération, systémes
différentiels linéaires

6.1 Calcul des puissances d’une matrice

Le résultat suivant donne un moyen effectif de calculer les puissances d’une
matrice dont le polyndéme caractéristique est scindé quand on connait ses valeurs
propres.

Proposition 6.1.1 Soit A € M, (K) une matrice dont le polynéme caracté-
ristique est scindé, et soit A = D + N, avec D diagonalisable, N nilpotente,
ND = DN la décomposition de Jordan de A. On a alors, pour p > 1,

P min(m—1,p)
k nyp—k ark k nyp—k nrk
AP = E Cpr N® = E Cpr N
k=0 k=0

. —1)...(p—k+1)! !
ou C = r=t) k(!p ) k!(;f:k)
0! =1!'=1, et ou m est le plus petit entier > 1 tel que N™ = 0.

7 pour 0 < k < p, avec les conventions

Démonstration : Comme ND = DN, ceci résulte immédiatement du binéme
de Newton, voir par exemple le Chapitre 1 du Cours d’algébre [?]. Le fait que
'on peut arréter la sommation & m—1 si m—1 < p provient du fait que N¥ =0
pour k> m. &

Le calcul de DP se fait en diagonalisant D : il existe A diagonale et P €
M, (K) inversibles telles que A = P~'DP, soit D = PAP~!. Une récurrence
immeédiate montre que 1’on a, pour p > 1,

DP = PAPP! (6.1)

109
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010 O ... ... ... 0
0 d220 O ... ... O
D’autre part si A = 0 0 i Gy .. 0 est diagonale, on a
0 0 0 dnn
pour p > 1

5{"1 0 0

0 65’2 0 0

p_ | e e

Al = 0 0o ... 5% 0 ’
0 o ... ... 0 ér,

s

ce qui permet de calculer effectivement DP.
Exemple 6.1.2 On a, pour p > 0,

1 —1]" _ [2r—p2p=t  —p2r!
1 3 p2r~t 2P 4 por-l

1 -1
1 3
4z +4 = (z—2)?, donc A posséde une valeur propre double égale 4 2. Comme le
polyndme constant p = 2 vérifie trivialement 1’équation p =2 (mod (z —2)?),
la. décomposition de Jordan A = D + N de A donne D = p(A) = 2I, N =

A—2I= [1 1] . On a N% =0, et on obtient, pour p > 0,

En effet posons A = [ } .On apy =2 —Tr(A)z + det(A) = 2* —

1 1

w — par=l  _por-]

P _ 9p p—1par —
AP = 2P] 4 p2 N = [ pzp—l P +p2p—1

Exemple 6.1.3 On a, pour p > 1,

0o 2 -11° 1-p 2p —p
-1 4 2| =| —-p 2420 —-1-p
-1 4 =2 -p 2+2p —-1-p

En effet on connait la décomposition de Jordan A = D + N de A =
0 2 -1
—1 4 =21, quiest

1 4 -2
10 0 -1 2 -1

D=]0 2 —-1|, N=|-1 2 -1

02 —1 -1 2 -1

Les polynémes caractérisques pa et pp de A coincident, et d’aprés un cal-
cul effectué au chapitre précédent on a pp = pa = z(z — 1)2. Comme D est
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diagonalisable le sous-espace Ej associé a la valeur propre 0 de D est engendré

0 0 O
par les colonnesde D — 1= |0 1 —1| et le sous espace propre associé a la
0 2 -2
1 0 O
valeur propre 1 de D est engendré par les colonnesde D= [0 2 —1| . Donc
0 2 -1
1 0 0
sionpose P= |0 1 1], on obtient une matrice inversible dont les colonnes
01 2
sont des vecteurs propres de D associés aux valeurs propres 1,1 et 0 de D. On
1 00
obtient P"'DP = [0 1 0], soit pour p > 1,
10 0 0
1 0 0] 1 0 0 100
pr=p|0 1 0| P'=P|0 1» O|P'=P|0 1 0|P'=D
0 0 0] 0o o0 or 0 0
D’autre part on a
-1 2 -1 -1 2 -1 0 0 0
N?’=]-1 2 —1||-1 2 —-1|=|0 0 Of,
-1 2 -1 -1 2 -1 0 0 0
1 0 0 -1 2 -1 -1 2 -1
ND=DN=]0 2 -1 -1 2 —-1|=|-1 2 —-1| =N,
0 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1
et on obtient, pour p > 1,
I-p 2p —p
AP =DP 4+ pDP'N=D+pN=| —p 2+2p —1-p

-p 2+2p —-1-p

Un exemple classique d’application de l'itération des matrices est donné par
le calcul des suites récurrentes, que nous décrivons ci-dessous.

Exemple 6.1.4 On considére une suite récurrente (uy,)n>0, Vérifiant pour n >
k la formule

Up = A1Up—1 + A2Up—2 + oo + QpUp_k (6.2)
Unp
Alors si on pose Up, = | Uni1 on a U, = A"Uy, ou

Un+k—1
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ro 1 0 .. 07
0 1 0 0
A= ,
0 0 0 1 0
0 0 0 1
La Qkg—1 ... ... ... Q2 apld

En effet il résulte de la formule 6.2 que U,1; = AU, pour n > 0, et la
formule U,, = AU, s’obtient par une récurrence immeédiate.

Considérons par exemple la suite de Fibonacci (un)n>0, avec up =0, u1 =1,
qui vérifie pour n > 2 la relation

Uy = Up—1 + Up_2. (6.3)

On obtient, pour n > 0,

] =[] ]

Posons A = ” .On a

0
1
pa =22 —Tr(A)z+detA = 2> —x—1, donc A posséde deux valeurs propres

distinctes \; = 172\/5 et Ay = 1+2\/5. On a

O 1 1+2\/g O
AAQI[l 1}[ 0 1tvB

A—\I= 0 Ly_ 1_2\/5 0 = 71_2\/5 !
1 1 0 1-v5 1 1+V5 | °
2 2

Les matrices A — Aol et A — A1 sont de rang 1, et les colonnes de A — Aol
engendrent le sous-espace propre E; de A associé & \; tandis que les colonnes
de A — Aol engendrent le sous-espace propre E); de A associé & A;. Donc si on
pose

Il
L — |
|
—
= ool
S
—_
-
S
| —

1+v5 1 ]
1+v5 |
-1 1

on voit que les colonnes de P donnent une base de R? formée de vecteurs
propres de A et on a

T
S
(e

2

-1 _
P AP = 0 145

On obtient, pour p > 0,
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(5Ep o ] 4
AP =P 2 P~
0 (1+2x/5)p
1+1/5)? 5 5 2(5-v/5
Onadet(P) = WP 1 = 34505 41 — 245, TP = 5 35 =
‘gg\/%l. On a donc
p-l— \/S* 1 1+2\/5 -1 — L 1 172\/5
2\/5 1 1+2\/5 5 \/5271 1

[
[

1 1+2\/5 1 (172\/5);9 (1—2\/5)p+1
V5| -1 1+2\/5 (1+2\/5)p71 (1+2\/5)p
1 (1+2\/5)p—1 _ 1—2\/5)p—1 (1+2\/5)p _ (1—2\/5);7
- ﬁ [ ( \/5) _ (1—2\/5);1 (1+2\/5>p+1 _ (1—2\/3);;4-11

PR v

Up 41 :ﬁ
AN IEAY
=5\ 2 S\ 2

Notons qu’il existe une méthode bien connue plus simple pour calculer les
termes de la suite de Fibonacci : si a et b sont deux réels, on vérifie immédiate-
ment que si on pose v, = aA +bA\} pour n > 0, alors la suite (vy,)n>0 vérifie la
relation de récurrence 6-3. Comme une suite vérifiant cette relation est déter-

minée de maniére unique par la donnée de ses deux premiers termes, on a, pour
n >0,

Up = aA] + DAY,
ol a et b vérifient le systéme

a+b=0
ar +bh =1
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’0 1 10

. A2 1 1 A1 1 1

On obtient a = T 1] - %N 7 et b= T 1= %N = v
A1 >\2 )\1 )\2

Donc u,, = A3 M pour n > 0, et on retrouve le résultat précédent. On peut

NG
en fait appliquer la méthode des suites récurrentes pour calculer les puissances

successives d’une matrice carrée A. En effet soit g4 = ag+a1x+...+an_12™ "1 +
2™ le polynéme minimal de A. Comme g4(A) = 0, on a pour n > m,

A" = —ay 1AM — g, AT — L — g AT

et on obtient une suite récurrente & valeurs matricielles.

Soient A1, ..., A\r les racines distinctes de g4 et soient pq, ..., pg leurs ordres
de multiplicité. On vérifie, avec la convention 0° = 1, que la suite (n”)\?)nzo
vérifie la forme scalaire de la relation de récurrence ci-dessus pour 1 < j < k,
0 <p <p;. On a donc, pour n > 0,

k p;j—1
Ar=>" (Z nPA;%Bp,j> :

Jj=1 \p=0

& condition que les matrices B, ; vérifient le systéme

k
Zj:l Boj =1
Zj:l (Zz:o AjB ’j) =4

k i—1 s s
2= ( o Sp/\ij) =4

Sk ( Pi L 1)pA;nle,,,j) — Am-1

j=1 p=0

On obtient un systéme de Cramer a inconnues matricielles, qui admet une
solution unique permettant d’obtenir une formule explicite pour le calcul de A™.
Nous illustrons ceci sur les exemples étudiés plus haut.

Si A= [1 . } , qui posséde une valeur propre double égale a 2, on résout

1 3
le systéme

B=1
2B+2C=A

A;ﬂ, et on obtient, pour p > 0,

qui a pour solution B=1,C =
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A-2I -1 -1 20 —p2r—t  —pop—t
P _9p pZ 27 _o9p p—1 _ b p
. . O ]. 1_\/5
Soit maintenant A = 11l dont les valeurs propres sont A\; = =5 et

Ay = # On résout le systéme
B+C=1
MB+X(C=A4

On obtient \yB + Ao(I — B) = A, soit B = f% (A=XoI), et M(I-C)+
A2C = A, soit C = % (A —XI). On obtient, pour p > 0, en remarquant que

Aids =1, et que A; et Ay sont solutions de I'équation 2P+! = 2P + 2P~ 1L

o 11" N A} DY VD L at i U
=——A- QD)+ —=(A-X\I)= A— I =
0] =g =2 7
1 [(1+2\/5)p1 _ (1—2\/5)%1 (1+2\/5)p _ (1—2¢5)p ]
NG (1+2\/5)p _ (1—2\/5)19 (1+2\/5)p + (1+2\/3)p71 . 1—2\/5);7 . (1—2\/5);;71
oL l<f> e e 1
VB (BB - (58 (Rt - (5l
0 2 -1
Posons maintenant A= | =1 4 —2|.Onavuqueps =2z(z—1)? =pp,
-1 4 -2

ot A= D + N est la décomposition de Jordan de A. On a donc ¢p = z(x — 1)
et D> — D = qp(D) = 0. Donc D? = D pour tout p > 1, ce qui donne

L—=p 2p P
AP =D+pDN=D+pN=| —p 2+42p —-1-p
-p 24+2p —-1-p

En régle générale quand une matrice carrée a 3 lignes et 3 colonnes posséde
une valeur propre simple \; et une valeur propre double A5, le polynéme minimal
qp est égal a (x—X\1)(z—A2), A = D+ N désignant la décomposition de Joprdan
de A, et on a D? = \{B 4+ X5C, ou B et C sont les solutions du systéme

B+C=1
MB+XC=D

On voit donc que dans ce cas il est inutile de diagonaliser D pour calculer
Dr.
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6.2 Rappel sur les équations différentielles linéaires
du premier ordre

On étudie en Terminale les équations différentielles du type

y'(t) = ay(t),

ol a € R. Il est bien connu que la solution générale d’une telle équation est
de la forme

y(t) = Ae'®,

ol A est une constante réelle, évidemment égale a y(0).
On s’intéresse plus généralement aux équations différentielles du type

y't) = ay(t) + g(t),

ol g est une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R. On dispose
de deux méthodes. La premiére, basée sur le principe de la "variation de la
constante", donne une formule trés générale.

Théoréme 6.2.1 Soit I un intervalle de R, soit g : I — R une fonction conti-
nue et soit a € R. On considére l’équation différentielle

(*) y'(t) = ay(t) + g(t).

Alors pour tout tg € I et pour tout b € R il existe sur I une unique solution
y de Uéquation (*) vérifiant y(to) = ¢, qui est donnée par la formule

t

t
(6.1) y(t) = e(t_t")ac—l—/ et (s)ds = ') %y(ty) —|—/ (=9 (s)ds.

to to

Preuve : Soit y : t — y(t) une fonction dérivable sur I, et posons A(t) =
y(t)e~t@. Alors y(t) = A(t)et® (d’ou le nom de "variation de la constante"),
y'(t) = N()et + al(t)e!® = N (t)e!* + ay(t), donc y est solution de 'équation
(%) si et seulement si on a, pour tout ¢ € I,

Nt = gt), N(t) = e g(0).

D’autre part y(tg) = c si et seulement si A(ty) = e *°%c. Les deux conditions

ci-dessus caractérisent 'unique primitive sur I de la fonction ¢ — e~ *%g(t) qui
prend la valeur e~ %% en ty. Cette fonction est définie sur I par la formule

t
A(t) = e_toac+/ e %%g(s)ds.

to

On obtient une unique solution y, définie sur I par la formule
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t

t
y(t) = e A\(t) = e(t_t‘))ac—l—/ e(=9)ag(s)ds = ! ~1)y(1,) +/ e(=9)ag(s)ds.

to to

&

Exemple 6.2.2 Résoudre [’équation différentielle

avec la condition initiale y(0) = 1.

On a la condition initiale y(0) = 1, et ici g(f) = 1,a = 2. On obtient, en
appliquant la formule (6.1) :

2t ! 2(t—s) TN B e”2 1
y(t) = e + e ds=e"+e' | ———| =e'|1— + =
0 0

3 1
_ Ot _
2 2
La deuxiéme méthode, plus empirique, est basée sur le "principe de superpo-
sition" suivant, qui permet de simplifier les calculs quand on a un moyen simple
de trouver une solution particuliére.

Proposition 6.2.3 Soit I un intervalle de R, soit g : I — R une fonction
continue et soit a € R. On considére I’équation différentielle

(%) y'(t) = ay(t) + g(t).

Siyo : I — R est une solution particuliere de l’equation (*), alors la solution
génerale de cette équation est donnée par la formule

y(t) = yo(t) + Ae'?,

ot A est une constante réelle.

Preuve : Soit ¢t — y(t) une fonction dérivable sur I, et posons u(t) =
y(t) = yo(t).

On a y/'(t) —ay(t) —g(t) = w'(t) —au(t) +yo(t) —ayo(t) —g(t) = u'(t) —au(t).
Par conséquent y est solution de I'équation (*) si et seulement si u est solution
de I’équation homogéne associée

() u'(t) = auf(t),

ce qui donne u(t) = Ae'®, y(t) = yo(t) + Ae!®, oul X est une constante réelle.do
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Exemple 6.2.4 La solution générale de I’équation différentielle y'(t) = 2y(t)+1
est donnée par la formule

1
_ 2t _
y(t) - )\6 27

ot A est une constante réelle.

En effet on peut chercher une solution particuliére constante de la forme
Yo(t) = b. On obtient 0 = yj(t) = 2b + 1, soit b = —3. On déduit alors du
principe de superposition que la solution générale de ’équation proposée est
donnée par la formule y(t) = \e?* — %, ol A\ est une constante réelle. Avec la
condition y(0) = 1 on obtient A\ = %, et on retrouve le résultat de I’exemple

6.1.2.

6.3 Systémes différentiels linéaires et exponen-
tielles de matrices

Un systeéme différentiel linéaire a coefficients constants est un systéme de la
forme

S, (6.4)

Y (t) = arayr () + .o + ap ry(t) + gu(t)

ot les coefficients a; ; sont des nombres réels ou complexes, et ou les fonctions
t — g1(t),...,t — gr(t) sont définies et continues sur un intervalle ouvert I
de R.

On va maintenant interpréter un systéme différentiel linéaire & coefficients
constants en faisant intervenir des fonctions a valeurs matricielles. Nous utilise-
rons (principalement dans le cas particulier des matrices a coefficients réels) les
notions naturelles suivantes.

Définition 6.3.1 Soient p et ¢ deux entiers , et soit M, ,(C) espace vectoriel
des matrices a p lignes et q colonnes a coefficients dans C.

1) On dit qu’une suite (Uy),,~o = <(ui_j7n)1<i<p) d’éléments de M, 4(C)
- n>0

1<j<q
converge vers U = (U; j)1<i<p € Mpq(C) quand lim,_ioctts jn = Wi j pour
1<j<q
1<i<p1<j<gq.
+oo +oo
2) On dit qu'une série > U, = > (Ui jn)i<ic, d’€léments de M, ,(C) est
n=0 n=0 1<j<q
“+ o0

convergente quand la série Y u; ;n est convergente pour 1 <i<p,1<j <gq,
n=0
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et dans ce cas on pose

3) On dit qu’une fonction F : t — (f; ;(t ))1<L<p définie sur un intervalle

ouvert I de R et a valeurs dans M, 4(C) est contmue sur I quand f;; est
continue sur I pour 1 <i<p,1<j<gq, et dans ce cas on pose, pour a,b € I,

frva-([ o)

4) On dit qu’une fonction F : t — (f; ;(t ))1<1<p définie sur un intervalle

1<i<p
1<j<q

ouvert I de R et & valeurs dans M, 4(C) est derwable sur I quand f; ; est
dérivable sur I pour 1 <i<p,1 <35 <gq, et dans ce cas on pose, pourt € I,

F/(t) = (fz/](t))l <i<p -

1<5<q

Revenons & un systéme différentiel linéaire & coefficients constants de la forme
(6.1) et posons

yi(t) 91(t)
A= (@i )ziz Y (0) = () =
Y (t) 9k (t)
Compte tenu de la définition ci-dessus, on a
(1)
Y'(t) =
Yi(t)

Le systéme prend la forme

Y'(t) = AY (t) + G(1).

On va maintenant résoudre ce systéme en utilisant une forme appropriée
de la méthode de la variation de la constante. On va utiliser le résultat simple
suivant.
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Proposition 6.3.2 Soit [ un intervalle ouvert de R.
(i) Soit to € I, et soit F : I — M, ,(C) une application continue. Posons,
pourt €I,

Glt) = /t F(s)ds.

to
Alors G(tg) est la matrice nulle, G est dérivable sur I et G't) = F(t) pour
tout t € 1.

(i1) Sotent F : I — My q4(C) et G : I — My.(C) deux applications dé-
rivables sur 1. Alors FG : t — F(t)G(t) est dérivable sur I, et on a pour
tel

(FGY(t) = F(t)G'(t) + F'(H)G(t). (6.5)

Preuve : (i) résulte immédiatement du résultat analogue pour les fonctions
continues a valeurs réelles ou complexes et de la définition 6.2.1. Pour démontrer
(ii) notons f; x(t) le coefficient d’indice 4,k de F(t) pour 1 <i <p, 1 <k <g,
notons gy, ;(t) le coefficient d’indice k,j de G(t) pour 1 <k <¢q, 1 <j <r et
notons (fg); ;(t) le coeflicient d’indice ¢, j de F'(¢t)G(t) pour 1 < i <p,1<j <r.
On a

(f9)i5( Zfzk )G (t

Par conséquent (fg); ; est derlvable sur I pour1<:<p, 1<j5j<gqg,etona

q
(fa)i; () Zfz V955 () + D Fi (8. (1)
k=1

Par conséquent F'G est derlvable sur I, et on a

(FG)'(t) = FO)G'(t) + F'(1)G(1). %
Pour a € R, (voir par exemple le Chapitre 1 du Cours d’Analyse) [3] on a

Soit maintenant A € My (C) une matrice carrée a k lignes et k colonnes a
coefficients réels ou complexes. On a vu au Chapitre 4 du cours d’analyse [3]
que la série Z 0 m",L converge dans My (C). On définit alors Pexponentielle
de la matrice A par la formule

+o00 A™

et =Y — (6.6)

m=0

On a le résultat suivant (Proposition 4.5.3 de [3])
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Proposition 6.3.3 Soient A, B € My(C). Si AB = BA, alors eA18 = e“eP.
En particulier e? est inversible pour toute matrice A € My(C), et on a

(eA)i1 =e A (6.7)

Il résulte également du théoréme 4.5.4 de [3] que si on pose F(t) = ¢4 pour
t € R, avec A € Mi(R), alors F est dérivable sur R, et que l'on a pour t € R

F'(t) = AF(t) = Ae'4,

ce qui peut s’écrire sous la forme

d(et?) = Aetdt (6.8)

Dans la suite de ce Chapitre on identifiera R¥ & 'espace vectoriel My, 1(R)
des matrices unicolonnes & k coefficients réels. Nous sommes maintenant en
mesure d’adapter aux systémes différentiels linéaires a coefficients constants la
méthode de la variation de la constante, ce qui améne au résultat suivant.

Théoréme 6.3.4 Soit I un intervalle de R, soit A € Mp(R), et soit G : I —
RF une fonction continue. On considére le systéme différentiel

Y/(t) = AY () + G(t) (6.9)

Alors pour tout tg € I et pour tout C' € RF il existe sur I une unique solution
Y du systéeme différentiel vérifiant Y (tg) = C, qui est donnée par la formule

+ t
Y(t) = et=t)AC 4 / e""IAG(s)ds = e TOAY (1) + / ' =94G(s)ds.
t t
° ’ (6.10)

Preuve : Soit Y : ¢t — Y'(¢) une fonction dérivable sur I, et posons A(t) =
e tAY (). Alors Y (t) = e!AA(t) , Y'(t) = e AN (t) + AetAA(t) = AN (1) +
AY (t), donc Y est solution du systéme proposé si et seulement si on a, pour
tout t € I,

AN () =G(t), N(t)=e 1G(2).

D’autre part Y(ty) = C si et seulement si A(tg) = e '0AC. Les deux
conditions ci-dessus caractérisent I'unique primitive sur I de la fonction t —
e t4G(t) qui prend la valeur e=*4C en ;. Cette fonction est définie sur I par
la formule

t
A(t) = e 40 + / e *AG(s)ds.

to

On obtient une unique solution Y : I — R, définie sur I par la formule
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t t
Y (t) = eA(t) = el A0+ / eI=I4G(s)ds = el T AY (tg)+ / et =IAG(s)ds.

to to
)

On a vu au chapitre 4 de [3] que si B € M(C), et si P € Mj(C) est
inversible, on a

ePBPT = peBp1, (6.11)
b171 0 .. 0
0 by O 0
D’autre part soit B = 0 0 by, 0 une matrice dia-
0 0o ... 0 bk
gonale. On a, d’apres les formules 4.7 et 6.3
>0 0
m=0
0o Y% oo 0
B =limy,— 400 - m=0 i R
0 0 > U 0
m=0_
b
0 0 0 > >
m=0
On obtient
ebia 0o ... 0
0 €22 0 0
B _ e e e e
Tl o o i o |
0 0 0 ebkk
d’otu, pour t € R,
etbia 0o ... 0
0 eft2z 0 0
tB _ ... .. P PR PR
a 0 0 ... ethia 0 (6.12)
0 0 0 eib'k.,k

Si N € M(C) est nilpotente, on a N? =0, avec 1 <p <k, et on a
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“+o00 p—1
DT
=2 T 2

m=0 me m=0 m

d’ot, pour t € R,

p—1
tmNm
tN __
e 75 i (6.13)

m=0
Soit maintenant A € My(R), et soit A = D + N, avec D diagonalisable sur

C, N nilpotente, ND = DN, la décomposition de Jordan de A vue au Chapitre
précédent (théoréme 5.5.1). On a alors, pour ¢t € R,

et = etDetN| (6.14)

et on calcule séparément e'? et eV comme indiqué ci-dessus.

On notera que méme dans le cas ou A € M (R) posséde des valeurs propres
complexes non réelles, la partie diagonalisable D et la partie nilpotente N de
la décomposition de Jordan de A dans My (C) appartiennent a My (R), voir
I’exercice 4 du Chapitre 5.

Exemple 6.3.5 Résoudre le systéme différentiel

{x’(t) = 3z(t) +y(t) +1
y'(t)= —x(t) +y(t) -1
avec la condition initiale z(0) = 1,y(0) = 0.

Si on pose X (t) = {x(ﬂ] , A= [_31 ” , le systéme devient

-1
Soit A = D + N la décomposition de Jordan de A. On a vu au Chapitre

précédent (exemple 5.5.2) que 'on a D = B g] N = [_11 _11] .

X'(t) = AX(t) + [ ! } .

On obtient

et 0
etD = |: 0 e2t = 62t127

1+t t

tN _ _

€ _12+tN_|:t 1t:|7
tA __ _tD_tN __ (1+t)62t te

e zee _[ —te?t (1—t)e? |’

X(t) = e {H +/Ote(t‘s>A [_11} ds
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la+ t)et t 2(t—s) | 1+ (t—s) (t —s) 1
—{ —te2t | T € (t—s) 1—(t—s)||-1|%

_ [ +t)e* o [T as [ 1
[ o2t +e ; e 1 ds.

t
t _9e —2s _ 2t .
Comme fo e~ 2ds = [—5 5 ] ==+ %, on obtient
0

{:c(t) = (1+t)e? + e f[;f e—250g — (% F )t — %
y(t) = —te2t — 2t f(f e25ds — 7(% +t)e?t + %

Le fait que certaines matrices carrées réelles soient diagonalisables sur C
mais pas sur R peut causer quelques complications dans le calcul de leur expo-
nentielle, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 6.3.6 Résoudre le systéme différentiel
{ ()= =(t)  Fy(t) +1
y't) = —x(t) +y@t) -1

avec la condition initiale x(0) = y(0) = 0.

Si on pose X (t) = {58” , A= [_11 ” , le systéme devient

X'(t)=AX(t) + {_11] :

On a Tr(A) = det(A) = 2, donc py = 2 — 2z + 2. On obtient deux racines
complexes \1 = 1+ 14 et Ay = 1 — 4, donc A posséde deux valeurs propres
distinctes et est diagonalisable sur C.

OnaA {u] = { Ut } . L’équation A {u] =(141) {u} donne
v —u+v v v

v =1U
—Uu = 1V
; e A 1 . . 1
qui se réduit a ’équation y = ix. Donc V; = ; est un vecteur propre da
A associé a la valeur propre 1+ i. Comme les coefficients de A sont réels il est

clair que Vo = V; := [114—1

la valeur propre 1 +¢=1—1.

Posons P = [V, V,] = E

1 L
] = L B J est un vecteur propre de A associé a

1+ 0
0 1-

1

] . Alors P7'AP = [ J est diago-

nale, et on obtient, pour ¢ € R,

et(+) 0 _
BtA = P |: 0 et(lfi) P 1.
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Commedet(P)z—?i,onaﬁ(m:%,P_1=§ - _11 :%[} _iz],

et on obtient

pa_ L1 1] [et@+0 0 1 —i] _e'[1 1][e* —iet
Tl i) 0 U1 G | T2 i i e e

e[ et e —iettie] e [ 2cos(t)  —i(2isin(t))
2 T2 A

el —ije”i et 4l 2isin(t)) 2cos(t)

cos(t)  sin(t)

= et
—sin(t) cos(t) |’
La condition initiale donnée est x(0) = y(0) = 0, donc la solution cherchée

X(t) = {x(t)] est donnée par la formule

y(t)
X(t) = /Ot elt=)4 [_11} ds.

En posant r =t — s, on obtient dr = —ds, donc on a

X(t) = —/toe“‘ [_11} dr:/ote’"A [_11} dr.

On peut alors procéder & un calcul direct : comme det(A) = 2, A est inver-

1 _11} Posons F(r) = A_leTA{ L ] On a F'(r) =

. -1 _ 1
sible et A = 3 [1 1

A1 4em4 [_11} =4 [_11] , et on obtient
X(#) /Ote”‘ { 11} dr = [F(r)], = A~ {em - [(1) (1)” {_11]

;{1 —1} {etcos(t)—l elsin(t ] [ 1 }

—elsin(t)  elcos(t) — 1

1 F | oo it

_ [etcos(t) - 1] '

—etsin(t)
Ceci donne

{x(t) =elcos(t) — 1

y(t) = —etsin(t)
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Exemple 6.3.7 Résoudre le systéeme différentiel

2(8) = a(t) + 2y(t) - 2(1)
/() = —a(t) + 5y(t) — 2:(¢)
2'(t) = —x(t) + 4y(t) — 2(t) + t
avec la condition initiale £(0) = y(0) = z2(0) =0
x(t) 1 2 -1 0 2 -1
Posons X (t) = |y(t) |, A=|-1 5 —-2|,etB=|-1 4 —-2]|.Le
z(t) -1 4 -1 -1 4 =2
systéme s’écrit
0
X'#)=AXt)+ |0
t
On a A=1T1+ B et on a vu plus haut que ’'on a, pour p > 1,
1 0 O -1 2 -1
BP=D+pN,ouD=|0 2 —-1|etN=|-1 2 —1].0nadonc
0 2 -1 -1 2 -1
+ 1p T p
etB:I+Zt—D+ PN —T—-D+e'D+teN.
p! p!
p=1 p=1
On obtient
0 0 O 1 0 0 -1 2 -1
et =ete!P=et |0 -1 1|+ |0 2 —1|+te®|-1 2 -1
0 -2 2 0 2 -1 -1 2 -1
La solution cherchée est donc donnée par la formule
x(t) t 0 t 0
y(t) | = etA/ e A0 |ds= / A0 | ds.
2(t) 0 s 0 t—s
On a
0 0 0 [s—t
sA 0 =e*| t—s | +eX|s—t|+se*|s—t
t—s 2t — 2s s—1 | s—t
0 0 [1
=({t—s)e* |1 +(s—1)e* | 1| +s(s—t)e* |1
2 1 1

Par intégration par parties, on obtient
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/(t—s)esds: [(t—s)eS]g+/ e'ds = [(t = 8)e]l, + [e7], = —1 — t + ",
0 0

t (s — t)e2s t t 25 (s —t)e% Eore2s1t 1 4 2t
—)e*ds = || | —ds= |7 — = —F-——.
e e et e e e

t 257t t t
—t)e t
/S(S—t)e2sd3: |:S(S)€:| _/ 8623d8+7/ erdS
0 2 0 0 2 0

t t 2t 2t 2t 2t

t 1 ¢t e te t 1 ¢t e te

— —te2sdt— = 2dg = —— 4 T - -z
/0(5 Je 2/06 s e R L E i R R R

On obtient alors

2t 2t

xt:_l_£+L_te
— t 1 E) et ! 1 ! t 4e2t 4te2t_ 3t t te?t
y)=—l—tte+g+5 -G -1 s+ T - "T=-1-T+e -

A(t)=—2-242 4Lyt 1Ll il 9 Tt gpt_ fel

On verra dans [4] que 'on peut également résoudre les systémes différentiels
linéaires en utilisant la transformée de Laplace.

6.4 Chapitre 6 sous Mupad

Il n’existe pas de commande directe permettant de calculer sous Mupad
les puissances d’une matrice dont on connait les valeurs propres, et Mupad
refuse d’entrer comme données initiales d’une suite récurrente des matrices (voir
ci-dessous). Par contre Mupad accepte de résoudre les relations de récurrence
scalaires associées au polyndéme caractéristique d’une matrice. On peut calculer

0 11" 0o 2 —-11"
ainsi [1 1} et | -1 4 =2 (on notera que Mupad ne simplifie pas le

-1 4 -2
premier résultat).

En ce qui concerne les systémes différentiels & coefficients constants, on dis-
pose d’un moyen de les résoudre directement sous Mupad (pourvu que ’on puisse
calculer les valeurs propres de la matrice associée au systéme), en utilisant la
commande solve(ode...). . Par exemple pour résoudre le systéme différentiel
de l'exemple 6.3.7 on peut utiliser la commande solve(ode...), et résoudre direc-

tement le systéme, ot utiliser la commande exp(—x * A), pour calculer e~*4,
0
effectuer le produit W = e=*4 | 0 | , puis la commande map(W, int,z = 0..t),
x
0
pour calculer fot e~ | 0 | dz. 11 suffit alors de multiplier la matrice colonne
x

obtenue par e*4 pour obtenir la solution du systéme.
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M:=Dom: :Matrix();

I1:=M([[1,01,[0,11]);

A:=M([[0,1],[1,1]]);

solve((rec(x(n+2)=x(n+l)+x(n), x(n),{x(0)=I1,x(1)=A})));

Dom::Matrix ()

GV
01
()
11
solve <rec(—x(n) —x(n+1) +x(n+2), x(n), {-’C(O) = <(l) (l)>’ x(1) = <(1) D }))

u:=solve((rec(x(n+2)=x(n+l)+x(n), x(n),{x(0)=a,x(1)=b})));

(-4 (f-28) - (£+4) - (-35-28))

ul:=1/2 +sqrt(5)/2;u2:=1/2 -sqrt(5)/2;v1:=1/2 +sqrt(5)/10;v2:=1/2 -sqrt(5)/10;
An:=(u2”n*vl+ul”n*v2)*I1 +(ul”n-u2”n)*(sqrt(5)/5)*a;

135

2 2

T

1_4/5

2 10

(0 (o« (2 (50 Sl )
Vgt (e)) (ce) (Lat) o (Len) (< Be)

B—M([[OZ—I][14—2][14—2])
vi=solve((rec(x(n+2)=2*x(n+l)-x(n), x(n),{x(l)=a,x(2)=b})));

02 -1
14 -2
14 -2

{2:a-b+n-(b-a)}
Bn:=2*B-B"2 +n*B"2-n*B;
-n+1l 2-n -n

-n 2n+2 -n-1
-n 2n+2 -n-1
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M:=Dom: :Matrix();
A:=M([[1,2,-1],[-1,5,-2],[-1,4,-1]1);
solve(ode({x' (t)=x(t)+2*y(t)-z(t),y' (t)=-x(t)+5*y(t)-2%z(t),z' (t)=-x(t)+4*y(t)-2(t)+t,x(0)=0,y(0)=0,2(0)=0},{x(t),y(t),z(t)}));

Dom::Matrix ()

12 -1
-15 -2
14 -1

O X B AT S N R D SON R 1Y SN T & e
{[y(t)—c y ] 1,z(t1)=2-¢ y . 2, x(t) T

4 4

:=eXp(-X*A);
mplify(U);

(001, 001,[x11)7
W:=U*V;

simpli%y(w);

X:=exp(t*A)*H;
simplify(X)

array(l..3, 1..1,

(1, 1) = (2%exp(2*t) + t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t"2/exp(t)"\
2 + 1/exp(t)*(- 2%t - 2) + 2) + (- 4*exp(2*t) + t*(2*exp(2*t) + 4/txexp(2*\
t)))*(- 1/2*%t"2/exp(t)"2 + 1/exp(t)*(- t - 1) + 1) + (2*exp(2*t) + t*(- ex\
P(2%t) - 1/t*exp(2*t)))*(1/exp(t) 2*(- 1/2%t — 1/2%t"2 - 1/4) + 1/4),

(2, 1) = (exp(t) + exp(2*t) + t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t"2/\
exp(t)*2 + 1/exp(t)*(- 2%t - 2) + 2) + (- exp(t) - 2*exp(2%t) + t*(2%exp(2\
*t) + 4/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t"2/exp(t)”2 + 1l/exp(t)*(- t - 1) + 1) + (exp(\
2%t) + t¥(- exp(2%t) - 1/t*exp(2*%t)))*(l/exp(t)’2%(- 1/2%t - 1/2%t"2 - 1/4\
)+ 1/4),

(3, 1) = (2%exp(t) + exp(2*t) + t*(- exp(2*t) - 2/t*exp(2%t)))*(- 1/2%t"\
2/exp(t)*2 + 1/exp(t)*(- 2%t — 2) + 2) + (- 2*exp(t) - 2*exp(2*t) + tx(2*e\
Xp(2*t) + 4/t*exp(2*t)))*(- 1/2*t"2/exp(t)"2 + l/exp(t)*(- t - 1) + 1) + (\
exp(2*t) + t*(- exp(2*t) - 1/t*exp(2*t)))*(1l/exp(t)”2*(- 1/2%t - 1/2%t"2 -\

1/4) + 1/4)
)

PN R |
i 4 n
3ot e

JE L S 1
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6.5 Exercices sur le Chapitre 6

exercice 1 6 1
Soit A = <1 8)'
1) Déterminer la décomposition de Jordan de A et calculer A™ pour n > 0.
2) Calculer e*4 pour t € R.
3) Résoudre le systéme différentiel
{ /() = —6x(t) —y(t) + 1

y() = alt) - Sy(t)

avec la condition initiale z(0) = 0,y(0) = 1.

exercice 2

2 1 1
Soit A = 2 1 =2
-1 0 -2

1)Vérifier que pg = —(X — 3)(X +1)2 , ot p4 désigne le polynome caractéris-
tique de A.

2)Calculer (A — 3I)(A+ I). En déduire que A n’est pas diagonalisable.
3)Déterminer la decomposition de Jordan de A et calculer A™ pour n > 0.
4)Interpréter le résultat obtenu en appliquant la formule de la question précé-
dente pour n < 0.

exercice 3
Trés dégu par les résultats de 1’élection présidentielle américaine, le milliar-
daire G.Soros décide de placer 108 euros en France, en Espagne et en Allemagne.
Chaque annee il modifie son placement de la facon suivante : si x,, est la partie
du capital placée en France a I’annee n , y, la partie du capital placée en Es-
pagne a ’année n et z,, la partie du capital placée en Allemagne a ’année n, on a

—_

Tn4+1 = 7(-Tn + Yn + Zn)

2
1 1
Yn4+1 = an + §yn
1
Zn41 = an + izn

On a évidemment zg >0, yo >0, 20 > 0, et ¢ + yo + 20 = 108,

1)Vérifier que x, + ¥, + 2, = 10% pour tout n > 0.

2)Montrer que les trois suites (2,,)n>0 » (Yn)n>0 €t (2n)n>0 sont convergentes,et
déterminer leurs limites.

exercice 4(Archives ESTIA, examen d’avril 2003)

0 1
OnposeA—[_4 _4].

1) Déterminer le polynome caractéristique et le polynome minimal de A.
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Girouit electrique 1

2) Déterminer la décomposition de Jordan de A et calculer A™ pour n > 0.

3) Calculer e*4 pour t € R.
4) On considére ’équation différentielle

Y (z) + 4y (z) + 4y(z) = 4.
y'(0) = 0.

)=
a) On pose Z(z) = [ Zg] Montrer que Z(z) est solution du systéme

avec la condition initiale y(0

différentiel

Z'(@) = AZ(z) + [ 4093] ,

0
b) Exprimer Z(z) au moyen de la formule intégrale du cours.
c¢) Calculer Z(z) par la méthode de votre choix et en déduire la solution de
I’équation différentielle.

avec Z(0) = H .

exercice 5
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On considére le circuit électrique suivant (circuit 1) ou la résistance R est
mesurée en ohms, la capacité du condensateur C' est mesurée en farads, et le
coefficient d’induction du solénoide L est mesuré en henrys. On rappelle les deux
lois de Kirchhoff :

1) La perte de voltage dans tout sous-circuit est nulle

2) La somme des intensités des courants en chaque noeud est nulle.

On note V la perte de voltage au travers du condensateur, I l'intensité
du courant au travers de L. On note I; l'intensité du courant au niveau du
condensateur, I l'intensité du courant au niveau de la résistance, I 'intensité
du courant au travers du solénoide, V' la perte de voltage au niveau du conden-
sateur, V5 la perte de voltage au niveau de la résistance et V3 la perte de voltage
au travers du solénoide. Les voltages sont exprimés en volts, et les intensités en
ampéres. On rappelle que 'on a

Va(t) = RI:(t), CV{(t) =1Li(t), LI'(t)=V3(t).

1) En utilisant les lois de physique ci-dessus, montrer que I (¢)+ 12 (t)+1(t) =
0, que V (t) = Va(t) = Vi(t), et que l'on a

ol ) 015

2) Vérifier que les deux racines de la matrice ci-dessus sont réelles et dis-
tinctes si L > 4R2C, et qu’elles sont imaginaires conjuguées si L < 4R2C.

3) On suppose que R = 1 ohm, C' = 2 farad, et L = 1 henry. Déterminer
la solution générale du systéme, et déterminer la solution correspondant aux
conditions initiales I(0) = 2ampéres et V(0) = 1volt.

4) Les hypothéses étant celles de la question 2 etudier le comportement de
I(t) et V(t) quand t — +o00. Les limites obtenues dépendent elles de 1(0) et
V(0)?

exercice 6

On considére maintenant le circuit électrique 2, et on note I l'intensité du
courant au travers de la résistance R; et V la perte de voltage au travers du
condensateur.

1) En s’inspirant de l'exercice précédent, montrer que l'on a

T e e

" CR,

2) Donner la solution générale de ce systéme quand Ry = Ry = 1 ohm,
L =1 henry et C = 2 farad, ainsi que la solution correspondant aux conditions
initiales 1(0) = 2ampeéres et V' (0) = 5 volts.

3) Discuter en fonction des données et des conditions initiales le comporte-
ment de I(t) et V(t) quand ¢ — +oo.
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o

Gircuit electrique 2

exercice 7
Reprendre quand c’est possible sous Mupad les calculs demandés dans les
exercices précédents.
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Chapitre 7

Espaces vectoriels euclidiens

7.1 Produit scalaire, inégalité de Cauchy-Schwartz

Tous les espaces vectoriels considérés dans ce Chapitre sont des espaces vec-
toriels sur R.

Définition 7.1.1 Soit E un espace vectoriel sur R.

1) On dit qu’une application ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire
symétrique quand les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) p(u,v) = p(v,u) VYue E,VveE,

(ZZ) z;S()\lul +/\2u2,v) = )\1(;5(111,V) +>\2¢(UQ,V) VA1 € R,V € R, Yu; €
E Vu, € E, Vv e E.

2) On dit qu’une forme bilinéaire symétrique ¢ est un produit scalaire sur E
(ou que ¢ est définie positive) si ¢(x,x) > 0 pour x € E, x # 0.

3) On dit qu’une application x — ||x|| de E dans R est une norme sur E
quand les trois conditions suivantes sont vérifiées

(i) |x+yll <[x[[+yll vxeE, vVyekFE.

(i) || Ax]| = |AllIx|]] VA ER, Vx€E,

(i11) ||x|| > 0 pour x € E, x # 0.

L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E sera noté Lo(E).

Exemple 7.1.2 1) La formule 0(f,g) = 01/2 F(t)g(t)dt — f11/2 F(®)g(t)dt défi-
nit une forme bilinéaire symétrique sur l’espace vectoriel C(0,1) des fonctions
continues sur [0,1]. Ce n’est pas un produit scalaire car 6(1,1) = 0.

135
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2) Les produits scalaires du lycée dans le plan vectoriel ou ’espace vectoriel
de dimension 3 usuels sont des produits scalaires.
T Y1

3) Pour X =| | €eR3 Y =] | €R3 posons < X,Y >= XY =

T Yn

Y 1<i<n TiYi- On obtient un produit scalaire sur R3, appelé le produit scalaire
canonique de R® (notons que 'on identifie la matrice *X.Y € My 1(R) a son
unique coefficient).

4) La formule ¢(f,g) = f; f(#)g(t)dt définit un produit scalaire sur l’espace
vectoriel C(a,b) des fonctions continues sur un intervalle fermé borné [a, b].

5) La valeur absolue est une norme sur R, et le module est une norme sur
C (considéré comme espace vectoriel sur R).

6) Les formules ||(z,y, 2)llx = ||+ |yl + | et (2,9, )lloo = sup(le], yl, 2]
définissent des normes sur R3.

7) La formule ||f|lco = maze<i<p|f(t)] définit une norme sur C(a,b).

Notons que si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E alors I'application
Ox 1y — ¢(x,y) est une application linéaire de E dans R pour tout x € E.
On voit par symétrie que 'application ¢¥ : x — ¢(x,y) est linéaire pour tout
y € E. On obtient alors, pour A1,..., Ay € R, p1,...,un € Ry xq,..., % € E,|
Yi,--sYn €E

n

(7.1) ¢(Z NiXiy Y Jiyi) = Z Z A%y ;-
i=1 j=1 i=1j=1

On va maintenant introduire 'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Théoréme 7.1.3 Soit E un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire
(u,v) —< u,v > . Pour tout couple (u,v) d’éléments de E, on a l'inégalité

[<u,v>|<V/<uu>/<v,v>

Démonstration : Si v = 0 alors < u,v >= 0 =< v,v >, et 'inégalité est
vérifiée. Supposons maintenant que v # 0. Pour z € R, on a

0< <u+xv,u+xv>:<u,u>+x<v,u>+x<u,v>+x2<v,v>

=<uu>+2r<u,v>+rZ<v,v>.

On reconnait un trindéme de signe constant, dont le discriminant est néces-
sairement négatif ou nul. Ceci donne 4 < u,v >2< 4 < u,u >< v,v >, et en
simplifiant par 4 et en passant aux racines carrées on obtient I'inégalité cherchée.
&

En appliquant cette inégalité au produit scalaire introduit a ’exemple 7.2
(4) on obtient une inégalité classique du calcul intégral.
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Corollaire 7.1.4 Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné de R, et soient f et
g deuzx fonctions continues sur I a valeurs réelles. On a alors

1/2 1/2
gl/bfZ(t)dt] [/bg2(t)dt] .

Dans toute la suite on appellera espace euclidien un espace vectoriel réel
muni d’un produit scalaire. On a 'important résultat suivant.

b
/ F(t)g(t)dt

Corollaire 7.1.5 Soit E un espace euclidien. L’application u — |ju|| = /< u,u >
est une norme sur E, appelée norme euclidienne.

Démonstration : On a évidemment |Ju|| > 0 pour u € E\{0}, et ||Au| =
|Al[[ul| pour A € R, u € E. Soient u,v € E.On a |[u+v|?* =< u+v,u+v >=
<wyu>+2<uy,v>+<v,v>< <uu> 2| <u,v> |+ <v,v>=
<uu>+2/<uu>/<v,v>+ < v,v>= ((<uu>+./<v,v>)? =
(Il + v ])2.

Donc |[u+ u|| < ||u|l + ||v||, et les trois conditions de la définition 7.1 (3)
sont vérifiées. &

Un exemple important de norme euclidienne est donné par la norme ||.||2
associée au produit scalaire canonique sur R¥, qui est donnée par la formule

k

(@1, p) 2 =D 23 (7.1)

7.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Dans toute la suite on munit les espaces euclidiens de leur norme euclidienne.

Définition 7.2.1 On dit que deux éléments u et v d’un espace euclidien FE
sont orthogonauz, et on écrit u L v quand < u,v >= 0. On dit qu’une base
B =(ey,...,e,) de E est orthogonale si ses éléments sont orthogonauz deux a
deuzx, et on dit qu’une base de E est orthonormale si elle est orthogonale et si
lleill =1 pour 1 <i < n.

On a le "théoréme de Pythagore".

Proposition 7.2.2 Soit uy,...,u, une famille finie déléments d’un espace eu-
clidien E orthogonaux deux & deux. On a alors

n n
1wl = il
i=1 i=1
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Démonstration : Comme u; L u; pour j # ¢, on a d’aprés la formule 7.1

n
||Zui||2:zz<u,,uj> Z<uz,uz> ZHquQ
i=1

=1 j=1
Notons également que ’on a I’ "identité du paralléllogramme".

Proposition 7.2.3 Soit E un espace euclidien, et soient u,v € E. On a

la+v? + [ = v][* = 2(u]* + [[v]*). (7.2)

Démonstration : On a |[u+v|? +[[u—-v|? =<u+v,u+v >+ <u-—
v,u—v>=<uu>+2<u,v>+<v,v>+<uyu>-2<uv>+<
v,v >= 2(|[ul® + 2/ v[?). &

On va maintenant donner un procédé concret permettant de fabriquer des
bases orthonormales.

Théoréme 7.2.4 (Algorithme de Gram-Schmidt)
Soit E un espace euclidien, soit eq,. .., e, une famille libre déléments de E,
et soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par (e1,...,e,). On pose f; = e;

et £, = ey — 21<J<k L <‘Tf I fj pour 2 < k < p. Alors (f17 ..., 1) est une base

orthogonale de F, de sorte que (Hf ERRRERI; H) est une base orthonormale de F.
P

On va démontrer par récurrence finie que la famille (fy,. .., f;) est orthogo-
nale, que fi # 0, et que f;, appartient au sous-espace vectoriel de E engendré
par (eg,...,ex) pour 1 <k < p. Clest évident si k = 1. Supposons maintenant
que ces propriétés sont vérifiées pour un entier k£ tel que 1 < k < p — 1. Il est
clair que f 11 # 0 et que fx41 appartient alors au sous-espace vectoriel de F
engendré par (ei,...,egt1). D’autre part on a, pour ¢ < k,

< €L+1 f >
<fpy1,fi >=<epy1,fi > - < Z e ”72 f;, ;i >=<epi1, fi >
1<5<k

<f. £ >
Z <epr,fj> — LT —<epy, fi > — <epy,f; >=0.

i

Donc (fy,...,fy11) est orthogonale, ce qui prouve les deux propriétés par
récurrence finie. On voit donc que (fi,...,f,) est une famille orthogonale d’élé-
ments de F.

Onaf, =e, — Zlgjgk—l ajej, avec aq,...,a;—1 € R. On voit donc que
la matrice P représentant (fi,...,f,) dans la base (eq,...,e,) de F est une

matrice triangulaire supérieure dont tous les termes diagonaux sont égaux a

1. Donc det(P) = 1, P est inversible et il résulte de la Proposition 2.10 que

(fi,...,f,) est une base de F. Donc (Hg—iu, ey Hipl\) est une base orthonormale
P

de F. &
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Exemple 7.2.5 On munit l’espace vectoriel E des polynémes de degré inférieur
ou égal & 2 de la base By = {1,x,2%}. En appliquant le procédé d’orthogonalisa-
tion de Gram-Schmidt ta base By, trouver une base de E orthonormée pour le

produit scalaire défini pour f,g € E par la formule

</fyg >:/O f(t)g(t)dt.

Posons eg = 1, e; = z et e3 = 2. On a fy = e, et ||fol|> = fol dt = 1.

D’autre part on a

! 1
< e, fo >=/ tdt = —,
O 2

donc f1 = e — <He}(;]|c‘°2> fo=xz— % On a alors

1
1 1 1 1
2 2
= (P —t+)dt=- - +>=—=

v, 1 Va2 1
<€27f0> A 37 <€25f1> A ( 2) 4

On obtient
<627f0> <€2af1> 2 1
fa=e2— fo— hi=2"—5 -2+
| foll? [l f1]2 3
On a alors

1 1 2 1 1
2 2 4 2 3
= P —t+= | dt= P — -2 = — 2
7 A ( +6> LA< TR T T

3

1 1 1 1

36+60+5—-90+20—-30

1
“57373% 279

1
6 180

La base orthonormale cherchée est donc

1

180

(

) i

b
6v/5

B:{f" h _J2 }:{1,\/5(2x—1),\/5(6x2—6x+1)}.

[Lfoll” 1A 11 fell

1)2
11
6 12
1
:2— .
T a:+6
2t

)2.
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7.3 Projections orthogonales

Définition 7.3.1 Soit (E,< .,. > un espace vectoriel euclidien, et soit A une
partie non vide de F.

On pose At :={x e E| <x,y>=0 Vxe€ A}

Autrement dit A+ est I’ensemble des y € E qui sont orthogonauz a tous les
éléments de A. L’ensemble A' est appelé 'orthogonal de A.

Proposition 7.3.2 1) {0}* = E, et E+ = {0}.
2) At est un sous espace vectoriel de E, A C [AJ‘
ou bien AN A+ = {0}.

]L , et ou bien ANA+ = (),

Démonstration : 1) II est clair que {0}* = E, et que 0 € E+. D’autre part
si x € B+, alors x | x, donc [|x]|2 =0, et x = 0.

2) Soit x € E. Posons ¢x(y) =< x,y > pour y € E. il résulte de la
définition des produits scalaires que ¢« : E — FE est linéaire, et par conséquent
A+ = NyeaKer(gy) est un sous-espace vectoriel de E. Il est clair que si x € A

on ax Ly pour tout y € AL, et par conséquent A C [AJ-]J' .
SixeANnAt, ona<x,x>=0,doncx=0. &

L’intérét des bases othonormales (BON) vient du fait qu’elles permettent de
ramener les calculs de produit scalaire dans un espace euclidien quelconque a des
calculs dans R,,, identifi¢ & M,, 1(R), muni de son produit scalaire canonique,

Z1 Y
définipour X =| . | e R"etY =| . | € R” par la formule
L Yn
n
<XY >=) ay; =" XY (7.3)
j=1

On a le résultat suivant.

Proposition 7.3.3 Soit E # {0} un espace euclidien de dimension finie et soit

B ={e1,...,en} une base orthonormale de E. On a alors, pour x € E
n
X = Z <z, e; > ej. (74)
=1
< x,e1 > <y,ex >
En particulier st x,y € E, et si xp = . etyp =
< X, ep > <y, en >

désignent les vecteurs colonnes formés des coordonnées de x et 'y dans la base
B, on a
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n
<X,y >=< Xp,yB >= Z <x,e; ><y,e; >="xpys (7.5)
j=1
Démonstration : Soit x € FE, et posons u = 2?21 < x,e; > e;j. Pour
1<p<mnona<x-—ue >=< X,¢e, > —Z?Zl < x,65 >< ej,ep >=<
X,ep > — < X,e, >=0. Donc x —u € B+ = {0}, et x =u.
On a alors, pour x,y € F,

n n
<X,y >= Z<X’ej>ej [Z<y,ek>ek]
k=1

J=1
n

= > <X ><y,ep ><ej e >= ) <Xe; ><y, 65 >
1<j<n1<k<n j=1

&

Rappelons que si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vecto-
riel E, on pose F' + G = {y+2z}ycrcc. St FNG = {0}, tout élément x de F+G
s’écrit de maniére unique sous la forme x = xp + x¢g, avec xp € F, xg € G.
Dans ce cas on écrit '@ G au lieu de F' + G. Les applications Pr ¢ : X — Xp
et Pg r : X — X sont linéaires et sont appelées projection de F' @ G sur F'
parallélement a G et projection de F' & G sur G parallelement a F. On a alors
(voir le Chapitre 1 du présent cours)

Prc+Pa,r = Irec, PrcoPra = Pra, Po,roPa.r = Par, Im(Prcg) =
Ker(Pg,p) =F, Im(Pg,r) = Ker(Prg) =G.

On a 'important résultat suivant

Théoréme 7.3.4 Soit ¥ un espace vectoriel euclidien, et soit F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de F.

1)OnaE=F@Ft et [FY)t =F

2) Posons Pr = Pppy, Ppr = Ppi p. On a les propriétés suivantes, pour
xeF,

(i) %12 = | Pe(x) 2 + | P ()12

(i) Si F # {0}, on a

p
PF(X) = Z <Xx,e; > ¢j, (76)
j=1

ot {e1,...,ep} est une base orthonormale quelconque de F.

Démonstration : Si ' = {0}, F+ = E, Pp = 0, Pp. = Ig et il n’y & rien
a démontrer. Supposons maintenant que F' # {0}, et soit {eq,...,e,} une base
orthonormale de E. Soit x € E, et posons u = Z?:l < x,€; > e;. De méme
que plus haut on voit que < x —u,e;, >= 0 pour 1 < k < n, ce qui montre
que x —u € F+. Comme u € F, on voit que x = u+ (x —u) € F + F1. Donc
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F+Ft =E. Comme FNF+ ={0},ona E=F®F~, et on vient de montrer
que Pp(x) =u=3"_, <x,e; > ¢j, et que Pp1(x) = x—u. Commeu L x—u,
on a bien ||x]|? = || Pr(x)||? + || Pr1 (x)||?, et la condition 2) est vérifiée.

7.4 Chapitre 7 sous Mupad

On peut évidemmenteffectuer sous Mupad le procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt dans R"™. On procéde en deux temps

1) Apres avoir établi la liste d’éléments de R™ concernée, en déclarant ces
éléments comme matrices unilignes ou comme matrices unicolonnes, on applique
la commande

linalg : :orthog(.)

pour obtenir une famille orthogonale.

On applique ensuite la commande map(.,linalg : :normalize)
pour remplacer les vecteurs orthogonaux de la premiére famille par des vecteurs
de norme 1 qui leur sont proportionnels. On peut effectuer les deux opérations
en méme temps grace a la commande map(linalg : :orthog(.),linalg : :normalize)
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7.5 Exercices sur le Chapitre 7

exercice 1

Soit ABC'D un parallélogramme du plan usuel. En utilisant la Proposition
7.2.3 , montrer que AB% 4+ BC? + CD? + DA? = AC? + BD?.

exercice 2

Soit £ I'espace vectoriel des fonctions continues et périodiques de période 27

sur R, que 'on munit du produit sacalaire défini pour f,g € £ par la formule

2w

On définit ey, es, e3 € € par les formules

1 27
< fig>= — ; f(#®)g(t)dt.

e1(t) =1, ea(t) = cos(t), es(t) = cos’(t).
Déterminer la famille orthonormale obtenue en appliquant a {e1,ez2,e3} le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

exercice 3

On considére I'espace vectoriel £ des fonctions continues et périodiques de
période 27 sur R, muni du produit sacalaire introduit & la question précédente.
On pose ug(t) = 1, et, pour n > 1,

un (t) = cos(nt), wv,(t) = sin(nt).
1) Montrer que la famille B := (Up>oun) U (Un>1vy,) est une famille ortho-

normale d’éléments de £.

2) Pour p > 1, on note F, le sous-espace vectoriel de £ engendré par
{ug, ...,up} U{v1,...,v,}. Soit P la projection orthogonale de & sur F,. En uti-
lisant une formule du cours, expliciter P(f)(x) pour f € £, z € R. Quel est le
lien entre le polynéme trigonométrique P(f) et la série de Fourier de f?

exercice 4

1 1 1
Soit F I'image de R? par 'application v: X — |2 -1 2| X.
1 0 1

Trouver une base orthogonale de F| et calculer la matrice représentant la
projection orthogonale de R3 sur F par rapport a la base canonique de R3.

exercice 5
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En s’aidant de Mupad, répondre aux mémes questions que dans ’exercice
précédent pour G := {AX} s, avec

rr 1 1 1 1 1 1 17
1 2 3 4 5 6 7 8
8§ 7 6 5 4 3 2 1
A - 1 3 5 7 9 11 13 15
5 13 11 9 7 5 3 1
1 4 7 10 13 16 19 22
22 19 16 13 10 7 4 1
L1 5 9 13 17 21 25 29

exercice 6
Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (O,1,5) on
considére la droite D d’équation

ar + by +c =0,
avec (a,b) # (0,0).

1) Ecrire ’équation de la droite perpendiculaire a D et passant par le point
My de coordonnées (g, yo)-

2) En déduire que la distance de M a la droite D est donnée par la formule

_axo 4 byo + ¢

d(M()vD) \/m

exercice 7
Dans l'espace affine euclidien usuel rapporté a un repére orthonormé (O, i, j, k),
on considére le plan P d’équation

ax+by+cz+d=0,
avec (a,b,c) # (0,0,0).

1) Ecrire I’équation de la droite perpendiculaire & P et passant par le point
My de coordonnées (g, Yo, 20)-

2) En déduire que la distance de My au plan D est donnée par la formule

axo + byg + czo + d
d(My, P) = | — | .
va?+b*+c
exercice 8
Dans U'espace affine euclidien usuel rapporté a un repére orthonormé (O, i, j, k),
on considére les droites D1 et Dy d’équations paramétrées
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T =T+ Aug
Y = Yo + Avg
z = zp + Awg

T =1+ Aug
y=y1+ A
z=z1 + A\w

On suppose D; et D5 non paralléles. Donner ’équation de la perpendiculaire
commune & Dq et Ds.



Chapitre 8

Matrices symétriques,
matrices orthogonales

8.1 Matrices symétriques

Définition 8.1.1 (i) St A = (@i j)i<i<m € Mumn(K), on appelle transposée
1<j<n
de A la matrice ’

TA = (aj,i)lﬁjén € My m(K)

1<i<m
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.
(ii) On dit que B € M,,(K) est symétrique si B =! B.

Il est clair que I'application A —! A est une application linéaire de M, ,,(K)
sur M, i (K), et que si A € M,, ,(K), on a

f(tA) = A. (8.1)
D’autre part si M,, ,,(K), et si B € M,, ,(K), on a

“(AB) = ("B)(*A) € Mpm(K). (8.2)

Enfin si P € M,,(K), alors det(P) =det(*P). En particulier P et sa trans-
posée ont le méme polyndéme caractéristique.

Dans toute la suite on munit R"™, identifié & M,, 1(R), du produit scalalre
canonique défini pour X,Y € R" par la formule

< X,Y >=' XY,

et on note || X||2 := v/< X, X > la norme euclidienne associée sur R"™. On
peut étendre ce produit scalaire en une "forme hermitienne" sur C™ identifié a
M., 1(C) en posant, pour X,Y € C",

<X, Y>=tXY,

147
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ott A= (@ j)1<i<m € Mpmn(K) pour A= (a; ;)i<icm € M n(K).

1<5<n 155<n
x1

Il est clair que < X, X >= Y |zx[?>0si X = | . | € C"\ {0}.
k=1

In
On va montrer que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable, et plus
précisément que si A € M,,(R) est symétrique il existe une base orthonormale
de R" formée de vecteurs propres de A. Nous aurons besoin de trois lemmes.

Lemme 8.1.2 Soit A € M,,(R) une matrice symétrique réelle. Alors toutes les
valeurs propres de A sont réelles (autrement dit le polydme caractéristique de A
est scindé sur R).

Démonstration : Soit A € C une valeur propre de A et soit X € C" \ {0}
tel que AX = AX. Ona M'X =" (A\X) = ("X)("A) = ("X)A, et AX = A X =
(AX) = AX. On obtient

A< X, X >=(MX)X =(XA)X =("X)AX) =(X) D X) =A< X, X >.
Comme X #0,0na < X,X >#0, et A\ = ), ce qui montre que A € R. &

On dira que deux sous-espaces F et F' de R™ sont orthogonaux, et on note
E L F,si<z,y>= 0 pour tout x € F et pour tout y € F, ce qui est équivalent
a 1'une ou l'autre des conditions E C F* ou F C E+. On a le résultat suivant.

Lemme 8.1.3 Soit A € M, (R), une matrice symétrique, Si \ et p sont deux
valeurs propres réelles distinctes de A, alors les sous-espaces propres Ey et E,
sont orthogonauz.

Démonstration : Soit X € Ej, et soit Y € E,. On a
(p—N) < X,)Y >=" X(uY) - (AX)Y = XAY —* X'AY =0,
ce qui donne < XY >= 0, puisque \ # pu. &

Lemme 8.1.4 Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Si A est nilpotente,
alors A = 0.

Démonstration : Supposons que A est symétrique. On a, pour X € R",

[AX |2 =< AX, AX >=" XTAAX =" XA?’X =< X, A%z >< || X||2]|A2X]|2.

Donc si on pose Ker(B) = {X € R" | BX = 0} pour B € M, (R), on voit
que Ker(A4?%) cKer(A). Comme Pinclusion Ker(A4) CKer(A?) est toujours véri-
fice, on a en fait Ker(A4%) =Ker(A). Soit maintenant m > 1. On a Ker(A™*!) =
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{X e R" | Am71X € Ker(A?)} = {X e R" | A" 71X € Ker(4)} =Ker(4A™),
et on voit que Ker(A™) =Ker(A) pour tout m > 1. En particulier si A est a la
fois symétrique et nilpotente on a Ker(A) = R™, de sorte que A =0. &

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 8.1.5 Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Alors A est dia-
gonalisable sur R, et il existe une base orthonormale de R™ formée de vecteurs
propres de A.

Démonstration : Comme le polynéme caractéristique de A est scindé sur
R, A admet une décomposition de Jordan sur R, et il existe un unique couple
(D, N) de matrices carrées réelles a n lignes et n colonnes vérifiant

(i) A=D+ N,

(ii) D est diagonalisable sur R, et N est nilpotente,

(iii) ND = DN.

I résulte de la formule 8.2 que ‘D est diagonalisable sur R, que !N est
nilpotente, et que tN*D =* (DN) =t (ND) =! D*N. Comme A =! A = D+!N,
il résulte de 'unicité de la décomposition de Jordan que D =' D et N =t N.
Il résulte alors du lemme 8.1.4 que N = 0, et A = D est diagonalisable sur
R. Par conséquent si Aq,..., A\, sont les valeurs propres distinctes de A, et si
B; est une base de Ey; pour 1 < j5 < k, alors Ui<j<kB; est une base de R"
formée de vecteurs propres de A. En utilisant le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt on peut trouver pour tout j < k£ une base orthonormale B;
de E},, et il résulte alors du lemme 8.1.3 que B := U1<;<xB;, qui est une base
de FE formée de vecteurs propres de A, est orthonormale. &

8.2 Matrices orthogonales

On vient de voir que si A € M,,(R) est symétrique, il existe une matrice in-
versible P € M,,(R) telle que P~1 AP soit diagonale dont les colonnes forment
une base orthonormale de R”. Le résultat suivant donne une description com-
pléte de ce type de matrices.

Théoréme 8.2.1 Soit B € M, (R). Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(1) Les colonnes de B forment une base orthonormale de R™.

(2) Les lignes de B forment une base orthonormale de R™.

(3)'BB = 1I,,.

(4) B'B = I,.

(5) B est inversible, et B~1 =t B.

(6) < BX,BY >=< X,Y > pour tout couple (X,Y) d’éléments de R".

(7) ||BX||2 = || X||2 pour tout X € R™.

Dans ce cas on dit que la matrice B est orthogonale, et det(B) € {—1,1}.

Démonstration : Soient Ly, ..., L, les lignes de B, indexées de maniére crois-
sante de haut en bas, et soient C4, ..., C,, les colonnes de B, indexées de maniére
croissante de gauche & droite. On a
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‘BB = (< CZ‘,CJ‘ >)1§7ﬂ,§n, B'B = (< Li,LJ‘ >)1§71§T,,7
15550 15550
ce qui prouve que (1) est équivalent & (3) et que (2) est équivalent a (4).
D’autre part si (3) ou (4) est vérifié alors det(B) # 0, donc B est inversible et
dans ce cas B~! coincide avec I'inverse & gauche ou & droite de B, c’est a dire que
B~! =t B. Donc (3) ou (4) impliquent (5). Comme (5) implique trivialement
(3) et (4) on voit que les conditions (1), (2), (3), (4) et (5) sont équivalentes.
D’autre part si (3) est vérifié on a det(B)? =det(* B)det(B) =det(I,,) = 1, donc
det(B) € {-1,1}.
Supposons maintenant que (3) est vérifié, et soient X,Y € R™. On a

< BX,BY >=! X'BBY =! XY =< X,Y >,

donc (6) est vérifié. Supposons maintenant que (6) est vérifié, et soit {eq,...,en}
la base canonique de R". On a C; = Be;, doncon a < C;,C; >=< Be;, Bej >=
d;5 pour 1 <7 <mn,1<j < n,d;; désignant le symbole de Kronecker. Ceci
montre que la condition (1) est vérifiée, et les conditions (1), (2), (3), (4), (5)
et (6) sont équivalentes.

Il est clair que (6) implique (7). Supposons maintenant que (7) est vérifié, et
soient X, Y € R". On a

< BX,BY >
=%KBM+YﬁmX+m>—<Bm>YLmX—n>)
= 2 (IBE + V)3~ B - V)R)

1
wX+W§wX—W@:ZKX+KX+Y>—<X—KX—Yﬂ

NG

=< X,Y >,

et on voit que les conditions (6) et (7) sont équivalentes, ce qui achéve la
démonstration. &

On a introduit au Chapitre 2 la matrice Pg g représentant une famille B’
de n éléments d’un espace vectoriel de dimension 7 > 1 muni d’une base 5. On
sait que B’ est une base de E si et seulement si Pg s est inversible, et dans ce
cas Pg g est appelée matrice de passage de B a B’. Le corollaire suivant montre
que si F est euclidien, et si B est une base orthonormale de E, alors une autre
base B’ de E est orthonormale si et seulement si la matrice de passage de B a
B’ est orthogonale.

Corollaire 8.2.2 Soit E un espace euclidien de dimension finie, soit B =
{e1,...,en} une base orthonormale de E et soit B = {e],...,e,} une famile
de n éléments de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) B’ est une base orthonormale de E.

(i1) La matrice Pg g représentant B’ dans la base B est orthogonale.



8.2. MATRICES ORTHOGONALES 151

Démonstration : Soit P = Pg g/, et solent P, ..., P, les colonnes de P, de
sorte que P; est formée des coordonnées de 69 dans la base B. Comme B est
orthonormale, il résulte de la proposition 7.3.3 que < eg,eg >=< P, P; >
pour 1 <i<mn, 1< j<n. Autrement dit la famille B’ est orthonormale si et
seulement si la matrice P est orthogonale, et dans ce cas B’ est automatiquement

une base de E. &

Notons que le résultat ci-dessus permet de simplifier notablement les calculs
concernant la diagonalisation d’une matrice symétrique A : en construisant une
base orthonormale de R™ formée de vecteurs propres de A, on obtient une
matrice orthogonale P telle que P~' AP soit diagonale, et le calcul de P! est
immeédiat puisque P~! =t P.

1 -2 1

Exemple 8.2.3 Diagonaliser A= | -2 1 1
1 1 -2

On a,
1l—2z -2 1 —xr =2 1 1 =2
pa=—| —2 1l-—=z 1 =—|—-z 1l—-=z 1 =z|1 1—-=z
1 1 —2—-z —T 1 —2—z 1 1 —2—z
1 =2 1
=x|0 3—= 0 =z(z —3)(z + 3).

0 3 —-3—-z

Donc A admet 0, 3 et —3 comme valeurs propres simples. On a

1 -2 1 1 -2 1 6  x *
A2=1|-2 1 1 |[|-2 1 1 |=/|-3 % x|,
1 1 -2 1 1 -2 -3 % x
-3
(A+30)(A—-31)=A*-9T= | -3 ,
-3
S
A(A4+31) =A% +34A=| -9 « ,
_0 * -
. -
A(A-3)=A%-3A=| 3
__6 * -

On sait que les sous-espaces propres Ey, F3 et E_3 sont respectivement
engendrés par les colonnes des matrices (A+31)(A—31), A(A+3I) et A(A—31),
qui sont évidemment ici de rang 1 puisque les trois valeurs propres de A sont
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1 1 1
simples. Donc 1],-1|,] 1 , qui est évidemment orthogonale, est
1 0 -2

formée de vecteurs propres de A, et on obtient une base orthonormale de R™
formée de vecteurs propres de A en posant

1 1 1
V3 V2 V6
B.=10 |1 1 1
T L R R

Posons

1 1 1 1 1 1
V3oovV2 Ve V3o V3B
P= % —% % de sorte que P71 =f P = % —% 0
1 2 1 1 2
n 0 % OB Ve
0 0 O 0 0 O
Onaalors P'AP=|0 3 0 |,etA=P|0 3 0 |P L
0 0 -3 0 0 -3

Le corollaire précédent permet également d’orienter un espace vectoriel eu-
clidien F de dimension finie & partir d’une base orthonormale By de E : on dira
qu’une base orthonormale de E est directe si le déterminant de la matrice de
passage Pp, 5 est égal & 1, et on dira que la base orthonormale B est indirecte
si detPBO,B =—1.

On déduit également du théoréme 8.2.1 le résultat suivant, ou I’ espace eucli-
dien considéré est muni de la norme euclidienne associée & son produit sacalaire.

Corollaire 8.2.4 Soient E un espace euclidiens de dimension finie n > 1, soit
B une base orthonormale de E, et soit u : E — E une application linéaire. Alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes

(i) ||w(@)| = |Z]| pour tout ¥ € E.

(i) < u(Z),u(y) >=< &,y > pour tout couple (Z,y) déléments de E.

(111) La matrice My, g représentant u par rapport & la base B est orthogonale.

Démonstration : Posons A := M, 5, solent &,y € F, et soient X et Y les
matrices unicolonnes formées des coordonnées de Z et ¢ dans la base B. Alors
AX et AY sont les matrices unicolonnes formées des coordonnées de u(Z) et
u(y) dans la base B, et il résulte de la proposition 7.3.3 que 'on a

<Ey>=< XY >, <u@),uly) >=< AX, AY >,

et le corollaire résulte immeédiatement du théoréme 8.2.1. &

On a plus généralement le résultat suivant.
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Proposition 8.2.5 Soient E # 0 et F' # 0 deux espaces euclidiens de dimen-
sion finie n > 1, soit By une base orthonormale de E, soit By une base ortho-
normale de F, soit u : E — F une application linéaire, et soit A := M, g, 5, la
matrice représentant u par rapport aux bases By et By. Alors les trois conditions
sutvantes sont équivalentes

(i) ||w(@)] = ||¥]| pour tout & € E.

(11) < w(@), w(y) >=<&,§ > pour tout couple (Z,y) déléments de E.

(iii) *tAA = I,,, ou n =dim(FE).

Dans ce cas on dira que u est une isométrie vectorielle de E dans F.

Démonstration : Il est clair que (ii) implique (i), et on a pour &,y € E,
T ST = 2
<@§>= 7 (IZ+ 41" + 17 = 71°) .

< u(®), u(y) >= i (lu(@) + @) + u(@) = u@I?),

ce qui de méme que dans la démonstration du théoréme 8.2.1 montre que (i)
et (ii) sont en fait équivalents.

Soient maintenant , i € F, et soient X et Y les matrices unicolonnes formés
des coordonnées de Z et i dans la base By, de sorte que AX et AY sont les
matrices unicolonnes formées des coordonnées de u(Z) et u(y) dans la base Bj.
Il résulte du lemme 7.3.3 que l'on a

< Z,§>=' XY, <u(@),u(f)>=' (AX)AY =* X'AAY.

Donc (iii) implique (ii). D’autre part si (ii) est vérifie on at XY =t X (*AA)Y
pour tout couple (X,Y) déléments de R™. On voit alors que *AAY — Y €
(R™)*+ = {0} pour tout Y € R"™. En appliquant ceci & la base canonique de
R™ on voit que toutes les colonnes de *AA et I,, coincident et on voit que (ii)
implique (iii), ce qui achéve la démonstration. &

Exemple 8.2.6 Matrice représentant le retournement R (rotation vectorielle
d’angle w) ayant pour aze la droite vectorielle engendrée par i— er k dans
Uespace vectoriel euclidien usuel E de dimension 3 usuel rapporté a une base
orthonormée B = {i, ], k}.

L’espace vectoriel E est 'espace vectoriel associé a ’espace affine £ euclidien
de Terminale, que ’on rapporte & un repére (O, ZJ, Ig) On note D la droite issue
de O de vecteur directeur i — j + k. On a alors R(OM) = W, ou M’ vérifie
les deux conditions suivantes

1) MM’ L D,

2) I € D, ou I désigne le milieu de M M’.

On a, en désignant par (x,y, z) les coordonnées de M et par (2,1, 2’) celles
de M’,

LI - o - -

MM = MO+ OM = (z/ —2)i+ (y — y)j + (2 — 2)k, et la condition 1)
donne
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o' —z—y +y+2 —2=0.
— ) B
D’autre part O = O ZEOM = g”z i+ y+y Jj+ Z+Z k. La condition 2)

donne

’

:c-gac =\
’

yJ;y =\
’

z-;z :)\

avec A € R.

On obtient alors la condition suivante, équivalente & la condition 2
MNa+a'=z+72=-y—y.

En appliquant ceci a f,onaz=1, y=2z2=0,dou

z'—x’+1——y' ' — 1+x’+1+x'+1—0 ' = —%,y'——%,z:g,

R(;) = f%z - f] + 2k: Comme les roles de 7 et k sont symétriques, on obtient
R(_'): ngfjffk Dans le cas de j, onay =1, z = z = 0, et on obtient
T b 2
_'z'—x——{—yl—l—y—y+1—1—y—Oy——f,z 2= -3,
R() = —2i— 1 - 2%,
On obtlent
R(i) R(j) R(k)
> 1 2 2
¢ 3 ~3 3
Mpp =
2 2 1 2
J 3 3 3
1 2 2 1
k 3 —3 —3

qui est bien une matrice orthogonale.

8.3 Formes quadratiques

Rappelons que les formes bilinéaires symétriques ont été introduites a la
définition 7.1.1.

Nous allons maintenant introduire la notion de forme quadratique sur un
espace vectoriel réel. Comme on le verra plus loin, les formes quadratiques sur
R™ sont tout simplement les polyndémes homogénes de degré 2 de n variables &
coeflicients réels, et les formes quadratiques sur un espace vectoriel réel E de di-
mension finie se décrivent de maniére analogue en fonction de leurs coordonnées
par rapport a une base quelconque de F.

Définition 8.3.1 Soit E un espace vectoriel réel. On dit qu’une application
q: E — R est une forme quadratique sur E si q(0) = 0, et si Uapplication

(Z,9) — q(Z + ¥) — q(Z — 9)

est une forme bilinéaire symétrique sur E.
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Dans ce cas on pose, pour T,y € F,

6ulE7) = 1 @@+ )~ alF ~ 7)), (33)

de sorte que ¢4 est également une forme bilinéaire symétrique sur E.

Soit ¢ est une forme quadratique sur E. Comme q(G) = 0, en remplagant &
et i par 3 dans l'identité 8.3 on obtient, pour & € E,

0@ =a(3+3) =100 (5.3) = (2. (8.4)

Il est clair réciproquement que si ¢ : E x ' — R est une forme bilinéaire
symétrique sur E, alors g4 : & —— ¢(&, L) est une forme quadratique sur FE,
puisque g, (7, 9) = 1 (44(T +9) — 4p(T — ) = 1 (9T + 9. T+ §) — ¢(& — 7,7~ §)) =
¢(Z, ) pour Z,§ € E. L’application ¢ — ¢, est donc une bijection de 'ensemble
Q(E) des formes quadratiques sur I'ensemble Lo(E,R) des formes bilinéaires
sur E.

Définition 8.3.2 Soit E # {0} un espace vectoriel réel de dimension finie, soit
¢ : E x E — R une forme bilinéaire symétrique sur E, et soit B = {€},...,én}
une base de E.

On appelle matrice représentant ¢ dans la base B la matrice

M[¢7B] = (¢(€17 gj))lﬁiin . (85)

1<j<n

Si q est une forme quadratique sur E, on pose

Miq,5) = Mig,.5) (8.6)

et cette matrice est également appelée la matrice représentant la forme qua-
dratique q dans la base B.

Les notations étant celles de la définition ci-dessus, on a les résultats élé-
mentaires suivants.

Proposition 8.3.3 (i) La matrice My g est l'unique matrice carrée M wvéri-
fiant, pour tout couple (Z,y) d’éléments de E,

(%, 1) =" XpMYs, (8.7)

ot Xp et Y désignent les matrices unicolonnes formées des coordonnées de
Z et i dans la base B.

(i) La matrice Mg g est l'unique matrice carrée symétrique M vérifiant,
pour tout T € E,

q(7) =" XpM X3, (8.8)
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(iii) Si By est une autre base de E, on a pour les formes bilinéaires symé-
triques et les formes quadratiques les "formules de changement de base”

M5, =" Ps,s, Mg .5 P85, (8.9)

M[‘LBI] = PB,BlM[q,B]PB,Bl- (8.10)

Démonstration : (i) Soient Z = Y7 ;¢ et § = .7, yifi deux éléments
de E. On a

n n
Q&P =0 | Y mii, > yiei | = Y wiy;0(6,6)
=1 Jj=1 1<i<n

1<j<n

n

n
= @i | Y 0(E.)y; | = XsMignYs.
i=1 =1
Si M = (m; ;)1<i<n est une matrice vérifiant la condition 8.7, on a, {U1, ..., Uy, }

155<n
désignant la base canonique de R™, pour 1 <i<n, 1 <j <n,

¢(a,a”?:t[QAIU3::WMJ,

et on voit que M = M, g).

(ii) II résulte de la définition de My, 5 que M, 5] vérifie la condition 8.8.
Réciproquement si une matrice symétrique M € M,,(R) vérifie la condition 8.8,
posons, pour T,y € R,

o (Z,7) =" XpMY3.

Comme ¢ (¢,7) =! YsMXp =t (*Xp("M)Yg) = XpMYz, il est clair que ¢
est une forme bilinéaire symétrique sur E, et on a par construction ¢(Z) = ¢(&, &)
pour tout ¥ € E. Donc ¢ = ¢, et il résulte alors de (i) que M = My 5 =
Mq.8]; ce qui achéve la démontration de (ii).

(iii) Soit maintenant B; une autre base de E. Il résulte des propriétés des
matrices de changement de base rappelées au Chapitre 2 que ’on a, pour Z,§ €
FE, en posant F)::}%&B17A47::A4h#3h

Xp = PXp,, "(Xp)="(Xp,)'P, Yg=PYs,,

¢(f7g)::t)(BA[Y% =" LX31Y13A4]3Yg17

et la formule 8.9 résulte de (i). La formule 8.10 est alors une conséquence
immédiate de la formule 8.9 &
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On déduit de la formule 8.7 que si g est une forme quadratique sur E, et si
(i,j)1<i<n est la matrice représentant ¢ dans une base B = {€1,...,€,} de E, on
1<5<n

— n —
a,pour ¥ =Y . | x;€; € E,

n
q(%) = Z ¢ jTiyj = Zqzw? +2 Z 0, jTi®;
i=1

1<i<n 1<i<n
1<j<n 1<5<i

Réciproquement si ¢ : E — R est définie par une formule du type

q (ingz> = iai,ixf + Z QA T3, (8.11)
=1 =1

1<i<n
1<j<i

alors ¢ est une forme quadratique sur F, et la matrice M|, 5] assocée a ¢q
dans la base B est définie par la formule

Mg, = (¢5)

1<i<n y
1<j<n

@i,

avec i = Qig, Qi =i = pour 1 <i<n,1<j<i (812)

Autrement dit la forme bilinéaire symétrique ¢, associée & ¢ est donnée par
la formule

n n n
. . 1 1
¢ (Z Ti€i, Z?ﬁ&‘) =3 Z aijTiYj + 5 Zai,ﬂiyi, (8.13)
=1 =1 1<i<n =1
155%n

avec a; j = a;; pour llei <n,1<j<mn,i<j.

On voit donc que, comme on 'avait indiqué plus haut, les formes quadra-
tiques sur R™ sont tout simplement les polynémes homogénes de degré 2 de n
variables & coefficients réels.

Nous illustrons les formules ci-dessus avec ’exemple suivant.

Exemple 8.3.4 La fonction q : (z,y, z) — 2% +y* + 2% — 2y —yz — 22 est une
forme quadratique sur R3, et sa matrice associée dans la base canonique de R?
2 -1 -1
est la matrice % -1 2 -1
-1 -1 2

On va maintenant introduire la notion de rang d’une forme quadratique sur
un espace vectoriel réel de dimension finie.

Proposition 8.3.5 Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel de
dimension finie n > 1, et soit ¢4 la forme bilinéaire symétrique sur E associée
a q. Alors l'ensemble N(q) := {% € E | ¢4(%,9) = 0 V§ € E} est un sous-
espace vectoriel de E. De plus si B est une base de E, et si M = M, p) est la
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matrice représentant q¢ dans la base B, alors le rang de la matrice M est égal
n- dim(N(q)).

Le nombre n- dim(N(q)) est appelé le rang de la forme quadratique q, et ce
nombre est noté rang(q).

0}. Alors

Démonstration : Pour § € E, posons Fy = {Z € E | ¢4(Z,¥) =
NgerpFy est

Fy est un sous-espace vectoriel de E pour tout § € E, et N(q)
également un sous-espace vectoriel de E.

Soit maintenant B une base de E et soit M = M|, 5] la matrice représentant
q dans la base B. Pour ¥ € E notons Xp la matrice unicolonne formée des
coordonnées de & dans la base B. On a pour &,y € E,

¥)

0q(Z,9) = ¢q(7, ) =" YsM Xp.

On voit donc que & € N(q) si et seulement si < Y,MXp >=0 VY € R",
Papplication (X,Y) —< X,Y > désignant le produit scalaire usuel sur R"™.
Comme [R"]* = {0} on voit que ¥ € N(q) si et seulement si Xz € Ker(M) :=
{X e R" | MX = 0}. Il résulte du théoréme de la dimension pour les applica-
tions linéaires du Chapitre 2, appliqué a l'application X — M X sur R", que
dim(Ker(M)) + rang(M) =dim(R"™) = n. Comme V'application & — Xp est
un isomorphisme linéaire de E sur R™, on obtient dim(N(q)) = dim(Ker(M)) =
n—rang(M), ce qui achéve la démonstration. &

Exemple 8.3.6 La forme quadratique q de l’exemple 8.3.4 est de rang 2.

2 -1 -1

-1 2 —1{.Comme
-1 -1 2

la somme des trois colonnes de A est nulle, det(A) = 0, et rang(A) < 2. D’autre
2 -1
-1 2
donc rang(A) > 2. On voit donc que rang(q) =rang(A) = 2.

En effet on sait que rang(q) =rang(A), ot A = %

. 1 . ” . _ 3
part B := 5 est une matrice carrée extraite de A, et det(B) = 35 # 0,

On s’intéresse maintenant & la diagonalisation des formes quadratiques sur
un espace vectoriel réel E de dimension finie. Plus précisément on introduit la
notion suivante.

Définition 8.3.7 Soit ) une forme quadratique sur un espace vectoriel réel
E # {0} de dimension finie. On dit qu’une base B de E est diagonalisante
pour q quand la matrice M, g représentant q dans la base B est diagonale.

On sait que de telles bases existent : si By = {é1,...,€,} est une base quel-
conque de F, la matrice Mo := M, p,) représentant g dans la base By est sy-

métrique, donc il existe une matrice orthogonale P = (p; ;)1<i<n € My (R) telle
1520

5 n
que *PMyP = P~'MyP soit diagonale. Posons fi = > pij€ pour 1 <j<mn,
i=1
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et soit BB := {fi, s f:L} On a alors P, g = P, donc B est une base de E, et on
a

My5 =" PMoP = P~'M,P,

qui est diagonale, donc la base B est diagonalisante pour q.

La diagonalisation d’une matrice symétrique nécessite le calcul exact des
valeurs propres de cette matrice, ce qui n’est pas possible dans M, (R) pour
n > 5 (et en général fort compliqué dans M3(R) et M4(R)). Nous verrons plus
loin un procédé plus simple, qui utilise une idée de Gauss, et qui permet d’obtenir
des bases diagonalisantes associées & des matrices de passage non nécessairement
orthogonales. Nous allons tout d’abord dégager une propriété commune a toutes
les bases de E diagonalisantes pour une forme quadratique donnée ¢ sur E.

Théoréme 8.3.8 (théoreme d’inertie de Sylvester) Soit E # {0} un espace
vectoriel réel de dimension finie, et soit ¢ une forme quadratique sur E. Si B est
une base de E diagonalisante pour q, on note respectivement n™(q)p et n=(q)s
le nombre de coefficients strictement positifs et strictement négatifs de la matrice
M 4,8 représentant q dans la base B.

Alors n*(q)s et n™(q)p sont indépendants de la base diagonalisante B.

Le couple (n"(q),n™(q)) := (n*(q)s,n (q)B) est appelé la signature de la
forme quadratique q, et on a rang(q) := n*(q) +n"(q).

Démonstration : Soit n =dim(F), soit F l’ensemble des sous-espaces vec-
toriels F' de E tels que ¢(Z) > 0 pour tout & € F \ {0}, avec par convention
{0} € F, et soit G ensemble des sous-espaces vectoriels G de E tels que ¢(Z) < 0
pour tout € G. Soit F € F, et soit G € G. SiZ € FNG, on a ¢(Z) >0 et
q(Z) <0, donc ¢(Z) =0, et £ =0 puisque & € F. Donc F NG = {0}.

On a alors, d’apreés le "théoréme de la dimension" vu au Chapitre 1

dim(E) > dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G).
(8.14)
Si B est une base de E diagonalisante pour F, on pose By = {7 € B | q(%) >
0}, B_ = {& € B | q(Z) < 0}, et on note respectivement Fp et Gp les sous-
espaces vectoriels de F engendrés par By et B_, avec la convention que I’espace
vectoriel engendré par l'ensemble vide est lespace vectoriel réduit a {0}. Si
B # (), la matrice associée a la restriction de g & F pour la base By de Fg est
diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs, on voit que Fp € F, et
F = {0} € F si By est vide. On voit de méme que Gg € G, et il est clair que
E =Fz®Gp, et dlm(FB)+d1m(G5) =n.
Soient maintenant B et B’ deux bases de E diagonalisantes pour q. Il résulte
de la formule 8.14 que l'on a

dim(Fp) < n — dim(G%) = dim(Fj),

et en inversant les roles de B et B’ on voit qu’en fait n*(¢)s = dim(Fg) =
dim(Fj) = nt(¢)s - On a alors
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n (¢)s =n"(—q)s =nt(—-q)p =n" (¢)s.

Le fait que rang(q) = n*(q) + n~(q) résulte alors du fait que le rang d’une
matrice diagonale ayant exactement p coefficients diagonaux non nuls est égal
ap.

On va maintenant introduire lalgorithme de Gauss, qui permet d’obtenir
facilement des bases diagonalisantes pour les formes quadratiques définies sur
un espace vectoriel réel de dimension finie. Nous allons introduire tout d’abord
la notion de forme linéaire.

Définition 8.3.9 Une forme linéaire sur un espace vectoriel réel est une appli-
cation linéaire de E dans R.

L’ensemble L(E,R) des formes linéaires sur F est un espace vectoriel pour
les lois usuelles sur les applications linéaires, introduites au Chapitre 1, et sa
dimension est égale & dim(E)dim(R) =dim(E) si E est de dimension finie. Le
produit fg de deux formes linéaires f et g sur F est défini pour & € E par la
formule

(f9)(Z) = f(2)g(D).

Remarquons qu’une somme finie de produits de formes linéaires sur F définit
une forme quadratique sur E, voir ’exercice 3.
L’algorithme de Gauss est basé sur les observations suivantes.

Proposition 8.3.10 Soient f1,..., f, des formes linéaires linéairement indé-
pendantes sur un espace vectoriel E, et soit (a; j)1<i<. une famille de nombres
125<i

réels. On pose,

q= Z aijfif
1<i<n
155
(i) St apr = aig = 0, et si agy # 0, avec | > k, posons g = w,

2
g = M, gi = fi pour 1 < i< mn,i#k,i#Il Alors les formes linéaires

1, - gn Sont linéairement indépendantes, et on a

q= Z bi,j9i9;
1<i<n
155<
avec b; j; € R pour 1 <i<n, byp = —1,b; =1.
(ii) Si ag . # 0, posons € = =k

= ak,kl?

€
hie = \flarslfe + ——— [ D arifi+ D airfi|,

2 |ak7k| 1<i<k k<i<n



8.3. FORMES QUADRATIQUES 161

hi = fi pour 1 <i<n,i#k. Alors les formes linéaires hq, ..., h,, sont linéaire-
ment indépendantes, et on a

g= Y cijhih;,

1<i<n
1<5<i

avec ¢;; € R pour 1 < i <n, cgp = €,¢py = cjp =0 pour 1 <i <k, k<
Jj<n.

Démonstration : (i) Comme ax; # 0 les espaces vectoriels engendrés par
{fx, fi} et {gk, i} coincident, donc lespace vectoriel engendré par la famille
{g1,-.-; gn} est de dimension n, ce qui montre que cette famille est libre. Le fait

que by, =1 et que b;; = —1 résulte du fait que ap = a;; = 0 et de 'identité
2 2 fr+anifi\’ fr—arifi\’
91 — 9k = — 5 ) \T = a1 frfi-

(ii) Il est clair que f;, appartient a ’espace vectoriel engendré par {hy, ..., h,, } =
{hi}U{fi}1<i<n, ce qui entraine de méme que plus haut que la famille {hy, ..., h, }
i#k
est libre. Le fait que ¢y = € et que by = bjr =0powr 1 <i< k,k<j<n
provient de l'identité

€
arkfi+ D awifrfit Y ai,kfkfizehi—m ST oarifi+ Y airf;

1<i<k k<i<n 1<i<k k<i<n

)

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n > 1, soit B = {é€j, ..., €, } une
base de E et pour 1 <14 < n soit e} la forme linéaire sur £ qui & & € E associe sa
i¢ coordonnée dans la base B. Alors B* := {ej,...,e}} est une base de L(E,R),
appelée base duale de la base B. Si By et B; sont deux bases de F, on a alors
un lien simple entre les matrices de passage Pg, 5, et Pp: : = ngl:BS'

Proposition 8.3.11 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1,
soient By et B1 deux bases de E, et soient B et B les bases duales associées a
By et B1. On a alors

Ps: g; =" Ps,8, = Pglp,- (8.15)

Démonstration : Soit # € E. On a, en posant By = {éi,...,€,},B1 =

{fia ey ﬁ}?

T=) (@ =Y f;@Df;
j=1

Jj=1
Donc si on note X la matrice unicolonne formée des coordonnées de ¥ dans
la base By et X la matrice unicolonne formée des coordonnées de 7 dans la
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base By, il résulte de la Proposition 2.3.2 du Chapitre 2 que l'on a, en posant
PBU,B1 = (pz,g)1<7<n,

<j<n

ei (%) I1(&)
= Xo = Pg,,5, X1 = Pg, 5,

en(Z) [ (@)
On voit donc que ef = Z?:l pijf;, et la ¢ ligne de Pp, g, est formée des
coordonnées de e dans la base B}. Par conséquent PB;‘,B; =! Pg,B, = PB_1 By

&

Considérons de nouveau une forme quadratique ¢ sur un espace vectoriel réel
E de dimension finie n > 1. Si (g; j)1<1<n est la matrice représentant ¢ dans une
j<n

base B, la formule 8.8 prend la forme

_ E EP
q= qivjeiejv

1<i<n
155<n

et on voit qu’en appliquant successivement au plus 2n fois la proposition, on
obtient une base {fi,..., fn} de L(E,R) et une famille €, ..., €, de réels telles
que l'on ait

q= Z eifiza
i=1
avec ¢; € {—1,0,1} pour 1 <i <mn.
Soit A ={i € {1,....,n} |e = 1}, soit B={i € {1,...,n} |¢;, = —1}, soit a le
nombre d’éléments de A et soit b le nombre d’éléments de B. Alors la signature
de g est égale & (a,b). On a en effet le résultat suivant.

Proposition 8.3.12 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1,
soit B :={€,...,én} une base de E, et soit F = {f1, ..., fn} une base de L(E,R).

Alors il existe pour 1 < i < mn un unique élément w; de E tel que l'on ait

fild;) =1 f;(ui) =0 pour1<j<n,j#i,
etU :={Uy,....,Un} est une base de E vérifiant U* = F.

De plus si ¢ = > €;f?, la matrice Mg représentant q dans la base U est

la matrice diagonale (d”)1<,<ﬂ vérifiant d; ; = €; pour 1 <i <mn.
<j<n

Démonstration : Posons P := Pg- r, Pl=Q= (g ])1<1<n7 etpour1 <i<

n posons i; = Z;—;l ¢i ;€. SilU = {dy,...,u,}, alors PBM = Q P~! qui est
inversible, donc U est une base de E, et on a P« yy» = Q~ 1= P = Pg- _F, donc
U* = F. D'autre part si ¥ € E, alors 7 = Y7 uj(Z)uj = X7, f;(&)u;, done
i; est 'unique 7 € E tel que fl(ul) =1, fj(u;)=0 pour1<j<mn,j#i.
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Soit D = (d; j)1<i<. la matrice diagonale vérifiant d; ; = 1 pour 1 < ¢ < n.
1552n
Onagq= Z?Zl ejsz = 22:1 eju;Q. Il résulte alors de la Proposition 8.3.3 que
la matrice M|q, U] représentant ¢ dans la base U est égale & D. &

Exemple 8.3.13 Cualcul de la signature de la forme quadratique q : (x,y, z) —
zy + yz + zx par la méthode de Gauss.

T4y

On est dans le second cas de la proposition 8.3.8 et on pose f(z,y,z) = T

g(z,y,z) = *3. on obtient

q(z,y) = f2(z,y) — ¢*(x,y) +42f(z,y).

On est alors dans le premier cas de la proposition 8.3.8 et on pose h(z,y, z) =
f(z,y) + 22,1(z,y, 2) = 2z, et on obtient la décomposition cherchée

q=h*—g* -7,

avec h(z,y,z) = %‘y + 2z, h(z,y,2) = Zﬂ -2z, l(z,y,2) = 2z.

On sait d’aprés la proposition 8.2.9 que les formes linéaires h, k et [ sont
linéairement indépendantes (ceci peut aussi se vérifier trés facilement directe-
ment) et il résulte alors du théoréme 8.3.8 que la signature de g est égale a (1,2).
En particulier la forme quadratique ¢ est de rang 3.

8.4 Matrices définies positives

On va maintenant s’intéresser & un type particulier de matrices symétriques.

Proposition 8.4.1 Soient A € M,,(R) une matrice symétrique. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) L’application ¢4 : (X,Y) —t X AY est un produit scalaire sur R™.

(ii) ' X AX > 0 pour tout X € R™\ {0}.

(iii) Toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

(iv) La signature de la forme quadratique qu : X ——' XAX est égale
(n,0).

Dans ce cas on dit que la matrice A est une matrice définie positive.

Démonstration : On sait que ¢4 est une forme bilinéaire symétrique sur R",
que toutes les valeurs propres de A sont réelles, et qu’il existe une matrice
orthogonale P telle que *PAP = P~'AP soit diagonale. Comme ’application
X ——t X AX est la forme quadratique associée a ¢ 4, (i) et (ii) sont équivalents.
Comme la matrice *PAP est semblable & A, il résulte de la définition de la
signature d’une forme quadratique que (iii) et (iv) sont équivalents.
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x} z1
Posons maintenant X' = | . | := PX pour X = | . | € R". L’applica-
al X

tion X —— X’ est une isométrie de R™ sur lui-méme, et si A1, ..., \,, désignent
les valeurs propres de A, on a, pour X € R",

(Z)A(X,X) = Z/\jl‘?
j=1

et on voit que ¢4(X,X) > 0 pour tout X # 0 si et seulement si toutes les
valeurs propres de A sont strictement positives. &

On va maintenant introduire la décomposition de Cholesky d’une ma-
trice définie positive, fort utile en Analyse numérique. Rappelons qu’on dit

qu’une matrice carrée A = (a; ;)i<i<n €St triangulaire supérieure si a;; = 0
1552n

pour ¢ > j. On dit de méme qu’une matrice carrée A = (aihj)lgign est triangu-
1<i<n

laire inférieure si a; ; = 0 pour 7 < j.

Théoréme 8.4.2 (décomposition de Cholesky)
Toute matrice définie positive A € M,,(R) peut s’écrire sous la forme

A='TT,

ou T = (t;;) est une matrice triangulaire supérieure telle que t;; > 0 pour
1<1<n.

Réciproquement si S € M, (R) est une matrice triangulaire dont tous les
termes diagonaux sont non nuls, ou plus généralement si S € M, (R) est in-
versible, alors 1SS et StS sont définies positives.

Démonstration : Supposons que A est définie positive, et posons, pour X €
R™,

q(X) =" XAX.

Soient fi, ..., f, des formes linéaires linéairement indépendantes sur R" telles
que

q= Z bijfifj-
1<i<n
1<j<i

On a vu a la proposition 3.8.9 qu’il existe une base U = {uy, ..., u,} de R™ telle
que f; =} pour 1 <i <n.Donc b;; >0 pour 1 << n.
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On se propose de construire par récurrence sur k deux familles (¢; ;)i<i<x,
lsizk

i<j<
avec t;; > 0 pour 1 < i < k, et (8;ji)rcizn telles que l'on ait, pour X
k<j<n

1
e R",

Tn

* %
ik = E 8i,5,k€; €5+
k<j<n

Il est clair que comme a; ;1 > 0 on peut construire fi et (s; j1)2<i j<n vérifiant les
conditions ci-dessus, et que la famille {f1,92.1,...,gn.1} est libre. On construit
alors par récurrence finie sur k les formes linéaires fi,..., fr €t gr+1.k, s In.k
en appliquant la construction de la proposition 8-3-10 (ii), et il résulte bien
de la proposition 8.3.10 qu’a chaque étape la famille {f1, ..., fx, Gk+1,k+ - Ik }
est libre. Il résulte alors de la proposition 8.3.12 qu’il existe uiy € R"™ tel que
get1,k(ur) = 1 et fi(ug) =0 = gjr(ur) pour 1 <i <k, k+2<j<n. Donc
Sk+1.k+1,k = q(ug) > 0, et la proposition 8.3.8 (ii) permet de passer }’étape
suivante si k < n — 1. La famille {f,...., fn} est donc une base de L(R™,R), et
on a

n
a=>_f
j=1
f1 = t1716T + t1726; + tl,geg +... + tl,ne;,
f2 = t2726§ + t273€§ +... + t27n€,2,

fn= tn,nén.
Autrement dit si on pose t; ; = 0 pourl < j < 1,1 <4 < n,on voit que T" est
triangulaire supérieure, que les termes diagonaux de T sont strictement positifs
et que 'on a

el fi

e Jn
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e} en]'T=[f fal,
. fi el
g=) fi=lh - - Rl |=ld .. Gl TT|
j=1
fn .6;

Autrement dit on a, pour X € R",

q(X) =" X('TT)X =' XAX.

Comme A et 'T'T sont symétriques, on a A =' T'T, ce qui donne la décom-
position cherchée.

Soit maintenant M € M,,(R) une matrice inversible. On a, pour X € R™\
{0}, puisque M X # 0,

EX(TMM)X =" (MX)MX = ||[MX]|s >0,

et il résulte de la proposition 8.4.2 que la matrice symétrique ¢ M M est définie
positive.

&

Exemple 8.4.3 Décomposition de Cholesky de la matrice A =

— = N
— N =
[T

On considére la forme quadratique q(z,y, z) = 2(2? +y% + 22 + 2y +yz + 22),
a laquelle on applique lalgorithme de Gauss (il est inutile de vérifier que la
matrice symétrique en question est définie positive car l'algorithme aboutira si
et seulement si elle l'est).

z z
g,y z) =2+ 2+ 22— oy 1222 oy
2 2 2 2
y  z\2 3y? 322 ¥y z\?2 3 2\2 2% 322
x+2+2 +2+2+yz x+2+2 +2 y+3 6+2
y o z\%2 3 Z\2 4,
x+2—|-2 —|—2 y—|-3 +3z

= (x/ix+5§+j§>2+ (ﬁyﬂL\%)QﬂL (3%)2

On obtient alors
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1 1

2 1 1 V2 0 01 [Y2 5 %
/3 3 1

L2 1l=|y5 V2 0 0 5 %
11 2 a1 2 0 o 2
Vi V& 3 7

La décomposition de Cholesky est trés intéressante pour les calculs effectifs
de solutions de systémes linéaires de n équations a n variables. En effet si A €
M., (R) est définie positive, et si A =t M M est une décomposition de Cholesky
de A, alors étant donné Y € R™, pour résoudre le systéme linéaire AX =Y on
résout successivement les systémes M Z =Y et M X = Z, ce qui est économique
au niveau des calculs puisque ces deux systémes sont associés & des matrices
triangulaires.

8.5 Applications aux coniques et quadriques

On va maintenant s’intéresser aux applications de I’étude des matrices sy-
métriques ta géométrie. On va introduire les notions suivantes.

Définition 8.5.1 (i) Soit P le plan affine euclidien usuel, rapporté & un repére
orthonormé (0,4, 7). On appelle coniques les courbes de P qui ont une équation
de la forme

azx® +bry +cy? +dr+ey+ f =0,
ot (a,b,¢) # (0,0,0).
(1) Soit € I espace affine euclidien usuel, rapporté & un repére orthonormé

(O,Z, j, E) On appelle quadriques les surfaces de P qui ont une équation de la
forme

ar® +by? + c2® +dey+eyz + fzr+gr+hy+kz+1=0,
avec (a'a b7 ) d7€7f) 7é (050707()’0’0)'

On rappelle que si f : R™ — R est une fonction de n variables, la dérivée par-
tielle (,?Tfj(U) en U = (uq,...,u,) pour 1 < j < n est quand elle existe la dérivée
en u; de la fonction  — f(u1, ..., uj—1, T, Ujt1, ..., Up). On définit de méme par
récurrence quand elles existent les dérivées partielles successives %(U)
On sait en particulier que si f admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues,

2 2
alors 62 afmj = afj gxi pour 1 <14 < n,1 <j <mn,cequise vérifie facilement

directement dans le cas des polynémes. On introduit alors le gradient

[0 gy OF

R T Oz,

V(NW): U) @1,

ainsi que la hessienne
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82
Hess(f)(U) = (6331'}6:‘ (U)) 1<i<n’

qui est toujours une matrice symétrique quand f admet des dérivées par-
tielles d’ordre < 2 continues.

Considérons maintenant une fonction polynomiale f de n variables de degré
inférieur ou égal & 2 par rapport & I’ensemble des variables. Alors f est la somme

T
d’une forme quadratique ¢ : X = st XAX, ou A = (ai’j)ll?? €
Sizn
Ty,
M, (R) est symétrique, d’une forrgle linéaire | : X —— bizy + ... + bpx, =<
1
z,b >= X'B = BX, ot B := € R", et d’une constante ¢ € R. On a
b

dans ce cas une version trés simple de la formule de Taylor en plusieurs variables.

Proposition 8.5.2 Soit f: X — XA'X + X'B + ¢, avec A € M3(R) symé-
trigue, B € R™, ¢ € R un polyndome de n variables de degré inférieur ot égal a
2. On a alors, pour U = (uy, ...,uy) et H = (hy,...,h,) € R™,

FU+H)=c+H'B+2HA'U + HA'H

+HHess(f)(U)tH'

= U+ < HV()) > :

(8.16)

Démonstration : Comme A est symétrique, on a UA*H =t (UA*H) =
H'A'U = HA'U, et on obtient,

fU+H) = c+(U+H)'B+(U+H)A"(U+H) = c+U'B+H'B+UA'U+HA'U+UA'"H+HA'H

=f(U)+H'B+2HA'U + HA'H.

D’autre part en posant A = (a; j)1<i<n, B = (b1,...,by), on obtient
1<5<

<j<n

n
f(x1>~-~7$n) =c+ E z;b; + E A jT;Tj.
=1 1<i<n
1252

Dans la somme ci-dessus, la somme des termes faisant intervenir x; est égale
& Tibi 4+ i ;®? +22; Y 1<;<n a; ;. on obtient, pour 1 <i<n

J#i

of
8:]51‘

n
(.’171, ,$n) =b; + 2a;;x; +2 Z Qi ;T; = b; + 2x; Zai,jxj.

1<j<n j=1
£
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On a alors, pour 1 <i<n,1<j<n,
0% f

Donc V(f)(U) = B+ 2AU = B+2'AU, Hess(f)(U) = 24, ce qui achéve la
démonstration. &

(1‘1, ,{En) = 2ai’j.

On va maintenant se restreindre aux dimensions 2 et 3, qui sont les seules
ot on dispose d'une vision concréte géométrique. Les notations étant les mémes
que plus haut, la forme quadratique sur R? associée a une conique C d’équation
XA'X + X!'B + ¢ =0 est la forme quadratique qc : X — X A*X. De méme la
forme quadratique gg associée & une quadrique Q d’équation X A* X + X*B+c =
0 est la forme quadratique qo : X —— X A!X. Ces formes quadratiques sont
bien entendu définies & une constante multiplicative réelle non nulle prés, et
cette constante n’affecte pas leur rang. Rappelons qu’on dit que U € R"™ est
un point critique d’une application f : R™ — R si f posséde des dérivées
partielles d’ordre 1 en U, et si V(f)(U) = (0, ...,0).

Proposition 8.5.3 Soit f un polynéme de degré 2 sur R™ avec n € {2,3}, et
soit S la conique d’équation f(X) = 0 dans le plan ou la quadrique d’équation
f(X) = 0 dans Uespace affine euclidien rapportés a un repére orthonormé. Alors
tout point critique de f est un centre de symétrie pour S.

Démonstration : On effectue une translation des axes en remplagant 1’origine
du repére par U. On a f(X) = ¢(X) 4+ I(X) + ¢, ou ¢ est une forme quadratique
sur R™, [ une forme linéaire sur R" et ¢ un réel. Posons ¢(X) = f(U + X).
L’équation de S dans le nouveau repére devient g(X) = 0, et on a, d’aprés la
proposition, pour X € R™,

9(X) = fU+ X) = f(U)+ < X, V(f)U) > +¢(X) = f(U) + q(X).

En particulier g(X) = g(—X) pour X € R", ce qui montre que U est un
centre de symétrie pour S. &

On peut écrire ’équation d’une conique ou d’une quadrique sous la forme
XA'X + X'B+c¢ =0, avec A € M,(R), symétrique, B € R", c € R, n =2
oun = 3. Sion pose f(X) = XA*X + XtB + ¢, les points critiques U de f sont
donnés par ’équation

2A'U +' B =0, (8.17)

. . . . -1 . . .
qui a toujours une solution unique U = — Bé si A est inversible.

D’autre part comme A est symétrique, il existe une matrice orthogonale P
telle que *PAP = P~'AP soit diagonale. Ceci permet de construire un re-
pére orthonormal dans lequel la forme quadratique associée ’équation de f est
représentée par une matrice diagonale.

Ces deux observations permettent de parvenir & une classification compléte
des coniques.
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Théoréme 8.5.4 Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé
(0,4,7), soit C une conique d’équation

F(X):=XA'X + X'B+c=0,

avec A € Mo(R?) # 0), symétrique, B € R?, ¢ € R, soient \; et Xy les deux
valeurs propres de A, répétées si nécessaire selon leurs ordres de multiplicité,
soit P = [pm Pr2\ ne matrice orthogonale telle que P~'AP = [)\1 0 ],
P21 P22 0 A

et soit @ = P1,1Z+ pQ,J» T = p1ai + paj-

(1) Si det(A) = MA2 > 0, alors f admet un unique point critique U, et
lequation de C dans le repére (U, i, ) est de la forme

Mz + /\2y2 =d,

ce qui donne 8 possibilités

d=0, et C={U}. (8.18)
d # Oest de signe opposé a celui de Ay et C =10 (8.19)
d # 0 est de méme signe que A1 et Cest une ellipse (8.20)

(2) Si det(A) = M2 < 0, alors f admet un unique point critique U, et
lequation de C dans le repére (U, i, ) est de la forme

/\1332 + /\2y2 =d,

ce qui donne 2 possibilités

d=0, et C estla réunion de deux droites (8.21)

d#0, etC est une hyperbole. (8.22)

(8) Si det(A) = AAa = 0, alors on peut supposer que A\ > 0 et Ay = 0, et
Uéquation de C dans le repére (0,1, V) est de la forme

Mz +ma+ny+d=0,

ce qui donne quatre possibilités

n # 0, et C est une parabole (8.23)

n=0, m?—4\d<0, etC=10 (8.24)

n =0, m?—4\d >0, et Cest la réunion de deuz droites parallcles (8.25)

n=0, m?>—4\d =0, et C est une droite (8.26)



8.5. APPLICATIONS AUX CONIQUES ET QUADRIQUES 171

En ce qui concerne les quadriques, la situation est un peu plus compliquée,
mais on obtient aussi une classification compléte.

.5.5 Dans [l’espace affine euclidien rapporté a un repére ortho-

Théoréme
i, 7, k), soit @ une quadrique d’équation

8
normé (0,1, 7,

F(X):=XA'X + X'B+c=0,

avec A € M3(R) # 0, symétrique, B € R?, ¢ € R, soient A\, Ay et A3 les
trois valeurs propres de A, répétées si nécessaire selon leurs ordres de multipli-
P11 P12 P13
cité, soit P = [ pa1 P22 D23 | une matrice orthogonale telle que P AP =
b3 P32 P33
A0 0 . . . . . =
0 X 0|, etsoit @ = p11i+pa1j+ p3ik, U = p12i+ paaj + p32k,
0 0 X3

W = p1,3i + p2,3j + P33k

(1) Si det(A) # 0, et si les trois valeurs propres de A sont de méme signe,
alors f posséde un unique point critique U, et ’équation de Q dans le repére
(U, @, v, @) est de la forme

MaZ 4+ Aoa? + A322 +d = 0.

Dans ce cas on a 8 possibilités

d=0,et Q={U} (8.27)

d # 0, etd et les valeurs propres de A sont de méme signe, et dans ce cas Q = ()
(8.28)

d # 0, etd et les valeurs propres de A sont de méme signe, et dans ce cas Q est un ellipsoide
(8.29)
(2) Si det(A) # 0, et si les valeurs propres de A ne sont pas de méme signe,
alors f posséde un unique point critique U, et on peut supposer que A; > 0,
Ao >0, A3 <0, et l’équation de Q dans le repére (U, d, U, w) est de la forme

)\1.232 + )\2.%‘2 + )\32’2 +d=0.

Dans ce cas on a 3 possibilités

d=0,et Q est un cone de sommet U (8.30)

d >0 et dans ce cas Qest un hyperboloide elliptique & deux nappes (8.31)
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d <0 et dans ce cas Qest un hyperboloide elliptique o une nappe (8.32)

(8) Si det(A) = 0, A est de rang 2, et dans ce cas on peut supposer que
A3 = 0. Dans ce cas léquation de Q dans le repére (0, d, V,w) est de la forme

MaZ+ Xyl +cr+dy+ez+ f=0,

Dans ce cas si U est le point de coordonnées (—i, —ﬁ, 0) dans le repére
(0,4, 0, E), Uéquation de Q dans (U, 1,7, E) est de la forme

Ma?+ Xy’ +ez+g=0,

2 2 a1, .
avec g = f — le — 4dT27 et dans ce cas on a les possibilités suivantes

AMA2>0,e=9g=0, et Q={U}. (8.33)
Ay > 0,e=0,g\1 >0, et Q=0. (8.34)
AAg > 0,e =0,901 <0, et Q est un cylindre a base elliptique. (8.35)

AMAg < 0,e=g=0,et Q est la réunion de deux plans non paralléles . (8.36)

A2 > 0,e # 0, et Q est un paraboloide elliptique (8.37)

A2 < 0,e # 0, et Q est un paraboloide hyperbolique (8.38)

Si la matrice A est de rang 1, on peut supposer que A1 > 0, Aa = A3 =0, et
dans ce cas l’équation de Q dans le repére (0,4, U, W) est de la forme

Mzl +br+cey+dz+e=0.

En notant U le point de coordonnées (—%,0,0) dans le repere (0,1, 7, w),

léquation de Q dans le repére (U, i, v, W) devient

Mzt +ey+dz+ f=0,(x)

2
avecf:ef&.

1
On a alors les possibilités suivantes

c=d=0,f>0, et Q=0. (8.39)

c=d=0,f=0, et Q est un plan. (8.40)
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c=d=0,f<0, et Q est la réunion de deux plans paralléles. (8.41)
(
U+ %UZ wp = —%17—1— “, léquation de Q dans le repere orthonormé

Mzl +ry+f=0,
et si on note V' le point de coordonnées (0, —%, 0) dans le repere orthonormé
(V,,v1,w) devient
)\1352 + ry = 0

Donc on a la derniére possibilité suivante

A1 > 0,20 = A3 =0, (¢,d) # (0,0) dans ’équation (*), et dans ce cas Q est un cylindre & base parabolique
(8.42)

8.6 Chapitre 8 sous Mupad

La vérification du fait qu’une matrice symétrique est ou non définie positive,
et le calcul de la décomposition de Cholesky d’une matrice définie positive sont
accessibles au calcul formel. Nous prenons pour exemple la matrice

8§ 7 6 5 4 3
7T 7T 6 5 4 3
A:666543
5 5 95 5 4 3
4 4 4 4 4 3
333 3 3 3

Apres avoir vérifié au départ que A était bien définie positive avec la com-
mande linalg : :isPosDef(A), Mupad peut calculer exactement la décomposition
de Cholesky de A, avec la commande linalg : :factorCholeski(A). Par contre la
tentative de calculer les valeurs propres de A ( linalg : :eigenvalues(A)) ne peut
aboutir car Mupad ne peut évidemment pas calculer les racines d’un polynéme
de degré 6 (la réponse renvoie simplement aux racines du polynéme caractéris-
tique).
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M:=Dom: :Matrix();

Dom::Matrix ()

A:=M([[8,7,6,5,4,31,(7,7,6,5,4,3]1,(6,6,6,5,4,3],
[5I5l5l5l4l3]l[4I4I4l4l4l3]l[3I3I3I3l3l3]]);
linalg::isPosDef (A);
linalg::factorCholesky(A);
876543
776543
666543
555543
444443
333333
true
2-v/2 0 0 0 0 o0
7-;/2 \/5‘-‘\/7 0 0 0 o
3-;/2 3-\/124-\/7 \/6%\/7 0 0 0
sVI sVIVT sVaVI VG o o
4 28 42 6
\/5 V2 V72 Ve VT 25 Ve 25
7 21 15 5
3V 3V2vVT Ve VT VsV 3V5 V3
4 28 14 10 10 2

linalg::eigenvalues(A);

RootOf (117 X1 =31-X1-196 - X1+ 140 - X1" = 33-X1" + XI° + 3, x1)
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8.7 Tracé de coniques sous Matlab

On commence par s’intéresser a une courbe du type ellipse. On commence
par la courbe d’équation x? + 2y +y* + 2z +y + 5 = 0. Si on pose f(z,y) =
22 + 2y +y% + 22 +y + 5, les points critiques de f sont donnés par le systéme

22 +y+2=0
r+2y+1=0

On résout ce systéme sous Matlab, et on voit que le centre de symétrie est
le point de coordonnées (0,1). On reformule cette équation sous forme d’une
équation du second degré en y, a savoir

Y+ (z+ 1)y +a? +22+5=0.

On calcule les racines de A = (z + 1)? — 4(2? + 2z + 5). Elles ne sont pas
réelles, donc A est toujours négatif et la courbe est vide.

>> A=[[2 1];[1 2]]

A=

>> B=[-2;-1]

>> X=A\B
X =

-1.0000
0.0000

>> p=[1 1]

p:
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>> g=conv(p,p)
q=
1 2 1

>> r=[4,8,20]

4 8 20
>> roots(q-r)
ans =

-1.0000 + 2.3094i
-1.0000 - 2.3094i

Afin d’éviter I'ensemble vide, on considére la courbe d’équation x2 + zy +
y?+22+y = 0, qui contient le point de coordonnées (0, 0). Il suffit de reprendre
les mémes polyndmes p et q et de changer r en r1 = 422 + Su.

>> p =[1 1];
g=conv(p,p);
ri=[4 8 0];
roots(qg-ril)

ans =

-2.1547
0.1547

>>x=[-2.1547:0.01:0.1547];

y=ones(size(x));

zl=-(x+y) /2 +(sqrt((x+y)."2 -4*x.72 -8%x))/2;
z2=-(x+y) /2 -(sqrt((x+y)."2 -4*x.72 -8%x))/2;
plot(x,z1,’g’);

hold on

plot(x,z2,’g’)
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hold on

axis equal

hold on

x0=ones (801) ;
x1=0%x0;
y1=[-4:0.01:4];
plot(x1,y1)

hold on
x2=[-5.05:0.01:5.05] ;
y2=ones (size(x2));
y3=0%y2;

plot(x2,y3);
title(’ellipse d equation x~2 +xy +y~2 +2x+y=0’);
print -depsc ellipse

On continue en tracant des courbes d’équation 222 +zy—0.129y> +x+y—a =

0. Dans tous les cas si on pose f(x,y) = 222 + zy — 0.129y*> + = +y — a, les
points critiques de f sont donnés par les solutions du systéme

dr4+y+1=0
z—0258y+1=0

On résout ce systéme sous Matlab.

>> A=[[4 1];[1 -0.129]7;
>> B=[-1;-1]1;

>> X=A\B

X =

-0.7447
1.9789

On voit donc que le centre de symétrie de ces courbes est le point de coor-
données (—0.7447, 1.9789). On a sous Matlab

>> 2%( -0.7447)"2 + ( -0.7447)* 1.9789 -0.129%(1.9789)"2 -0.7447+ 1.9789
ans =

0.3645
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On voit donc que ces hyperboles dégénérent en la réunion de deux droites
si a est (& peu prés) égal & 0.3645, et dans ce cas les droites obtenues sont les
asymptotes des autres hyperboles. On va donc procéder au tracé de la courbe
dans les cas a = —1, a = 0.3645, a = 1.

On aboutit & une équation du second degré permettant d’obtenir y en fonc-
tion de x.

—0.129% + (z+ )y +22° + 2 —a = 0.

On obtient A = (z +1)2+4(0.129)(222 + = — a), qui correspond aux polynomes
r1,7r2,r3 introduits ci-dessous. Dans les cas

>> p=[1 1];

>> qi1=[2 1 1];

>> ri=conv(p,p)+4*0.129%ql
>> roots(rl)

ans =

-0.6191 + 0.60231
-0.6191 - 0.60231

>> q2=[2 1 -0.3645]
>> r2=conv(p,p)+4*0.129%q2;
>> roots(r2)

ans =

-0.6191 + 0.12761
-0.6191 - 0.12761

>> g3=[2 1 -1];
>> r3=conv(p,p)+4*0.129%q3;
>> roots(r3)

ans =

-1.0000
-0.2382

On voit donc que I'on peut faire varier « sur R si a = —1 ou a = 0.3645, mais
qu’il faut se limiter & x < —1 ou « > —0.2382 si a = 1. On procéde maintenant
au tracé des courbes.
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>> x1=[-5:0.01:5];
yl=ones(size(x1));
z1=-(x1+y1) /2 +(1/2)*sqrt ((x1+y1l) .72 +4%(0.129)*(2*x1.~2 +xl1+yl1));
ul=-z1/(0.129);
plot(xl,ul,’r’);
hold on
z2=-(x1+y1) /2 -(1/2)*sqrt((xl+y1) .2 +4%(0.129)*(2*x1."2 +xl+yl1));
u2=-2z2/(0.129);
plot(x1l,u2,’r’);
hold on
z2=-(x1+y1)/2 +(1/2)*sqrt ((xl+yl) .2 +4%(0.129)*(2*x1."2 +x1-(0.3645)*y1));
u2=-z2/(0.129);
plot(x1l,u2);
hold on
z3=-(x1+y1) /2 -(1/2)*sqrt((xl+yl) .~2 +4x(0.129)*(2*x1.~2 +x1-(0.3645)*y1));
u3=-23/(0.129);
plot(x1,u3);
hold on
x2=[-5:0.01:-1];
y2=ones (size(x2));
z2=-(x2+y2) /2 +(1/2)*sqrt ((x2+y2) .72 +4x(0.129)*(2*x2."2 +x2-y2));
u2=-z2/(0.129);
plot(x2,u2,’g’);
hold on
z3=-(x2+y2) /2 -(1/2)*sqrt ((x2+y2) .72 +4x(0.129)*(2*x2."2 +x2-y2));
u3=-23/(0.129);
plot(x2,u3,’g’);
hold on
x3=[-0.2382:0.01:5];
y3=ones (size(x3));
z4=-(x3+y3) /2 +(1/2)*sqrt ((x3+y3) .72 +4x(0.129)*(2*x3."2 +x3-y3));
ud=-z4/(0.129);
plot(x3,u4,’g’);
hold on
z5=-(x3+y3) /2 -(1/2)*sqrt ((x3+y3) .72 +4%(0.129)*(2*x3."2 +x3-y3));
ub=-25/(0.129);
plot(x3,u5,’g’);
title(’Les courbes d equation 2x~2+xy-0.129y+x+y=a,a=-1,a=0.3645,a=1’);
print -depsc hyperboles

On va maintenant illustrer le cas des courbes du type parabole. On considére
la famille de coniques d’équation z2 + 2zy + y2 + ay + b = 0. On va traiter les
casa=0,b=0,a=0,b=—1,a=1, b=0. Si on veut exprimer z en fonction
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de y, on obtient une équation du second degré, dont le discriminant vaut

A = 4y* — 4y — day — 4b = —4(ay + b).

Le cas a = 0 donne 'ensemble vide si b > 0. On va vérifier numériquement qu’on
obtient une droite si b = 0, et la réunion de deux droites paralléles si b < 0 (pour
nous dans le cas ot b = —1). Le cas a = 1,0 = 0 donne A > 0 pour y < 0, et on
va faire apparaitre une parabole.

>> y=[-5:0,01:5];

xl=-y +sqrt(y. 2-y."2);

x2=-y -sqrt(y."2-y."2);
plot(x1,y);

hold on

plot(x2,y);

u=ones(size(y));

x3=-y+sqrt(y. 2-(y."2-u));
plot(x3,y,’r’);

hold on

x4=-y-sqrt(y. 2-(y."2-u));
plot(x4,y,’r’);

hold on

y1=[-5:0.01:0];
xb=-yl+sqrt(yl.72 -(y1."2+y1));
x6=-y1l-sqrt(y1.~2 -(y1.72+y1));
plot(x5,y1,°g?);

hold on
plot(x6,y1,’g’);title(’Les courbes d equation x~2 +2xy +y~2 +ay +b=0 pour a=b=0, a=0, |
print -depsc parabole

>> axis equal
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ellipse d equation X2 +Xy +y2 +2x+y=0
4 T T T T T T T
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Les courbes d equation 2x2+xy—0.1 29y+x+y=a,a=—1,a=0.3645,a=1
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Les courbes d equation X2 +2xy +y2 +ay +b=0 pour a=b=0, a=0, b=-1 et a=1,b=0

5 T T T T T
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8.8 Tracé de quadriques sous Matlab

On s’intéresse aux quadriques dont I’équation dans l’espace euclidien usuel
rapporté a un repére orthonormé (0, ;, f, E) est de la forme 2 4+ y? + 22 + zy +
yz + zx +d=0.

On rentre sous Matlab la matrice A associée a la forme quadratique g(z,y, z) =
x2+y2+z2+xy+yz+zx.

>> A=[1 0.5 0.5;0.5 1 0.5 ; 0.5 0.5 1]
A =
1.0000 0.5000 0.5000

0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

On cherche maintenant sous Matlab une matrice orthogonale @ telle que
D = QAQ™! soit diagonale. On commence par diagonaliser A.

>> [P,D]=eig(A)

P =
0.7309 0.3639 0.5774
-0.0503 -0.8149 0.5774
-0.6806 0.4511 0.5774
D =
0.5000 0 0
0 0.5000 0
0 0 2.0000
On calcule P« P
>> PxP?

ans =

1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 -0.0000
0.0000 -0.0000 1.0000
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et on constate avec joie que Matlab a donné directement une matrice ortho-
gonale P. On vérifie que P * D x P~! est bien égale & A.

>> P*#D*P~(-1)
ans =
1.0000 0.5000 0.5000

0.5000 1.0000 0.5000
0.5000 0.5000 1.0000

Posons i = 0.7309i — 0.0503] — 0.6806k, ¥ = 0.3639i — 0.81495 + 0.4511F,
w = 0.5774i + 0.57745 + 0.5774k. L
La matrice représentant la forme ¢ dans la base orthonormale B = {3, j, k}

05 0 O
est égale a’PAP =P 'AP=D=| 0 0.5 0] .L%équation de la quadrique
0 0 2
dans le repére (O,Z,f, E) est donc
x/2 y/2
4+ —22%24d=0
g T T re=h

que 'on réécrit sous la forme

z? +y? — 427 = —2d.

Il est clair que 'on obtient I’ensemble vide pour d > 0, le point O pour
d = 0, et un ellipsoide de révolution d’axe Oz’ pour d < 0. On va représenter
graphiquement la surface obtenue dans le repére initial (O,f,f, E) en utilisant
une paramétrisation par coordonnées sphériques, dans le cas ot d = —2.163. On
obtient

2! = V/4.326cos0cosg,y’ = V/4.326sinfcos¢, 2’ = Y0 sing, avec 0 < 6 <
21, =5 < ¢ < 7. Ceci donne, compte tenu du fait que I'on a

X X
y| =Py |,
z 2

@ = 0.73092" + 0.3639y’ + 0.57742’
y = —0.05032" — 0.8149y’ + 0.57742’
z = —0.68062" + 0.4511y" + 0.5774%'

On obtient
z = 0.7309v/4.326cos0cosp + 0.36394320 sinfeosg + 0.5774 Y4320 sing

y = —0.0503v/4.326c0s0cos — 0.8149v/4.326sinbcosd + 0.5774YE320 5in g
2 = —0.6806v/4.326cos0cos¢ + 0.4511+/4.326sin0cosd + 0.5774Y2320 5in g
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On procéde maintenant a la visualisation de 'ellipsoide dans le cas ou d =
—2.163.

>> [theta, phi]= meshgrid (-pi:pi/100:pi);
x= 0.7309*sqrt (4.326) *cos(theta) .* cos(phi/2) +0.3639 *sqrt(4.326/ 2)*sin(theta

y=-0.0503*sqrt (4.326) *cos (theta) . * cos(phi/2) -0.8149*sqrt (4.326)*sin(theta ) .*cos
z=-0.6806*sqrt (4.326)*cos(theta) .* cos(phi/2) +0.4511*sqrt(4.326) *sin(theta)* cos
plot3(x,y,z)

hold on

title(’ellipsoide d equation x~2+y~2+z~2 +xy +yz +zx -2.163=0’);
print -depsc ellipsoide

On va maintenant s’intéresser a des quadriques associées & une matrice sy-
métrique inversible ayant des valeurs propres de signe opposé. On considére la
quadrique d’équation

2% 4 20y 4+ 2yz + 220 — 2 +a =0,

ou a € R. On pose

A:

== O
_ O

1
1|,b=[-2 0 0].
1

Les coordonnées xg,yo, 29 du centre de symétrie S de la quadrique sont
données par la formule

o Ab
Yo | = 5
20
Un calcul direct sous Mupad donne z¢g = —1,y9 = Oetzg = 1. Si z/,9/, 2’

désignent les coordonnées dans (.5, ;, 3, E) d’un point M ayant pour coordonnées
x,y, z dans le repére (S,4,5,k),onaxz =2’ —1,y =y, z = 2’4+ 1. En substituant
dans I’équation (on peut s’aider de Mupad), on trouve que I'équation de la
quadrique dans le repére (S, 1,5, k) est de la forme

22422y + 2 + 22 +14+a=0.

On introduit sous Matlab la matrice A associée a la forme quadratique
qx',y', 2') = 22 + 22y + 2’2 + 22’2, et on la diagonalise.

>> A=[ [0 1 1],[1 0 1], [1 1 1]]

A =
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ellipsoide d equation x2+y2+z2 +Xy +yz +zx —2.163=0
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>> A=[0 1 1;1 0 1;1 1 1]

A =
0 1 1
1 0 1
1 1 1

>> [P,D]=eig(A)

P =
0.7071 0.5000 0.5000
-0.7071 0.5000 0.5000
-0.0000 -0.7071 0.7071

D =
-1.0000 0 0
0 -0.4142 0
0 0 2.4142

On_’voit donc que si on pose _'11' = 0.7071i — 0.70715',17 = 0.51 + 0.53 —
0.7071k,w = 0.5¢ 4+ 0.55 + 0.7071k, 'équation de la quadrique dans le repére
(S, @, U, W) est de la forme

X2+ -0.4142Y% — 2.41427% =1 + a.

On obtient un cone a base elliptique d’axe OZ si ¢ = —1, un hyperboloide
elliptique a une nappe d’axe OZ si a > —1, un hyperboloide elliptique a deux
nappes d’axe OZ si a < —1.

On essaie d’obtenir directement une représentation de la quadrique sous
Matlab en exprimant y en fonction de x et z dans le repére original, dans les cas
a = —1 (cone), a = 0,8 (hyperboloide & une nappe), a = —2,8 (hyperboloide a
deux nappes).

u=[-4:0.1:2];v=[-2:0.1:4];

[x,z]=meshgrid(u,v);
y1l=(-ones(size(x)).*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2*x.*z-z."2)
./ (x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot (221) ,plot3(x,y1,z),title(’ a=-1,cone elliptique ’);

hold on
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y2=(0.8*ones(size(x)) .*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2*x.*z-z."2)
./(x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot (222) ,plot3(x,y2,z),title(’a=0.8,hyperboloide a une nappe ’);

hold on

y3=(-2.8*ones(size(x)) .*ones(size(z))+2*(x.*ones(size(z)))-2*x.*z-z."2)

./ (x.*ones(size(z)) +ones(size(x)).*z);

subplot (223) ,plot3(x,y3,z) ,title(’a=-2, hyperboloide a deux nappes’); hold on
print -depsc hyperboloides

8.9 Exercices sur le Chapitre 8

exercice 1

1 _2 2
3 3 3
— | -2 _1 _2
On pose A = 3 3 51
2 _2 _1
3 3 3

de sorte que A est a la fois symétrique et orthogonale.
1) Trouver une matrice orthogonale P telle que P~'AP soit diagonale.

2) Interpréter géométriquement les résultats de la question 1 en utilisant
I’exemple 8.2.6.

exercice 2

Montrer que les matrices orthogonales de My(R) sont les matrices de la
cos(®) —sin() cos(@)  sin(®)
sin(@)  cos(®) sin(@) —cos(9)]’

avec ¢ € R. Montrer que dans le plan euclidien muni d’une base orthonormée

- -,

(1,7), Ry représente une rotation vectoreielle dont on précisera I’angle tandis
que Sy représente une symétrie ortogonale vectorielle dont on précisera ’axe.

forme Ry = ou de la forme Sy =

exercice 3
Soient f1, ..., fx et g1, ..., gx des formes linéaires sur un espace vectoriel réel
E, et soient ay,...,ar € R. On pose, pour T € E,

k
q(7) = Zajfj(f)gj(f)-

Montrer que ¢ est une forme quadratique sur F.
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a=-1,cone elliptique a=0.8,hyperboloide a une nappe




Chapitre 9

Les tenseurs en Physique (en
préparation)

9.1 Coordonnées covariantes et contravariantes

Dans tout ce chapitre on considére un espace euclidien F de dimension n,
muni d’un produit scalaire (x,y) — x.y. et rapporté a une base non nécessai-
rement orthonormale B := {eq,...,en}.

Définition 9.1.1 Soit x € E. Les coordonnées covariantes z!,...,z" de x
dans la base B sont définies par les formules
= xe j=1,..,n (9.1)

Les coordonnées usuelles x1, ..., z, de x, définies par la formule

n
X = E Ti€i,
=1

sont appelées les coordonnées contravariantes de x dans la base B.

Notons qu’en notation indicielle (voir le Chapitre 3), les coordonnées contra-
variantes sont définies par la formule

X =€ (9.2)

On rappelle que si B :={eq,...,en} et B’ :={e], ..., e}, } sont deux bases de

E, la matrice de passage de B & B’ est la matrice Pg g = (pi,j)1<i<n dont la j°
155<n

colonne est formée des coordonnées de e;- dans la base B. Autrement dit on a

n
/ .
€ = sz’,jeia I1<j<n,
i=1

191
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ou plus simplement, en notation indicielle,

le = Pi,j€i- (9.3)

Si on note Xcontr €t X' contr les vecteurs colonnes formés des coordonnées
contravariantes de x dans B et B’, on a, d’aprés les formules de changement de
base du Chapitre 2

Xcontr = PX]

contr»

soit, en notation indicielle
/
T; = pi’jl‘j. (94)
De méme notons X o, et X', les vecteurs colonnes formés des coordonnées
i / j I e | = i
covariantes de x dans B et B'. On a 2”7 = x.e; = x. | >_ pijei | = X pija’,
j=1 i=1
soit, en notation indicielle
17 __ i
7 = p; ;a°, (9.5)

ce qui correspond & la formule matricielle

X/ = (PB7B’)tXcov~

cov

Soit P’ = P g := (p;7j)1§i§ﬂr la matrice de passage de B’ a B. On obtient

155%n

= P/XCOTLt'!‘a Xcov = (P/)tX/

/
X cov’

contr

et on retrouve le fait que P’ = P~ 1.
En adoptant des notations analogues aux notations ci-dessus pour y € F,
on obtient

n n
Xy = Z YyiX.ej = Z.Z‘lyz
i=1 i=1
Compte tenu du fait que x.y = y.x, on obtient, en notation indicielle
xy = 2'y; = zy'. (9.6)

Définition 9.1.2 La matrice associée a une base B = {e1,...,en} de E est la
matrice A(B) := (@i j)i1<i<n, 0% a;j = €j.€5 pour 1 <i<n,1<j<n.
1550

On a

n n n n
i __ _ § — E — E — E
r = X.ej = T €ej .ej = T;€j.ej = AjiTj = Qj T
j=1 j=1 j=1 j=1

On obtient, en notation indicielle
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o' = aijuj = a5, (9.7)

ce qui correspond & la relation matricielle
Xcov = A(B)Xcontr~
Proposition 9.1.3 La matrice A(B) est définie positive.

Démonstration : Il est clair que A(B) est symétrique. Soit A une valeur propre
de A(B, et soit x un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre A\. On
a

n . .
1= ||X|| = Zm L = XeovXcontr = tXcontr (A(B))Xcontr = XcontrA(B)Xcontr

i=1

= )\tXcontrXcont’r =A (Z(xb)2> .

i=1

Comme Y. (z%)? > 0, on voit que A > 0, et A(B) est définie positive. &
Dans la suite on adopte la notation

AB)h = (a"), <

1<j

.= (a’)

n

.. (9.8)

IAIA
IAIA

1<i
1<y

IAI

On rappelle que les symboles de Kronecker ¢; ; sont définis par les formules
(Si’j:OSii#jet(si’j:lSii:j.

Proposition 9.1.4 Soit B = {e1,...,en} une base de E. Il existe alors une
unique base B* = {e},...,eL}, appelée base duale de la base B, telle que 'on
ait, pour 1 <i<n,1 <j<n,

* _— ..
ej.ej = d; ;.

On a A(B*) = A(B)~'. De plus si X%, et X7, désignent les matrices
colonnes formées des coordonnées covariantes et contravariantes de x € E dans

la base B*, on a

Xcov - X;ontrv Xcontr = X:ov' (99)

Démonstration : On pourrait déduire Iexistence de B* de I'existence d’une
base duale de B dans L(E, R) au sens du Chapitre 8 (voir la proposition 8.3.11),
mais on va procéder directement.

Posons ef = 37, a’’ej, B* = {ej,...,e},}. La matrice de passage Pp - est
égale a la matrice inversible A(B)~!, donc B* est une base de E.

Onae;.ef = S aee = aMewe; =Y 1 day, =) aPFay,.
Il résulte alors de la formule 9.8 que 'on a bien ei.e;‘ = d;,j. L’unicité de B*
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provient du fait que si e;.x = e;.y pour 1 < i < n, alors z —y € E+ = {0},
donc z = y.

Soit maintenant x € F, et soient x1,...,x, les coordonnées contravariantes
de x dans la base B. On a, pour 1 <i < n,

n n
x.e; = E xzie; | .ef = E ;05 = ;.
=1 =1

Donc Xeontr = X5,,- Comme (B*)* = B, on en déduit que X7 ;. = (X*)%,, =
XCO'U' *

9.2 A suivre...

9.3 Exercices sur le Chapitre 9

exercice 1

On munit R* du produit scalaire usuel.
a) Vérifier que B = {(-1,1,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} est une
base de R*.

b) Calculer la matrice de passage de By a B et la matrice de passage de B a
By, By désignant la base canonique de R*.

c¢) Déterminer les coordonnées covariantes et contravariantes des éléments

de By dans la base B.
d) Méme question avec le vecteur (1,2,3,4).
e) Déterminer la matrice A(B) associée & la base B.

exercice 2

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, et soit A € M, (R) une
matrice symétrique définie positive. Existe-t’il une base B de E pour laquelle la
matrice associée A(B) est égale & A?

Si oui, cette base est-elle unique ?

exercice 3

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Pour x € E, on définit
¢ : E — R par la formule

o(x)(y) =xy VyckE.
a)Vérifier que ¢(x) € L(E,R) et que ¢ : E — L(E,R) est une applicaton
linéaire bijective.
b) Voyez-vous un lien entre les bases duales du Chapitre 8 et celles du Cha-
pitre 97
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