
Bordeaux, le 19/01/2014, Jean Fresnel

Le théorème de Descartes  sur quatre cercles tangents

Introduction  L'objet de ces quelques pages est l'étude d'un problème connu
depuis Appolonius  (262-190 av J.C.) qui consiste à déterminer les
configurations de quatre cercles du plan euclidien qui sont tangents deux à
deux. Il est facile de montrer que l'on peut indexer les quatre cercles
C1¬,¬C2¬,¬C3¬,¬C4¬¬  de façon que  C1¬,¬C2¬,¬C3  soient tangents extérieurement et
que  C 4 ¬  soit tangent extérieurement à  C 1 ¬, ¬C2 ¬, ¬C3  (fig. 3)  ou que
C1¬,¬C2¬,¬C3  soient tangents intérieurement à  C4 (fig. 4)¬ . Il semble que les
premiers résultats soient dûs à Descartes dans le cadre d'un échange
épistolaire avec la princesse Elizabeth de Bohême ([ De.] , 1643) . Coxeter a
repris le problème, ainsi que d'autres comme il est cité dans l'introduction
de sa note ([ Co.] , 1968) , en remarquant qu'il y avait une faiblesse dans la
démonstration de Descartes.
La preuve que l'on présent ici a l'avantage de pouvoir utiliser la notion
d'angle orienté et aussi d'utiliser Maple qui permet un calcul rapide de
factorisation d'un polynôme de degré 6 à quatre variables.
Si les quatre cercles sont tangents extérieurement, alors les rayons  r1¬,¬r2¬,¬
r3¬,¬ r4  de ces cercles sont reliés par la relation
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Descartes.
Si les cercles  C1 ¬,¬C2 ¬,¬C3  sont tangents extérieurement et si  C1 ¬,¬C2 ¬,¬C3
soient tangents intérieurement à  C4¬ , alors les rayons  r1¬,¬r2¬,¬ r3¬,¬ r4  de ces
cercles sont reliés par la relation
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Nous présentons aussi une analyse précise de l'existence et du nombre de
cercles tangents à trois cercles donnés qui sont tangents extérieurement.

Définition  Soient  C1 (resp. C2 ) deux cercles du plan
euclidien de centre  o1  (resp. o2)  et qui sont tangents
en un point  p . On dit que  C1  et  C2  sont tangents

p
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fig.1

extérieurement  si  p¬‘¬[¬o1 ¬,¬o2] , i.e. si  p  appartient au
segment  [ ¬o1 ¬,¬o2] (fig.1). On dit que  C1  est tangent
intérieurement à  C2  si  o1¬‘¬[¬o2¬,¬p]  (fig.2). pC2
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Théorème (Descartes novembre 1643)
Soit  E  le plan euclidien.
1.  Soient  C1  (resp. C2¬,¬C3¬,¬C4) quatre cercles
du plan  E ,  de rayon  a   (resp. b¬,¬c¬,¬d ) . On
suppose que  Ci  est tangent extérieurement à
Cj  pour  1 ¬�¬i ¬< ¬j ¬�¬4 (fig.3). Alors on a la
relation
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬=¬0
où  x¬:=¬1

a
¬ , y¬:=¬1

b
¬ , z¬:=¬1

c
¬ , t¬:=¬1

d
  .

2.  Soient  C1  (resp. C2¬,¬C3¬,¬C4 ) quatre cercles
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du plan  E ,  de rayon  a   (resp. b¬,¬c¬,¬d ). On
suppose que pour  1 ¬�¬i ¬< ¬j ¬�¬3 , C i  est
tangent extérieurement à  Cj  et que  Ci  est
tangent intérieurement à  C4  pour  1¬�¬i¬�¬3
(fig.4). Alors on a la relation
2(x ¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬-¬t)¬2¬=¬0  où
x¬:=¬1

a
¬,¬y¬:=¬1

b
¬,¬z¬:=¬1

c
¬,¬t¬:=¬1

d
 .

3.  Soient  x¬,¬y¬,¬z¬‘¬!  avec  x¬>¬0¬,¬y¬>¬0¬,¬z¬>¬0¬,
alors il existe, à isométrie près,  une unique
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configuration de trois cercles  C1¬,¬C2¬,¬C3¬ de rayons respectifs   a¬:=¬1
x
  , b ¬:= ¬1

y
  ,

c¬:=¬1
z
   avec  Ci  tangent extérieurement à  Cj  pour  1¬�¬i¬<¬j¬�¬3 . Soient

Q(T)¬:=¬T¬2¬-¬2(x¬+¬y¬+¬z)¬T¬+¬2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2 .
3.1.  Si  2(x ¬2¬+¬y ¬2¬+¬z ¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z) ¬2¬<¬0 , le polynôme  Q  admet une seule
racine  t¬‘¬!  avec  t¬>¬0 , i.e.  il existe un seul  t¬‘¬!  avec  t¬>¬0  tel que
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬=¬0 . Alors il existe un unique cercle  C4  qui
est tangent extérieurement à  C1¬,¬C2¬,¬C3¬ et il a pour rayon  d¬:=¬1

t
 .

3.2.  Si  2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2¬>¬0 , le polynôme  Q  admet deux racines
t  (resp. t')  avec  t¬,¬t'¬‘¬! , t¬>¬0 ,
t'¬>¬0 , i.e.  il existe  t , t'¬‘¬! , t¬>¬0 ,
t'¬>¬0  avec
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-
¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬=¬0  et
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t'¬¬2)¬-
¬2(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t')¬2¬=¬0 . Alors il existe
exactement deux cercles  C4  et  C'4
qui sont tangents extérieurement à
C1¬,¬C2¬,¬C3 , ils sont de rayons  d¬:=¬1

t
et  d'¬:=¬1

t'
   (fig.5).
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4.  Soient  x¬,¬y¬,¬z¬‘¬!  avec  x¬>¬0¬,¬y¬>¬0¬,¬z¬>¬0¬, alors il existe, à isométrie près,  une
unique configuration de trois cercles  C1¬,¬C2¬,¬C3¬ de rayons respectifs  a¬:=¬1

x
  ,

b¬:=¬1
y
  , c¬:=¬1

z
   avec  Ci  tangent extérieurement à  Cj  pour  1¬�¬i¬<¬j¬�¬3 . Soit

R(T)¬:=¬T¬2¬+¬2(x¬+¬y¬+¬z)T¬+¬2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2 .
4.1. Si  2(x ¬2¬+ y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x +¬y¬+¬z)¬2¬<¬0¬ , alors le polynôme  R(T) admet une
seule racine  t¬‘¬! , avec  t¬>¬0 , ce qui veut dire que sous cette hypothèse, il existe
un unique  t¬‘¬! , t¬>¬0  tel que  2(x¬2¬+ y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x+¬y¬+¬z¬-¬t)¬2¬=¬0 . Alors il
existe un unique cercle C4  tel que  C1¬,¬C2¬,¬C3¬ soient tangents intérieurement à
C4 , il a pour rayon  d¬:=¬1

t
  .

4.2. Si  2(x¬2¬+ y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x+¬y¬+¬z)¬2¬�¬0¬ , alors il n'existe pas de cercle C4  tel que
C1¬,¬C2¬,¬C3¬ soient tangents intérieurement à C4 .

Remarque 1  Bien entendu  3.1  et  3.2  sont une réciproque de  1. ; 4.1  et  4.2
sont une réciproque de  2 .

Remarque 2  Si quatre cercles du plan  E  sont une tangents deux à deux,
alors on peut les indexer en  C1¬,¬C2¬,¬C3¬,¬C4 , de façon que la configuration
satisfasse les hypothèses de  1.  ou de 2. .

Démonstration
1) Montrons 1. .
Les hypothèses de 1. donnent la
configuration ci-contre (fig. 6) en
notant  pi¬j  le point de tangence de
Ci  et  Cj  pour  i¬�¬j . Soit  ¨1  une

mesure de l'angle   o1¬-¬o4¬,¬o2¬-¬o4  ,
alors on a ([ Fr. MMG] , C.2.1.1. p. 180
version 1996, p. 185 version 2010)
cos¬¨1¬=¬(a¬+¬d)¬2¬+¬(b¬+¬d)¬2¬-¬(a¬+¬b)¬2

2¬(a¬+¬d)(b¬+¬d)
 .

Si donc  x¬:=¬1
a
¬ , y¬:=¬1

b
¬ , z¬:=¬1

c
¬ , t¬:=¬1

d
 ,
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cela s'écrit¬  cos¬¨1¬=¬t¬(x¬+¬y)¬+¬x¬y-¬t¬¬2
(x¬+¬t)(y¬+¬t)

 . De même si  ¨2 (resp. ¨3 ) est une

mesure de l'angle   o2¬-¬o4¬,¬o3¬-¬o4  (resp. o3¬-¬o4¬,¬o1¬-¬o4  ) , on aura

cos¬¨2¬=¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬+¬t)(z¬+¬t)

 , cos¬¨3¬=¬t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬+¬t)(x¬+¬t)

 . Sachant que

¨1¬+¬¨2¬+¬¨3¬Ñ¬0¬modulo¬2¬�¬" , le lemme ci-après dit que
(cos¬¬¨1)¬2¬+¬(cos¬¬¨2)¬2¬+¬(cos¬¬¨3)¬2¬= 1¬+¬2¬cos¬¨1¬cos¬¨2¬¬cos¬¨3 . Cela se traduit par
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(¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬+¬t)(z¬+¬t)

)¬2¬+¬(t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬+¬t)(z¬+¬t)

)¬2¬+¬(t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬+¬t)(x¬+¬t)

 )¬2¬=¬1¬+¬

2¬(¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬+¬t)(z¬+¬t)

)¬¬(t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬+¬t)(z¬+¬t)

)¬¬(t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬+¬t)(x¬+¬t)

 )¬¬.

En multipliant les deux membres par  (x¬+¬t)¬2¬(y¬+¬t)¬2(z¬+¬t)¬2 , on obtient la
relation  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬t)¬=¬0  avec
P(X¬,¬Y¬,¬Z¬,¬T)¬:=¬(T(X¬+¬Y)¬+¬X¬Y¬-¬T¬2)¬2(Z¬+¬T)¬2¬+¬
(T(Y¬+¬Z)¬+¬Y¬Z¬-¬T¬2)¬2(X¬+¬T)¬2¬+¬(T(Z¬+¬X)¬+¬Z¬X¬-¬T¬2)¬2(Y¬+¬T)¬2¬-
¬(X¬+¬T)¬2(Y¬+¬T)¬2(Z¬+¬T)¬2¬-
2¬(T(X¬+¬Y)¬+¬X¬Y¬-¬T¬2)(T(Y¬+¬Z)¬+¬Y¬Z¬-¬T¬2)(T(Z¬+¬X)¬+¬Z¬X¬-¬T¬2) .
Alors un calcul de  P(X¬,¬Y¬,¬Z¬,¬T)  (soulagé par Maple et aussi par mon
collègue Arnaud Jehanne) dit que
P(X¬,¬Y¬,¬Z¬,¬T)¬=¬T¬4(2(X¬2¬+¬Y¬2¬+¬Z¬2¬+¬T¬2)¬-¬(X¬+¬Y¬+¬Z¬+¬T)¬2) .
Ainsi les élements  x¬>¬0¬,¬ y¬>¬0¬,¬ z¬>¬0¬,¬ t¬>¬0  tels que  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬t)¬=¬0  sont les
éléments  x¬>¬0¬,¬ y¬>¬0¬,¬ z¬>¬0¬,¬ t¬>¬0  avec
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬¬z¬2¬+¬¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬=¬0  .  Cela montre bien 1. .
2) Montrons 2. .
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Les hypothèses de 2. donnent la configuration ci-dessus (fig.7) en notant  pi¬j
le point de tangence de  Ci  et  Cj  pour  i¬�¬j . Soit  ¨1  une mesure de l'angle

o1¬-¬o4¬,¬o2¬-¬o4  , alors on a ([ Fr. MMG] , C.2.1.1. p. 180 version 1996, p. 185 version

2010)  cos¬¨1¬=¬(d¬-¬a)¬2¬+¬(d¬-¬b)¬2¬-¬(a¬+¬b)¬2
2¬(d¬-¬a)(d¬-¬b)

 .

Si donc  x¬:=¬1
a
¬ , y¬:=¬1

b
¬ , z¬:=¬1

c
¬ , t¬:=¬1

d
  , cela s'écrit¬ cos¬¨1¬=¬-¬t¬(x¬+¬y)¬+¬x¬y-¬t¬¬2

(x¬-¬t)(y¬-¬t)
 .
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De même si  ¨2 (resp. ¨3 ) est une mesure de l'angle   o2¬-¬o4¬,¬o3¬-¬o4

(resp. o3¬-¬o4¬,¬o1¬-¬o4 ) , on aura  cos¬¨2¬=¬-¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬-¬t)(z¬-¬t)

  ,

cos¬¨3¬=¬-¬t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬-¬t)(x¬-¬t)

 . Sachant que  ¨1 ¬+ ¬¨2 ¬+ ¬¨3 ¬Ñ ¬0 ¬modulo ¬2 ¬�¬"  , le

lemme ci-après dit que
(cos¬¬¨1)¬2¬+¬(cos¬¬¨2)¬2¬+¬(cos¬¬¨3)¬2¬= 1¬+¬2¬cos¬¨1¬cos¬¨2¬¬cos¬¨3 . Cela se traduit par

(¬-¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬-¬t)(z¬-¬t)

)¬2¬+¬(-¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬-¬t)(z¬-¬t)

)¬2¬+¬(-¬t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬-¬t)(x¬-¬t)

 )¬2¬=¬1¬+¬

2¬(¬-¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬-¬t)(z¬-¬t)

)¬¬(-¬t¬(y¬+¬z)¬+¬y¬z-¬t¬¬2
(y¬-¬t)(z¬-¬t)

)¬¬(-¬t¬(z¬+¬x)¬+¬z¬x-¬t¬¬2
(z¬-¬t)(x¬-¬t)

 )¬¬.

En multipliant les deux membres par  (x¬-¬t)¬2¬(y¬-¬t)¬2(z¬-¬t)¬2 , on obtient la
relation  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬-¬t)¬=¬0  où le polynôme  P(X¬,¬Y¬,¬Z¬,¬T)  a été défini en 1).
Ainsi les éléments  x¬>¬0¬,¬ y¬>¬0¬,¬ z¬>¬0¬,¬ t¬>¬0  tels que  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬-¬t)¬=¬0  sont
les éléments  x¬>¬0¬,¬ y¬>¬0¬,¬ z¬>¬0¬,¬ t¬>¬0  avec
2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬¬z¬2¬+¬¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬-¬t)¬2¬=¬0  .  Cela montre bien 2. .
3) Montrons 3. .
Soient  x¬,¬y¬,¬z¬‘¬! , x¬>¬0¬,¬y¬>¬0¬,¬z¬>¬0¬ ,
Q(T)¬:=¬T¬2¬-¬2(x¬+¬y¬+¬z)¬T¬+¬2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2 . Le discriminant de
Q(T) est  (x¬+¬y¬+¬z) ¬2 -¬2(x ¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬+¬(x¬+¬y¬+¬z) ¬2¬=¬4¬(x¬y¬+¬y¬z¬+¬z¬x)¬>¬0 ,
alors  Q(T)  admet toujours deux racines réelles.
3.1)  Si  2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2¬<¬0 , alors  Q(T)  admet une seule racine
réelle  t  avec  t¬>¬0  et donc  2(x ¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬=¬0 . Soient
a¬:=¬1

x
¬,¬b¬:=¬1

y
¬,¬c¬:=¬1

z
¬,¬d¬:=¬1

t
¬ . Sachant que

P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬t)¬=¬t¬4(2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2¬+¬t¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z¬+¬t)¬2¬) , on a  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬t)¬=¬0
et alors les calculs menés en 1) disent que
(u1)¬2¬+¬(u2)¬2¬+¬(u3)¬2¬=¬1¬+¬2¬u¬1¬u2¬u3¬ si

u1¬:=¬¬(a¬+¬d)¬2¬+¬(b¬+¬d)¬2¬-¬(a¬+¬b)¬2
2¬(a¬+¬d)(b¬+¬d)

 , u2¬:=¬¬(b¬+¬d)¬2¬+¬(c¬+¬d)¬2¬-¬(b¬+¬c)¬2
2¬(b¬+¬d)(c¬+¬d)

 ,

u3¬:=¬¬(c¬+¬d)¬2¬+¬(a¬+¬d)¬2¬-¬(c¬+¬a)¬2
2¬(c¬+¬d)(a¬+¬d)

 .

Il est facile de montrer que  æ¬uiæ¬<¬1  pour  1¬�¬i¬�¬3 . Alors le lemme ci-après
dit qu'il existe  µi¬‘¬!  avec  µ1¬+¬µ2¬+¬¬µ3¬¬Ñ¬0¬modulo¬2¬�¬"  et  cos¬µi¬=¬ui  pour
1¬�¬i¬�¬3 .
Il existe  o1¬,¬o2¬,¬o3¬‘¬E  avec  Æ¬o1¬-¬o4¬Æ¬=¬a¬+¬d ,¬Æ¬o2¬-¬o4¬Æ¬=¬b¬+¬d ,¬
Æ ¬o1 ¬- ¬o2 ¬Æ¬=¬a¬+¬b  parce que  a¬+¬d¬,¬b¬+¬d¬,¬a¬+¬b  satisfont les inégalités
triangulaires convenables ([ Fr. MMG] , C.5.2.2. p. 190 version 1996, p. 194 version

2010)). avec en plus  mes ¬ ¬o1 ¬-¬o4 ¬,¬o2 ¬-¬o4 Ñ¬µ1 ¬modulo ¬2¬�¬"  ([ Fr. MMG] ,
C.2.1.1. p. 180 version 1996, p. 185 version 2010). Ensuite il existe  o3  avec
Æ¬o3¬-¬o4¬Æ¬=¬c¬+¬d  et ([ Fr. MMG] , C.2.1.1. p. 180 version 1996, p. 185 version 2010)

mes ¬¬o2¬-¬o4¬,¬o3¬-¬o4¬Ñ¬µ1¬modulo¬2¬�¬" . Comme  µ1¬+¬µ2¬+¬µ3¬Ñ¬0¬modulo¬2¬�¬"  ,

il suit de cela que  mes¬¬o3¬-¬o4¬,¬o1¬-¬o4¬Ñ¬µ3¬modulo¬2¬�¬" . Alors les formules
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cos¬µ3¬=¬
Æo4¬-¬o3Æ¬2¬+¬Æo4¬-¬o1Æ¬2¬-¬Æo3¬-¬o1Æ¬2

2Æo4¬-¬o3Æ¬Æo4¬-¬o1Æ
  et

u3¬:=¬¬(c¬+¬d)¬2¬+¬(a¬+¬d)¬2¬-¬(c¬+¬a)¬2
2¬(c¬+¬d)(a¬+¬d)

 . avec  Æo3¬-¬o4Æ¬=¬c¬+¬d , Æo1¬-¬o4Æ¬=¬a¬+¬d

impliquent que  Æo3¬-¬o1Æ¬=¬c¬+¬a . Ainsi, on est en présence de quatre cercles
de centre  o1 (resp. o2 ¬,¬ o3 ¬,¬ o4 ¬)  et de rayons  a  (resp. b¬,¬c¬,¬d) qui sont
tangents deux à deux extérieurement.
3.2)  Si  2(x ¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2¬>¬0 , cela veut dire que le produit des
racines de  Q(T)  est positif et comme la somme des racines est
2(x¬+¬y¬+¬z)¬>¬0 , le polynôme  Q(T)  admet deux racines positives distinctes  t
et  t'  (puique le discriminant de  Q(T)  n'est pas nul). Alors la méthode
utilisée en 3.1) permet de construire quatre cercles  C1¬,¬C2¬,¬C3¬,¬C4  de rayons
a¬:=¬1

x
¬ , b¬:=¬1

y
¬ , c¬:=¬1

z
¬ , d¬:=¬1

t
¬   avec  C1¬,¬C2¬,¬C3¬,¬C4  tangents extérieurement

deux à deux, et il existe aussi un cercle  C'4¬ de rayon  d'¬:=¬1
t'
¬  qui est tangent

extérieurement à  C1¬,¬C2¬,¬C3¬.
4) Soient  x¬,¬y¬,¬z¬‘¬! , x¬>¬0¬,¬y¬>¬0¬,¬z¬>¬0¬ ,
R(T) ¬:= ¬T ¬2¬+ ¬2(x ¬+ ¬y ¬+ ¬z) ¬T ¬+ ¬2(x ¬2¬+ ¬y ¬2¬+ ¬z ¬2) ¬- ¬(x ¬+ ¬y ¬+ ¬z) ¬2 . Facilement le
discriminant de ce polynôme est strictement positif, la somme des racines
est négative.
4.1) Si    2(x¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2¬<¬0  le polynôme  R(T)  aura une racine
exactement une racine positive.
Supposons  x¬�¬y¬�¬z  et  2(x ¬2¬+¬y¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z)¬2¬<¬0  et soit  t  la racine
positive de  R(T) , il s'agit de montrer que  t¬<¬x . En effet la fonction
¨¬ò@¬¬R(¨)  est croissante sur  ]¬0¬,¬+¬&¬[  et  R(x)¬=¬4¬x¬2¬+¬(y¬-¬z)¬2¬>¬0 , il suit de
cela que  R(t)¬=¬0  implique  t¬<¬x .
Soient  a¬:=¬1

x
¬ , b¬:=¬1

y
¬ , c¬:=¬1

z
¬ , d¬:=¬1

t
¬  , on a donc  a¬<¬d , b¬<¬d , c¬<¬d . Soit

u1¬:=¬¬(d¬-¬a)¬2¬+¬(d¬-¬b)¬2¬-¬(a¬+¬b)¬2
2¬(d¬-¬a)(d¬-¬b)

 , u2¬:=¬¬(d¬-¬b)¬2¬+¬(d¬-¬c)¬2¬-¬(b¬+¬c)¬2
2¬(d¬-¬b)(d¬-¬c)

 ,

u3¬:=¬¬(d¬-¬c)¬2¬+¬(d¬-¬a)¬2¬-¬(c¬+¬a)¬2
2¬(d¬-¬c)(d¬-¬ap)

 .

Comme  R(t)¬=¬0 , veut dire que  P(x¬,¬y¬,¬z¬,¬-¬t)¬=¬0 , il suit des calculs menés
en 2) que  (u1) ¬2¬+¬(u2) ¬2¬+¬(u3) ¬2¬=¬1¬+¬2¬u¬1¬u2¬u3¬ . Facilement  æuiæ¬<¬1 pour
1¬�¬i¬�¬3 ,  alors le lemme ci-après dit qu'il existe  µi¬‘¬!  avec
µ1¬+¬µ2¬+¬¬µ3¬¬Ñ¬0¬modulo¬2¬�¬"  et  cos¬µi¬=¬ui  pour  1¬�¬i¬�¬3 .
Alors la méthode utilisée en 3.1) permet de construire  o1¬,¬o2¬,¬o3¬,¬o4¬‘¬E  avec
Æ¬o1¬-¬o4¬Æ¬=¬d¬-¬a ,¬Æ¬o2¬-¬o4¬Æ¬=¬d¬-¬b ,¬Æ¬o3¬-¬o4¬Æ¬=¬d¬-¬c ,¬Æ¬o1¬-¬o2¬Æ¬=¬a¬+¬b ,¬
Æ¬o2¬-¬o3¬Æ¬=¬b¬+¬c ,¬Æ¬o3¬-¬o1¬Æ¬=¬c¬+¬a . Soient  C1  (resp. C2¬,¬C3¬,¬C4¬) le cercle de
centre  o1 (resp. o2¬,¬o3¬,¬o4¬) et de rayon  a (resp. b¬,¬c¬,¬d). Alors ces quatre cercles
satisfont 4.1. .
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4.2) Si    2(x ¬2¬+¬y ¬2¬+¬z¬2)¬-¬(x¬+¬y¬+¬z) ¬2¬>¬0 , les racines du polynôme  R(T)
seront négatives, ce qui veut bien dire qu'il n'existe pas de cercle C4  tel que
C1¬,¬C2¬,¬C3¬ soient tangents intérieurement à C4 .

Lemme  (une relation sur les cosinus)
1.  Soient  ¨1¬,¬¨2¬,¬¨3¬‘¬!  avec  ¨1¬+¬¨2¬+¬¨3¬Ñ¬0¬modulo 2�¬" , alors on a
(cos¬¬¨1)¬2¬+¬(cos¬¬¨2)¬2¬+¬(cos¬¬¨3)¬2¬= 1¬+¬2¬cos¬¨1¬cos¬¨2¬¬cos¬¨3 .
2.  Soient  u1¬,¬u2¬,¬u3¬‘¬!  avec  æ¬ui¬æ¬<¬1  pour   1¬�¬i¬�¬3  et
(u1)¬2¬+¬(u2)¬2¬+¬(u3)¬2¬=¬1¬+¬2¬u¬1¬u2¬u3¬ . Alors il existe  µ1¬,¬µ2¬,¬µ3¬‘¬!¬ avec
µ1¬+¬µ2¬+¬µ3¬Ñ¬0 modulo 2�¬"  et  ui¬=¬cos¬µi  pour  1¬�¬i¬�¬3 . De plus si
µ'1¬,¬µ'2¬,¬µ'3¬‘¬!  avec  µ'1¬+¬µ'2¬+¬µ'3¬Ñ¬0¬modulo 2�¬"  et  ui¬=¬cos µ'i  pour  1¬�¬i¬�¬3 ,
alors on a  µ'i¬Ñ¬µi modulo 2�¬"  pour  1¬�¬i¬�¬3  ou  µ'i¬Ñ¬-¬µi modulo 2�¬"  pour
1¬�¬i¬�¬3    .

Démonstration
1)  Montrons  1. . On suppose que  ¨1 ¬+ ¬¨2 ¬+ ¬¨3 ¬Ñ ¬0 ¬modulo ¬2�¬" , alors
cos¬¨3¬=¬cos(¨1¬+¬¨2)¬=¬cos1¨1¬cos¬¨2¬-¬sin¬¨1¬sin ¨2  et donc
(cos¬¨3¬-¬cos¬¨1¬cos¬¨2)¬2¬=¬(sin¬¬¨1)¬2¬¬(sin¬¬¨2)¬2=¬(1¬-¬(cos¬¬¨1)¬2)(1¬-¬(cos¬¬¨2)¬2)
et la relation ¬(cos¬¬¨1)¬2¬+¬(cos¬¬¨2)¬2¬+¬(cos¬¬¨3)¬2¬= 1¬+¬2¬cos¬¨1¬cos¬¨2¬¬cos¬¨3  suit.
2)  Montrons  2. . Soit  ªi¬‘¬!  avec  cos ªi¬=¬ui  pour  1¬�¬i¬�¬3 . La relation
(u1)¬2¬+¬(u2)¬2¬+¬(u3)¬2¬=¬1¬+¬2¬u¬1¬u2¬u3¬  s'écrit aussi
(u3¬-¬u1¬u2)¬2¬=¬(1¬-¬u1)¬2)(1¬-¬(u2)¬2) , et donc
(cos¬ª3¬-¬cos¬ª1¬cos¬ª2)¬2¬=¬(1¬-¬(cos¬ª1)¬2)(1¬-¬(cos¬ª2)¬2) .¬¬
Soit donc  (cos¬ª3¬-¬cos¬ª1¬cos¬ª2)¬2¬=¬(sin¬ª1)¬2¬(sin¬ª2)¬2 ; alors il existe
™2¬‘¬{¬±¬1¬}  unique tel que  cos¬ª3¬-¬cos¬ª1¬cos¬(™2¬ª2)=¬sin¬ª1¬sin(™2¬ª2) . Cela
s'écrit aussi  cos¬ª3¬=¬cos(ª1¬+¬™2¬ª2) . Alors il existe  ™3¬‘¬{¬±¬1¬} unique tel
ª1 ¬+ ¬™2 ¬ª2 ¬+ ¬ ¬™3 ¬ª3Ñ¬0 modulo 2�¬"  . Alors  µ1 ¬:= ¬ª1 ¬, ¬µ2 ¬:= ¬™2 ¬ª2 ¬, µ3 ¬:= ¬™3 ¬ª3
convient. Sachant que  µ1  étant fixé  modulo ¬2�¬" , alors  µ2 ¬, ¬µ3  sont
uniques  modulo¬2�¬" ; cela termine la démonstration de  2. .
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