Bordeaux, le 19/01/2014, Jean Fresnel

Le théoreme de Descartes sur quatre cercles tangents

Introduction L'objet de ces quelques pages est I'étude d'un probleme connu
depuis Appolonius (262-190 av J.C.) qui consiste a déterminer les
configurations de quatre cercles du plan euclidien qui sont tangents deux 2
deux. Il est facile de montrer que l'on peut indexer les quatre cercles
C1,Cy,C5,C4 de fagon que C;,C,,C5 soient tangents extérieurement et
que C, soit tangent extérieurement 2 C;,Cy,Cs (fig. 3) ou que
C.,C,,C3 soient tangents intérieurement a Cy (fig. 4) . Il semble que les
premiers résultats soient diis 4 Descartes dans le cadre d'un échange
épistolaire avec la princesse Elizabeth de Bohéme ([ De.] , 1643) . Coxeter a
repris le probleme, ainsi que d'autres comme il est cité dans l'introduction
de sa note ([ Co.] , 1968) , en remarquant qu'il y avait une faiblesse dans la
démonstration de Descartes.

La preuve que l'on présent ici a l'avantage de pouvoir utiliser la notion
d'angle orienté et aussi d'utiliser Maple qui permet un calcul rapide de
factorisation d'un polynéme de degré 6 a quatre variables.

Si les quatre cercles sont tangents extérieurement, alors les rayons rq,ry,
rg, ry de ces cercles sont reliés par la relation

2(( L2 (L2 (24 (LH)2) (L4141 11)2-0, ¢'énait la formule de
r ry rs ry ry ro rg rg

Descartes.

Si les cercles Cq,Cy,C3 sont tangents extérieurement et si C;,C,,Cs
soient tangents intérieurement & Cy , alors les rayons rq,ry, rg, ry de ces
cercles sont reliés par la relation

2(( 12+ (LH2+ (D24 (H?) (L4141 _1)2-0,
ri ro rs ry ri ry rs ry

Nous présentons aussi une analyse précise de l'existence et du nombre de
cercles tangents a trois cercles donnés qui sont tangents extérieurement.

Définition Soient C; (resp. Cy) deux cercles du plan
euclidien de centre o0; (resp. 0y) et qui sont tangents D
en un point p . On dit que C; et Cy sont tangents fig1

extérieurement si peloq,09] ,1.e. sl p appartient au
segment [o07,09] (fig.1). On dit que C; est tangent
intérieurement & Cy si o1€lo09,p] (fig.2).

fig.2




Théoréme (Descartes novembre 1643)

Soit E le plan euclidien.

1. Soient Cy (resp. Cy,C3,Cy) quatre cercles
du plan E , de rayon a (resp. b,c,d). On
suppose que C; est tangent extérieurement a
C; pour 1<i<j<4 (fig.3). Alors on a la
relation
2(x%+y%+2%+t%) — (x+y+2+8)2=0

onr x:=1,y:=1 z:=1 ¢.=1,
a b c d

2. Soient Cy (resp. Cy,C5,Cy) quatre cercles

du plan E , de rayon a (resp.b,c,d). On
suppose que pour 1<i<j<3 ,C; est
tangent extérieurement a C; et que C; est
tangent intérieurement a Cy pour 1<i<3
(fig.4). Alors on a la relation

2(x%+y2+2°+t2) — (x+y+2-1)2=0 o
1,1 ,._1 ,._1

3. Soient x,y,zeR avec x>0,y>0,z>0,

alors il existe, & isométrie preés, une unique

configuration de trois cercles Cq,Cy,Cg de rayons respectifs a:=1 ,b:=1 ,
x y
ci=1 avec C; tangent extérieurement i C; pour 1<i<j<3. Soient

z
Q(T):=T?-2(x+y+2) T+2(x%+y%+2%) — (x+y+2) 2.
3.1. 8i 2(x%+y2+22) —(x+y+2)2<0, le polyndme Q admet une seule
racine teR avec t>0, i.e. il existe un seul teR avec t>0 tel que
2(x2 452422443 — (x+y+2+1)2=0 . Alors il existe un unique cercle Cy4 qui
est tangent extérieurement & Cq,Cy,Cy et il a pour rayon d:=%.

3.2. Si 2(x%+y%+22) = (x+y+2)2>0, le polynome Q admet deux racines
t (resp. t) avec t,t'eR, >0,
t'>0, 1.e. flexiste t,t'eR,t>0,
t'>0 avec

2(x%+y%+22+12) -
(x+y+2z+1)2=0 et
2(x24+y2422+1'%) -
20x+y+z+t)2=0 . Alors il existe
exactement deux cercles C, et C)

qui sont tangents extérieurement a
C.,Cy,Cs, ils sont de rayons d ::%

et d':=% (fig.5).




4. Soient x,y,zeR avec x>0,y>0,2z>0, alors il existe, a isométrie prés, une

unique configuration de trois cercles Cy,Cq,Cs de rayons respectifs a =1
X
bi=1,c:=1 avec C; tangent extérieurement & C; pour 1<i<j<3 . Soit
y z

R(T):=T?+2(x+y+2)T+2(x*+y*+2%) - (x+y+2) 2.

4.1.8i 2(x%+ y2+2%) — (x +y+2)%2<0 , alors le polyndme R(T) admet une
seule racine teR , avec t>0 , ce qui veut dire que sous cette hypothése, il existe
un unique teR ,t>0 tel que 2(x>+ y?+2%+1%) — (x+y+2—-1)2=0. Alors il
existe un unique cercle C4 tel que C1,Cy,Cy soient tangents intérieurement a
Cy , il a pour rayon d::% .

42.5i 2(x%+ y%+2%) — (x+y+2)220 , alors il n'existe pas de cercle C, tel que
C1,Cy,C3 soient tangents intérieurement a Cy .

Remarque 1 Bien entendu 3.1 et 3.2 sont une réciproque de 1.;4.1 et 4.2
sont une réciproque de 2.

Remarque 2 Si quatre cercles du plan E sont une tangents deux a deux,
alors on peut les indexer en C;,Cy,C3,Cy, de facon que la configuration

satisfasse les hypotheéses de 1. ou de 2..

Démonstration

1) Montrons 1. .

Les hypothéses de 1. donnent la
configuration ci-contre (fig. 6) en
notant p;; le point de tangence de
C; et C; pour i#j.Soit 6; une

/\
mesure de 'angle 0;—04,09—04 ,

alors on a ([ Fr. MMG] , C.2.1.1. p. 180
version 1996, p. 185 version 2010)
(a+d)%2+(b+d)?—(a+b)?

2(a+d)(b+d ' H .
(a+d)( ) . b € g6 03

cos 0=

Sidonc x:=1,y:=1 2z:=1 ¢:=1,
a b c d

. _ 12 R )
cela s'écrit cos elzt(o(c+y;)-|gxyt)t . De méme si 64 (resp. 65) est une
x+1)(y+
/\ /\

mesure de l'angle 09—04,05—0, (resp. 03—o04,01—04 ), on aura
2 2
cos 0y =t Y +2) +y2=t™ oogq t(z+x)+2x=t" gychane que
(y+8)(z+1) (z+2)(x+1)

61+ 05+035=0modulo2rZ, le lemme ci-apres dit que
(cos 61) %+ (cos 65) 2+ (cos 63) 2= 1+2cos 6 cos 0 cos 65 . Cela se traduit par




t(y+2)+yz—t? 2+(t(y+z)+yz—t2 2, t(z+x)+zx—t2)2=1

(y+0) (z+1) (y+8)(z+10) (2+)(x+0) -
(t(y—|—z)+yz—zf2 t(y+z)+yz—t? (t(z+x) +zx—t>2
(y+t)(z+1¢) (y+t)(z+1) (z+8)(x+1)

En multipliant les deux membres par (x+#)2(y+¢)%(z+¢)?, on obtient la
relation P(x,y,z,t)=0 avec
PX,Y,Z,T)=(TX+Y)+XY-T?)%2Z+T)%+
(T(Y+Z)+YZ-T?)?*X+T) 2+ (TZ+X)+ZX-T*)*(Y+T)?*-
X+T)2Y+T)2Z+T)* -
2(TX+Y)+XY-T*)(T(Y+Z)+YZ-T?*)(T(Z+X)+ZX-T?) .

Alors un calcul de P(X,Y,Z,T) (soulagé par Maple et aussi par mon
collégue Arnaud Jehanne) dit que
PX,Y,Z,T)=T*(2(X%2+Y?+Z%+T?) - (X+Y+Z+T)?) .

Ainsi les élements x>0, y>0, z2>0, ¢>0 tels que P(x,y,z,£)=0 sont les
éléments x>0, y>0, 2>0, t>0 avec

2(x%+y%+ 224 t?2) —(x+y+2+1)%2=0 . Cela montre bien 1. .

2) Montrons 2. .

p
24 fig.T 34

Les hypotheses de 2. donnent la configuration ci-dessus (fi¢.7) en notant p;;

le point de tangence de C; et C; pour i#j . Soit 6; une mesure de I'angle
/\
01—04,09—0y4 , alors on a ([ Fr. MMG] , C.2.1.1. p- 180 version 1996, p. 185 version
2 2 2
2010) cos 6 _(d-a)*+(d-b)"—(a+b) .
) cosoy 2(d-a)(d-b)

. 1", M —_ _— 2
Sidonc x:=1,y:=1 2z:=1 ¢:=1  celas'écrit cos6;= t(x+y)+xy—t=

a b c d (x—t)(y—1t)
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R . . /\
De méme si 6, (resp. 83 ) est une mesure de l'angle 09—o04,03—04

/\ 2
(resp. 03—04,01—04 ) , ON aura cos 92=‘t(3’+2)+y2—t
(y—t)(z—1)

. Sachant que 67+ 69+ 63=0modulo2xZ, le

—t(z+x)+zx—t2
(z—t)(x—1)
lemme ci-apres dit que
(cos 61) 2+ (cos 65) 2+ (cos 03) 2= 1+2cos 6, cos 6 cos 05 . Cela se traduit par
(—t(y+2)+yz—t2)2+(—t(y+z)+yz—t2)2+(—t(z+x)+2x—t2 )2-1+

cos O3 =

(y—2t)(z—1t) (y=0)(z—1t) (z—t)(x—1)
2(—t(y+z)+yz—t2) (—t(y+2)+yz—t2) (—t(z+x)+zx—t2) .
(y—t)(z—1t) (y—t)(z—1t) (z—=t)(x—1)

En multipliant les deux membres par (x—#)%(y—¢)%(z—¢)%, on obtient la
relation P(x,y,z,—t)=0 ou le polynéme P(X,Y,Z,T) a été défini en 1).
Ainsi les éléments x>0, y>0, 2>0, t>0 tels que P(x,y,z,—¢)=0 sont
les éléments x>0, y>0, 2>0, t>0 avec

2(x%+y2+ 22+ t?2) —(x+y+2—1)2=0 . Cela montre bien 2. .

3) Montrons 3. .

Soient x,y,zeR,x>0,y>0,z>0 ,

Q(T):=T?-2(x+y+2) T+2(x?+y%2+2%) —(x+y+2)2 . Le discriminant de
Q(T) est (x+y+2)2—2(x2+y2+2%) + (x+y+2)2=4(xy+yz+2x)>0 ,
alors Q(T) admet toujours deux racines réelles.

3.1) Si 2(x2+y2+22) —(x+y+2)2<0, alors Q(T) admet une seule racine
réelle ¢ avec t>0 et donc 2(x2+y2+22+12)—(x+y+2z+¢)2=0 . Soient

a=1,b:=1c:=1 d:=1. Sachant que
X y z t

P(x,y,z,t)=t*(2(x?+y2+22+t%) —(x+y+z+1t)2) ,ona P(x,y,z,t)=0
et alors les calculs menés en 1) disent que

(up) 2+ (ug) 2+ (u3)2=1+2u  ugug si

_(a+d)*+(b+d)*—(a+b)® |, ._ (b+d)*+(c+d)*—(b+c)”

“ 9(a+d)(b+d) Y2 2(b+d)(c+d) ’
hoe (C+d)?+(a+d)?—(c+a)®
3 2(c+d)(a+d)

Il est facile de montrer que |u;| <1 pour 1<i<3 . Alors le lemme ci-apres
dit qu'il existe p;eR avec pq+pg+ ug=0modulo2xZ et cosy;=u; pour
1<:i<3.

Il existe 07,09,03€E avec ||0o1—o4|l=a+d,| 0g—04|=b+d,

| o1—o0g|l=a+b parce que a+d,b+d,a+b satisfont les inégalités

triangulaires convenables ([ Fr. MMG] , C.5.2.2. p. 190 version 1996, p. 194 version
/\

2010)). avec en plus mes 0;—o04,09—04 =uymodulo2rnZ ([ Fr. MMG],

C.2.1.1. p. 180 version 1996, p. 185 version 2010). Ensuite il existe o5 avec

| 03—o04 ||=c+d et ([ Fr. MMG], C.2.1.1. p. 180 version 1996, p. 185 version 2010)

/\
mes 09—04,03—04=pymodulo2zZ . Comme pq+ug+uz=0modulo2rZ ,

. . /\
il suit de cela que mes 03—o04,0;—04=p3modulo2xZ . Alors les formules
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cosjig= 104= 03l "+ llog—01]* = flog—0y]|* .,

2[lo4— 03]l llog— o]
_(c+d)?+(a+d)®=(c+a)?
' 2(c+d)(a+d)

impliquent que |log—o0¢]|=c+a . Ainsi, on est en présence de quatre cercles

Us .avec |Jog—o4ll=c+d , |[oj—o4] =a+d

de centre o; (resp. og, 03, 04) et de rayons a (resp. b,c,d) qui sont
tangents deux a deux extérieurement.

3.2) Si 2(x24+y%+2%) —(x+y+2)2>0, cela veut dire que le produit des
racines de Q(T) est positif et comme la somme des racines est
2(x+y+2)>0, le polynéme Q(T) admet deux racines positives distinctes ¢
et ¢’ (puique le discriminant de Q(T) n'est pas nul). Alors la méthode
utilisée en 3.1) permet de construire quatre cercles C;,Cy,C5,C4 de rayons

a=1,b:=1 ¢:=1 4 ::% avec C{,Cy,C3,C, tangents extérieurement
x y z

deux a deux, et il existe aussi un cercle C} de rayon d’ ::% qui est tangent

extérieurement 2 C;,Cy,Cj5.

4) Soient x,y,zeR,x>0,y>0,z>0 ,

R(T)=T?+2(x+y+2) T+2(x2+y2+2%) —(x+y+2)2 . Facilement le
discriminant de ce polynéme est strictement positif, la somme des racines
est négative.

4.1)Si 2(x%+y%+2%) — (x+y+2)2<0 le polynébme R(T) aura une racine
exactement une racine positive.

Supposons x<y<z et 2(x%+y%2+2%) —(x+y+2)2<0 etsoit ¢ la racine
positive de R(T) , il s'agit de montrer que ¢<x . En effet la fonction
0+ R(0) est croissante sur 10,+o0[ et R(x)=4x%+(y—2)2>0, il suit de
cela que R(#)=0 implique ¢<x .

Soient a:=1,b:=1 ¢:=1 d:=1 onadonc a<d, b<d, c<d . Soit

X y z t
pee (d=a)?+(d-b)?—(a+b)? , . (d=b)*+(d—c)®—(b+c)?
v 2(d—a)(d—b) T 2(d—b)(d—c) ’
uyie (=024 (d-a)’~(c+a)?

2(d—-c)(d—ap)

Comme R(#)=0, veut dire que P(x,y,z,—t)=0, il suit des calculs menés
en 2) que (uq) 2+ (ug) %+ (uz)2=1+2u;uqgug . Facilement |u;| <1 pour
1<i<3, alors le lemme ci-aprés dit qu'il existe y;eR avec

U1+ o+ g =0modulo2nZ et cosp;=u; pour 1<i<3.

Alors la méthode utilisée en 3.1) permet de construire 01,09,05,04€E avec
|o1—o4ll=d—a,log—04||=d—b,||03—04]|=d—c,| 0;—03||=a+b,

| og—03||=b+c,| 03—01|=c+a . Soient C; (resp. Cy,C3,Cy) le cercle de
centre oy (resp. 09,03,04) et de rayon a (resp. b,c,d). Alors ces quatre cercles
satisfont 4.1. .
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42)Si 2(x%+y%+2%) —(x+y+2)2>0, les racines du polynéme R(T)
seront négatives, ce qui veut bien dire qu'il n'existe pas de cercle C tel que
C1,Cy,C3 soient tangents intérieurement a Cy .

Lemme (une relation sur les cosinus)

1. Soient 61,05,03€R avec 6;+05+03=0modulo 277 , alors on a

(cos 61) 2+ (cos 65) %+ (cos 03) 2= 1+2cos 6, cos 65 cos O .

2. Soient uy,us,uzeR avec |u;| <1 pour 1<i<3 et

(ug) 2+ (ug) 2+ (u3)2=1+2u ugusg . Alors il existe 1q,us,useR avec

1+ pe+pus=0 modulo 277 et u;=cosp; pour 1<i<3. De plussi
ui,Mo,u3eR avec pi+us+uz=0modulo 277 et u;=cos p; pour 1<i<3,
alors on a p;=p; modulo 277 pour 1<i<3 ou u;=—u; modulo 277 pour
1<i<3

Démonstration

1) Montrons 1. . On suppose que 6+ 65+ 03=0modulo2zZ , alors
cos 03 =c0s( 0, + 05) =cos;0; cos B, —sin O, sin O, et donc

(cos 3 —cos 61 cos 0) 2= (sin 67) 2 (sin 0y) 2= (1— (cos 67) 2) (1 — (cos 6y) 2)

et la relation (cos 61) 2+ (cos 65) 2+ (cos 63) 2= 1+2cos 6, cos 65 cos 63 suit.
2) Montrons 2. . Soit v;eR avec cos v;=u; pour 1<i<3. La relation
(uy) 2+ (ug) 2+ (ug) 2=1+2u  ugug s'écrit aussi
(uz—uqug)2=(1—-uq)2)(1-(uy)?) , et donc

(cos v —cos vy cos v2)2: (1—(cosvy) 2)(1— (cosvy) 2) .

Soit donc (cos vg—cos vy cos vy) 2= (sinv;) 2 (sinvy) 2 ; alors il existe
gge{+1} unique tel que cosvg—cosvycos (egvy)=sinv;sin(eyvy) . Cela
s'écrit aussi cos vg=cos(vy+egvy) . Alors il existe e3e{+1} unique tel
Vi+e9Vo+ €3v3=0 modulo 277 . Alors uq:=vy,Ug:=€9Vy, lg:=Eg Vs
convient. Sachant que p; étant fixé modulo2xZ , alors py,pus sont
uniques modulo 2z Z ; cela termine la démonstration de 2. .
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queftions particulieres. Car il me femble que le fur-
plus, qui confifte a chercher la conftruction & la de-
monftration par les propofitions d'Euclide,en cachant
le proceder de I'Algebre, n'eft qu'vn amufement pour
les petits Geometres, qui ne requiert pas beaucoup
d'efprit ny de fcience. Mais lors qu'on a quelque
queftion qu'on veut acheuer, pour en faire vn Theo-
reme qui {erue de regle generale pour en foudre plu-
fieurs autres {femblables, il eft befoin de retenir iufques
ala fin toutes les mefmes lettres qu'on a pofées au
commencement; ou bien, {i on en change quelques-
vnes pour faciliter le calcul, il les faut remettre par
apres, eftant a la fin, a caufe qu'ordinairement plu-
ficurs s'effacent I'vne contre I'autre, ce qui ne fe peut
voir, lors qu'on les a changées.

Il eft bon aufli alors d'obferuer que les quantitez,
qu'on denomme par les lettres, ayent {femblable rap-
port les vnes aux autres, le plus qu’il eft poffible; cela
rend le Theoreme plus beau & plus court, pour ce
que ce qui s'enonce de I'vne de ces quantitez,s’enonce
en mefme facon des autres, & empefche qu'on ne
puiffe faillir au calcul, pour ce que les lettres qui
fignifient des quantitez qui ont mefme rapport, s’y
doiuent trouuer diftribuées en mefme fagon; & quand
cela manque, on reconnoift fon erreur.

Ainfi, pour trouuer vn Theoreme qui enfeigne quel
eft le rayon du cercle, qui touche les trois donnez par
pofition, il ne faudroit pas, en cét exemple, pofer les
trois lettres a, b, ¢, pour les lignes AD, DC, | DB,
mais pour les lignes AB, AC& BC, pour ce que ces
dernieres ont mefme rapport I'vhe que l'autre aux

extrait d'une lettre de Descartes a la Princesse de Bohéme



