Lacanau-océan, le 31 aoQt 2005, Jean Fresnel

Extension galoisienne et idéaux premiers

Soient KL deux corps commutatifs, LIK fini et normal, G:=Aut(L/K),A
(resp. B) wun sous-annean de K (resp. L) avec Fr(A)=K (resp. Fr(B)=L),
B globalement stable par G et B entier sur A et enfin A intégralement clos
dans K . Soient p un idéal premier de A , By et Py deux idéaux premiers de B
avec B;NA=yp . Alors il existe oG tel que oc(PBy) =Py ; en d'autres termes le
groupe G opére transitivement sur ['ensemble des idéaux premiers de B au-
dessus de p. Un exemple d'annean B  ayant les propriétés indiquées est la
cloture intégrale de A dans L .

1) Soient G={o0y,09,...,0,}, m un idéal maximal de A, M; et M,
deux idéaux maximaux de B avec M;NnA=m . 1l s'agit de montrer que
Moe {0y (M), 00 (My),...,0,.(My) } . Supposons le contraire.

1.1) Montrer qu'il existe ceB tel que ¢=1mod 0;(M;) pour 1<i<r et
¢=0 mod M, (utiliser le théoréme des chinois, F.1.9.14.).

1.2) Soit Ny la norme définie en F.3.8.21. (partie 3.), i.e.
Npg(e)=01(c) og(c)...0.(c) (resp. Npgle)=(o1(c) oa(c)...0,.(c))P* avec
>0 ),si carK=0 (resp. carK=p ) ; on adonc Npg(c)eK . Conclure que
Nipgl(c)eA (utiliser Npg(c) entier sur A ).

1.3) Déduire de 1.1) et 1.2) que Njpx{c)=1mod m et aussi que
N z(¢)=0mod m . Conclure 4 une contradiction,

2) Soient G={o0y,09,...,0,}, p un idéal premier de A,P; et P, deux
idéaux premiers de B avec P;nA=p . Il s'agit de montrer que

g-BzE { o1 (q-Bl) y Oy (5131) 3eee s Op (%1) }.

2.1) Soient S:=A—p,A":=8 A=A, , m:i=pA,,B":=S"'B,M;:=B,B’.
Montrer que MM, NA'=m ct que M; est maximal (utiliser F.8.2.4.).

2.2) Conclure, en utilisant 1) avec A’, B', m, My, My .

3) Montrer que la cléture intégrale de A dans L a les propriétés indiquées.
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