Bordeaux, le 24/07/2006, Jean Fresnel

La géométrie du plan quadratique

0. Introduction

Un plan affine quadratique est un plan affine attaché & un plan
vectoriel quadratique (T,q) non dégénéré ; c'est bien entendu le cas du plan
affine euclidien. Beaucoup de notions associées au plan affine cuclidien se
retrouvent dans le plan affine quadratique. Rappelons qu'un plan vectoriel
quadratique non dégénéré est soit défini, soit hyperbolique et qu'apres
extension des scalaires il est toujours hyperbolique. Cela veut dire que le plan
affine hyperbolique est donc le plus "naturel”.

Tout comme dans le cas euclidien la notion d'angle est associée au
groupe spécial orthogonal. Dans notre cas ce groupe est bien commutatif, mais
il n'agit pas transitivement sur les droites vectorielles ; ¢'est un groupe plus gros
not¢ H qui agit transitivement et fidélement sur les droites vectorielles non
isotropes ; i.c. toutes les droites sauf deux si le plan est hyperbolique, ou toutes
les droites s'il est défini. Cela conduit 4 la notion d'angle de droites vectorielles
non isotropes ct A celle de groupe des angles de droites qui est isomorphe 2

H } ; en revanche si le corps n'est pas ordonné, il n'y a pas de demi-droites. Il
{1

suit aussi de cela que la notion de bissectrice d'un angle apparattra lorsque

I'élément correspondant de —& : sera un carré,
{1

Tout comme on interpréte le plan euclidien, les automorphismes ortho-
gonaux et les similitudes avec le corps des nombres complexes, i.e. l'extension
quadratique de R qui rend le plan euclidien hyperbolique aprés extension des
scalaires, de méme pour le plan quadratique défini il existe un corps, extension
de degré 2 avec les mémes propriétés et pour le plan hyperbolique, c'est une
algtbre de dimension 2 comme espace vectoriel qui joue ce réle, sachant que les
diviseurs de zéro correspondent aux droites isotropes.

Aux cercles du plan affine correspondent des coniques a centre relies &
la forme quadratique g sur T'. Dans le complété projectif, aprés extension des
scalaires, le complété projectif de chacune ces coniques passe par deux points de
la droite A l'infini qui ne sont autres que les images des droites isotropes qui
apparalssent par extension des scalaires ; ce sont I'équivalent des fameux points
cycliques de la situation euclidienne.
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Tout cela conduit A trois remarques.

D'abord il est vraisemblable que toute configuration du plan euclidien
faisant intervenir droites et cercles doit exister pour les coniques associées 4 un
plan affine quadratique ; les obstructions 4 cela proviendraient de la
caractéristique du corps de base et éventuellement de problémes de rationalité,
disons que la configuration devra exister aprés une éventuelle extension des
scalaires.

Seconde remarque, pour étudier une configuration du plan affine
concernant des coniques a centre dont le complété projectif intersecte la droite
a I'infini en les mémes points, aprés extension des scalaires, on remarque
d'abord que ces coniques sont définies & partir d'une méme forme quadratique
g non dégénérée sur T . On munit alors le plan affine de la structure
quadratique associée & ¢ et on peut alors utiliser les outils du plan affine
quadratique.

En troisitme remarque, il résulte de ces considérations que les configura-
tions en géométrie euclidienne n'utilisent pas le fait (un peu exceptionnel)
que la racine carrée de la forme quadratique est une norme.

Dans tout ce qui suit, % est un corps commutatif avec cark=2, 7T un
plan vectoriel sur %, ¢ une forme quadratique non dégénérée sur T, (e,e’)
une base orthogonale de (T, q) . Soient K la cléture algébrique %,
Tg:=Ke®Ke'=T®,K, q¢ la forme quadratique sur Ty définie par
ax(e)=qle) , ggle')=qle") , Gxle,e’)=0 ol gy est la forme polaire associée &
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1. Le groupe orthogonal de (7', q)

Soit ueGE(T) , alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Ona ueSO(T) (resp. ueO(T)-SO(T) ),

if) Mat(u;e,e'):[ ; _:y ] (resp. Mat(u;e,e’)= [; fi ]) avec

x,ye k ’ Q(e)x2+Q(€’)y2:q(e) et o= Ee")) .
gle

2. Le groupe orthogonal de (Tg, gx)
Soit ueGO(T) , alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Ona ueSO(Tk) (resp. ueO(Tg)-S0(Tg)),
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it) Mat(u;e,e’)= [ ; _::y ] (resp. Mat(u;e,e’)= [; fi ]) avec
x,ye K, gle)x®+q(e) y?=q(e) et a:=£q((e;-).
e

3. Le groupe des angles de droites
3.1. Le sous-groupe H Soient @ I'ensemble des droites non isotropes de
(T,q) , Bx l'ensemble des droites Ke de Tk olt eeT—{0} .

Lemme Soit ueSO(Tg) ,ecT—{0} , non isotrope, e'cT de fagon que (e,e’)

soit une base orthogonale de (T, q) alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Ona u(Ke)eQg,

ii) ona Mat(u;e,e')= [
iii) ona u?eSO(T) .

x —oy

Y x ] et il existe K> avec 0x,0yck et 0%k,

Définition Soit H:={ueSO(Tk) | u(Ke)eDg} , on a donc

H={u eSO(Tg) | u>cSO(T) } , ainsi H est un sous-groupe de SO(Txk) et de
plusona H={ueSO(Tg) | u(Dg)=Dg} et H opere transitivement ct fidele-
ment sur Dy .

Remarque Soient pek™,Q,:={teT|g(t)=p} ,alors SO(T) opere transiti-
vement et fid¢lement sur 2, .

3.2. Les angles de droites.

Soient toujours & l'ensemble des droites non isotropes de T'. Si D=ke est
élément de % , on note By la droite de Tk définie par Dg:=Ke . Sur B xD
on définit une relation d'équivalence ® par (D,D') R (A,A") si et seulement

si il existe ueH tel que u(Dg)=Ag et u(Dg)=Ax . Alors s&::ggfb s'appelle

I'ensemble des angles de couples de droites de @ et l'image de (D,D’) senote
D.,D’.

3.3. Le groupe des angles de droites

Soit De% . Si ueH , alors il existe D'e® , unique tel que u(Dg)=Dg ; soit

alors @(u):= D,D’ . Facilement ¢ induit une bijection p:{—%-a&ﬂ qui est
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indépendante de D . Il suit que p induit sur & la structure du groupe abélien
H__ qui sera notée additivement. En particulier, on a

{£1}
T T — T T T e T .
b,.D, +D,,D,=D0,,D, , b,,D; =0, D,,D, =—D,,D, , D,,D, =u(D,),u(D,) si

ueSO(T) et D,.D, = —u(D]),wlD,) si ueO(T)—SOT) .
Remarque Si le corps % n'est pas ordonné, il n'y a pas de notion de demi-droite.

4. Les droites orthogonales Soient % ['ensemble des droites vectorielles, non iso-
tropes de T ,D,D'eD , ucH tel que Dg=u(Dg) , alors les propriétés suivantes

sont équivalentes.
i) Ona u?
ii) les droites D et D’ sont orthogonales relativement & q .

=—1p,

Démonstration 1) implique 7)On a D=ke , soit o:=§(e,u(e)) , alors on a
a=§(ule),u?(e)) ,soit donc a=g(ule),—e) ; il résulte que =0 parce que
cark=2 . Donc D et D’ sont orthogonales.

i1) impligue 1) Si §(u(e) ,e)=0, alors d(u2(e),ule))=0, ainsi u?(e)=2e et
en appliquant g, on obtient 4%2=1. On a donc

Mat(u; e, u(e)) = (1) g] et ueSO(Tg) implique A=—1. Ainsi

2

u(e)=—e, etaussi u?(ule))=-ule) ; ce qui veut dire que w2=—15.

5. Les bissectrices de 1'angle @

5.0. Définition Soient & l'ensemble des droites vectorielles, non isotropes de
. . . ™S T

T,D,D'e%,onditque Ae est bissectricede D et D' si D,A" = A,D" .

5.1. Soient D,D'eD , alors les propriétés suivantes sont p

équivalentes.

i) Les droites D et D' admettent une bissectrice Ae% ,

it) ona gq(D)=q(D’).

Si ces conditions sont réalisées, on a D=ke , )’ =ke' avec e—f

qle)=q(e’) et alors k(e+e') et k{e—e') sont les

bissectrices de D et D' et elles sont ovthogonales. Par ailleurs il existe ueSO(T) tel

que u(e)=e’, soit veH (resp. weH ) tel gue vi=u (resp. w2=—u) ; alors

Kv(e)=K(e+e') (resp. Kw(e)=K(e—e') ).

e+f
f
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5.2, Soient B ['ensemble des droites vectorielles, non
isotropes de T , Dy, DoeD , alors AcD est bissectrice de D,
et Do si et seulement si op(D1)=Dy o0tk op est la symétrie /T\Dz

orthogonale de droite A .

5.3. Soient geT—{0} , e;eD; de facon que €
g(g—e;,e;)=0 pour i=1,2.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes. g
i) La droite kg est bissectrice de Dy et Dy, /!
i) ona qglg—e ) =qlg—ey) . %

Démonstration

1) 1l s'agit de montrer 5.1..

1.1) Montrons i) implique ii) 1l existe donc weH tel que u(Dg)=Ag et
u(Ag) =Dy , il suit de cela que u2?(Dg)=Dg . Orsi ueH , on sait que
u?eSO(T) , ainsi u?(D)=D', ce qui implique g(D)=g¢(D’) .

1.2) Montrons ii) implique i) Ona g(D)=q(D") , ce qui veut dire que
D=Fke et D'=ke’ avec gle)=gqle’) . Il existe donc ©weSO(T) tel que
u(e)=e’' , soit veSO(Tg) tel que v2=u.On adonc veH , ce qui implique
que v(Ke)=Ag olt AcD,en plusona v(Ag)=Dj ; ce qui montre que A est
bissectrice de D et D' .

1.3) Si ces conditions sont réalisées, on a D=ke ,D'=ke’ avec g{e)=q(e’) , il
suit d'abord que g(e+e’,e—e')=0. Soit ueSO(T) tel que ule)=e',ct veH
(resp. weH ) tel que v%=u (resp. w?=—u);alors

g(v(e) ,e—e'y=g(vie),e)—G(v(e),v%(e)) =0, cela montre que
Kv(e)=K(e-+e') . on montre de méme que Kw(e)=K(e—e') .

2) 11 s'agit de montrer 5.2. . On suppose toujours que Dy=ke et Dy=kf avec
g(e) =q(f) . Soit ¢ une symétrie orthogonale telle que ¢(D{)=Dy;ona
donc o(e)=f ou o(e)=—f . Supposons o(e)=f, alors on a aussi

c(f)=e et donc ocle+f)=e+f , cela veut dire que ¢ est une symétrie
orthogonale de droite k(e+f) . Si o(e)=—f on déduit de méme que o est
une symétrie orthogonale de droite k(e—f) .

3) Il s'agit de montrer 5.3. . Montrons que #) implique 7). Des formules
g=e;+(g—e;),g=es+(g—ey) et glg—e;)=q(g—ep) on déduir facilement
que q(eq)=gqley) et alors aussi que §(g,e;—ep)=0. Par ailleurs g(e;) =g(ey)
implique g(e;+eq,e;—ey)=0; ainsi kg=Fk(es+ey) et alors 3.3. montre que
kg est bissectrice de Dy et Dy
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Montrons Z) implique ) . Soit ¢ la symétrie orthogonale telle que

c(g)=g . Soit e;eD; tel que G(g—eq,e1)=0, alors

G{o(g—ey),o(e))=0, soit g(g—ole;)),o(e1))=0 , ce qui veut dire que
eg=0(ey) en utilisant 5.2, , il suit donc de cela que q(g—e;)=glg—ey) .

6. Angles et bissectrices de droites du plan affine quadratique

6.1, Définition Soient toujours % un corps commutatif avec cark=2,7T un
plan vectoriel sur %, ¢ une forme quadratique non dégénérée sur T . Soit
E=0+T, l'espace affine de direction T'.Si D et D’ sont deux droites affines
de E dont les directions ne sont pas isotropes, on appelle angle de D et D’ et

on le note D,D’, I'angle de la direction de D et de la direction de D'. Si D et
D' sont deux droites affines de E qui se coupent en un point a et dont les
directions ne sont pas isotropes, on appelle bissectrice de D et D’ toute droite
de E pasant par a et dont la direction est celle d'une bissectrice de la direction
de D et D'.

6.2. Lemme (la somme des angles d'un triangle) Soit a

(a,b,c) wun triangle de E  tel que les directions de
Vi(a,b),V(b,c),V(c,a) ne soient pas isotropes. Alors on a A 2

/\ b ¢
V@5, Via,0) +V(E ), Vie1b) + V(B ), ViBla) =0
6.3. Lemme (la médiatrice) Soient b,ceE de facon que m

c—b ne soit pas isotrope, A:r={meE|qgm—-b)=q(m —c)} .
Alors A:b_;:_‘?+(b—c)l . La droite A s'appelle la médiatrice

b [

de b et c.Soit (a,b,c) untrianglede E tel
que les directions de V(a,b),V(b,c),V(c,a) ne soient pas isotropes, alors les
médiatricesde a et b,b et ¢,c et a sont concourantes.

6.4, Lemme (le triangle isocéle) Soit (a,b,c) un triangle de
E el gque les directions de V(a,b),V(b,c),V(c,a) ne soient
pas isotropes. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Ona gla-b)=qg{a—c),

ii) le point a estsur la médiatrice A de b et ¢,

iii) ona V(mahwmb) .
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Démonstration L'équivalence ) et i) résulte de 6.3..
On suppose i) satisfait, soit ¢ la symétrie orthogonale de droite A, alors on
a o(a)=a,o(b)=c, o(c)=b.Ce qui montre iii) .
On suppose iii) satisfait. Facilement la droite V(b,a) coupe A en un point

/\ /\
a’ . En appliquant ¢ onadonc V(c,a),V(e,b)=V(c,a'),V(c,b), ainsi
Vic,a)=V(c,a’) .Ona a’'eV(b,a)nV(c,a), ce qui montre que a=a".
Alors 6.3. montre que gla—b)=qla—c) .

6.5. Lemme (les bissectrices d'un triangle sont concourantes)
Soit (a,b,c) un triangle de E , i.e. un repére affine de E .
On suppose que les directions des droites V(a,b) , V(b,c) ,
V(c,a) ne sont pas isotropes. On suppose en outre que les
droites V(b,c) et V(b,a) (resp. Vic,b) et Vic,a) )
admettent une bissectrice Dy, (resp. D, ). Alors Dy, ¢t D, se
coupent en un point i et la droive V(a i) est bissectrice des droites V(a,b) et
Via,c) .

Démonsiration C'est une conséquence immédiate de 5.3. .

7. L'algtbre de dimension 2 associée au plan quadratique
7.1. Le corps associé au plan quadratique défini.
7.1.1. L'application norme Soient (T,q) un plan quadratique défini, (e,e’)

une base orthogonale, o:=—2(€) [ L:=__klX] _r®Fke ol 6 est!'image de
gle) (X2— ) k[ X]

X dans L . Sachant que (T',q) ecst défini, le polyndme X2—o est un irréduc-
tible de 2[ X1, il suit de cela que L est un corps de degté 2 sur k. Soit o le
k-automorphisme de L défini par o(x+y8)=x~y8 pour x,yek . Facile-
ment si zelL ,alors N(2):=z0(2)ck,ona N(zz')=N(z)N(2') et N estune
forme quadratique sur le k-espace vectoriel L, ona

N(z,z’):%(zo(z’)»l-z’o(z)) ,ott N est la forme polaire associée & N . Soit

p:T—L défini par p(xe+ye)=x+y8@,alors p est un k-isomorphisme de k-
espace vectoriel et on a g(e)N(p(#))=q(¢) pour tout teT .

7.1.2. Le groupe orthogonal de (L,N)

Soit teL avec N(t)=1,alors v,;:L—L défini par v,(2):=tz est un élément
de SO(L) ; de plus ¢— v, définit un isomorphisme du groupe
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{teL*|N(¢)=1} sur SO(L) . Par ailleurs w,;L—L défini par t—>v,0 est un
élément de O(L)—-SO(L) ; de plus ¢— w, définit une bijection de
{teL*|N(#)=1} sur O(L)-SO(L) .

7.1.3. Le groupe des similitudes de (L,N)

Soit teL*:=L—{0},alors u,:L —> L défini par u,(2):=¢z est un élément de
Sim*(L) , i.e. une similitude directe de (L,N) ; de plus #— u, définit un
isomorphisme du groupe L™ sur Sim*(L) . Par ailleurs w,;L—L défini par
t—v,0 est un élément de Sim~(L) , i.c. une similitude indirecte de (L,N) ; de
plus ¢+ w,; définit une bijection de L* sur Sim™(L) .

7.2. L'algébre associée au plan hyperbolique

7.2.1. L'application norme Soit (T',q) le plan hyperbolique, (e,e’) une base
hyperbolique, ie. gle)=g(e’)=0, gle,e’)=1. Soient l'algtbre A:=kxk, o
l'automorphisme de A défini par o(x,y)=(y,x) . Soit N:A— % défini par
N((x,y)):=xy, alors o(2)2=N(2)(1,1) , il suit de cela que
N(z2')=N(z)N(z') , ainsi N induit un homomorphisme de A* sur 2%, ot
A* (resp. k™) désigne le groupe des inversibles de A (resp. £). En plus N est
une forme quadratique sur le k-espace vectoriel A ; si N est la forme polaire
associdea N,ona N({(z,z)(1,1)= %(zo(z’) +z2'0(2)) .

7.2.2. Le groupe orthogonal de (A,N)

Soit teA avec N(¢)=1, alors v,:A—A défini par v,(2):=¢tz est un élément
de SO(A); de plus v, définit un isomorphisme du groupe
{teAX|N(#)=1} sur SO(A) . Par ailleurs w;:A—A défini par t—v,0 estun
éément de O(A)~SO(4) ; de plus ¢— w, définit une bijection de |
{teAX|N(t)=1} sur O(A)-SO(A) .

7.2.3. Le groupe des similitudes de (A,N)
Soit €A™, alors u,:A—A défini par u,(2):=tz est un élément de Sim*(L),
i.e. une similitude directe de (A,N) ; de plus ¢+ u, définit un isomorphisme
du groupe A* sur Sim*™(L) . Par ailleurs w,:L—L défini par t—v,6 est un
élément de Sim~(L) , i.e. une similitude indirecte de (L,N) ; de plus ¢t—w,
définit une bijection de A* sur Sim~(L) .
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8. Coniques attachées 4 un espace quadratique affine

8.1. Définition Soit E=0+T un espace affine attaché A un espace quadra-
tique (T,q) non dégénéré. On appelle conique associée a la structure quadra-
tique toute conique C, , telle que C, [(R)={meE|[g(m—a)=u};clest une
conique 4 centre, de centre @ . Si meC, ,(k), alors la tangenteen m a C, ,
est la droite D passant par m et orthogonale 3 V(a,m) ; on a alors
{a}=C, ,(k)ND . Réciproquement si une droite coupe C, ,(k) en un
unique point m , cette droite est alors tangente a C, , (k) .

Remarque Compte tenu de 7. les coniques C,, ,
seulement si il existe teA” tel que N(#)=H".
i

et C, , sont semblables si et

8.2. Interprétation projective des coniques attachées 4 un espace quadratique
affine |

8.2.0. Le complété projectif d'une conique Soient T'=ke;+key un plan
vectoriel, E=o+7T un espace affine de direction T, V:=key®T , P(V) l'espace
projectif associé & V, m:V—{0} —>P(V) la surjection canonique,

Do :=n(T—{0}), alors o+t n(ey+2) est une bijection affine p de E=o0+T
sur I'espace affine P(V)-D, . Soit C une conique de E définie par un
polynéme F de degré 2 ; i.c.
F(o+xye1+xge9) =P(x1,%5) =Pg(x7,%9) + Py (21, %5) +Py(x1,29) ol
P;(X,,X;)ek[X;,X,] est un polynéme homogene de degré i ou —oo , pour
i=0,1 et Po(X;,Xy) ek[X(,X,] estun polyndme homogene de degré 2. Soit
C' la conique de P(V) associée 4 la forme quadratique @ sur V définic par
R(zeyg+xqe1+xg9e9) :=Po(xy,%3) +2 P (%1, X9) +22Py(xq,%5) ; on dit que C’
est le complété projectif de C . En particulier on a

p(C(R))=C'(k) N{P(V)-D} .

Remarque En termes de géométrie algébrique C' n'est autre chose que
l'adhérence de Zariski de C dans P(V) .

8.2.1. La conique complété projectif de C,, , Soit C , la conique de P(V)
complété projectif de C, , . Soient 8=a—o ,alors C; , est donc la conique
associée i la forme quadratique @, , définie par

R, ulzeg+t):=q(t—280) —z2u , qui est non dégénérée.
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8.2.2. Les points cycliques des coniques C, , Comme (Tg,qg) est un plan
hyperbolique, il admet exactement 2 droites isotropes D, et D, , il suit que
Co,(K)ND(K)={n(D1—{0}),x(Dy—{0})} . Les points

¢;:=n(D;—{0}) pour i=1,2 de P(Vg) sont communs 2 toutes les coniques
C,..(K) ; on les appellera les points cycligues de 'espace affine quadratique par
analogie 4 la situation euclidienne. Si T=ke @ kes ctsi (T,q) est hyperboli-
que, alors il existe a;,b;ek avec c¢;=n(a;e;+b;ey) , en d'autres termes les
points cycliques sont rationnels sur % ;si (T,q) est défini, il existe une
extension quadratique L de % avec a;,b;eL et c;=n(a;e;+b;es) .

8.2.3. Coniques associées 4 un espace quadratique et points cycliques

Soient E=0+T un espace quadratique affine, q la forme quadratique sur T,
P(V) le complété projectif de E selon8.2.1.,D;=Kd; pour i=1,2 les droites
isotropes de (Tx,qg) » ainsi done c;:=r(d;) pour i=1,2 sont les points cycligues
de E selon8.2.2., C' une conique de P(V) , associée & une forme quadratique @
sur 'V, non dégénérée, telle que c;e C'(K) pour i=1,2 . Alors il existe une
coniqgue  C de E  associde & la structure quadratique et telle que
p(C(k)) =C'(R)N{P(V)-D.} .

Démonstration On a donc Qg(d;)=0, comme Kd,=Kd,, alors la restriction de
Qx 2 Tg est nulle ou non dégénérée. Si elle était nulle, cela impliquerait que
Qx est dégénéré, donc aussi @ , c'est donc impossible. On a donc
Qr(dy) =Qg(dy) =0 et Qxldy,dy) 20 ; sachant que gg(di)=ggl(ds)=0 et
dg(dy,dg) =0 . Il suit qu'il existe AeK* tel que A Qg |r,=qx; mais en
regardant cette relation sur T' il suit que Aek* et donc que 1Q,p=¢. On
remplace désormais @ par AQ , onadonc @ r=q.0na TL=k(eg+6) avec
0eT et V:k(eo+9)éT.Ainsi donc

C'(k)={n(z(eg+6)+t)eP(V) | 22Q(eg+6) +q(t) =0} . Il suit que
C'(R)N{P(V)-D_}={r(eg+0+¢t) | g(t')=—Q(en+6)} . Soient a:=0+ 0 ,
fi=—@Q(ey+8), alorsona p(Ca,u(k))=C"(R)N{P(V)-D,} .

8.4, Lemme Soient (a,b,c) un repére affine de E de fagon que a—b , b—c
et c—a ne soient pas isotropes. Alors il existe une et une seule conique C associée &
la structure quadratique telle a,b,ceC(k) .
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Démonstration C'est une conséquence du lemme 6.3. sur les médiatrices.

8.5. Angles dans une conique associée Soient C une conique de centre o
associée 2 l'espace affine quadratique 0+7 ol ¢ est la forme quadratique sur
T' non dégénérée , ie. C(k)={meE|q(m—o)=u}.

8.5.1. Soient a,beC(k) avec a#b, alors a—b est non isotrope.

8.5.2. Soient b,ccC(k) avec o=%, ’__ )
acCk)—1{b,c} , alors G(b—a,c—a)=0. “
Réciproquement, soient a,b,ceC(k) , distincts, avec

Glb—a,c—a)=0, alors o est milieude b et c.

8.5.3. (le théoreme de langle au centre) Soient| .
a,b,ceC(k), distincts . Alors on a P

T T
2 V(a,b),V(a,C):V(O,b),V(O,C) ’ b
8.5.4. (le théovéme de cocyclicitd) Soient E un espace affine quadratique.
8.5.4.1. Soient C wune conique de centre o associte a E , c d

a,b,ceC(k) , distincts, D la tangente en b a C . Alors amc

/\ /\ 5
ona D,V(b,c)=V(a,b),V(ia,c) .
8.5.4.2. Soient a,b,c,dekE , guatre points distincts de W
fagon que (a,b,c) (resp. (d,b,c)) soit repere affine de D
E etque a-b,b—c,c—a,d—b,d—c ne soient pas isotropes. Alors les propriétés

suivantes sont éguivalentes.
i) Il existe une conique C associée & E avec a,b,c,deC(k),

/\ /\
ion a V(a,b),V(a,c)=V(d,b),Vid,c) .

Démonstration

1. 1l s'agit de montrer 8.5.1. . Solent e:=a—o , fi=b-o , il suit que
gle)=q(f)+#0, et donc gle+f,e—f)=0, ainsi kle—f)t=k(e+f), cequi
implique g(e—f)=0.

2. 1l s'agit de montrer 8.5.2.. Onadonc b=0+¢, c=0—t; il suit que
Glo+t—a,o—t—a)=g(o—a)—qg(t)=0. Réciproquement, soient
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a,b,ceC(k) avec §(b—a,c—a)=0,c’ est a
le point de C(k) tel que o soit milieu de b
et ¢’ , il résulte de ce qui précéde que
V(a,c’) est orthogonal & V(a,b) , ainsi
Via,c)=V(a,c') , comme la conique est
propre la droite V(a,c) coupe la conique
au plus 2 points, ainsi ¢=¢’.

3. Il s'agit de montrer 8.5.3.. On a

1) V@), Vo0 +V(E.0, Vo a) + V5 e, V(e b) =0
Q) 2 VE D Ve 0 +V(E e Vo) =0 (64.)

B) 2V 0), Ve b)+V(5,0),V(eie) =0
I suitde (1), (2), (3) que

2(V(E a),Vie,0)+ V(T 0), VEB)) = V(5 a0, Vioob),

e 2 V(@ a), V(5,0 =V(5,0), V(o))

4) 1l s'agit de montrer 8.5.4. .

4.1) Montrons 8.5.4.1.. Ona E=0+T etdonc Ex=0+Tx; soit (eq,e,) une
base hyperbolique de T . Quitte 4 faire une similitude, on peut supposer que
CK)={meTg|qglm-0)=1} .onadonc a—o:ae1+§e2 ) b-o=ﬁel+%e2 ’

c—o=ye;+1le;. Soit 8eK tel que 62=-1, alors 68e,;+ L e, définit la
1+, €2 q 1745 %2

direction de D . Soient e:=x,e;+xzey, fi=y €1 +¥ysey, ueSO(Tg) tel que

: : w0
Kf=u(Ke) , alors il est facile de montrer que Mat (u;eq,e,) :{0 1} avec
U

u2="%  Sidonc u(K(b—a))=K(c—a),ona u2=2;s
Yo Xy B
u'(K(6Beg +?91_ﬁ es))=K(e~b) , on a aussi ‘u"?:% .. Ce qui montre bien 8.5.4.1.

4.2) Montrons 8.5.4.2. . Si 7) est satisfait, soit D la tangentcen & 3 C. Il suit
de 8.5.4.1. que D,V(b,c)=V(a,b),V(a,c), et aussi que

/\ /\ a s . 'y} ') . » .
D,V(b,c)=V(d,b),V(d,c) ; ce qui implique 7). Supposons 71) satisfait. Soit D
la droite passant par b telle que
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T T T
D,V(b,e)=V(a,b),V(a,c)=V(d,b),V(d,c) . Soit C la conique associéec 3 E
telle que a,b,ceC(k) (8.4.), il suit alors de 8.5.4.1. que le centre 0 de C est
sur la droite passant par b et orthogonale & D ; mais o est aussi sur la
médiatrice de b et ¢. En considérant la conique C’ associée & E et passant
par d,b,c, on déduit que C et C’ ont le méme centre et passent par b, il
suit de cela que C=C’, ce quiest ).

9. Une configuration sur les bissectrices d'un triangle inscrit dans une
conique associée a 'espace affine quadratique

Soient E un espace affine quadratique, C
une conique associde & la structure
quadratique, o ,b,ceC(k) distincts,
b",c"eC(k) de fagon que V(b,b") (resp.
V(c,c") ) soit bissectrice les droites V(b,c) et
V(b,a) (resp. V(c,b) er Vic,a)) (si b=0b",
alors V(b,b") désigne la tangente en b 2 C ;
idem pour ¢") . Alors les droites V(b,b") et
Vie,c") se coupent en un point i . Soit a” tel que {a,a”"}=C(R)NV(a,i) , alors
i est [orthocentre du triangle (a”,b", c") .

Démonstration On sait par 6.5. que V(a,a”) est une bissectrice de 'angle en a
du triangle (a,b,¢) . Soit eeT tel que ke =k(c—a), il suit de 5.3. qu'on
peut choisir f,geT tels que kf=k(c—b), kg=k(b—a)) ,

gle) =q(fr=q(g) et Vic,i)=c+kle+f) ,V(b,i)=b+k(f+g) et on sait
alors que V(a,i)=a+k(g+e) ou V(a,i)=a+k(g—e) . Soient oy, ; (resp.
Ov(b.i)» Ovie,iy ) la symétric orthogonale de droite V(c,i) (resp.
V(b,i),V(a,i)) s, (resp. sp,s,) lapplication lindaire associée, on a donc par
5.3.,5,(e)=Ff,s(f)=g et 5,(8)=e ou s,(g)=~e.Sionavait s,(g)=e, cela
veut dire Gy, ;) Ovis. i) Ovie,p serdit fa symétric orthogonale relativement 2 la
droite i+ke ; dans ces conditions les scules droites stables par
Ov(a.i) OV(b.1) Ov(c,) sont i+ke et les droites orthogonales 2 i+ke . Sachant
que Oy(q,) 0,1 Ovie,n (V(a,c))=V(a,c) , on aurait donc V(a,c)=i+ke;ce
qui est impossible. On a donc s,(g) =—e , ce qui veut dire que
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Via,i)=a+k(g—e) . Solent weH (resp. v,ueH ) tel que w(e)ek(e+f) (resp.
v(F)ek(f+g), ulg)ek(g —e) ). Onadonc w2(e)=f, v3(f) =g, u(g)=—c¢.
Ainsi (uvw)?(e)=— e, ie. (wvw)?=—1,.Soient r, (resp. r,,r,») la
rotation de centre @ (resp. c,c” ) associde 3 u (resp. w,v ) de l'espace
quadratique affine Eg:=0+Tg. Compte tenu de 8.5.4.2. , on a
rerora(Via,a"))=V(e",b") , sachant que (v wuy)d=-— Ip , il suit de 4. que
V(a,a") estorthogonala V(c”,5"). De méme ona V(b,5") (resp. V(c,c"))
orthogonal 3 V(a”,¢”) (resp. V(b”,a"); ce qui montre que i est orthocentre
de (a”,b”,c").

10. Une autre configuration sur un triangle inscrit dans une conique associée
a I'espace affine quadratique

Proposition Soient (T',q) un plan quadratique
non dégénéré, E un espace affine de direction
T, (x,y,2) un repére affine de fagon que

x—y ,y—2 ,2—x nesoient pas isotropes. Soit C
la conique associde & q telle que x,y,zeC(k)
(8.4.) La droite passant par y (resp.z) et
orthogonale & V(x,2) (resp. V(x,y) ) recoupe
V(x,y) ) recoupe C(k) en vy, (resp.zy), deplus V(y,y) et V(z,21) se coupent
en un point h (si y=y,,V(y,y,) désigne la tangente en y & C) ; ainsi V(a,h)
est orthogonale & V(y,z) et recoupe C(R) en x, ; en d'autres termes h est
['horthocentre de (x,y,2) . Soient x5 (resp. yg,2q) le symétrique orthogonal de x
(resp. ¥,2) relati-vement & V(yy,2z1) (resp. V(zy,x1), V(xy,y1) ). Alors h est
aussi orthocentre de (x9,¥9,25) ).

Démonstration (nous reprenons ici la démonstration par les complexes qui nous a
été transmise pat P. H. Terracher) Soient o le centrede C, onadonc E=0+T.
Soient A la k-algebre associde & (T,q) selon 7., ainsi par l'application
o+¢—p(t) la configuration se traduit dans A comme il suit.
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a) Soient a,b,ceA avec
N(a)=N(b)=N(c):=u . La droite passant par
b recoupe C(k) identifié {mA*|N(m)=u)
en un point by et idem pour ¢ . Comme
(a,b,c) est un repere affine, les droites
V(b,by) et V(e,cq) se coupent un point que
l'on note toujours A . On a donc
0=N(h—c,a-b)=N(h-a,a—b)+N(a—c,a-b),
O:N(h—b,a—c).—_ﬁf(h—a,a—c)+ﬁ(a—b,a—c) et par soustraction on a
bien N(h—a,c—b)=0 . Ce qui montre que A est l'orthocentre de (a,b,c) .
Plus précisément, ona h=a+b+c, en cffet Nb+e¢ ,b—c)=0, de méme
N(c+a,c—a)=0,N(a+b,a—b) =0 . Sidonc h':=a+b+c,ona

h'eV(a,a) NV(b,by)NV(c,cy) , ce qui montre que h'=h.

B) Soient p,qeA avec N(p)=N(g)=pu,S, , la symétrie affine orthogonale
relativement 2 la droite V(p,q) , alorsona S, ,(m) z—l’fcr(m) +p+gq selon

les notations de 7. . En effet, on sait que m s 220(m)+p+q est bien un
It
antidéplacement ; facilement —2%6(p)+p+g=p, idem pour ¢, ce qui
i

montre que m— Po(m)+p+q est la symétrie orthogonale de droite
I

Vip,q) .
v) Hsuitde o) et B) que Sb,c(h)z—io(a)bc , et facilement

N(Sp (h))=p , ainsi donc alz-—%a(a) bc ; de méme blz—%c(b)ca ,
clz—%o(c)ab.

8) En tenant compte de ) et y) un calcul facile montre que
ag:=8p, o (@)=—a+bi+cy, bo:=8; o (b)==b+ci+ay,

cg=8, p,(c)=—c+ay+by . Il suit que cz—bzz(b—c)(1+ﬁ-(0'(b)+c(c))) et
que h—azz(b+c)(1+%(o(b)+o(c))) . Soit donc ¢g—by=(b—-c)z,

h—ag=(b+c)z , ainsi en désignant par 1, ['élément neutre de A et en
utilisant 7.1.1. et 7.2.1., on a.

N{cg—by,h—ay) 1:-;—z o(2)((b-c)o(b+c)+o(b—c)(b+¢))=0 . Ce qui
montre que N(cg—bz,h—az):o , de méme N(az—cz,h—bg):o ,

N(by—ay, h—cy)=0 . Cela montre que A est orthocentre de (ag, by, cg)
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11. Appendice
Sur les bissectrices d'un angle inscrit dans une conique associée et birapport
Soient E=o0+T wun espace affine quadratique, q la forme quadratique sur T,

C une conique de centre o associde & la structure quadratique, a,b,ceC(k)
distincts, ay et a) des points de C(k) . Alors les

propriétés sont équivalentes.

i) Les droites V(a,ay) et Via,a)) sont les bissectrices
de l'angle constitué par les directions des droites
Via,b) et Via,c) (si ay=a,V(a,ay) désigne la
tangente en o 4 C ),

ii) on a birapport (V(a,b),V(a,c),V(a,a,),V(a,a]))=—1 et o est milieu de
ay et ay,

iii) ona birapport (V(a,b),V(a,c),V(a,a)),V(a,a]))=—1 et
dglay—a,ai—a)=0,

iv) ona o estlemiliende a) et a] et gla;—aj,b—c)=0.

V) ona o estlemiliende ay eta) et Viay,a1) coupe V(b,c) enle milien i de

b etc.

Démonstration

a) i) impligue ii) Soient eeT tel que V(a,b)=a+ke, donc il existe
ueSO(T) tel que V(a,ay)=a+kule) , Via,e)=a+ku?(e) et Via,ap) est
orthogonal 3 V(a,a,) . Facilement la droite V(a+e,a+u?(e)) est orthogo-
nale 3 V(a,u(e)) etces 2 droites se coupent en un point m qui est milieu de
a+e et a+u(e) . Il suit que les droites V(a,d) , V(a,c) , V(a,a;) et
V(e,a) coupent la droite (projective) Via+ e,a+ u2(e)) en

(a+e, a+ u(e),m, ) ; il suit de cela que le birapport des 4 droites est — 1.
Sachant que §{a;-a,a;—a)=0 ilsuitde 8.5.2. que o est milien de a; et
ol .

B) ii) implique iii) Clestaussi 8.5.2..

v) iii) implique iv) . Il suit toujours de 8.5.2. que o est milieu de @, et aj.
Ensuite on a birapport (aq,ai,b,c)=—1 cela veut dire que
birapport(V(aq,a1),V(ay,al),V(a;,b),V(a;,e))=-1 ot V(ay,a;)

désigne la tangente & C(k) en aq . Soient i lintersection de V(aq,a}) et
V(b,c¢) et j l'intersection de V(aqy,aq) et V(b,c) ; on a alors
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birapport (i,j, b,c)=—1. Par le méme procédé centré en aj, en appelant ;'
l'intersection de V(b,¢) et V(a},al), ona birapport(i,j’, b,¢) =—1, donc
Jj=j'. Comme V(ay,a;) et V(aj,ay) sont orthogonales &

V(ay,a}) (nonisotrope) ,ona V(aj,a;) paralltled V(ai, ay), il suit de ce qui
précede que j=j' =00 sur la droite projective V(b,c) , sachant que
birapport(i,o0,b,c)=—1, onabien { quiest milieude b et c.

8) iv) implique v) . Soit i le milieu de & et ¢, un calcul facile montre que
Glo—i,b—¢)=0, ainsi V(o,i)=V{(ay,a}) .

e) v) implique i) . Onadonc §(ai—i,b —c) =0. Soient e=b—aj, il existe
ueSO(T) tel que u(e)ek(i—a}) . Facilement §(u2(e)—e,u(e))=0, ainsi
b+u(e)—eeV(b,c) . Par ailleurs c}(fﬁ%,u%)—e):o ; soit

2 . .
m:=a +‘3+‘;J , on a donc q(a’l—m,uz(e)—e):o , Le.

-~ ' v \ p 2 2 _
g(aj—m,b—c) =0, ce qui montre que z=a1+e“§(3)—b+” (;) € et comme

i-—-b‘z“: ,onabien ¢=aj+u?(e) . Cela montre que V(aq,a}) est bissectrice

V(ay,b) et Viay,c) . Alors le théoreme de l'arc capable 8.5.4. dit que V(a,a;)
est bissectrice des droites V(a,b) et V(a,c) . Sachant par 8.5.2. que V(a,a})
est orthogonale 3 V(a,aq) il suit que V(a,aj) estl'autre bissectrice.
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