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Prolongement d'une colonne unimodulaire en une matrice inversible
Prolongement d'une matrice en une matrice inversible

Soient A un anneau commutatif, M e Gl,(A) , i.e. il existe NeM, (A) avec
MN=I, . 1l suit de cela que détM eA*,i.e. détM est un inversible de A . Si
x:="(xq,%9,...,x,) est la premiere colonne de M , il suit de cela que
A=x1A+x9A+...+x,A . En effet, si ce n'était pas le cas, il existerait un
idéal maximal I de A avec x;A+x9A+...+x,Ac, alors en calculant
détA selon le développement avec la premiere colonne, on aurait

détA e, ce qui contredit le fait que détM eA™ .

Une colonne x:=“(xy,%9,...,x,) de A" telle que A=x;A+x5A+...+x,A
est appelée unimodulaire.

La question est donc de savoir si réciproquement, une colonne
unimodulaire peut étre la premiere colonne d'une matrice inversible.

Plus généralement, on dira que I'anneau A satisfait le prolongement de la
colonne unimodulaire si toute colonne unimodulaire a coefficients dans A
peut étre la premiere colonne d'une matrice inversible a coefficients dans A.

La réponse est toujours positive si n=2 , en effet si ux;+vaxg=1, alors

dét[xl u]:l.
DC2 —0U

La réponse est aussi toujours positive si A est un anneau principal.

Sans changer une virgule, la démonstration s'adapte au cas d'un anneau de
Bézout, i.e. d'un anneau integre dans lequel tout idéal de type fini est
principal.

Il y a aussi une large famille d'anneaux définie en 1961 par H. Bass (([B], p.

14.) ) qui donne une réponse positive. C'est ce qui suit.

Soit A un anneau commutatif, unitaire. On dit que A satisfait la propriété

"stable range 2", si pour tout s>2 et pour tout a;,as,...,a,, a4, 1EA avec

a1A+agA+...+aA+a, A=A | il existe by,bg,...,b;eA avec
(a1+b1ag,1)A+(ag+bga,, 1 )A+...+(a;+bsa,, 1)A=A.

On écrit de fagon abrégée cette propriété sous la forme SR(A) < 2.

De facon élémentaire, cette famille généralise les anneaux principaux.

Si A est un anneau avec SR(A) =2, alors A satisfait le prolongement de la

colonne unimodulaire.
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Toutefois, on est loin d'obtenir tous les anneaux satisfaisant le
prolongement de la colonne unimodulaire, puisque la réponse est toujours
positive si A= K[X;,Xs,...,X,] lorsque K est un corps commutatif, c'est

un résultat de Quillen et Suslin, 1976 ([La] p. 848).

Il y a deux généralisations du prolongement de la colonne unimodulaire.

La premiere consiste a considérer une matrice MeM,, ,(A) avec 1<k<n
telle que I'idéal engendré par les mineurs d'ordre 2 de M est A . Alors on
peut montrer que si A satisfait prolongement de la colonne unimodulaire,
il existe une matrice de GC,(A) dont les % premieres colonnes sont celles

de M.

La seconde consiste a considérer une matrice MeM,, ,(A) avec 1<k<n
dont A est I'idéal engendré par les mineurs d'ordre %2 de M . Soit de?,
on souhaite savoir s'il existe une matrice N de M,(A) dont les %
premicres colonnes sont celles de M et dont le déterminant est d . La
réponse est positive si l'anneau A est de Dedekind, c'est un théoreme de
Steinitz.

On sait que tout anneau satisfait la propriété de prolongement de la
colonne unimodulaire pour n=2 . En revanche, on a un contre-exemple

pour n=3, en considérant l'anneau
_ R[X.,Y,Z]

T (X2+Y2+Z%-DRIX,Y,Z]
et la colonne ‘(x,y,2) . Le résultat repose essentiellement sur le théoréeme

ZR[x,y,Z]

de la boule chevelue qui dit qu'un champ de vecteurs tangent a la sphere
réelle de dimension 2 s'annule en au moins un point. Cet exemple a été
mis en évidence en 1961 par [Sa ], proposition 10, p. 169 et en 1962 par
[Sw ], theorem 3, p. 270.

En revanche si K est un corps commutatif avec carK=2 et si
= K[X, Y,Z] :K
T (PX,Y,Z)-1DKIX,Y,Z] [x,y,2]

ou P(X,Y,Z) est un polyndme homogene de degré 2 qui admet un zéro
non trivial dans K3, alors la colonne “(x,y,2z) peut étre complétée en un
élément de GC5(A) ([Sa], proposition 10, p. 169, [To ]1979) .




3.
I. Le cas d'un anneau principal

Proposition Soient A un anneau principal, n>2 , x:="(xq,%9,...,%x,) avec
x,€A pour 1<k<n et A=x1A+x9A+...+x,A . Alors il existe MeSC,(A)
tel que x soit la premiere colonne de M ; ce qui veut aussi dire que x=Me, oi
£1:="(1,0,...,0) ; ce gui veut aussi dire qu'il existe NeSC,(A) tel que Nx=¢; .

Démonstration
La démonstration sera par récurrence sur n .

1) Le cas n=2 (on remarquera que dans ce cas, on n'utilise pas le fait que A
est principal).
De la relation A=x;A+x5A , il suit qu'il existe u,veA avec ux;+vxg=1.

Soit N::[ “ v],ona détN=1 et N[xl]:[1];ilsuitdoncquela
.?Cz O

—Xg X1

proposition est satisfaite.

2) On suppose que n>3 et que la proposition est satisfaite pour n—1.
Comme A est principal, il existe deA avec dA=xyA+x3A+...+x,A, 1l
suit alors de la relation A=x;A+x9A+...4+x,A que A=x;A+dA .
Comme x;€dA , il existe y;eA avec x;=dy; pour i>2.On adonc
A=y,A+y3 A+...+y,A , il suit de I'hypothese de récurrence qu'il existe
PeSl, (A) avec Py=e; ol y:='(yy,¥3,...,¥,) et ey:=%(1,0,...,0) et
(1,0,...,00eA™ 1 1l suit de cela que
Pz=de;,si z:="(x9,%3,...,%,) .

Soit B la matrice qui est le tableau diagonal (I;,P) , alors on a

Bl(xy,%9,...,%,)="%xy,d,0,...,0) avec dét(B)=1.
De la relation A=x;A+dA , il suit qu'il existe a,B€A avec ax;+Bd=1.

Soit T::[ _zl g] ,ona détT=1 et T[géll]: [(1)] . Soit la matrice C qui
est le tableau diagonal (T,I,_,), ona donc
CB '(xy,%9,...,x,)=£, avec dét(CB)=1;

ce qui montre la proposition.

Description du procédé algorithmique

Comme A est principal, il existe d,,_; €A avec d,_;A=x,_1A+x,A.On
adonc x, 1=d,_1¥,_1>%,=d,,_1Y, ; il existe donc o,BeA avec

B o

_y, yn_l],ona détT=1 et

ayn+ﬁyn_1=1 . Soit T::[
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r[%n1]- [(1)] et done 7[ 171 = [d%—l]. Si donc N,_; estla

matrice qui est le tableau diagonal (I,,_5,T) ,0ona
N, 14(xy,%9,...,%,)="(x1,%9,...,%, o,d, 1,0).
Comme A est principal, il existe d,,_5€A avec d,,_9A=x,_oA+d, 1A,
ie.d,, 9gA=x, 9A+x, 1A+x,A . Alors en utilisant la méthode
précédente, alors il existe ReSCy( A) tel que
x d
Rla )= 1%7]

Sidonc N, _, est la matrice qui est le tableau diagonal (I,,_5,R,I;) ,ona
dét(N, ) =1 et

N, 9N, 14(xq,%9,....%,)="(x1,%9,...,%, 3,d,_5,0,0).
On continue le processus en choisissant d,eA tel que
dpA=x,A+x, 1A+...+x,A pour k>2 et dy=1. Il suit alors que

NiN,..N, oN, {%(xq,%9,..,x,)=%1,0,...,0,0) .

Cela montre aussi que la matrice M:=(N{Ny...N,,_sN,_1)~! estun
élément de G¢,(A) dont la premiere colonne est “(x1,%g,...,%,) .

Remarque Sans changer une virgule, la démonstration ci-dessus s'adapte au
cas d'un anneau de Bézout, i.e. d'un anneau integre dans lequel tout idéal
de type fini est principal.

II. La propriété "stable range 2" et prolongement de la
colonne unimodulaire

Définition (la propriété "stable range 2" ) Soit A un anneau commutatif,

unitaire. On dit que A satisfait la propriété "stable range 2", si pour tout

§>2 et pour tout aq,0s,...,0,,0,,1€EA avec

a1A+agA+...+aA+a, A=A | il existe by,bg,...,b,eA avec
(a1+b1ag,1)A+(ag+bga,, 1 )A+...+(a;+bsa, 1) A=A .

On écrit de fagon abrégée cette propriété sous la forme SR(A) < 2.

Cette propriété est déja évoquée par H. Bass en 1961 ([B], p. 14.) On la
retrouve aussi chez D. Estes et J. Ohm en 1966 ([E-O], p. 14.). Remarquons
que chez Bass la propriété ci-dessus est notée SR(A) < 3 ; nous adoptons la
notation SR(A) =2 qui semble étre maintenant la plus courante.
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Quelques exemples d'anneaux A avec SR(A) <2

0. Une limite inductive A d'anneau A; avec SR(A;) =< 2 satisfait SR(A) =2
1. Si pour tout xeA—3N, le nombre d'idéaux maximaux qui contiennent
x est fini, ona SR(A) =2 ;M est le radical de Jacobson de A, i.e.
l'intersection des idéaux maximaux de A (lemme ci-apres).

2. Sil'anneau A a un nombre fini d'idéaux maximaux, alors SR(A) < 2
(c'est une conséquence de 1.).

3.Si A est anneau principal, ou de Dedekind, on a SR(A) =2 (c'est une
conséquence de 1.).

4.Si A est un anneau entier sur Z ou sur F,[T], onaSR(A) =2 (c'est une
conséquence de 0. et 1.).

5. 81 A est une algebre de type fini sur un corps commutatif, integre et de
dimension de Krull au plus 1, on a SR(A) =2 (c'est une conséquence de 1.).

Lemme Soient A un anneau commutatif, unitaire, N le radical de Jacobson
de A, i.e. l'intersection des idéaux maximaux de A . On suppose que pour tout
xeA—N, le nombre d'idéaux maximaux qui contiennent x est fini.

Alors l'anneau A satisfait SR(A) <2 .

Démonstration

Soient donc n>2, ay,ay,...,a,€A avec ajA+asA+..+a,A=A, il s'agit

de montrer qu'il existe by,by,...,b,,_1€A avec
(a1+b1a,)A+(ag+bga,)A+...+(a,,_1+b,_1a,)A=A.

1) On suppose que a1A+agA+...+a,_ A=A, alors by=by=...=b,_5=0
et b,_; quelconque conviennent.

2) On suppose que ajA+agA+...+a,_sAc)h, alors
(a1+a,)A+aA+..+a, sA+a, A=A.
En effet, s'il existe un idéal maximal It avec
(a1+a,)A+asA+...+a, sA+a,_1Ac, cela implique que a;+a,e
et comme a;efcM,ona a,e W ; parailleurs a;,aq,...,a,_seRcWL, il
suit donc que a,_;€ M ; ce qui est impossible puisque
a1A+asA+...+a,A=A.

3) Si 1) et 2) ne sont pas vérifiés, on a donc ajA+agA+...+a,_AzN et
a1A+aA+...+a, A#A.

Il suit qu'il existe un nombre fini d'idéaux maximaux qui contiennent
a1A+agA+...+a,_sA et que ce nombre n'est pas nul.
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Appelons {9y, Ny, ..., M} 'ensemble des idéaux maximaux qui
contiennent ayA+agA+...+a, A avec V=W, st i#j .

3.1) Si a,eM;uMyuU...uM, , il existe donc x;€A avec a, |—x;a,e;
pour 1<i<s. Par le théoreme des restes chinois, il existe beA tel que
b—(x;—-1)eM; pour 1<i<s . Il suit de cela que a,_;+ba,e M; pour
1<i<s.

Il reste 2 montrer que a;A+asA+...+a,_sA+(a,_1+ba,)A=A.
Supposons le contraire, il existe un maximal ¢ avec
a1A+asA+..+a, oA+ (a,_1+ba,) Ac . Cela implique que
ajA+agA+...+a, oA . Ainsi il existe i avec 1<i<s et M=W; .
Comme a,_ j+ba,¢ M, , cela donne une contradiction.

3.2) Si a,eMy nWyn...nWL,, il suit de l'inclusion

@A+ agA+...+a, sAcyNMyn...NW et de I'égalité

a1A+agA+...+a, 1A+a,A=A que a,_ 12 M;UMyU...uNL, et donc que
a, 1—a, ¢ M;uUyu...uM, . En utilisant la méthode de 3.1), il suit de
cela que ajA+asA+...+a, oA+(a,_ 1—a,)A=A.

3.3) Si les hypotheses de 3.1) et 3.2) ne sont pas vérifiées, quitte a changer
les indices, on peut supposer qu'il existe 1< t<s avec a, e UMyU... U,
etque a,e, NP, oN...nMV, . 1l existe donc x;€A avec a,_;—x;a,eW;
pour 1<i<t. Par le théoréme des restes chinois, il existe beA tel que
b—(x;—1)ed; pour 1<i<t.
Pour i>¢,ona a,e; ,sachant aq, aqg, ...,a,_o€M; et que
a1A+agA+...+a,A=A, il suitque a,_;+ba,e ;.
En résumé a,_;+ ba,e M, pour 1<i<s.
Alors la méthode utilisée en 3.1) permet de montrer que

a1A+agA+...+a, _9A+(a,_1+ba,) A=A

Théoreme (prolongement de la colonne unimodulaire)

Soit A un anneau tel que SR(A) =2 . Soit n>1, ay,aq,...,a,€A tels que
a1A+asA+...+a,A=A . Soit x:="ay,aq,...,a,) , alors il existe MeGl,(A)
tel que x soit la premiere colonne de la matrice M , c'est équivalent a, il existe
SeGl,(A) telque Sx=¢ o €:=%1,0,...,0) avec (1,0,...,0)eA".

Démonstration
1) Lecas n=1 ou n=2 est trivial.
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On suppose maintenant que n>3 et que le théoreme est vrai pour n—1.

2) Sachant que SR(A) <2, on sait qu'il existe b;,b9,...,b,_1€A avec
(a;+bia,)A+(ag+bya,)A+...+(a,_1+b,_1a,) A=A .

1. .. b
010 . by

Soit R:=| . . . . . eGl,(A) ,alorson a
L. 16,
0. . . 1

Rx=%'(a;+bia,,a9+bga,,..,a, 1+b, 1a,,a,) .
Il suit de I'hypothese de récurrence qu'il existe SeGe, _{(A) tel que
Sta;+bia,,a9+bsa,,...,a, 1+b, 1a,)=6 avec 6:=%(1,0,...,0) ol
(1,0,...,00eA™ 1.
Sidonc T est le tableau diagonal (S,I;),ona
T '"(a;+bia,,as+bgay,,...,a, 1+b,_1a,,a, =%1,0,..,0,a,)
ou (1,0,...,0,a,)eA"

1 0. .0
o 1. ..

Soit maintenant U := 0 1. . |=I,-a,E, ; ou E, ; estla matrice
—-a, 0. 01

dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en position (n,1) . Alors on a
U %1,0,..,0,a,)=41,0,..,0) ot (1,0,..,0)cA”".
Ainsi URx=¢:=%1,0,...,0) ou (1,0,...,0)eA™ avec UReG?,(A) .

III. Prolongement d'une matrice

Proposition Soit A un anneau qui satisfait le prolongement de la colonne
unimodulaire. Soient n>2,1<k<n ,M eM, ,(A) . On suppose que 'idéal
engendré par les mineurs d'ordre k de M est A . Alors il existe NeGC,(A)
dont les k premiéres colonnes sont celles de M .

Démonstration
Si n=2 c'est trivial.

On suppose maintenant que n>2 .

0 ou

UeM,(A) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, er 0 est la
matrice nulle de M, _,, 1,(A) .

1) L'objectif est de monter qu'il existe SeGl,(A) tel que SM:[ U] , 0
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1.1) On suppose que ‘(a;,ay,...,a,) est la premitre colonne de M .
Montrons que a1A+asA+...+a,A=A.

Sinon, il existe un maximal M avec a;A+agA+...+a, AcI . Il suit
facilement de cela que tous les mineurs d'ordre £ de M sont dans 2, ce
qui est impossible.

1.2) Comme A satisfait le prolongement de la colonne unimodulaire, cela
veut dire qu'il existe S;e€GC,(A) tel que S;%(a;,aq,...,a,)=41,0,...,0) .

Il suit de cela que SlM:[ é X] ot VeM; ;,_1(A), 0 est]'élément nul de

Mn—l,l(A) et NeMn—l,k—l(A) .

1.3) On sait que l'idéal engendré par les mineurs de M d'ordre k£ est aussi
l'idéal engendré par les mineurs d'ordre 2 de S{M ([Fr2] lemme 1.2.4.2.
p. 60). Ainsi 'idéal engendré par les mineurs d'ordre £ de S;M est A. Si
un mineur d'ordre %2 de S;M est le déterminant d'une sous-matrice qui
ne contient pas la premiere ligne de S{M , il est nul. Il suit facilement de
cela que l'idéal engendré par les mineurs d'ordre £—1 de N est A.

1.4) Par hypothese de récurrence sur %, il existe TeGC,_{(A) tel que
TN:[ ‘(})V] ,ou WeM,_{(A) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la

diagonale, et 0 est la matrice nulle de M,,_j 1 ,_1(A).
Soit S, la matrice qui est le tableau diagonal de (I;,7T) , il suit que

So(S1 M) :[ g] ,ou UeM,(A) est triangulaire supérieure avec des 1 sur

la diagonale, et 0 est la matrice nulle de M,,_,, ,(A) .
Ainsi 1) est montré avec S=S,S; .

U 0
2) Soit R:[ 0y I lk] ,ou U est définien 1), 0; estl'élément nul de
n_

My, ,_p(A), Oy estl'élément nul de M,,_,, ,(A) ; bien entendu ReGC,(A) .
: 0 .
Facilement S"'R=[M N’'],ou N’ ::S‘l[l 1 ] . Ainsi S‘lReGﬁn(A)

n—~k

etles & premieres colonnes de S “1R sontcellesde M.
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Théoreme ([S])Soient A un anneau de Dedekind, 1<k<n ,MeM, ,(A) .
Soient U l'idéal de A engendré par les mineurs d'ordre k de M et de?l .
Alors il existe NeM,(A) dont les k premiéres lignes sont celles de M et tel que
détN=d.

Démonstration (c'est la démonstration de [G-M-R])
1) Si k=n, il n'y a rien & montrer.

2) On suppose que 1<k<n et que M=[D 0] ot DeM, ;, 1(A) et O estla
matrice nulle de My, ,,_j,_1(A) .

Soient 1<i<k+1,d; le mineur qui est le déterminant de la sous-matrice
de M obtenu 2 partir de M en supprimant la i-¢me colonne et les colonnes
de £+2 a n. Facilement l'idéal djA+dyA+...+d} 1A estl'idéal
engendré par les mineurs d'ordre £ de M . Il suit de cela qu'il existe

MsAo, ooy Ap1€A avec d=A1di+Agdo+ .. + Ap 1dp 1 -

Soit AeM,,_ {(A) dontles k premiceres lignes sont celles de D et dont la
k+1-eme ligne est (pq,pg,... 4y 1) avec p;:=(—1)**12; 1l suit de cela
que détA=d.

) ) A 0y
Soit maintenant N ::[ 0. 1
2 th—k-1

My, ,,_1_1(A) et Oq estla matrice nulle de M, _,_; ,,1(A) . Facilement, on

] ,ou 0; estla matrice nulle de

a détN=d etles & premieres lignes de N sont celles de M .

3) Soient maintenant 1<k<n , MeM, ,(A), 2 l'idéal de A engendré
par les mineurs d'ordre 2 de M et de?l . Il suit du lemme ci-apres qu'il
existe Se€Gl,(A) tel que MS==[D 0] o DeM; ;,, 1(A) et O estla
matrice nulle de M, ,_,_1(A) . On sait que 2 est aussi I'idéal de A
engendré par les mineurs d'ordre & de [D 0] ([Fr2] lemme 1.2.4.2. p. 60).
Il suit alors de 2) qu'il existe une matrice NeM,(A) avec détN=d etles %
premicres lignes de N sont celles de [D 0] . Il suit facilement de cela que
les % premicres lignes de NS~! sont celles de M et que

détN S~ =dét(N) dét(S) ' .

Soit alors N’ la matrice dont les n—1 premiéres lignes sont celles de NS~!
et dont la n-¢me ligne est celle de NS~ multipliée par dét(S) . Il est
alors immédiat que N’ satisfait le théoreme.
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Lemme Soient A un anneau de Dedekind, 1<k<n ,MeM, ,(A) avec
rangM=*k . Alors il existe SeGC,(A) telle que la matrice MS soit une matrice
de la forme D O] ot DeM, ;,,1(A) et O est la matrice nulle de

My, _p_1(A).

Démonstration

Soit f:A"—A* l'application linéaire définie par f(X):=MX .

Il suit d'abord que f(A"™) est un A-module de type fini. Comme
F(A™) cA® | il suit que f(A™) est sans torsion. Sachant que A est un
anneau de Dedekind, on sait alors que f(A") est un A-module projectif
([Bk1] prop. 21, p. 78).

On sait alors que f(A"™) est isomorphe a un facteur direct L de A" ([Bk2]
prop. 4, partie d), A.I.39p. 78). On a donc

(1) A"=L®@kerf.

Bien entendu rang(L)=F% et rang (kerf)=n—~k.

Il suit de la structure des modules sur un anneau de Dedekind que

) L=~A*"1®] , kerf=~A"*"1@J

ou I et J sont desidéaux de A . Par ailleurs, on sait que I®J=A @ (IJ)
([Bk1] prop. 24, p. 79) . Ainsi, il suit de (1) et (2) que

(3) A"=L®kerf=~A*l®eh® A" *1dJ)~A"20UIDJ]),

ainsi

(4) AT=A""1 @ 1J).

Il suit de l'unicité de la factorisation ([Bk1] prop. 24, p. 79) que IJ=A et
donc que I®J=A%,

Ainsi

(5) L=L,®I ot Li=A*"1 kerf=Ly®J ol Ly=A""%"1;

cela implique en particulier que ker f contient un sous-module
L32An_k_1 )

Par ailleurs, on a

6) A"=(L;®IDJ) D (Ly)~ (L PA?) & (Ly) ~(L;DA%) & (Ly) ,

il suit facilement de cela que A™ contient un sous-module L, avec

7) A"=L,®L3 et L~AF1,
Il existe donc une base (e, ey, ...,e,) de A" telle que (eq, eq, ...,e5,1)
soit une base de L, et que (ep, s, €y, 3, ...,e,) soit une base de Lg .

Soit maintenant (eq, &y, ...,€; ) la base canonique de A* | alors on a

Mat(f; (e;), (g;)) = [DO0] ou DeM,, ,,1(A) et 0 est la matrice nulle de
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My, ,_1_1(A) puisque f(e;) =0 pour k+2<i<n . Cela veut bien dire qu'il
existe SeGl,(A) tel que MS=[D 0] .

IV. Un contre-exemple avec n=3

Proposition Soient A := RIX.Y,Z] et p:RIX,Y,Z]>A
(X2+Y2%2+Z2-1RI[X,Y,Z]

la surjection canonique avec x:=p(X),y:=p(Y),z:=p(Z) . On a donc

x2+y2+22=1, ce qui implique que le vecteur (x,y,z) de A® est unimodu-
laire. Alors, il n'existe pas de matrice NeGl3(A) dont "(x,y,z) est la premiére
colonne.

Démonstration

1) Soit M:={(a,b,c)eA%|xa+yb+zc=0)} . Alors on a
A3=A(x,y,2)®M .

Montrons que A3=A(x,y,z2)+M . Soit (a,b,c)eA® et a:=xa+yb+zc.

on a donc (a,b,c)=0(x,y,z)+(a—ax,b—oay,z—az) ; sachant que

x2+y2+22=1,0nabien (a—ax,b—ay,z—az)eM . Cela montre que

bien que A3=A(x,y,2)+M .

Montrons que la somme est directe. Si B (x,y,2)=(a,b,c) avec

xa+yb+ze=0, il suit que B(x%+y%2+22)=0 et comme x2+y2+22%2=1,

on a bien B=0 . Ainsi la somme est directe.

On suppose désormais que la proposition est fausse.

2) Cela veut dire qu'il existe (Py,Q9,R5)€A®, (P3,Q5,R3) €A, de fagon
x Py Pg
y @y Q3
z Ry R4

e=(x,y,2),e :=(Py,Qy, Ry) ,e":=(P3,Q3, R3) ,
alors (e,e’,e"”) est une base du A-module A3 .

3 3
On a donc par 1), ﬁezM et par ci-dessus iezA e'®Ae” , ie.

M=Ae'®Ae” . En conclusion M admet une base (f, g) avec
f:(UZ’VQ;WZ) ’g:(Ug,V3,W3) .

que eGl,(A) . Cela veut dire que si

3) Soit p:=(a,B,y)eR3 tel que a?+B2+y2=1, alors l'application
P(X,Y,Z)—P(a,B,y) induit un homomorphisme pp:A3eR tel que
Pp(P(P(X,Y,Z))ZP(OCaﬁ,Y) .
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Soient p=(a,B,y)eR3 tel que a?+p%2+y2=1, up:A?’a[R{3 défini par
up(a,b,c):=(py(a),p,(b),py(c)) .
Montrons que (u,(e),u,(f),u,(g)) est une base du R-espace vectoriel
R3. 1l suffit de montrer que (uy(e),u,(f),u,(g) engendre R3 . En effet,
il existe r,s,teA avec
(1,0,0)=re+sf+tg.

Alors

(1,0,0)=u,(1,0,0)=p,(r) uy(e) +p,(s) u,(f)+ py(t) uy(g) .
Ainsi (uy,(e),u,(f),u,(g)) engendre (1,0,0) . De méme
(uy(e),uy(f),u,(g)) engendre (0,1,0) et (0,0,1). Cela montre que
(uy(e) ,u,(f),u,(g)) est une base de R3 .

4) 11 suit en particulier de 3) que pour tout p=(a,B,7)eR? tel que
a2+B%+y%=1,0na u,(f)#(0,0,0) ;5 ie uy,(Uy,Vy,Wy)#(0,0,0) . Cela
veut dire que pour tout p=(a,B,7)eR?3 tel que a?+p%+y%2=1,0na

1) (pp(Us) ,pp(Vy) ,p,(Wy)) #(0,0,0) .

Et comme (Uy,Vy ,Wy)eM ,ona 0=xUy+yVy+2zWy, et en appliquant
p, a cette égalité, on a

2) O0=ap,(U) +Bp,(Va) +7p,(Wy) .

Ainsi, pour tout p=(a,B,7)eR? tel que a?+p%2+y%=1, le vecteur
(p,(Ug) ,pp(V3) ,p,(Wy)) de R3 est non nul et il est orthogonal a2 (e, B, 7).
Sachant par ailleurs que Uy, V5, Wy sont des fonctions polynomiales en
x,y,z a coefficients dans R, il suit que l'application

B)  p=(a,B,7)— (p,(Us),p,(Vy),p,(Wy)) est continue.

Cela définit bien un champ de vecteurs tangents a la sphere
S2={(a,B,7)eR3| a?+B2+y%=1} et de plus ce champ de vecteurs ne
s'annulle jamais.

Cela est en contradiction avec le théoréme de la boule chevelue (en 1V, ci-
apres), en conséquence la proposition ne peut étre fausse.

V. Le cas d'un anneau défini par un polynéme homogene

de degré 2

Soit K un corps commutatif avec carK#2 . Soit P(X,Y,Z) un polynéme

homogene de degré 2 . On sait que
(1) XBX,Y,2)+YIEX,Y,2)+ 290XV, 2)=2PX,Y,Z) .
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Soit

. KIX,Y,Z] )
) A= PEY.Z) LRx Y.z p:K[X,Y,Z] >A

la surjection canonique et x:=p(X) , y:=p(Y) , z:=p(Z) .
Soient U::p(%(X,Y,Z)) , V::p(%(X,Y,Z)) , W::p(%(X,Y,Z)) .

Il suit de (1) que
3) Ux+Vy+Wz=2.
Ainsi, le vecteur (x,y,2z) est unimodulaire.

Lemme Soit M:={ (a,b,c)eA2|Ua+Vb+Wec=0} . Alors on a
A3=A(x,y,z)®M . 1] suit de cela que M est un A- module projectif de rang 2.

Démonstration

1) Montrons que A3=A(x,y,2)+M .

Soit o0:=Ua+Vb+Wec.On adonc
(a,b,c)=%(x,y,z)+(a—%x,b—%y,c—%z).

Compte tenu de la relation (3) on a bien
U(a—%x)+V(b—%y)+W(c—%z):O ,

ce qui veut dire que (a=gx,b-0y,c—Fz)eM.

Cela montre bien que A%=A (x,y,2)+M .

2) Montrons que la somme est directe.

Si B(x,y,2)=(a,b,c) avec Ua+Vb+We, il suit que
B(Ux+Vy+Wz)=0 et compte tenu de (3) que B=0 . Cela montre bien
que la somme est directe.

Proposition Soit A ['anneau défini en (2). On suppose qu'il existe
(r,s,0)eK3-1{(0,0,0)} tel que P(r,s,t)=0. Il suit que le vecteur
unimodulaire “(x,y,z) est le premier vecteur d'une matrice N de GU3(A) et
aussi que le A-module M est libre de rang 2 .

Démonstration

Le polynéme P définit sur K® une forme quadratique, I'hypothese sur P
veut dire qu'il existe un vecteur isotrope non nul pour cette forme
quadratique.

1) Si le rang de la forme quadratique est 1 , cela veut dire qu'apres un
changement linéaire des variables, on peut supposer que P(X,Y,Z)= uX?
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avec ueK—1{0} . Ainsi M={(a,b,c)eA3|2uxa=0}; ce qui veut dire que
M=A(0,1,00©A(0,0,1) .
x 00
On a donc détly 10
z 01

premier vecteur d'une matrice de Gl3(A) .

=x,0r ux2:1;ce qui montre que t(x,y,z) est le

2) Si le rang de la forme quadratique est 2 , cela veut dire qu'aprés un
changement linéaire des variables, on peut supposer que

PX,Y,Z)= uX?+vY?.Ainsi M:={(a,b,c)eA®|2uxa+2vyb=0} .
Facilement e':=(vy,—ux,0) et e":=(0,0,1) sont des éléments de M . Si
e:=(x,y,z) ,ona dét(e,e’,e”)=—1.

Ce qui montre que ’(x,y,z) est le premier vecteur d'une matrice de
Gl5(A) et aussi que (e,e’,e”) est une base du A-module A3,

Onadonc A3=Ae®(Ae’'®Ae”) et comme par le lemme A3=Ae®M et
que Ae'®Ae"cM , il suit que M=Ae'® Ae” . En effet si meM , on a
m=Ae+ (A e +1"e") ,soit 0=Le+(L'e’"+1"e”—m) , sachant que
Ae'+2"e"—meM , il suitque A'e'+1"e"—m=0,ie. M=Ae'®Ae".

3) Si le rang de la forme quadratique est 3 , sachant que l'espace
quadratique contient un vecteur isotrope non nul, cela veut dire que K3
est somme directe orthogonale d'un plan hyperbolique et d'une droite
définie. Il existe donc un changement linéaire des variables qui permet de
supposer que P(X,Y,Z)=XY+uZ?.

On adonc M={(a,b,c)eA®|ya+xb+2uzc=0} . Facilement
e':=(—2uz,0,y) et e":=(x2,— 1,%xz) sont des éléments de M .

Par ailleurs, si e:=(x,y,z) ,ona dét(e,e’,e”)=2.
Ce qui montre que ‘(x,y,z) est le premier vecteur d'une matrice de
Gl5(A) et aussi que (e,e’,e”) est une base du A-module A3 . Comme en 2)

on déduit que M=Ae'®Ae"”.
VI. Le théoreme de la boule chevelue ((Br], 1912)

Théoreme Soir S2:={(xq,%9,%3) €R3| ()% + (x9)%+ (x3)2=1} . Soit
u:S25R3  une application continue avec la propriété que pour tout
(x1,%q,%3) €S2, le vecteur u((xy,%q,%3)) est orthogonal & (xq,%9,x3) ; i.c.
u est un champ de vecteurs tangents & la sphere S* . Alors il existe
(ay,aq,a3)€S? tel que u((ay,ay,a3))=(0,0,0) .
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Démonstration
On suppose le théoréme faux.

1) Ce qui veut dire que pour tout (x1,xs,%3)€S?, ona
u((xy,x9,%3))#(0,0,0) , alors 'application

u((xq,x9,x3))
| u((xl,xz,x3))”
On peut donc supposer désormais que pour tout (x;,%s,%3)€S? on a
lu((xy,x9,23))|[=1.

(x1,%g,x3) — posseéde les mémes propriétés que u .

2) Contruction d'un repeére "mobile” orthonormé du plan tangent et construction
de lacets.

Soit x:[0,27] x -2.% 1—-R3, I'application définie par

(1) x(6,¢) :=(cosBcos @, sinBcos ¢,sin @) .

Facilement, on a x(10,27] x [-2,2 =87

Soient (6,¢)e[0,2r] X [—g, g] , on définit e1(0,¢) , e5(0,¢) par

() e1(0,¢):=(—sinb ,cos0,0) ,

e9(0,0):=(—sing@cosf ,—sin ¢sin 6, cos ).
Alors (e1(6,¢),e9(8,¢9)) est une base orthonormée de 1'orthogonal de
x(6,9) dans R3. Sachant que u(x(6,¢)) est orthogonal 3 x(6,¢) , ona
u(x(0,9))=v1(0,0)e1(6,9)+v9(0,0) es(6,p) avec
(B) v1(0,0)=(u(x(8,9)) |e1(6,90)),v9(0,0)=(u(x(6,9))|ey(6,0))
ott (.|.) estle produit scalaire canonique de R3.
(4) Il suit de (3) que v1(0,9) et vy(6,9) sont des fonctions continues
sur [0,27] % [—g,g] .

Comme [u(x(6,9))||=1,0na (v1(8,9))%+(vy(6,9))2=1, par suite

(5) v(0,0):=v1(0,0)+ivye(8, 0)

est un élément de T:={zeC|zz=1}.

Soit q)e[—g,g] , alors l'application 6+ v(8,¢9) de [0,27] dans T est

continue et de plus v(0,¢9)=v(27,9) .
Ainsi l'application 6+~ v(6,¢9) de [0,27] dans T est un lacet défini sur
[0,27] avaleurs dans T que l'on notera v(.,¢) .

3) Le calcul du nombre d'enroulement du lacet v(.,¢) .

Soit w(v(.,9)) le nombre d'enroulement du lacet v(.,¢) (corollaire 1 et
définition ci-apres) . Il suit de (4) et du corollaire 2 ci-apres que l'application
¢—w(v(.,p)) est une application localement constante sur [—g , g] ;
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sachant que [— 1 est connexe, il suit que l'application ¢ — w(v(.,p))

b4
> 2

Do |

est constante.
Nous allons montrer que w(v(., % N=—1 et w(v(., —g y)=1.

Cela montrera que I'hypothese le "théoreme est faux” est a rejeter.
Calculons w(v(., g)) . Comme x(0, g )=(0,0,1) , sachant que
u(x(o, %)) est orthogonal 2 (0,0,1) ,on a

u(x(0, %))z(al,az,O) avec (aq) 2+ (ay) 2=1.
Il suit alors de (3) que
6) v(e, g )=(—a;sinO+ayco80)+i(—aj;cos0—aysing) .
Par ailleurs, il existe ceR avec a;=sina, ag=cosa . Ainsi (6) s'écrit

) v(6, g)=COS(oc+9)—isin(a+e)=e—i<a+9>,

On sait alors par le corollaire 1 que
w(v(., ))z—(a+27;)+(a+0)=_1.
T

Par une méthode analogue, on montre que w(v(0,—

YY) —=_

9 ))=—1.

Lemme (de relévement)

Soient T:={zeC|zz=1},a:[0,1]1>T une R

application continue. Soit tye R tel que e'"=a(0) . yV l
A

Alors il existe une unique application continue

b:[0,11 >R telle que pour tour t[0,1], e 60 _ g (¢)
et b(0)=t,.

1l suit que si ¢:10,11 >R est une application

continue telle que pour tout te[0,11, e*“D=a(t) , alors il existe keZ tel que
pour tout tel0,1], oma c(t)=b(t)+2kr.

Démonstration

1) Soient x€[0,1], V un voisinage de x contenu dans 10,11, a: V—T une
application continue. Soit yeR tel que e'>=a(x) . Montrons qu'il existe un
voisinage W de x avec WcV et b:W —R, une application continue avec
pour tout teW , eib(t):a(t) et b(x)=y.

Notons A:R — T l'application définie par A(t):=e’’. On sait que A
induit un homéomorphisme A":1y—-rn,y+7[—>T—{-A(y)} , i.e. un
homéomorphisme A':ly—n,y+r[—>T—{-a(x)} . Soit u:=(1") "', ona
donc pour tout zeT—{-a(x)},
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(1) e#®) —z et en particulier p(a(x))=y .

Il existe un voisinage W de x avec WcV et a(W)cT—{-a(x)} . Alors il
suit de (1) que pour tout te W, e * @) —q(¢) . Soit b défini par
b(¢):=pa(t),alorsona e®®=qa(z) et b(x)=y.

2) Soient V. un ouvert connexe de 10,11, a: V—T une application continue,
b:V >R, b":V >R des applications continues avec pour toutr teV
e ®W—q(t) et e’®VD=a(t) . On suppose qu'il existe tyeV avec b(ty)=b'(t,) .
Montrons que b=>5".

En effet, on a e~

1, il suit que ¢+ b(¢)—b'(¢) est une application
continue a valeurs dans 277, elle est constante puisque V est connexe et

elle s'anulle en ¢, , il suit que b=5".

3) (existence et unicité du relévement)

Il suit de 1) qu'il existe r>0 et une application continue b:[0,r[ -»R
telle que pour tout ¢€[0,r[ , e i) _q(¢) et b(0) =ty . De méme s'il existe
r'>r et une application continue &': [0,r'[ - R telle que pour tout
tel0,r'[ , e P=qa(t) et b'(0)=ty, alors il suit de 2) que b et b’
coincident sur [0,r[ .

Soit donc s le maximum des r qui satisfont la propriéeé ci-dessus. On a
donc une application continue b:[0,s[ - R telle que pour tout t€[0,s[,
e =q(t) et b(0)=t,.

Montrons d'abord que s=1.

Supposons s<1, alors par 1) il existe O<u<s<w<1 , une application
continue c:lu,wl - R telle que pour tout telu,wl, e’ =a(¢) . Soit v
tel que u<v<s . Comme e ¢V ¢b(v)
b(v)=c(v)+2rk . Alors il suit de 2) que l'application & et I'application

=a(v)=e , il existe keZ avec
t— c(¢)+2rk coincident sur Ju,s[ . Cela permet de prolonger
l'application & a2 [0,w[ ; et comme s est maximum, il suit que s=1.

La méthode précédente permet de prolonger b a 1.

Cela montre l'existence de b avec b(0)=t¢,.

L'unicité est conséquence de 2).

4) Soit ¢:[0,1] >R est une application continue telle que pour tout
te[0,11, e *PD=q(¢) . On a donc a(0)=e’to=¢i°® lors il existe keZ
tel que ¢(0)—2kn=t, .Sidonc ¢ :[0,1] >R est l'application définie par
¢'(£):=c(t)—2km ,on abien e’“® =ei¢® —q(t) et ¢'(0)=t, , alors
I'unicité en 3) montre que ¢'=b et ainsi pour tout te[0,1] , on a
c(t)=b(t)+2kn .
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Corollaire 1 et définition du nombre d'enroulement

Soient T:={zeC|zz=1}, a:[0,11>T une application continue telle que
a(0)=a(1) ;i.e. a est un lacet défini sur [0,1] & valeurs dans T . Soir
b:10,11 >R une application continue telle que pour tour t[0,1],

e 2D —a(t) (le lemme dit que l'application b existe). Alors on a
b(1)=b(0) .7

2n
et cet entier ne dépend pas du choix de b .
Ce nombre Zw s'appelle le nombre d'enroulement du lacer a . On le
T

notera w(a) (widing number).

Démonstration
L'existence de b est assurée par le lemme. Si b et ¢ satisfont les
hypotheses du corollaire 1, on sait par le lemme qu'il existe keZ tel que

b(t)=c(t) +2nk pour tout te[0,1] . Cela montre bien que
c(1)—c(0) _ b(1)—b(0)
2 2

Remarque On pourrait aussi définir un lacet comme une application
continue a:[x,y] >T,avec x,ye R, x<y et a(x)=a(y) . Alors on

définirait le nombre d'enroulement du lacet a par w(a):= 2 )2_b(x) , sl
T

a(t):eib(t).

Corollaire 2 (la continuité du nombre d'enroulements)

Soient T:={zeC|zz=1},a:[0,11>T (resp. a':[0,1]1>T) une
application continue telle que a(0)=a(1) (resp. a’(0)=a'(1) ) ; i.c.a

(resp. a') est un lacet défini sur 10,11 a valeurs dans T . On suppose que pour
tout tel0,1] ona |a(t)—a'(t)|<N2 . Alorson a w(a)=w(a’) ,ie. a et a
ont le méme nombre d'enroulement.

Démonstration
Par le lemme, il existe 6:[0,1] >R (resp. 5":[0,1]1 - R) une application
continue telle que pour tout te[0,11, e®P=a(t) (resp. e?®P=a'(t)) .1l

suit de cela que
i (B (D-b(1) _a'(t)
a(t)
De plus, pour tout te[0,1],0na | % —1|<V2.
a

Notons A:R — T l'application définie par A(t):=e’’. On sait que A
induit un homéomorphisme 1”: ]—g,%[ —{zeT||z—1|<V2}. Soit
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p:=(1") "1, on a donc pour tout zel avec |z—1| <V2 ,e"@_5  Soit

alors c¢(t) :=u(%) , il suit donc que e = % Il suit du lemme qu'il
a a

existe keZ tel que pour tout te[0,1] ,ona c(t)=b"(¢)-b(t)+2kn .
Ainsi
c(1)—c(0) _b'(1)=0'(0) _ b(1)-5(0)
2 2n 2r '

Comme —g< c(t) <% , il suit que —%<C(1)2_7c(0) <% , ainsi
T

—i< w(a’) —w(a)<i ; sachant que w(a’),w(a)eZ,onabien w(a)=w(a).
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