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Résumé. Nous déterminons le 2-rang du noyau sauvage WKa2(F) d’un corps de nombres F' en
introduisant un 2-groupe de classes ad hoc construit sur les diviseurs logarithmiques signés du
corps considéré. Le résultat principal ainsi obtenu peut étre regardé comme la généralisation
pour ¢ = 2 de 'isomorphisme canonique jur ®z CNZF ~ ZWKQ(F) établi pour ¢ impair dans
un travail précédent (cf. [Ji], [JSo]). Le critére général de trivialité du 2-noyau sauvage
que nous donnons conduit dans le cas particulier des corps quadratiques & une interprétation

logarithmique simples des conditions diophantiennes obtenues par d’autres auteurs.

Abstract. We compute the 2-rank of the wild kernel WK2(F') of a number field by con-
structing a 2-class group ad hoc. The main result generalizes in the intricate case ¢ = 2 the
canonical isomorphism pup ®z &F o~ ZVVKQ(F) established for odd primes ¢ under the as-
sumption py C F in a previous article (cf. [J1], [JSo]). It involves a criterion of triviality for
the 2-part of the wild kernel of Galois fields which, in the particular case of quadratic fields,

leads to a logarithmic interpretation of the diophantine conditions obtained by other authors.

Introduction

On sait que si F' est un corps de nombres, le noyau WK (F') dans Ko(F')
des symboles sauvages donnés par la théorie locale du corps de classes est un
groupe fini dont I'arithmétique est mystérieusement reliée & celle des groupes
de classes. Par exemple, si F' contient les racines 2¢-iémes de 'unité, pour
un premier donné ¢, la formule explicite pour le symbole de HILBERT (%)
donnée dans [J;] montre que le f-rang du groupe WK, (F') coincide avec celui

du ¢-groupe des classes logarithmiques C/r ; et, plus précisément, que 'on a un
isomorphisme naturel de modules galoisiens :
ot @7, Clp ~ WKy(F)/WKo(F)*.

Lorsque le corps de nombres F' ne contient pas de racine primitive f-iéme
de T'unité ¢, il est toujours possible, le nombre premier ¢ étant alors impair,
d’introduire lextension relativement abélienne L = K (¢) dont le degré [L : F]
est étranger a £, et d’utiliser les techniques classiques des algébres semi-simples
pour interpréter le quotient

‘WK (F) = WKy(F)/WKo(F)*
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comme une composante isotypique convenable du groupe de classes logarith-
miques ‘Cly, = Cl,/Cl} relativement a I’action du groupe A = Gal(L/F), donc
ici encore de caractériser la trivialité du £-noyau hilbertien en termes de classes
logarithmiques, ainsi qu’il est fait dans [JSo].

Pour ¢ = 2, en revanche, 'isomorphisme précédent peut étre en défaut
lorsque le corps F' ne contient pas les racines 4-iémes de 'unité comme ’attestent
les calculs menés dans [S;] pour les corps quadratiques Q(v/£d). Et il n’est pas
possible de pallier simplement cette difficulté en introduisant le sur-corps F[i]
et en appliquant les mémes techniques que dans le cas ¢ impair, du fait des
phénomenes de capitulation qui apparaissent dans Uextension F[i|/F. Il suit
que le 2-groupe des classes logarithmiques défini dans [Jo] n’est pas dans ce cas
I'invariant de type classe adapté a I’étude du 2-noyau hilbertien.

De fait, si I'on examine attentivement la formule explicite pour le symbole

_Ilgp T) établie dans [J;], on constate qu’elle est en défaut (en ’absence

sauvage (

des racines 4-iémes de 'unité) aux places 2-adiques qui ne se décomposent pas
dans lextension F[i|/F. D’ou lintérét d’introduire alors une notion différente
de celle de classes logarithmiques, prise tant au sens ordinaire comme dans [J]
qu’au sens restreint comme dans [Ss] (car ces derniéres ne tiennent compte de la
fonction signe qu’en les seules places réelles) : c’est la notion de classes logarith-
miques positives basée sur celle de classes signées définie dans [J4].

Le résultat principal de ce travail peut alors se résumer comme suit :
Théoréme 0. Soient F' un corps de nombres et WKo(F') le noyau des symboles
sauvages dans Ko(F).

(i) Si le corps F n’est pas logarithmiquement signé®, on a directement :

WKy (F)/WKy(F)? ~ {+1} ®z, Clr,
ot EZF désigne le 2-groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) de F'.
(ii) Si le corps F est logarithmiquement signé, on a semblablement :
WK (F)/WKy(F)? ~ {£1} @z, CLE™,
ou CLE désigne le 2-groupe des classes logarithmiques positives de F.

Dans ce dernier cas, on a canoniquement *CLE™* = 2CLE> si et seulement
si le corps F est logarithmiquement primitif.

En particulier, dans tous les cas la trivialité de la 2-partie du noyau sauvage
WK, (F) est donc caractérisée par celle d'un groupe de classes logarithmiques
convenable, et son 2-rang peut ainsi étre aisément calculé dés que le corps F' se
préte aux calculs numériques.

ILe corps considéré F est non logarithmiquement signé lorsque les extensions cyclotomiques
locales ch [i]/ Fp attachées aux places non complexes sont infinies procycliques ; il est logarith-
miquement signé, en revanche, lorsqu’il admet des places réelles ou encore des places paires
(i.e. au-dessus de 2) en lesquelles I'extension locale F§[i]/Fp n’est pas infinie procyclique.
Dans ce dernier cas, il est logarithmiquement primitif lorsqu’une au moins des places paires
vérifie la condition précédente et ne se décompose pas dans la Zs-extension F¢/F'.



Index des principales notations

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ci-dessous les principales
notations sur les classes logarithmiques introduites dans [Jo|, [J3] ou [J4], que
nous utilisons dans cet article, ainsi que les notions nouvelles définies plus loin.

En particulier, si F' est un corps local, complété d’un corps de nombres en
une place p, nous notons :

Ry = lim F)Fy 2" . le compactifié 2-adique du groupe multiplicatif Fy s

vp( ) ¢ la valuation (au sens ordinaire) sur R, a valeurs dans Z ;

U, = Ker vy, le sous-groupe unité de R, ;

Up( ) : la valuation logarithmique sur R, & valeurs dans Z ;

Zj{p = Ker v, : le sous-groupe des unités logarithmiques dans R, ;

| |p : la valeur absolue 2-adique sur R, a valeurs dans ZJ ;

171; = Ker| |, : le sous-groupe des unités logarithmiques positives de R, ;

sgy( ) = (| [p) : la fonction signe sur R, & valeurs dans +1 ;

R; = Ker sg, : le sous-groupe des éléments positifs de R,.

Et, si F est un corps de nombres, nous notons F° sa Zs-extension cyclo-
tomique, F'° sa 2-extension abélienne localement cyclotomique maximale, puis :

Jr =[1,"" Ry : le 2-adifié du groupe des idéles de F' ;

Rrp = 7Zs ®z F* : le sous-groupe des idéles principaux ;

Ur = Hp Uy : le groupe des unités locales ;

Up = Hp Z/N{p : le groupe des unités logarithmiques locales ;

Er = Rr NUF : le 2-adifié du groupe des unités globales ;

Er =Rp N Up : le groupe des unités logarithmiques globales ;

Dlp ~ Jr /Z/~{F : le groupe des diviseurs logarithmiques (au sens ordinaire) ;
j = le sous-module des éléments de degré nul dans Jr ;

fizp =J fa /ij : le groupe des diviseurs logarithmiques de degré nul ;

73@1: ~Rp/ & 7 : le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux ;
Clp = Jrp/UrRFE : la 2-partie du groupe des classes (au sens habituel) ;
Clp = Dlp / Plp: le groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) ;
Jp ¢ le noyau dans Jr de la formule du produit pour les fonctions signes ;
j = le sous-module des éléments de degré nul dans Jr ;

L?;; =Up N j}’? : le sous-groupe unité de jj; ;

T =1l,e PLS2, Ry ¢ prs, Zj{p : les ideles logarithmiquement positifs ;
L?}' = HZ;{;‘ : le sous-groupe des unités logarithmiques positives ;

DLP”® = Jr /TR : le groupe des diviseurs logarithmiques positifs ;

132208 : le sous-groupe des diviseurs logarithmiques positifs de degré nul ;
PLE’® : le sous-groupe principal de DR et 73%;03 celui de 56208 ;

CLE” =DLp” /PLE’ : le groupe des classes positives ;

—~pos —~ pos ——pos ..
Cly =Dl /Plr : lesous-groupe des classes positives de degré nul ;



1. Rappels sur les valuations logarithmiques et les fonctions signes

1.1 Places signées, semi-signées, logarithmiquement signées (cf. [J4])

Le nombre premier ¢ étant désormais égal a 2, notons ¢ une racine quatriéme
de 'unité puis, pour chaque corps de nombres F', écrivons F'¢ (respectivement
Fc[i]) la Zs-extension cyclotomique (respectivement la pro-2-extension cyclo-
tomique maximale) de F', puis convenons d’écrire :

Définition 1. Désignons par P7¢ I’ensemble des places non complexes de F' ;
nous notons :

(i) PSp = {p € Pp°| i ¢ F,} l'ensemble des places signées c’est a dire le
sous-ensemble de Pp¢ formé des places qui ne se décomposent pas dans F/[i]/F ;

(ii) PNSp = {p € Pg°| i € F,} 'ensemble des places non signées c’est a dire
le sous-ensemble de Pp¢ formé de celles qui se décomposent dans F[i]/F ;

(iii) PLSp = {p € PSr| i ¢ Fy} I'ensemble des places logarithmiquement
signées?, c’est & dire le sous-ensemble de PSr formé des places qui ne se décom-
posent pas dans Pextension F°[i]/F° ;

(iv) PSSp = {p € PSp| i € Fy'} I'ensemble des places semi-signées c’est a
dire le sous-ensemble de PSr formé de celles qui se décomposent dans F°[i]/F° .

En d’autres termes, dans la partition
ch = PLSr U PSSy U PNSF,

- les places logarithmiquement signées sont les places réelles et les places
paires (i.e. au-dessus de 2) qui vérifient ¢ ¢ Fy ;

- les places semi-signées sont les places (finies) impaires qui vérifient ¢ ¢ F),
et les places paires (i.e. au-dessus de 2) qui vérifient i € Fiy \ F ;

- les places non signées sont les places finies qui vérifient i € F),.

Définition 2. Lorsque l’ensemble PSp des places signées est non vide, il est
alors infini en vertu du théoréme de éebotarev, et cela a lieu si et seulement si
le corps F' ne contient pas les racines quatriémes de 1'unité. Nous disons alors
que F est signé.

Lorsque 'ensemble PLS des places logarithmiquement signées est non vide,
il est commode de dire que le corps F' est logarithmiquement signé. Cela a lieu si
et seulement si ¢ n’est pas localement contenu dans la Zs-extension cyclotomique
F¢; en d’autres termes si et seulement si ¢ n’appartient pas a la pro-2-extension
abélienne localement cyclotomique maximale F'¢ de F.

Remarque. Selon K. Hutchinson (cf. [Hy], [Ha]), le corps F est dit exceptionnel
lorsque sa Zs-extension cyclotomique F'© ne contient pas les racines quatriémes
de l'unité. La notion de corps exceptionnel, caractérisé par i ¢ F€, est donc
intermédiaire entre celles de corps signé, caractérisé par i ¢ F, et de corps
logarithmiquement signé, caractérisé par i ¢ F'°.

2Dans la terminologie de K. Hutchinson, ces places sont dites exceptionnelles.



1.2 Valuations logarithmiques et fonctions signes

Rappelons qu’en chaque place non complexe p d’un corps de nombres F' est
défini sur le compactifié 2-adique Ry, = lim F,* /)0 2" du groupe multiplicatif Fy
du complété de F' en p une valeur absolue 2-adique, a valeurs dans Z = 1427,
donnée par la formule :

sgp () si p est réelle,
|2 ], ={ Np~ (@ pour p f 250,
N, /g, ()Np~") enfin, pour p | 2.

Dans celle-ci, sg, (x) est la fonction signe attachée au plongement réel cor-
respondant a la place p ; Np est la norme absolue de l'idéal p ; et v, est la
valuation p-adique attachée a p.

La famille (| . |p), des valeurs absolues 2-adiques, ol p parcourt l’ensemble
des places non complexes de F', peut ainsi étre regardée comme un morphisme
sur le 2-groupe des idéles Jr = [],"° R, a valeurs dans Z; ; et il est bien connu
(cf. [Js], prop. 1.8.) que les ideles principaux, i.e. les éléments du tensorisé
2-adique Rp = Zo®yz F'* regardé comme sous-groupe de Jg, vérifient la formule
du produit

VeeRr [llzl|,= L
p
Maintenant, la décomposition canonique Z5 ~ {£1} x (1 + 4Z3) ~ Fo & Zo
permet d’écrire tout élément z de ZJ comme produit de son signe e(z) € {+1}
et de sa composante "positive" e(x)z € 1+ 4Z,.

Cette décomposition améne alors & associer a chacune des places non com-
plexes du corps F' deux applications définies sur le compactifié 2-adique R, et
a valeurs respectivement dans Zy et dans {£1} :

e une p-valuation logarithmique v, d’une part, donnée par la formule :

Tp(r) = —EEe (cf. [Jo, p. 306, déf. 1.3 (iv)),

ou degp est un facteur de normalisation choisi pour qu’on ait v,(Rr) = Zs ;
e une fonction signe sg, d’autre part, dont une expression est :
sgp(+) = e(l - |p)  (cf. [Ju], p. 457, déf. 1),
ou ¢ désigne la projection de Z5 ~ {£1} x (14 4Zy) sur {£1}.

Le noyau L~{p de la valuation v, est, par définition, le sous-groupe des unités
logarithmiques de Ry ; celui de la fonction signe sg, est le sous-groupe des
éléments positifs R;r ; I'intersection Ut = Z]p ﬂRg, enfin, est le sous-groupe des
unités logarithmiques positives.

La place p est donc signée lorsque la fonction signe sg,, est non triviale, auquel
cas le sous-groupe positif R; est d'indice 2 dans R, ; elle est logarithmiquement
signée lorsque la fonction signe sg, est non triviale sur le sous-groupe unité LN{p,
auquel cas Zj{;' est d’indice 2 dans Zjlp. Cette derniére éventualité ne se produit
qu’aux places réelles et & certaines des places au-dessus de 2.



2. Lien avec le symbole de Hilbert sauvage (%ﬁ“’)

2.1 Rappels sur le 2-symbole de Hilbert (%)

Désignons par m = 2 l'ordre du groupe pup des racines de l'unité dans F
(supposé signé) et, pour chaque place non complexe p de F' notons de méme m,,

l'ordre du groupe i, des racines de l'unité dans Fy, puis ¢, un générateur de

p /2
pr, (de sorte que nous avons C;n o/

Fp. Classiquement, le symbole de Hilbert attaché & p est défini sur F,* x F,*

par la formule :
ﬂ) _ mpwp(y)—l
( i Ve ,

= —1) et &, une racine carrée de (, dans

oll wy est I'application de réciprocité a valeurs dans Gal(Fé‘b /Fy) donnée par la
théorie locale des corps de classes. En particulier il vient :
(%) _ g;’p(ﬁ) 1 :

et cette derniére expression vaut aussi bien pour x € R, si I'on continue a
noter w, "isomorphisme topologique R, =~ Gal(Fpab /Fy) donné par la théorie
(-adique (pour ¢=2).

Avant d’établir une formule explicite pour ce dernier symbole, disons un mot
sur la formule du produit : il est bien connu qu’il existe une unique relation entre
les symboles de Hilbert attachés aux places non complexes de F', qui s’écrit :

1, (7
Introduisons maintenant le noyau sauvage WK»(F'), i.e. le noyau dans Ks(F)

des symboles de Hilbert (ou symboles sauvages) attachés aux places non com-
plexes de F. Il est caractérisé par la suite exacte courte (dite de C. Moore)

my/m
) = 1.

1 — WEy(F) — Ky(F) — @ppr, — 1,

ou le tilde sur la somme directe & droite signifie que ’on se restreint aux familles
(¢p)p qui vérifient la formule du produit [ ¢, /m o,

Un résultat fondamental de la K-théorie des corps de nombres nous assure
que WK, (F) est fini. Cela étant, son f-rang coincide sous certaines hypothéses
avec celui du /-groupe des classes logarithmiques EZF, groupe présumé fini sur
la définition duquel nous reviendrons plus loin. Plus précisément, si le corps F'
contient le groupe des racines 2/-iémes de I'unité, I’isomorphisme canonique

otip @z, Clp ~ WEKy(F)/WKy(F)*

cité dans I'introduction permet de relier le /-quotient ‘WK, (F) & un invariant
arithmétique facilement calculable du corps considéré.

Pour obtenir une description analogue avec £ = 2, en 'absence des racines
4-iémes de 'unité, nous avons besoin d’une expression explicite du 2-symbole
sauvage, que nous allons maintenant établir.



2.2 Expression explicite du 2-symbole sauvage (%px)

Avec les conventions précédentes, il vient :

Théoréme 3. Les symboles de Hilbert (%) attachés aux places non com-

plexes de F' sont donnés par la formule :

-1, x

by

(717 :1:) = sg,(z) pourp € PSp ; (

7 ) = (—I)EP(I) pour p ¢ PLSp.
p

Et pour p € PSSy = PSp \ PLSF (i.e. pouri € Fy\Fy), on a simultanément :

.z _
’ = S xT e _1 Up (CD)
(7)) = sela) = (-1
Preuve du Théoréme. Distinguons différents cas suivant la nature de la place p :

e Si p est réelle, nous avons directement (%) = jwe(@)—1 — sg, (),
comme attendu, puisque les normes dans I'extension quadratique C/R = R[i]/R
sont les éléments positifs.

e Si p est finie et au dessus d’'un nombre premier impair p, écrivons m, =
P (Np — 1) et observons que, p"* étant lui méme impair, le symbole sauvage

p'P
(%) coincide avec sa puissance (%px) qui n’est autre que le symbole
régulier (—1,2), = (—1)"®). Finalement, comme les p-valuations vy (-) et vy (-)
sont égales & un facteur 2-adique inversible prés (cf. [Js], p. 306, th. 1.4 (4i)),
il suit, comme attendu : (%) = (=1)% @),

e Si p est au dessus de 2, écrivons my, = 2"»(Np — 1), avec cette fois-ci
(Np — 1) impair.
- Si p est signée, 1, vaut 1 et il vient directement :
) Np—1
(%pa) = (%ﬁ) = (@)=l = sgp(z), comme dans le cas réel.
- Si p n’est pas signée enfin, I’hypothése ¢ € F}, permet d’appliquer le
théoréme 1 de [J1] qui donne la formule explicite :
—1,z\ _ Tp () .
(32) - oo
ce qui achéve la démonstration via la parité simultanée de vy () et sg,(zp) en
les places signées (non logarithmiquement).

Lorsque F est signé, m vaut 2 et la quantité my,/m est paire aux places non
signées, impaire aux places signées. Il vient donc :

Scolie 4. Dans un corps signé, la formule du produit pour les symboles (_;’p‘ )

s’écrit tout simplement :
—1, _
VreRp HpEPSF( pr> = 1.

Proposition 5. On a : {—1, -1} € WKy(F) <= Vp | 200 [F}, : Q)] est pair.



Preuve. Cela résulte directement des formules explicites du Théoréme 3 : Pour

p non signée, on a immeédiatement (%) = 1. Et pour p signée, il vient :

: sl p 1200 ;

1,1 |
( F, ) = sgp,(=1) = { N/, (=1) = (—1)lF>:Q] pour p | 2 ;
—1 pour p | co.

Il suffit alors d’observer que le degré local [F}, : Q2] est encore pair pour p com-
plexe (car on a [C : R] = 2) et pour p paire non signée (ot 'on a F, D Qa[i]).

Bien entendu, lorsque la condition de parité a droite est vérifiée, la proposi-
tion 5 ne dit pas si {—1, —1} est un élément non trivial de WKy (F'). C’est le cas
pour F = Q[v/—d] avec d = —2 [mod 16|, d # —2, comme observé dans [Ke] ;
mais non pour i € F ou /=2 € F puisqu’on a {—1,—1} = {i%,i?} = {i*,i} =1
dans Q[i], et {—1,—1} = {-1,-2} = {—1,v/=2}? = 1 dans Q[v/—2].

3. Cas des corps de nombres non logarithmiquement signés

Dans cette section, nous donnons un critére de trivialité de la 2-partie du
noyau hilbertien des corps de nombres non logarithmiquement signés. Autrement
dit, nous supposons ici que PLSF est vide.

3.1 Rappel sur les classes logarithmiques (au sens ordinaire)

Le l-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres est défini par
analogie avec le ¢-groupe des classes d’idéaux au sens ordinaire.

Classiquement, le £-groupe des idéaux Irp de F peut étre regardé comme
I'image du ¢-groupe des idéles Jr de F' (i.e. du produit restreint Jp = H;es Ry
des compactifiés ¢-adiques des groupes multiplicatifs des complétés de F') par
la famille v = (vp)pjoe des valuations associées aux places finies ; son sous-
groupe principal Pr comme 'image du sous-module Rp = Z; ®z F* des idéles
principaux ; et le £-groupe des classes d’idéaur Clp comme le quotient :

Clp = Ip/Pp.

C’est aussi évidemment le /-sous-groupe de Sylow du groupe des classes
d’idéaux (au sens ordinaire) du corps F.

Le ¢-groupe des classes logarithmiques s’obtient naturellement en remplagant
dans la définition précédente la famille v = (vp)poe des valuations au sens
habituel par son analogue logarithmique ¥ = (¥ )po0 introduit plus haut et en
tenant compte de la formule du produit : le £-groupe def diviseurs logarithmiques
(de degré nul) Dl est ainsi 'image par v du noyau Jr dans Jr de la formule
du produit pour les valeurs absolues f-adiques ; son sous-groupe principal ﬁp
est 'image de Ry ; et le £-groupe des classes logarithmiques est le quotient :

Clp = Dip/Plp.
Ces classes logarithmiques ont une arithmétique semblable a celle des classes
au sens ordinaire avec toutefois quelques complications.



En particulier, la finitude du groupe C¢r est encore conjecturale (c’est la
conjecture de Gross généralisée), mais ce point est sans importance ici puisque
le groupe é?p n’intervient qu’a travers son quotient fini ZEZF = EEF/EE;L

En revanche, tout comme pour les groupes de classes d’idéaux, I’arithmétique
des classes logarithmiques est parfaitement explicite. D’ott 'intérét de 'isomor-
phisme qui suit, compte tenu des difficultés a calculer de fagon effective sur les
groupes de K-théorie. Sa démonstration repose essentiellement sur deux argu-
ments (en dehors des résultats de la K-théorie proprement dite) : I’expression
explicite des symboles de Hilbert en termes de valuation logarithmique, d’une
part ; la décomposition du ¢-groupe des diviseurs logarithmiques, induite par
les valuations, d’autre part : .

Dlp ~ @pfoo Ly p.
Il est intéressant de noter que pour ¢ = 2, il vient modulo 2
2DEF = @p'foo Fy p,
et que, dans cette derniére expression, la formule du produit ne porte en fait
que sur les places primitives (i.e. celles dont le degré degp engendre Zs).

3.2 L’isomorphisme dans le cas non logarithmiquement signé

Le résultat principal de cette section généralise directement le théoréme
général établi dans le cas non signé cité dans 'introduction :

Théoréme 6. Si I' est un corps de nombres qui n’est pas logarithmiquement
stgné, il existe un isomorphisme de groupes :

{£1} ®z, Clp ~ WK (F)/WKy(F)?

entre les quotients d’exposant 2 respectifs du 2-groupe EZF des classes logarith-
miques d’une part et du noyau sauvage WKy (F') d’autre part.

Remarque. Le Théoréme n’affirme pas que l’isomorphisme Z&F ~ 2WK,(F)
est canonique ici, comme c’est effectivement le cas en vertu de [J1] lorsque le
corps F' n’est pas signé. Plus précisément, pour i € F'\ F¢, la formule du
produit donne lieu & des normalisations distinctes pour les classes et les noyaux,
ce qui introduit une complication supplémentaire par rapport au cas i € F°° .

Supposons donc F' signé mais non logarithmiquement signé (autrement dit
i € F'°\ F) et partons de la suite exacte de Moore. Elevant au carré, et formant
le diagramme du Serpent, nous obtenons la suite exacte & six termes :

2WEs(F) — 2Ks(F) — @p{£1}y — *WEKa(F) — *Ka(F) — &p’pr,,
la fleche a droite est un isomorphisme d’aprés un résultat de Tate (cf. [Ta]).
Cela étant, nous avons :

Lemme 7. Sous la condition i € F'°\ F, il existe une infinité de places q de
F & la fois signées (i.e. non décomposées dans l’extension quadratique F[i]/F)
et primitives (i.e. non décomposées dans la Zo-extension cyclotomique F°/F ).
Et pour chacune d’elles on a les isomorphismes de Zo-modules :



(i) @ysq (£} = B, {£1}y ;
(i) Dysy Zop ~ @, Zop = Dip.

Preuve. Distinguons deux cas suivant que le corps F' est exceptionnel ou non :

e Pour i € F¢\ F, l'extension quadratique F[i]/F est le premier étage Fi
de la Zs-extension cyclotomique F°/F ; les places signées sont donc exactement
les places primitives ; et, d’aprés le théoreme de Cebotarev, une place sur deux
a alors cette propriété.

e Pour i € F'¢\ F¢, le compositum Fy[i]/F est biquadratique et le théoréme
de densité de Cebotarev nous assure donc dans ce cas qu’une place sur quatre
du corps F' est simultanément signée et primitive.

Les deux isomorphismes annoncés sont alors immédiats : le premier s’obtient
en complétant la famille (ep)y2q par 'élément e, = HpePSF\{q} €p ; le second
en retranchant a la somme Zp 2q Vo P le diviseur logarithmique v4 q défini par

— degp
Va = Lpta degq Vb
]Yota, L’idéntité (i) regardée modulo 2.s’§c.rit PV = D peppp\fqr Y [Tr.wd.Q],
si PPr désigne I’ensemble des places primitives du corps F. La normalisation

effectuée en (ii) dans le cas i € F'¢\ F¢ différe donc substantiellement de celle
utilisée en (i) ou la sommation porte sur 'ensemble PSr des places signées.

Lemme 8. Sous les mémes hypothéses, on obtient le diagramme commutatif :

(@p)p

{il}@FX @ngp AN ®P¢QF2P

0] |
()

2 Ko(F) ——— ép{il}P — Sy MU ES Y

Preuve du Théoréme. Revenons sur la transformée par le Serpent de la suite
exacte de Moore. Les éléments d’ordre 2 dans K»(F') étant exactement les
symboles universels {—1,z}, pour € F*, les isomorphismes ci-dessus nous
donnent finalement le diagramme commutatif :

2RF — 2/DVEF = ép]FQ p 26’2}? 1

] | |
)

2K (F) B, {1}y  —— WK(F) —— 1

Dans celui-ci, le morphisme vertical & gauche est la surjection naturelle ; ’isomor-
phisme « au centre est donné par le lemme 8 ; et 'application induite entre les
quotients & droite est le morphisme bijectif attendu.

Corollaire 9. La 2-partie du noyau hilbertien d’un corps de nombres F non
logarithmiquement signé est triviale si et seulement si le 2-groupe des classes
logarithmiques de F est trivial.
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4. Cas des corps de nombres logarithmiquement signés

Venons en maintenant au cas plus délicat des corps logarithmiquement signés.

4.1. Définition du 2-groupe des classes positives

Pour prendre en compte maintenant la contribution des places logarith-
miquement signées, il est nécessaire de remplacer le 2-groupe des classes logarith-
miques Clp par un 2-groupe ad hoc, & ’exemple de ce qui est fait usuellement
dans le cas des groupes de classes d’idéaux, pour lesquels la notion introduite
est celle de classes au sens restreint qui prend en compte la contribution des
places réelles.

Dans notre perspective ici les formules explicites données par le Théoréme
3 invitent a considérer les fonctions signes attachées aux places logarithmique-
ment signées, i.e. aux places réelles et a certaines places 2-adiques, mais & né-
gliger en revanche la contribution logarithmique de ces mémes places (puisque
Iexpression du symbole de Hilbert qui leur est attaché fait intervenir la seule
fonction signe sg,, et non la valuation logarithmique ).

Ces considérations aménent & modifier sensiblement la notion de classes loga-
rithmiques signées introduite dans [J4] : désignons par Jj le 2-groupe des idéles
globalement positifs, autrement dit le noyau dans Jr de la formule du produit
pour les seules fonctions signes

Tp=A{(zp)p € Tp | I1,58,(2p) =+1};

désignons par J£”° le produit des groupes locaux d’idéles positifs aux places
paires logarithmiquement signées et logarithmiquement unités ailleurs

pos _ + .
Jp = HpePLS} Ry Hpgpst Uy ;
et introduisons enfin le sous groupe des unités logarithmiques positives
Tt — t — /+ e
Up = Hp uP - HpGPIS% uP HngLSF Z/{p ’

Nous avons alors banalement L{ﬁf C JE° C Jp, ce qui nous permet de poser :

Définition 10. Soit F' un corps logarithmiquement signé. Nous appelons :

(i) 2-groupe des diviseurs logarithmiques positifs du corps F, le quotient
DO = T3/ T8 = Te) (U Tyerss: RY)

du 2-groupe Dlsp = Jp /Zj{; des diviseurs logarithmiques signés globalement

positifs par le sous-groupe J5"° /Zj;f des diviseurs totalement positifs construits
sur les places finies logarithmiquement signées ;

(ii) 2-groupe des diviseurs logarithmiques principauz positifs, 'image
,Pflgos = (RFZII:L_ HpePLS% R;—)/( Z;{V; HpePIS% R;_)
dans D¢}’ du groupe Rp des idéles principaux ;
(iii) 2-groupe des classes positives enfin, le quotient
Célgos — IDE}I;OS/,PEIP;OS ~ j;/RFjlgos

du 2-groupe positif DL par son sous-groupe principal PZ5".

11



Remarque. Dans la définition ci-dessus, il n’est imposé aucune restriction sur le
degré des diviseurs (ou des idéles) au numérateur. En particulier, en I’absence
de places 2-adiques logarithmiquement signées, tous les idéles intervenant au
dénominateur étant alors de degré nul, le groupe des classes positives est infini.

Scolie 11. Pour tout corps de nombres F', convenons de noter
Y, _ 7 T +
D™ = Jp/ (U ]peprs2 Ry)
le sous-groupe de DLE’® représenté par des ideéles de degré nul et
Eélz;os _ 7’5@503/7’52508

son image canonique dans le 2-groupe de classes CL3’*. Cela étant :

(i) L’indice (CL2™° : CL2™*) est infini lorsque aucune des places 2-adiques de
F n’est logarithmiquement signée®; il est égal au degré [F°? : F| de la plus grande
sous-extension F°?/F de F¢/F qui est complétement décomposée en chacune des
places 2-adiques logarithmiquement signées, sinon ;

(i) Et le groupe 8?;108 s’identifie au quotient du 2-groupe Clsp des classes
logarithmiques signées par le sous-groupe engendré par les classes des diviseurs
positifs construits sur les places 2-adiques logarithmiquement signées.

Preuve. En effet, J7 est le groupe des normes de lextension F[i]/F et J, =
Jr N Jf celui de lextension composée F¢[i]/F. Ainsi, dans I'isomorphisme
Clp”/Clp™ =~ jﬁ/( Z/l;E HpEPLS% RJ)RFJE«E = »’717«5/(1_[.361%33v R:)j;v
les facteurs R;r correspondent aux sous-groupes de décomposition des places
de PLS% dans l'extension procyclique F°[i]/F[i] ; d’ou le premier résultat. Le
second résulte immédiatement de la définition des classes signées dans [J4] :
Clsp = T4 /U R

Remarques. Précisons quelques cas particuliers :

(i) Lorsque le corps F n’est pas logarithmiquement signé, le 2-groupe de
classes positives C£1°° coincide avec le 2-groupe des classes logarithmiques au
sens ordinaire C{p et on a banalement : C(E” ~ Zy @ C(E**, de sorte que le
2-quotient 2Clp ~ 2CLE°" est alors un hyperplan du Fo-espace 2C¢2°.

(ii) Plus généralement, si les places 2-adiques du corps F' ne sont pas loga-
rithmiquement signées, le 2-groupe de classes positivei CLP” n'est autre que le
2-groupe des classes logarithmiques au sens restreint C¢£3¢° introduit dans [Sq].

(i) Enfin, lorsque 'une au moins des places 2-adiques du corps F' est a la
fois logarithmiquement signée et primitive (i.e. non décomposée dans la Zo-

extension cyclotomique F¢/F), le 2-groupe de classes &gos coincide avec le
2-groupe des classes logarithmiques positives C£’° défini plus haut.

3Dans la terminologie de K. Hutchinson [Hz], le corps F est dit alors superexceptionnel.
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4.2. L’isomorphisme dans le cas logarithmiquement signé

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section qui
pos

motive I'introduction des groupes de classes positives C{p " :
Théoréme 12. Dans un corps de nombres logarithmiquement signé, il existe
un isomorphisme naturel :

{£1} ®z, CLE* ~ WKy (F)/WKy(F)?

entre les quotients d’exposant 2 respectifs du 2-groupe CLE™ des classes positives
et du noyau sauvage WKs(F) dans Ky(F).

En particulier, le 2-groupe des classes positives CLE® et le 2-noyau sauvage
WKs(F), qui ont donc méme 2-rang, sont simultanément triviauz ou non.

Scolie 13. Soit F' un corps de nombres logarithmiquement signé. Alors :

(i) Si F est logarithmiquement primitif, en ce sens que l'une au moins des
places paires de F est a la fois logarithmiquement signée et primitive, on a les
identités entre quotients d’exposant 2 :

2C08°° = 2002 ~ 2WK,(F).

(#) Si, par contre, F est logarithmiquement imprimitif, en ce sens qu’aucune
des places paires de F n’est simultanément logarithmiquement signée et primi-
tive, Uapplication canonique 2CLE" — 2CUE’" nlest pas un isomorphisme.

Preuve. D’aprés le Scolie 11, en effet, on a : 2@1@05 = 2C¢E% des que l'une au
moins des placeipair es du corps F est logarithmiquement signée et primitive ;
mais (2C2°° : 2CLE%") = 2, dans le cas contraire.

Preuve du Théoréeme. Revenons sur la transformée par le serpent de la suite
exacte de Moore. Les formules explicites établies plus haut nous donnent le
diagramme commutatif, ou la formule du produit est prise, en haut comme en
bas, sur ’ensemble PSp des places signées de F :

Ry DL oppres o @ F,p —— 00— 1

| or | e |

2 Ko(F) @» @, {1}y —— WKy(F) — 1.

Dans celui-ci, le morphisme surjectif & gauche est induit par le symbole uni-
versel ; 'isomorphisme ar au centre est la bijection canonique ; et ’application
Br induite entre les quotients & droite est alors I'isomorphisme attendu.

Remarque. Lorsque le corps considéré n’est pas logarithmiquement signé, on a :
Ezl{i"s = EZF & ngos ~ 7o EBEZF,
et 'isomorphisme du Théoréme 6 s’écrit : {£1} Qz, EZI’?OS ~ 2WKy(F).

4Dans la terminologie de K. Hutchinson [Hz], le corps F est dit alors extra-ezceptionnel.
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5. Etude de la trivialité des 2-noyaux sauvages
Donnons en conclusion quelques conséquences simples sur la trivialité :

5.1. Critéres logarithmiques de trivialité

Théoréme 14. La 2-partie du noyau hilbertien WKo(F) d’un corps de nombres
logarithmiquement signé est triviale si et seulement si le 2-groupe des classes
positives CLP°° est lui-méme trivial, ce qui a lieu si et seulement si les deux
conditions suivantes sont simultanément satisfaites : -

(i) le 2-groupe des classes logarithmiques signées Clsp est engendré par les
classes des diviseurs construits sur les places finies logarithmiquement signées ;

(#) lune au moins des places 2-adiques du corps F est a la fois logarith-
miquement signée et primaitive.

Corollaire 15. Lorsque les places 2-adiques du corps F ne sont pas logarith-
miquement signées®, il y a équivalence entre les conditions :

(i) la 2-partie du noyau hilbertien WKo(F') est triviale ;

(i) le 2-groupe des classes logarithmiques au sens ordinaire Clp est trivial
et le corps F' n’admet aucune place réelle.

Preuve. D’aprés le Théoréme 14, en ’absence de places finies logarithmiquement
signées, la 2-partie du noyau sauvage WKs(F') ne peut étre triviale que si F' n’est
pas logarithmiquement signé. L’équivalence résulte donc du Théoréme 6.

Corollaire 16. Lorsque, au contraire, les places 2-adiques du corps F sont
toutes logarithmiquement signées, il y a équivalence entre les conditions :

(i) la 2-partie du noyau hilbertien WKo(F') est triviale ;

(i3) le 2-groupe des 2-classes d’idéauz au sens ordinaire C2™¢ est trivial et
F posséde des 2-unités (au sens ordinaire) de toutes signatures logarithmiques
(a la formule du produit prés) ;

(i) le 2-groupe des 2-classes d’idéauz au sens restreint Cly est trivial et F
posséde des 2-umités au sens restreint de toutes signatures logarithmiques aux
places 2-adiques (a la formule du produit pres).

Preuve. Si toutes les places paires du corps F' sont logarithmiquement signées, F
est évidemment logarithmiquement signé et PLSE est alors ’ensemble des places
non complexes p de F qui divisent 2c0. Le sous-groupe J5°° de Jp introduit
dans la section 4.1 est ainsi :

Jp” = Hp|2 R;r prz Uy = Hp|2Rp+ HpJ(Qoo Hp 5
et il est naturel de le comparer & Jp = [[,12 Rp [lp200 #e-

Considérons donc le morphisme naturel ¢ du groupe des classes positives
CO® = T/ TP RE dans le 2-groupe Clf = Jp/JERE des 2-classes de di-
viseurs (ou 2-classes d’idéaux au sens restreint) du corps F'.

5C’est & dire, dans la terminologies de Hutchinson [Hz], lorsque F' est superexceptionnel.
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D'un coté, il vient Cokery = Jp/Jx[],2 Ry = 1, puisque chacune (donc
I'une au moins) des places paires vérifie R, ¢ Jj. D’un autre coté, nous avons :
Kero = (J5 N TeRr)/Tp" " Re = ([T Rp)™/ (L2 Re)* N ReTE™

c’est & dire, puisque les idéles principaux qui apparaissent au dénominateur sont
des 2-unités au sens restreint (i.e. des éléments de £ = Rp N Jf) :

Ker ¢ o @p {1}/ 585(EF),
ou le tilde sur le signe somme correspond & la formule du produit et 'application
sgy est donnée par les fonctions signes logarithmiques attachées aux places 2-
adiques. En d’autres termes, nous avons la suite exacte courte canonique :

1 — @po{E1}/sgy(Ep) — CE — Cllp — 1

et le terme médian est trivial si et seulement si les termes latéraux le sont ; d’ou
I'équivalence (i) < (ii7). L’équivalence (i) < (ii) s’obtient de fagon semblable :
il suffit, en effet, de remplacer J;. par Jp"¢ = lezoo Ry Hp)(Qoo Hp pour obtenir
cette fois la suite exacte :

1 — @pjzoc{£1}/ 5800 (EF™) — COF" — CLE™ — 1.

La trivialité du 2-noyau hilbertien se lit donc dans ce cas sur les 2-groupes de
2-classes d’idéaux et la signature logarithmique des 2-unités.

Pour illustrer les résultats précédents, nous revenons ci-dessous sur le cas non
trivial le plus simple : celui des extensions quadratiques de Q, déja étudié dans
[BS] et [CK]. Nous allons voir que I'introduction de la signature logarithmique
permet de donner une interprétation lumineuse des conditions diophantiennes
qui expriment dans ce cas la trivialité du 2-noyau sauvage.

Observons d’abord que, dans un corps F' galoisien sur Q, les places 2-adiques
sont simultanément logarithmiquement signées ou non ; de sorte que nous pou-
vons dans ce cas rassembler comme suit les deux derniers corollaires :

Théoréme 17. La 2-partie du noyau hilbertien WK (F') d’un corps de nombres
absolument galoisien F' est triviale si et seulement si l’on est dans ['une des deux
situations suivantes :

(i) ou bien les places 2-adiques du corps F' ne sont pas logarithmiquement
signées, I est totalement imaginaire et son 2-groupe des classes logarithmiques
au sens ordinaire CLp est trivial ;

(ii) ou bien les places 2-adiques du corps F sont toutes logarithmiquement
signées, le 2-groupe des 2-classes d’idéauz au sens restreint Cl% est trivial et F
posséde des 2-unités (au sens restreint) de toutes signatures logarithmiques aux
places 2-adiques (a la formule du produit prés).

Scolie 18. Et il revient au méme dans le Théoréeme de remplacer les conditions
portant sur les groupes de 2-classes et de 2-unités au sens restreint par leurs
analogues au sens ordinaire en considérant alors les signatures logarithmiques
auzx places réelles ou 2-adiques (toujours a la formule du produit prés).
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5.2 Application aux corps quadratiques Q[v/d]

Appliquons maintenant ce résultat avec F' = Q[\/E] pour un d € Z\ {0,1}
sans facteur carré. Il nous faut pour cela distinguer suivant que les places 2-
adiques sont ou non logarithmiquement signées.

e Le cas ou elles ne sont pas logarithmiquement signées se produit lorsque
la Zs-extension cyclotomique Q5[v/d] du corps local Qy[+v/d] contient la racine
quatriéme i ; c’est & dire lorsqu’on a : vVd € Qa[v/—1,v/2]\ Q2[V2], i.e. d = —1
mod 8 ou bien d = —2 mod 16. Dans ce cas, ’assertion (i) du Théoréme nous
dit que le 2-noyau WK, (F') est trivial si et seulement si on a d < 0 et Clp = 1.
Or les corps quadratiques imaginaires qui ont un 2-groupe des classes logarith-
miques trivial ont été déterminés dans [S;] a 'aide de la formule de points fixes
établie dans [Jo| ; parmi ceux-ci, les seuls qui vérifient les congruences requises
sont Q[v/—1] et Q[v/=2]. Ces corps sont méme 2-réguliers et 2-rationnels, ce
qui revient a dire que, non seulement leur 2-noyau sauvage WKs(F) est trivial,
mais que leur 2-noyau modéré R (F) Vest aussi (cf. [GJ] ou [JN]).

e Le cas ou les places 2-adiques sont logarithmiquement signées correspond
au systéme de congruences d Z# —1 mod 8 et d Z —2 mod 16. Dans ce cas
Passertion (i) du Théoréme nous invite & considérer le 2-groupe des 2-classes
(au sens restreint) C¢7 et, lorsque 2 est décomposé, le signe logarithmique aux
places 2-adiques des 2-unités (au sens restreint) de F. Or la formule des classes
ambiges écrite pour les groupes C¢ dans I'extension cyclique F/Q donne ici (cf.
[G1] ou [Jo], Th. III.1.9) :

|C£/Ga1(F/Q)‘ _ d2(F/Q) Hp’[2oo ep(F/Q)
r [F: QI : 5N Npjg(Rr))

ot do(F'/Q) est le degré local en 2 et e, (F/Q) I'indice de ramification en la place
p. Dans notre cas, le groupe 5@ des 2-unités au sens restreint est le Zy-module
multiplicatif engendré par 2, de sorte que l'indice normique au dénominateur
vaut 1 ou 2. Distinguons donc deux cas suivant la décomposition de la place 2 :

e Pour d # 1 mod 8 et d # —2 mod 16 nous avons directement :

WKy (F) =16 Clp =1 [] e(F/Q) = (£ : £,N Npjg(Rr)) =1 ou 2.

pf200

Et les corps quadratiques ainsi obtenus qui ont un 2-noyau sauvage trivial sont
donc Q[v/2] ainsi que les Q[/Ep] et Q[v/E2p], pour les premiers p = +£3 mod 8.
e Pour d = 1 mod 8 enfin la trivialité du 2-groupe des 2-classes C{r

s’écrit :
[ 200 €0 (F/Q) = 2(EG : £ N NEjg(Rr)) =2 ou d ;

ce qui donne les corps Q[v/Ep] avec p = F1 mod 8 et les corps Q[/Epg] avec
p = =4q =3 ou—3 mod 8 Mais il reste & déterminer le signe logarithmique

des 2-unités (au sens restreint) en 1'une, disons [, des places 2-adiques. Si F'
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est imaginaire, -1 est une unité au sens restreint, de signature logarithmique
sg((—1) = —1, et il n’y a rien & vérifier. Si F est réel, c’est plus compliqué.

Pour F = Q[,/p] avec p=1 mod 8, la principalité de 'anneau Z[v/2]
permet d’écrire le nombre premier p sous la forme :

p=u?—2v% avecu >0,v>0,u==+letv=0 mod 4.
On peut ainsi choisir /p dans I = Q2, de telle sorte qu’on ait :
VP=u mod 16 donc sg (%‘/ﬁ) = sg(u).
Comme le 2-groupe de classes d’idéaux de F' est alors trivial, -1, qui est norme,
est la norme de 'unité fondamentale ¢ de F' et I'image du groupe des 2-unités
(au sens restreint) dans le quotient Rz /R2% = F*/F*? est ainsi engendrée par
les seules classes des éléments 2 et (u + /p)/2. En fin de compte, la condition
de signature cherchée s’écrit ici :
u=-—1 mod 4 ;

ce qui redonne bien la congruence de [BS].

Pour F = Q[\/pq] avec p = ¢ = £3 mod 8, il est possible de poser
u=(p+q)/2=petv=_(¢g—p)/2 =0 mod 4, ce qui donne naturellement
pq = u? — v? et permet de choisir /pg dans F; = Q5 de telle sorte qu’on ait :

VPG =u mod 8 donc sg (u+/pq) =sg(u).

Ici encore la formule des classes ambiges montre que le 2-groupe des classes
d’idéaux est trivial et deux cas se présentent : pour p = ¢ = +3 mod 8,
I’élément -1 n’est pas norme et 'unité fondamentale £ peut étre prise totale-
ment positive (aux places réelles) ; 'image des 2-unités (au sens restreint) dans
Rr/R% est ainsi engendrée par les classes des trois éléments ¢, 2 et u + VPq ;
et comme on a alors u = —1 mod 4, la condition de signature requise est bien
vérifiée. Pour p = ¢ = —3 mod 8, en revanche, il vient © = +1 mod 4 ; les
deux éléments 2 et u + ,/pq ont alors une signature logarithmique triviale (c’est
a dire qu’ils sont positifs aux places réelles et aux places 2-adiques) ; et I'image
dans Rr/R% du groupe des 2-unités au sens ordinaire E¥? étant engendrée
conjointement par leurs classes respectives et celle de -1, il en résulte que le
corps I’ ne peut alors contenir des 2-unités au sens ordinaire de toutes signa-
tures logarithmiques (a la formule du produit prés). En d’autres termes, dans
ce dernier cas, il suit que le 2-noyau sauvage WK, (F') n’est pas trivial.

Compte tenu des résultats de [GJ], qui établissent que seuls sont 2-réguliers
parmi les corps précédents ceux qui sont primitivement ramifiés sur Q (i.e. non
ramifiés en dehors éventuellement de 2 et d’un unique premier impair p = +3
mod 8), ensemble de la discussion précédente peut se résumer comme suit :

Corollaire 19. Les corps quadratiques F = Q[\/;i] dont le 2-noyau régulier
Ry (F) (et donc aussi le 2-noyau sawvage WKy (F)) est trivial sont :

(i) les trois corps 2-ramifiés Q[v/—1], Q[v2] et Q[v=2] ;
(ii) et les corps Q[\/Ep] et Q[\/E£2p], pour les premiers p = £3 mod 8.

Ont en outre un 2-noyau sauvage trivial les corps 2-décomposés suivants :
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(i) les corps imaginaires Q[\/—p] avec p premier, p= —1 mod 8 ;
(iv) et les corps Q[\/—pq| avec p et q premiers, p = —q = +£3 mod 8 ;
(v) les corps réels Q[ /pq| avec p et q premiers, p=q =43 mod 8 ;

(vi) et les corps Q[\/p], pour les premiers p de la forme p = u® — 2v? avec
u>0,v>0 u=—-1etv=0 mod 4.
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