Théorie des Genres des Corps globaux*

Bruno ANGLES et Jean-Francois JAULENT

Abstract. We establish the fundamental results of genus theory for finite (non nec-
essary Galois) extensions of global fields by using narrow S-class groups, when S is an
arbitrary finite set of places. This exposition, which involves both the number fields
and the functions fields cases, generalizes most classical results on this subject.

Résumé. Nous établissons les résultats fondamentaux de la théorie des genres pour
les extensions finies (quelconques) de corps globaux dans le cadre des groupes de S-
classes d’idéaux signés pour un ensemble fini arbitraire de places ; la présentation
donnée vaut indifféremment pour les corps de nombres et les corps de fonctions et
contient ou généralise la plupart des résultats connus.

Introduction

La Théorie des Genres pour les corps de nombres remonte aux Disquisitiones
Arithmeticae. Gauss étudiait les formes quadratiques alors que le point de vue
actuel met I'accent sur I’Arithmétique des extensions abéliennes. C’est seule-
ment en 1951 que Hasse donna une interprétation du genre des corps quadra-
tiques basée sur la Théorie du corps de classes, et en 1959 que Frohlich donna
une définition générale du corps des genres attaché & un corps de nombres arbi-
traire. Dans cet article, nous étendons la Théorie des genres aux cas des corps
de fonctions dans le cadre des groupes de S-classes d’idéaux signés que nous
introduisons en paralléle avec celui des corps de nombres (voir paragraphe 2.1).

Il existe en effet une forte analogie entre les corps de nombres et les corps
de fonctions d’une variable sur les corps finis. Ainsi, si F; est un corps fini et
T est une indéterminée sur Fy, on peut voir F,[T] comme ’analogue de Z, son
corps de fractions F,(T') comme l'analogue de Q, et % comme ’analogue de
la place & l'infini de Q donc Fy((4)) comme l'analogue de R. C’est sous cette
correspondance que nous nous placons dans cet article en abordant la Théorie
des genres en toute caractéristique.

Dans la premiére section, nous poursuivons les travaux de Rosen ([11]) en
introduisant le corps de classes de Hilbert au sens restreint pour les corps de
fonctions. Nous sommes alors armés pour définir la notion de S-corps des gen-
res d’un corps global en toute caractéristique (paragraphe 2.2). Le théoréme
2.3.1 généralise ainsi les formules des genres obtenues par Furuta ([5]) et Gold-
stein ([7]). Nous terminons par 'étude du corps des S-classes centrales d’une
extension séparable finie de corps globaux.
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Les résultats obtenus dans cet article seront utilisés dans un travail en pré-
paration oul est étudiée la "parité" des groupe de classes d’idéaux des corps de
fonctions cyclotomiques et de leurs sous-corps "totalement réels".

Enfin nous remercions tout particuliérement Georges Gras qui nous a signalé
une inexactitude dans la version préliminaire de ce travail (cf. remarque 2.2.)

Notations

Soit F; un corps fini & ¢ éléments et p sa caractéristique. Si 7' est une
indéterminée sur F,, on pose Z = F,[T] et Q = F,(T). On désigne enfin par Q
une cloture algébrique de Q.

Suivant I'usage on note Z ’anneau des nombres relatifs, Q son corps des frac-
tions et Q le corps des nombres algébriques, c’est-a-dire la fermeture algébrique
de Q dans C.

Dans ce qui suit, toutes les extensions finies de QQ sont réputées contenues
dans Q et toutes les extensions finies de @) contenues dans Q.

Soit maintenant K un corps ; nous disons que K est un corps global si c’est
un corps de nombres, i.e. une extension finie de Q, ou si K est une extension
séparable finie de F,(T) = Q. En particulier, dans ce qui suit, toute extension
L/K de corps globaux sera toujours réputée séparable et de degré fini.

Soit alors K un corps global ; nous notons :

— PI% T'ensemble des places a 'infini de K si K est un corps de nombres,
Pensemble des places de K au-dessus de co = 1/T si K/Q est séparable
finie ;

— P19 Pensemble des places finies et Plx = PI9- U PI5¢ ;

— K, le complété de K en la place v et, si v est finie, U, groupe des unités
de ’anneau des entiers O, de K, puis Uél) = 1+ 70O, son sous-groupe
principal ;

— Ok lanneau des entiers de K, i.e. la fermeture intégrale de Z dans K
si K est un corps de nombres, celle de Z = F,[T] si K est un corps de
fonctions;

— Ik le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de Og;

— Py le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux non nuls de Og;
— Clk le groupe des classes d’'idéaux de Ok, i.e. le quotient Clx = I/ Pk;
— FE¥x le groupe des éléments inversibles de Og;

— Ji le groupe des idéles de K, i.e. le produit restreint des groupes multi-
plicatifs K¢ des complétés K, de K en ses diverses places ;

- Uk = Wyepize Ky My pis Uy le groupe des ideles unités ;



- U = Myepise Kijeplc;( U, le sous-groupe totalement positif de Uk ;
— K™ le groupe des éléments totalement positifs dans K*;

- Sgx = K* /K™ le groupe des signatures de K ;

— Isg = Ix ® Sgk le groupe des idéaux signés ;

— Psg le sous-groupe des idéaux signés principaux ;

- Csg = Isg/Psg ~ Cl}& le groupe des classes d’idéaux signés ;

- Sk = 8§ U S% un ensemble fini de places de K ;

— Uy le groupe des S-unités (réputées totalement positives en dehors de )
dans Jx ;

— ER = U N K* le groupe des S-unités globales (totalement positives en
dehors de S) ;

— Is3 = Isk /Isk(9) le groupe des S-idéaux signés ;
— Psy. = Psilsk(S)/Isk(S) son groupe principal ;

— Csy. = Is3./Psy. le groupe des S-classes d’idéaux signés.

1. Groupe de classes d’idéaux au sens restreint

Dans cette section nous introduisons les groupe de classes d’idéaux au sens
restreint et la notion corps de classes de Hilbert au sens restreint pour les corps
de fonctions.

1.1. Fonctions "signe" sur les corps de fonctions

Soit R* = QX le groupe multiplicatif des nombres réels non nuls ; classique-
ment on a une fonction signe

(boo: QéoHZX:{_171}7

qui est définie par ¢ () = 1 pour z > 0 et ¢oo(x) = —1 pour = < 0. Il est clair
que ¢ est un morphisme de groupes de noyau R7.

Si maintenant E/R est une extension finie, avec E = R ou C, on pose
®E = ¢oo © Ng/g. Alors ¢p : EX — {—1,1} est un morphisme de groupes de
noyau Ker¢p = C* si E =C, et Ker¢p =R si E=R.

Dans ce paragraphe nous allons introduire des fonctions analogues pour les

extensions séparables finies de Qo = Fy((7)).

Soit z € QX ; on peut écrire de maniére unique :

1
Xr = (?)nz)\zé‘m,



avec ng € Z, Ay € ]F; =7%ete, € Ugo)o. On définit alors le "signe" de x par :
Doo(T) = Ay

Alors ¢oo 1 Q5 — F; est un morphisme de groupes surjectif de noyau < % >

xUé;OO. Notons que pour M € Z non nul le "signe" ¢, (M) est le coefficient
dominant du polynome M.

1.1.0. Définition. Soit K une extension séparable finie de Qs = Fo((7F)).
Nous appellons signe sur K* le morphisme ¢ = ¢oo © Ng /g, G valeurs dans
FXx.

q

1.1.1. Remarque. Si E/Q. est une sous-extension de K/Qs, on a alors :

(i) ¢x = ¢ o Nk/E;
(ii) N p(Kergg) C Kergp.

1.1.2. Théoréme. Soient E/Q, une extension séparable finie et E™°?/Q,
sa sous-extension abélienne modérément ramifiée maximale. Soient f le degré

d’inertie et e lindice de ramification de E™°%/Q,. Soit enfin Fg le sous-corps
fini de E de degré [Fg :Fy| = f. Alors :

(i) 1l eziste ¢ € F) tel qu’on ait E™°Y = Fp((¢/ _TC )) et de plus :
op(E*) =< (F)°, Ny, (C) > .
(it) Si l'on a en outre 7 € Npmoa g (E™"), il vient E™% =F,((°/ 7)) et

ou(E7) = (Fg)*

Preuve. Observons tout d’abord que si E%/Q. est la sous-extension abéli-
enne maximale de E//Q, nous avons Ng /g (E*) = Ngas /o (E®*) donc ¢p(E*) =
G par (B9, de sorte que le théoréme sera établi si nous le démontrons dans le
cas abélien.

Notons E"" = Fg((4)) la sous-extension (abélienne) non ramifiée maximale
de E. L’extension E™°%/E"" est alors totalement ramifiée de degré e. Si p est
une uniformisante de E™°¢ nous pouvons donc écrire

p¢=—Cu/T avec —(€Fg et ue U](;yzmd )

et ’hypothése p t e nous assure que u est une puissance e-iéme dans Ug&od,

disons u = v°. Quitte & remplacer p par p/v, nous pouvons donc supposer
€

p¢ = —(/T, comme attendu .

Nous obtenons alors :

NEmod/Qoo(P) = Ngnrjq., © NE’”“”/N"T(/O)
= Nporjqu (“1°¢/T) = (~1)* Nay e, (/T



d’ott
¢pmoa(p) = (=1)/ N /r, (C)-

Par ailleurs, nous avons immédiatement :
Dot (F5) = dpnr (Npmos pr (F5)) = der (F5)°) = (6 (FF)) = ()¢
En résumé il vient :

Pmod (E™OV) =< (Fy)°, (1) Ny, (Q) >=< (F)%, Nip s, () > -

Et le point (i) du théoréme résulte de ce que, I'extension E%/E™°¢ ayant
pour degré une puissance de p, ce dernier groupe coincide avec ¢gas(EX) =

or(EX).

Enfin, ’hypothése % € Ngmod ;.. (E™o®) qui entraine f = 1i.e. Fgp =F,,
donne aussi (—1)¢ = Ngmoa/q_(—1) donc ( € Ngmea,q__ ie. ¢ € (Fy)¢, d’'ou
le point (ii).

1.1.3. Corollaire L’extension abélienne de Qo associée o Kergo, est le corps

Q,oo = QOO[ q7V1 _1/T] = IFq(( ‘r\/l —1/T));

c’est la plus grande extension abélienne modérément ramifiée de Q.. dans la-
quelle 1/T est norme. En particulier, si K est une extension séparable de Q,
lextension abélienne de K associée & Keroyx par la théorie locale du corps de
classes est le compositum K' = KQ., = K[77Y\/—1/T].

Preuve. La premiére assertion résulte immédiatement du théoréme appliqué a
Pextension abélienne E/Q. associée a Kerg,, par la théorie locale du corps de
classes, laquelle vérifie par construction I'identité normique :

1
Ngjg. (E™) = Kergo, = UQM(T)Z

La seconde assertion s’ensuit puisque Ker¢x est la préimage de Ker¢o, par
NE/Qu-
1.1.4. Proposition. Soit K/Q, une sous-extension d’une extension séparable
finie L/Qs. On a alors

(Kergx : Ny (Kergr)) = [L* : LN K,

ol L est la sous-extension maximale de L qui est abélienne sur K et K’ le
compositum KQ'_ = K[771\/—1/T].

Preuve. Introduisons l’extension abélienne maximale L de L et notons Kab
celle de K. Par le corollaire 1.1.3., la sous-extension abélienne de K b qui est
fixée par Ny, i (Ker¢yr) est I'intersection L' = [/ n Kab qui n’est rien d’autre



que le compositum LY = [ab x K. Cela étant, puisque Ker¢g fixe K, il vient
comme annonce :

(Kergx : Np x(Kergr)) = [LPK': K') = [L** : L** N K'].

Et ’ensemble de la discussion peut se résumer par le schéma de corps :

) I LI_(ab Eab
| | |

1,ab L L/ab — et fab
| |

LNK' K’
|

K

1.1.5. Corollaire. Notons d' (L/K) le degré [L** : LN K'] = [L’ab s K.
(i) Puisque l’extension K'/k est modérément ramifiée, d'(L/K) est un multiple
de la partie sauvage de l'indice de ramification e®®(L/K) de l’extension abélienne
L% /K, l’égalité ayant lieu si et seulement si la sous-extension mazimale L™ =
LN K™ de L qui est abélienne et modérée sur K est contenue dans K.

(ii) Lorsque % est norme dans lextension L/Qoo (ce qui implique en particulier
que L/Qoo soit totalement ramifiée) d'(L/K) est la plus grande puissance de p
qui divise e®*(L/K) si et seulement si on a ’égalité (o a Ab désigne le pged de
aetdeb):

(¢ DAIL:Qul = (4= D AIL: K]) x ((g— D AK : Qu])

Preuve. Soit 7 un premier de L vérifiant N o (7r) = % Posons mx =
N k(mr). Alors 7 est un premier de K de norme Ng /g (7k) = =. Il vient
donc :

LX:<7rL>><IFqX><U£1) et KX:<71'K>><]F;><U§(1).
Posons mg = [K : Quo] A(q—1) et mp = [L: Qo] A (g —1). il vient :

g—1

kerqbK =< T7TKg > X(F;)ﬁ X U}((l)v

_ x\ L=t (1)
Kergp = <mp > x(Fy)™r xUp".
et

a=1 a=1rr. a=1(pm : a=1((g_ :
Nuae((F5) ) = (g ) = (g e D — gy (om DR

q q

e e 192 " . Ker¢pp _ Uz(El)
Ainsi I’égalité attendue : N/ o(Rerdn) — Ny p(0D)

annoncée : mp, =mg X ((—1)A[L: K]). ¢

équivaut bien a la condition

(=2}



1.2. Classes au sens restreint et corps de classes de Hilbert

Soit K un corps global. Rappelons que nous avons désigné par PI% ’ensemble
des places a 'infini de K si K est un corps de nombres, des places au-dessus de
oo =1/T si K est un corps de fonctions. Pour v € PI$¢, K se plonge dans K,
et ¢x, () est bien défini pour € K*. On définit le sous-groupe des élements
totalement "positifs" de K™ par :

Kt ={xe K*|Yve PI¥, ¢k, (r)=1}.

1.2.0. Définition Nous appelons groupe des "signatures” d’un corps global K
le quotient fini :
SgK = KX/KJr.

Si R est un sous-groupe de K* | I'image de R dans Sgg est notée sgx(R). En
particulier, on a donc Sgx = sgx (K*).

1.2.1. Lemme. On a:

Sex =sgr(K)~ [ ¢x,(K)).

veEPIYE

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréme d’approximation forte. ¢

On pose P} = {xOk|z € K*}. Alors le groupe de classes d’idéaux au sens
restreint de Ok est :
CIe = I/ Py,

Uk = H K5<>< H Uk,,

On pose de méme :

vEPIPE vgPIgE
U = [[ Kergr, x [[ Ux,-
veEPIYE vg Pl

Alors Uk et U; sont des sous-groupes ouverts de Jg.

1.2.2. Proposition. Les groupes de classes d’idéauz au sens ordinaire ou
restreint sont donnés par les isomorphismes canoniques :

(i) Clg ~ Jx JUxk K* ;
(ii) CI5 ~ Ji JUE K.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de I’isomorphisme I ~ Jg /Uk. ©

1.2.3. Corollaire. Classes au sens ordinaires et classes au sens restreint sont
liées par la suite exacte :

1 —sg(Fx) — Sgx — Cli® — Clg — 1.
Preuve. On a immédiatement :

Uk /Uit ~sg(K), K*NUg =Ex et K*NUt =K' NEg =Ef.



Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.2.2. ¢

Soit Hy /K lextension abélienne de K correspondant par la théorie du corps
de classes & K*Ug. Alors Hy est appelé le corps de classes de Hilbert au sens
ordinaire de O . C’est 'extension abélienne maximale de K qui est non ramifiée
(aux places finies) dans laquelle toute place de PI$? se décompose totalement.
Notons que 'application d’Artin donne lieu & I’isomorphisme canonique :

Clk ~ Gal(Hg / K).

Le lecteur pourra consulter [12] pour obtenir plus d’informations sur les corps
de classes de Hilbert pour les corps de fonctions.

Soit H¢/K Dextension abélienne de K correspondant a K*Uj. Alors HES
est appelé le corps de classes de Hilbert au sens restreint de O . L’application
d’Artin donne lieu & I'isomorphisme :

Cl® ~ Gal(H? /K).

1.2.4. Exemples.

(i) On a sg(Q) = sg(Z*) = {—1,1}. Il suit donc : Hg = H§* = Q.

(ii) On a sg(Q) = sg(F;) =TF;. Ainsi Ho=Hg® = Q.

(iii) Soit n > 3 et soit K = Q(e%%) le n-iéme corps cyclotomique. Alors, pour
tout v € P, on a K, = C. Et il suit Hx = H}".

(iv) Soit M € Z = F,[T] un polynome unitaire de degré supérieur ou égal a 1.
Soit K le M-iéme corps de fonctions cyclotomique. Nous renvoyons le lecteur &
[6] pour la définition de K. Alors, pour tout v € PI%, on a :

11 suit donc Ker¢gg, = K. Et il en résulte : Hx = HJ.

1.2.5. Remarque. Soit L/K une extension séparable finie de corps globauz.
On a alors H® C Hi*. Et si L/K est galoisienne, H;* /K Uest aussi.

1.2.6. Proposition. Soient K un corps global et L = H}&®. Alors toute classe
de Cli a une image triviale dans C17°.

Preuve. Ce n’est rien d’autre que la transposition au sens restreint du classique
théoréme d’Artin-Furtwiingler pour les corps des nombres.

1.3. Idéaux signés et groupes de S-classes d’idéaux signés

Pour définir le groupe des classes d’idéaux au sens restreint par analogie
avec le groupe des classes d’idéaux au sens ordinaire Clx = I / Pk, nous avons
restreint, dans la section qui précéde, le dénominateur au sous-groupe P} des
idéaux principaux engendrés par les éléments totalement positifs. Mais il est
souvent commode de travailler plutot sur le numérateur. Dans [8] est ainsi
introduite pour les corps de nombres la notions de "diviseur". Mais comme le



terme de diviseur a déja un sens bien précis pour les corps de fonctions, nous
préférons parler ici d’idéal signé :

1.3.0 Définition. Nous appelons groupe des idéaux signés d’un corps global K
la somme directe

Isg = Ix ® Sgk

du groupe I des idéauz et du groupe Sgx des signatures de K. L’image Psg
dans Isg du groupe multiplicatif K* est le sous-groupe des idéaux signés prin-
CIPaAUT.

Si Kest un corps de nombres possédant exactement r places réelles, on a
Sgx = {£1}" et I'image d’un élément = de K> dans Isk et le couple formé de
I’idéal principal engendré par x et des r signes des plongements de = aux places
réelles. Si K est un corps de fonctions, on a un résultat analogue & cela prés
que {£1}" est remplacé par le produit Hv|Pl;§ ox, (K)).

Soit, en effet, P une place de K ; on lui associe une valuation vp comme
suit :
- si P est une place ultramétrique, alors P correspond & un idéal premier de
Ok, et vp est alors la valuation P-adique usuelle sur K *;
- si P est réelle, K se plonge dans Kp = R et vp est alors a valeurs dans Fy = %
:onavp(x)=0pour z>0etvp(x)=1pourz<0;
- si P est complexe, vp est la valuation triviale ;
- si P divise % enfin, on pose vp = Px,..

Le groupe des idéaux signés de K est alors le groupe abélien libre engendré
par les valuations attachées aux places de K, chaque élément D € Isg, s’écrivant
de maniére unique sous la forme :

D= E npup,
P

avec np € Z si P est une place finie, np € Fy si P est réelle, et np € Im¢g,, si
P divise % L’application de K* dans Isk, est alors donnée par la formule :

T Z vp(z)vp.
1.3.1. Lemme. le groupe Csx = Isk/Psk des classes d’idéaux signés
s’identifie canoniquement au groupe CU}E° des classes d’idéaux au sens restreint.
Preuve : C’est immédiat.

Soit maintenant S = Sk un ensemble fini de places de K. On note Isg(S)
le sous-groupe de Isi engendré par les places de S :

— Si v est une place finie, elle correspond & un idéal premier non nul et le
sous groupe engendré par v dans sk est le sous-groupe de Ix engendré
par cet idéal ;



— Si v est une place a l'infini, le sous-groupe qu’elle engendre est le facteur
oK, (K)) de Sgk ; il est d’ordre 2 si K est un corps de nombres et v réelle,
trivial si v est complexe.

1.3.2. Définition. Le groupe S-classes d’idéauz signés d’un corps global K est

le quotient
Cs}q( = Iskg/Psklsk(S) ~ Csk/Csk(S)

du groupe des classes d’idéaux signés par le sous groupe engendré par les classes
des idéaux signés construits sur les places de S.

1.3.3. Remarques.

(i) Si S =0, on a déja vu que l'on a Cs3. ~ OIS,

(ii) Si K est un corps de nombres et .S ’ensemble des places réelles de K, alors
Csf( ~ Clg. Plus généralement, si S contient les places réelles de K, notons S°
I'ensemble des places finies contenues dans S et O%- I’ensemble des éléments de
K réguliers en toute place finie en dehors de S°. Alors C's7- s’identifie au groupe
de classes d’idéaux de O%.

1.3.4. Définition (Corps des S-classes de Hilbert). Considérons le groupe
d’idéles
Ui = ] XKewow, x[[Exx T[] Ux..
vEPIE ,vEgS veS UQSP,%O us
et notons Hy- l'extension abélienne de K correspondant a K> Uy . Il vient :
Cal(HY /K) ~ J /K*UZ ~ Cs5 ;
et on dit que Hy- est le corps des S-classes de Hilbert (au sens restreint) de K.
1.3.5. Définition. Le groupe des S-unités du corps K est le sous-groupe
Ey={xecK*| YP¢S wp(z)=0}.
En d’autres termes, le groupe EIS< est caractérisé par la suite exacte :

1*>E}%*>KX*>ISK—>CISK—>1

1.3.6. Remarques.

(i) Pour S = (), E% est le groupe des unités "totalement positives".

(ii) Si K est un corps de nombres, et S l’ensemble des places réelles E}S; est le
groupe des unités (au sens ordinaire) de ’anneau des entiers de K. Plus générale-
ment, si S contient toutes les places réelles de K et si S° désigne ’ensemble des
places finies contenues dans S, le groupe E%- est le groupe des unites de I'anneau
O3 des S,-entiers de K.
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2. Corps des genres et corps des classes centrales
2.1 Groupe des genres relatifs a une extension de corps globaux

Considérons une extension L/K de corps globaux (i.e. soit une extension
quelconque de corps de nombres de degré fini sur Q, soit une extension quel-
conque de corps de fonctions séparables et de degré fini sur @Q = Fy(T)), et
notons Sk un ensemble fini de places de K puis Sy I’ensemble fini des places
de L au-dessus des places de Si. Nous écrirons souvent S pour Sk ou Sy en
I’absence de toute ambiguité.

Rappelons que nous avons désigné par HfL (resp. HI‘(’;K) le corps des S-classes
de Hilbert de L (resp.K) i.e. l'extension abélienne de L (resp.de K) qui est
associéee par la théorie du corps de classes au groupe d’ideéles UEL (resp. U}?).

2.1.0 Définition. Le corps des S-genres LHE/K de lextension L/ K est le plus

grand sous-corps de Hf qui provient, par composition avec L, d’une extension
abélienne de K. En d’autres termes, Hf/K est la plus grande sous-extension de

H? qui est abélienne sur K.

Le corps des S-genres LH *Lg /K contient toujours le corps des S-classes Hy-.
2.1.1. Exemples.
(i) Pour S = 0, le corps des genres au sens restreint LH}%y = LHz’/K est le
plus grand sous-corps de H}* qui provient d’une extension abélienne de K.
(ii) Pour S = PIg°, le corps des genres au sens ordinaire LHp k est le plus
grand sous-corps de Hj, qui provient d’une extension abélienne de K.
2.1.2. Remarque. Puisque LH} /L est une sous-extension de H} /L,
Visomorphisme Gal(H} L) ~ Cs7 identifie le quotient G7 , = Gal(LH} /L)
& un quotient du groupe de S-classes C’s*z. On dit que QE/K est le quotient des
genres de Cs; relativement & 'extension L/K.
2.1.3. Proposition. Soit L/K une extension quelconque de corps globauz.
(i) Le groupe d’idéles de K qui correspond a la sous-extension abélienne HE/K/K
de HY K est limage Ny (US)K* du groupe Uy L* associé o Hy L.
(ii) Le groupe d’idéles de L qui correspond a l'extension abélienne LHE/K/L
est le saturé pour la norme NL_/lK(NL/K(ULS)KX)LX du groupe Uy L* associé
a Hy L.
Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Théorie globale du corps de
classes.
2.1.4. Corollaire. Lorsque 'extension L/ K est cyclique, de groupe de Galois
I' =< v >, le quotient des S-genres QE/K s’identifie au plus grand quotient

FCZSE du groupe C’si des S-classes de L sur lequel T' opére trivialement :
gf/K ~TCs? = 052/05‘2(771) .

On retrouve ainsi, pour S = @ ou S = PI™ les caractérisations traditionnelles
du quotient des genres dans le cas cyclique. Notons par ailleurs que, le groupe
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Csf étant fini, il en résulte que dans le cas cyclique le quotient des genres Q“Lg K
a méme ordre que le sous-groupe ambige (i.e. fixé par I') de C's?.

Preuve. Notons, pour simplifier, N la norme arithmétique Ny, et considérons
un idéle = de Jz, dont la norme tombe dans N(U7)K *. Ecrivons donc N (z) =
N(u)k, avec u € Uy et k € K*. Nous obtenons k = N(x/u) € K* N NJL
et, 'extension étant suposée cyclique, le principe de Hasse nous permet d’écrire
k= N(l) pour un I € L*. 1l vient donc N(z/u) = 1, d’ou, via le théoréme 90
pour les idéles, z/lu = y?~! pour un y € Jr, c’est-a-dire

xe J]T UL
et finalement : QE/K ~ JL/Jz*lUfLX ~ Csf/Csi(’yfl) comme attendu.

2.2. Formule des S-genres et suite exacte des S-genres

Soit L/K une extension quelconque de corps globaux; pour chaque place
v de K, notons K, le complété correspondant de K et (L)), la famille des
complétés de L aux places w au-dessus de v (considérés dans une méme cloture
algébrique de K,) ; désignons enfin par (L%’)ww la famille des sous-extensions
abéliennes maximales de K, respectivement contenues dans les (L )q|o-

Soit alors L2 = II,,L% le compositum des L% et L = N, L% leur
intersection, puis ﬂﬁb le sous-corps de ﬁgb fixé par les sous-groupes d’inertie
G°(L /L) attachés aux extensions abéliennes L /L lorque w décrit les
places au-dessus de v.

2.2.1. Remarques. Lorsque les L2 coincident, ce qui se produit en parti-
culier dés que l'extension L/K est galoisienne, il n’y a pas lieu de distinguer
entre IA/U”’7 Lo et Egb. Nous écrivons donc dans ce cas L2 sans plus de détail ;
mais cette simplification n’est pas possible dans le cas général.

D’aprés la Théorie locale du corps de classes, L est I’extension abéli-
enne de K, associée au groupe de normes Np /k, (L), que nous écrirons de
fagon abrégée N (LX) ; il coincide naturellement avec le groupe N(L%*) =
Npav /K, (La**). Le compositum ﬁﬁb des L% correspond donc & l'intersection
NwlwN (L) et leur intersection L2 au sous-groupe Iy N(Ly) de K© engen-
dré par les N(L)). Enfin , pour chaque place wy au-dessus de v le groupe
de Galois Gal(ﬁgb/szz) s'identifie au quotient N(LJ )/IL,,N(L;) et son
sous-groupe d’inertie a I'image N (U, )(Il, 1, N(L))) du sous-groupe U, des
unités de L,,. Et le groupe d’idéles associé au corps L% est ainsi le produit
(Hw|vN(Uu,)) ( NwLo N(LZJ)) 11 vient donc :

2.2.2. Proposition et définition. Avec les notations ci-dessus :

(i) le quotient K /IL,, N Ly s’identifie au groupe de Galois de I’extension abéli-
enne locale L% /K, ; et nous disons que D?*(L/K) = Gal(L%/K,) est le groupe
de décomposition abélianisé de la place v dans 'extension L/K ;
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(ii) le quotient U, /11, NU,, s’identifie au groupe d’inertie de l’extension abéli-
enne locale L% /K, ; et nous disons que I%°(L/K) = G°(L*/K,) est le groupe
d’inertie abélianisé de la place v dans Uextension L/K.

Venons-en maintenant au cas particulier des places a I'infini :
(i) Si K est un corps de nombres et v une place réelle, on a k, = Ret L,, = R ou
C pour chaque place w au-dessus de v. Dans ce cas les L,, sont donc abéliens
sur K,, leur compositum L, est égal & C dés que 'un au moins des L, est
complexe et leur intersection L, est R si et seulement si Pun des L, est réel.
En particulier le groupe de Galois

D',(L/K) = Gal(Ly/K,) ~ K /TL,N¢, /5, (L)

est d’ordre 1 ou 2, et trivial si et seulement si v admet un prolongement w réel.

(ii) Si K est un corps de fonctions, et v divise %, rappelons que nous avons

posé K', = K,["/—1/T] et L'y, = L,[v/—1/T]. Dans la correspondance
du corps de classes, nous savons par (1.1.6.) que Kergy, fixe K', et que son

sous-groupe N, /i, (Kergr, ) fixe, lui, la sous-extension maximale L’fub de L/,
qui est abélienne sur K,,. D’aprés la théorie locale du corps de classes, le produit
yw N, Kk, (Kerér,,) est donc associé & I'intersection L'v= ﬂw‘vL’?Ub, de sorte
que le quotient K /IL,,Np, /i, (Kergr, ) s’'identifie au groupe de Galois

D',(L/K) = Gal(L',/K',).
En résumé, nous avons :

2.2.3. Proposition. Soit v une place a l'infini de K et ¢k, la fonction signe
associée.
(i) Si K est un corps de nombres, le quotient Ker¢y, /IL,,Nr, /1, (Keror,)
s’identifie au groupe de Galois D',(L/K) = Gal(L,/K,) d’ordre 1 ou 2.
(ii) Si K est un corps de fonctions, le quotient Ker¢y, /I, Nz, /1, (Keror,)
s’identifie au groupe de Galois D',(L/K) = Gal(L',/K',).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la formule des genres :

2.2.4. Théoréme (Formule des S-genres). Soient L/K une extension quel-
conque de corps globaux, Sk un ensemble fini de places de K et Sy l’ensemble
des places de L au-dessus de celles de Si. Le nombre de S-genres relatif a
Dextension L/ K est alors donné par la formule :

Mye i s @' (L/K) Wy pig o9 €2 (L/K) Wyes, d2(L/K)
L K|y« By N NE )

[LHF g : L) = b

Dans celle-ci, hf( désigne le cardinal du groupe des S-classes C’s}q{ d’idéaux
signés et d',(L/K) est le degré de I’extension abélienne locale L',/ K, ; d?*(L/K)
est lordre du groupe de décomposition abélianisé D (L/K) et e2*(L/K) celui
du groupe d’inertie abélianisé I®°(L/K) ; le corps L% est le plus grand sous-
corps de L qui est abélien sur K ; le groupe Ef; est le groupe des S-unités (au
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sens restreint) de K ; et NE/K =K*n NL/K(UE) est le groupe des S-normes
locales attaché a lextension L/K.

2.2.5. Remarque. Lorsque l'extension globale L/K est abélienne, on a
évidemment L® = L ainsi que les égalités entre groupes locaux D (L/K) =
D,(L/K) et I2*(L/K) = I,(L/K). Si elle est cyclique, on a en outre N,/ =
Nk (L*) en vertu du principe de Hasse.

Preuve. Rappelons que nous avons désigné par Hy- le corps des S-classes de
Hilbert de K et par Hy ; le sous-exension maximale de Hy qui est abélienne
sur K. Nous avons donc :

[HE/K : K] [HE/K  HR)[HE - K]

LH} L] = =
LH e+ L] [LOH . K] [Leb : K] ’

puisque L = LN H} /i est bien la sous-extension maximale de L qui est

abélienne sur K. Cela étant, d’aprés (1.3.4.) le groupe d’idéles associé a HIS(
est Up K< et , d’aprés (2.1.3.), celui associé a HE/K est Ny i (U7)K*. 1 suit

(U : Np/k(UT))
(KX ﬂUIS( KX ﬁNL/K(Uf))

[HE i - HR = (Ui K*: Npyg(UD)K™) =

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que la contribution des différentes
places au numérateur est donnée par (2.2.2.) et (2.2.3.) ; tandis qu’au dénomi-
nateur, on a K* NUZ = Ef et K* N Npx(Uf) = Ef; N NT) . Notons que
lorsque l’extension L/K est galoisienne, cette derniére intersection n’est autre
que EZ NNy o N = K* N Ny i (J) est le groupe des éléments de K
qui sont normes locales partout d ans l’extension L/K.

2.2.6. Corollaire. Soit L/K une extension quelconque de corps de nombres et
L% /K sa sous-extension abélienne mazimale.

(i) Le nombre de genres relatif a Uextension L/K est donné par la formule :

hic [1, e (L/K)

[LHpk : L] = [Lab: K] (Fk : Ex " Npk(UL)) '

ot hx est le nombre de classes de K.

(ii) Le nombre de genres au sens restreint est donné, lui, par la formule :

hg® Hvesx(K) di°(L/K) vasoo(x) e’ (L/K)
[L2b : K] (Ef : Eff N\ N (UL)) ’

[LHEjk : L] =

res

ot b est le cardinal de CU}° et E;g est le groupe des unités qui sont positives
aux places réelles de K.
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2.2.7. Remarque. Lorsque L/K est galoisienne, la formule obtenue pour le
corps des genres au sens ordinaire dans (i) nous donne la formule de Furuta
([5]). Lorsque L/K est abélienne, la formule obtenue pour le corps des genres
au sens restreint dans (ii) nous donne la formule de Goldstein ([7], Théoréme
2.1).

2.2.8. Corollaire. Soit L/K une extension quelconque de corps de fonctions
et L% /K sa sous-extension abélienne mazimale.
(i) Notons hi le cardinal du groupe des classes Clyk. Alors :

hic Moes. o) B (L/K) Tlogs. ) €67 (L/K)
[Lab : K} (EK : Fx ﬂNL/K(UL))

[LHp kL] =

i) On suppose que pour toute place w € PI® ona : £ € N LX) et que
(1) ppose que p p 7 T € NL,/Qo (L) et g
L, : Q| divise (¢ — 1)ry, o0 7y, est un entier premier 4 ¢ — 1. Notons h*S le
[ q p q W
cardinal de CU° ; le nombre de genres au sens restreint est alors :

b Hveplgg(K) P vazPl;g(K) e2’(L/K)

LHres :L —
[LHE ] : L] L+ K] (B : B NNy (Un))

)

ot E;; = Ex N K" est le groupe des unités totalement positives et p™ est la
plus grande puissance de p qui divise e2*(L/K) (p est la caractéristique de F,).

Revenons maintenant au cas général. soit donc, comme plus haut, L/K une
extension quelconque de corps globaux, Sk un ensemble fini de places de K
et S; 'ensemble des places de L au-dessus de celles de K; Rappelons que nous
avons noté H f /K la plus grande sous-extension de Hp x qui est abélienne sur
K. Cela étant, avec les notations du théoréme 2.2.4, nous avons :

2.2.9. Théoréme (Suite exacte des S-genres). Les symboles locaux de restes
normiques donnent la suite exacte courte qui relie corps des S-genres et corps
des S-classes de Hilbert, groupes de Galois locauz et groupe de Galois global :

Ex

T ERONT .

1 — Ram?  — Gal(Hp  /HR) — 1,

ot le groupe médian Rami/K est la somme directe :

Ram? /sc = (Buepize\sze Dy (L/K))&(Byepig\s9 18" (L/K)) @ (Sves DY (L/K)).

Preuve. C’est une conséquence immeédiate de la démonstration du théoréme
2.2.4. : le premier morphisme f : EIS(/EIS( ﬂNL/K — Ramf/K est induit par les
symboles locaux de restes normiques (pris dans les extensions abéliennes locales
correspondantes) ; et le second morphisme g : Ramy ; — Gal(H}  /HE)
n’est autre que la formule du produit (o), — [ 04 HE prise dans l’extension
abélienne H *Lg /K /K, chacun des o, agissant trivialement sur le corps des S-
classes de Hilbert HZ. La théorie globale du corps de classes nous dit alors
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que les S-unités globales (i.e. les éléments de E%) ont une image triviale dans
Gal(Hf/K/K), en d’autres termes que 'on a Imf C Kerg ; et 'exactitude de la
suite résulte de l'identité donnée par le théoréme 2.2.4.

|Ram€/K| [HE/K P LY[L : K] g g
BT By NG MRk e MR

conformément au schéma de corps :

L‘ Ly LHE,

Lab _r®gs HS

LAHS ___  HE

K
Et, bien entendu, si 'extension L/K est abélienne, on a LHE/K = E/K. o

Lorsque le groupe des unités Ex est particuliérement simple, il est naturelle-
ment possible d’expliciter le terme normique dans la formule des genres ; ainsi

2.2.10. Proposition. Soit K/F,(T) une extension séparable finie telle qu’il y
ait une unique place de K au dessus de co. Si L/ K est une extension galoisienne
finie et v une place de K, on pose :
q?;gu -1
d
(ax° —1) AesP(L/K))

my =

A (QK - 1)7

ot deg, est le degré de la place v et qx est le cardinal du corps des constantes
de K. Et on note :

mp, kg = p.g.c.d. {m(v), v place de K}.

Alors :
(i) (Ex : Ex N"Np/k) = (Ex : Exk N N/x(UL)) = ﬁ,
(ii) Et sous la condition qx = q, il vient
K:QANqg—-1
(B B 0 Ny = @l =l

mpe ANK QA (g—1)

Preuve. Notons Fg le corps des constantes de K. Comme il y a une unique
place de K au dessus de oo, on a Ex = F3. Il suit :

EK mNL/K - ﬁU(F;( n NLib/KU(UL%b))'
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Or par [11], Proposition 2, le cardinal de Fy N Npav/g, (Upan) est égal & my,.
D’ot la premiére assertion. Pour (ii), notons que E} est un sous-groupe de F
et que le cardinal de E}; est [K : Q] A (¢ — 1). La Proposition suit. o

2.2.11. Corollaire. Soit K = Fy(T) et L/F,(T) une eatension galoisienne
finie :

(i) Le nombre de genres au sens ordinaire relatif a L/Q est alors donné par la
formule :

m(L/Q) dR(L/Q) T,z " (L/Q)

[LHpq: L] = (g — D[L?P: Q] ’

(i1) Si pour toute place w € PIS°, on a % € Ny /q. (L) et [Ly : Qo] divise
(¢ — 1)ry 0% 7y est un entier premier ¢ ¢ — 1, le nombre de genres au sens
restreint est :

pe Hv;éoo e2P(L/Q)
TIUNYS) N

ot p"> est la plus grande puissance de p divisant e2>(L/Q) (p est la carac-
téristique de Fy).

[LH}, : L] =

Preuve. C’est une conséquence directe du Théoréme 2.2.6. et de la Proposition
2.2.10. ¢
2.3. Corps des classes centrales

Soient toujours L/K une extension quelconque de corps globaux, Sk un
ensemble fini de places de K et Sy ’ensemble des places de L au-dessus des
places dans Sk . Rappelons que nous avons posé :

vt = [ Kerew, ] LS I Us.

PIP\S° veSL vePIF\S?

Ecrivons yJy, le noyau de la norme Npjk o Jo — Jk.

2.3.0. Définition. Le corps des S-classes centrales de Uextension L/K est
l’extension abélienne CffK de L correspondant par la théorie du corps de classes

al Sous-groupe NJLULSLL>< de Jg,.

Remarquons qu’on a la double inclusion :

L c LH?t c C%t

s
L/K Lk CHL"

Cela dit, I’appellation de corps des S-classes centrales se comprend comme suit

2.3.1. Lemme. Lorsque L/K est galoisienne, le corps des S-classes centrales
C‘E?K est la plus grande extension galoisienne de K contenue dans H*LgL telle

que Gal(ijK/L) soit contenu dans le centre de Gal(CffK/K).
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Preuve. Posons G = Gal(L/K) et observons que le quotient Jr, /Uy, s’identifie
au groupe des idéaux I, du corps L. Pour établir la proposition, il suffit na-
turellement de prouver que si I est I'idéal d’augmentation de Z[G] on a :

NJLUL = Ji°UL.

Or les idéaux de L de norme 1 sont précisement ceux contenus dans [ iG. 1l
vient donc nJLUp C Ji€UL, C nJLUp, puis yJLUSLX = JICUSL* ; d’ou le
résultat. ©

2.3.2 Exemples.

(i) Le corps des classes centrales de I’extension L/K est I'extension abélienne
Cr/k de L correspondant au sous-groupe yJrUpL* de Jp. On a :

L C LHL/K - CL/K C Hy.

(ii) Le corps des classes centrales au sens restreint est ’extension abélienne CEB/SK
L correspondant & NJLUZFLX. On a :

LC LHEQ/SK - Cie/SK C Hi®.

2.3.3. Théoréme. Soient L/K une extension galoisienne de corps globaut,
Sk un ensemble fini de places de K et Sy, l’ensemble des places de L au dessus
des places de Sk . Alors corps des S-genres et corps des S-classes centrales sont
liés par lisomorphisme :

. . (Nz/x /NL/x (LX)
Gal(Chy [LH ) ~ —o L[R2t —.
(ER* NN/ /ER O Ny (LX)

2.3.4. Corollaire. Sous les hypothéses du théoréme, on a :

(N /NL/x(L*))
(Ex "Ni/k/Ex NN (LX)’

(NL/K/NL/K(LX))
G lcres LHreS ~ *
al(CLTr /LH k) (B NNk /Ef N Npx(L*))

Gal(Cp/k/LHp k) ~

Preuve. Posons
Ty ={a € Jr, Npjk(a) € Npj(UZPL*)},

et
T2 = {O{ S JL, NL/K(O[) S NL/K(UEL)KX}
Alors Ty et Ty sont des sous-groupe de Jz, et on a T} C T5. De plus, CffK/L

correspond a T} et G§7 /L correspond & T5. Cela entraine

T

Gal(Crhy [LH} ) =~ R
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Ni/x

définie comme suit :
5K .
Ny (LX) (EENNL /)

Considérons l'application f: Tp —

Pour a € Ty, de norme Ny g (a) = Np /i (B)x avec 3 € ULSL et x € K*, notons
f(a) la classe de 2. Montrons que f est bien définie. Supposons Ny k(o) =
Np/k(B')z" avec 5’ € UfL et ' € K. Nous obtenons z(z')~! = NL/K(ﬁ'ﬁfl).
Dot z(x')~t € EIS(K NNy, K, comme entendu. Notons que f est un morphisme
de groupes.

Soit maintenant x € Ny /g, disons © = Ny, /i () pour un certain o € Jr,. Nous
avons alors a € Ty. Ainsi f est une surjection.

1l est clair que T} est contenu dans Kerf.

Soit maintenant o € Kerf. De I'égalité Ny i (o) = Ny x(B)Np Kk (y)u avec
XS UEL, yeL*etpyc€ E}S;K NN, Kk, nous tirons u = Ny k() avec T € Uf’“.
Ainsi o € T3

Nous avons donc obtenu :

. . Nk /Nrjk (LX)
Gal(CSy [LHS ) ~ —o—HI ) —.
(ER" N NLyk /B N Ny (L))

Le Théoréme suit. ¢

Il est bien connu que le groupe des noeuds Ny i /Ny (L*) qui intervient
au numérateur est un invariant purement galoisien de lextension L/K :

2.3.5. Théoréme. Soient K un corps global et L/ K une extension galoisienne
finie de groupe de Galois G. Pour toute place v de K, choisissons une place w
de L au dessus de v et notons G, le groupe de décomposition de w dans L/K.
Posons Ny i = K* NNy i,(Jp). il vient :
. N o A —

(i) W/(IEX) ~ Coker (HUH 3(Gy,Z) — H 3(G,Z)).

(ii) Supposons L/K abélienne ; alors % est isomorphe au conoyau de
Papplication f: ]], /\2 G, — /\2 G définie par (- ,0u ATy, ) = Y. 0y ATyp.

Preuve. L’assertion (i) est dans [13], page 198, et (ii) résulte de [10], Théoréme
3.0

2.3.6. Corollaire. Si L/K est cyclique, ou plus généralement s’il existe une
place v de K telle que G, = Gal(L/K), on a :

S S
Clte = LH}

Réunissant 2.2.4. et 2.3.3. nous obtenons la formule des S-classes centrales :

2.3.7. Théoréme (Formule des S-classes centrales). Dans une estension
galoisienne L/K de corps globaux, le nombre de S-classes centrales est donné
par la formule :

vepip\spdv(L/K) Wpepigsg €8 (L/K) Myes, dy’ (L/K)
[Lab: K|(ES : By N Ny (LX)

11
[CF)k : L] = b KL/K
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Dans celle-ct, hf( désigne le cardinal du groupe des S-classes Csf( d’idéaux
signés et d',(L/K) est le degré de I’extension abélienne locale L',/ K', ; d2*(L/K)
est lordre du groupe de décomposition abélianisé D (L/K) et e2*(L/K) celui
du groupe d’inertie abélianisé I®°(L/K) ; le corps L% est le plus grand sous-
corps de L qui est abélien sur K ; le groupe E}‘% est le groupe des S-unités (au
sens restreint) de K ; et NE/K = K*N Ny (U}) est le groupe des S-normes
locales attaché a l'extension L/K ; enfin ki x = (J\/L/K : NL/K(LX)) est le
nombre de noeuds de l’extension L/K.
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