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RESUME. Nous étudions la g-structure galoisienne des idéaux ambiges de |'anneau des
entiers AN d'une extension métacyclique de degré n @ sur le corps des rationnels. Et
nous montrons en particulier que |'anneau AN est localement libre sur l'ordre qui lui

est associé dans |'algébre du groupe de Galois, indépendamment de la ramification.
INTRODUCTION

Etant donné une extension normale N du corps des rationnels, le groupe de
Galois G=Gal (N/ﬂ) opére sur l'anneau de ses entiers AN’ qui est, de ce fait, un
Z[ G]-module de rang 1. Et il est bien connu, depuis E. Noether [ 11], que Ay est

localement libre sur Z[ G] si et seulement si la ramification est modérée.

Une fagon d'éliminer |'hypothése de modération consiste & introduire |'ordre
O = {rea[G]] XANCAN} des éléments de Q[ G] qui opérent sur AN . Clest ainsi que
forsque G est abélien, on sait par un résultat de Leopoldt [9] que AN est libre sur
(DN’ et que ce dernier est engendré sur l'algébre Z{G] par les idempotents correspon-

dant aux sous—-groupes supérieurs de ramification des idéaux premiers de N.

Dans le cas général, la situation est, bien entendu, moins simple. Par exemple,
si G est un groupe métacyclique dl'ordre ng, produit semi-direct de centre trivial d'un
groupe cyclique S d'ordre premier impair £ par un groupe cyclique T, |'anneau AN est
bien libre sur Z[ G] lorsque la ramification est modérée, d'aprés un théoréme de
Frohlich [ 6]; mais il existe des extensions galoisiennes de degré 23 x 47, sauvagement
ramifiées sur 0, et telles que le produit ‘m.AN de I'anneau AN par un ordre maximal

M de I'algébre O G] ne soit pas M-stablement libre (cf [ 2]).

Nous nous proposons, dans ce travail, de préciser queique peu la §-structure
galoisienne de |'anneau AN et, plus généralement, celle de ses idéaux ambiges, en par-
ticulier lorsque l'extension N/@ est sauvagement ramifiée en £. Nous nous appuyons
pour cela sur une classification des Ze[G]—modules noethériens sans Ze—torsion, que
nous exposons dans une premiére partie, et qui rameéne l'étude de la structure d'un
module // & des calculs de caractéres de groupes de cohomologie, c'est-a-dire, dans
le cas que nous considérons ici, a des calculs de trace dans une extension cyclique.

Et nous déterminons explicitement ceux des idéaux ambiges de AN qui sont localement

libres sur leur ordre associé dans l'algébre @e[G].
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DESCRIPTION DE L'ALGEBRE DU GROUPE SUR L'ANNEAU ZE

Dans tout ce qui suit, nous nous donnons £ un nombre premier impair, et n
un entier non nul, Par groupe métacyclique d'ordre nf nous entendons tout pro-
duit semi-direct G de centre trivial d'un groupe cyclique S d'ordre £, par un

groupe T, cyclique dlordre n,

Si G est un tel groupe, I'entier n divise (£-1) et I'application de T dans le
groupe Aut S des automorphismes de S, qui définit le produit semi~direct, se
factorise par un caractére £-adique primitif du groupe T, conformément a |'iden-
tité

-1 _ n’“”

™T , pour tous T de T et M de S.

. . . iémes ,
Plus généralement, puisque l'anneau ZE contient les racines n de ['uni-
té, les représentations de T sont réalisables sur @8' Cela étant, a tout caractére
£-adique ® irréductible du groupe T correspond un idempotent ey de l'algébre

ZEET] , défini par :

=1 5 ce"('r)'r ,

e
? Noer

et caractérisé par I'identité :

T ecp‘-“P(’T) ey » pour tout T de T.

Il est bien connu que les (ecp) # constituent un systéme complet d'idempo-
®eT "

tents orthogonaux de l'algébre semi-locale Ze (Tl , indexé sur le groupe T des

caractéres ¢-adiques irréductibles de T.

Broposgition 1, Les homothéties a droite associées aux idempotents irréductibles o

de ZB L T1 sont des projecteurs orthogonaux pour la structure de ZZ [ GJl-module

de I'algébre ZEEG] ; ce qui s'écrit :

Ze[G] = @ *zeﬁs]e¢.
YET

F aisons choix maintenant d'un générateur 0 du groupe S ; posons 6=0-1, et

- T
considérons |'élément O = 1 z0% 1('F) UX( ).

NreT



Nous obtenons :

Proposition 2. Larésolvante ¥ est le générateur de I'idéal d'augmentation de I'algébre

Ze[S] qui satisfait & la congruence & = 8§ [ mod 52221:5]] )

K
ainsi qu'aux relations de décalage e_ 9= Jde , pour tout® de T .
w wx’ 4
2 . e" P4
Démonstration : Notons V= 1+0+,,.+0 ‘ I'opérateur trace, et remarquons que

nous pouvons écrire :

6e_l=\)—2(1+5>\) puis be=—26(l+6)\),
pour un A convenable de Ze [s] ; cela nous prouve que 1'élément & est un nilpotent
topologique de I'algébre Zyp [s] , donc que la quantité (1+8X) est inversible dans

ZQES], et,par suite, que €& appartient & la puissance ¢'°M€ de Ilidéal d'augmenta-

tion.

Introduisons alors une section X du caractére X, a valeurs dans {l, 25000y 2-11.

De I'égalité :

x (1) _ ihﬂ-l]’

—I(T)ECX(T)—1]= X x"(¢)[1+c+..+c

9§ = X
TET TET

Jl=

1
n

Sl

N X_'(T)G
TET

nous déduisons la congruence :

g = F[: 5 x_l (t)x (1) = 8 [mod 62 Ze S]], qui nous prouve que
TET

§ engendre |'idéal d'augmentation 522[5]. Et I'identité ecp“9 = ge -1 résulte
®X

immédiatement de la relation de commutation : 184 =% (t)gT.

Gorollaire, Le centre de I'algébre 7, G] est la sous algébre c=7,[9¢"] +vz [TI.
—_—— e 4 2

Démonstration : Remarquons d'abord quten vertu de la congruence :

8 1=8%1=y_ 2 modes z,(s1],
£-2 i
I'algébre 7, [s] s'écrit,comme somme directe de Zp-modules : ® z,*® ® Zy V-
i=0
-2 n-1 i Nn-1
Ecrivons donc x = £ PN xi.«9 e .+ X y.Ve . un élément de ZEEG]’
i=o j=0 Y ¥ =0 4

et supposons le central.
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D'aprés la proposition précédente, l'identité Tx = xT, pour tout T de T,
s'écrit Xl(T)xij = xij , Ce qui nous prouve que les xij sont nuls pour i # 0 (mod n) ;
tandis que I'égalité ¥ x = x9 nous montre que xij est indépendant de j.

. n .
Le corollaire en résulte, |'élément O étant clairement dans le centre de Ze (Gl

2. ETUDE DES 7, {G]-MODULES INDECOMPOSABLES

L a classification des représentations entiéres d'un groupe métacyclique d'ordre

nf a fait I'objet d'un travail de Lena Chang Pu, dans le cas ol n est premier [8].
Nous précisons ce point lorsque |'anneau d'entiers est celui des nombres £-adiques.
Considérons pour cela un Zy { Gl-module noethérien, sans Ze—tor‘sion, et effectu-

V4 . -~ . . . 2_ .
ons son dévissage a l'aide de |'application trace vV =1+0+,,, +0 I. Dans la sui-

A%

te exacte : 0— P M 9 0,

I'image ( est un ZetT]—module sur lequel S opére trivialement, donc somme direc-
te de modules indécomposables Ze e‘:P ; tandis que le noyau p est de fagon naturelle
un module sur l'anneau quotient ZBEG]/VZEET]’ lequel est isomorphe a I'algébre
a produit croisé g = Ze[goT] engendrée sur l'anneau cyclotomique Ze[g] par le
sous—-groupe d'ordre n de son groupe de Galois, pour l'action de T sur les racines
eiémes de I'unité définie par le caractére y.

De plus, l'image  étant Zef T]-projective, M s'identifie en tant que Z?. [T]—
module, & la somme directe? ®¢g. L 'action de Ze[G] sur M peut alors étre décrite
par les relations : 8(x,y) = (® x+fgy, 8y), pour tout 6 de ZZCG] , ol f désigne

une application de Hom (z,lc], Hom, (Q,P)] satisfaisant aux conditions :
z,LT1-% z,

fozB = afB +fozB , pour tous «, B de ZeCG].

Et la ZEEG]—str‘uctur‘e de M est donc caractérisée, a isomorphisme prés, par la

@,P).

classe du cocycle f dans le groupe Ext] (c]
Zph G

Cela étant, nous obtenons :

Theoreme |, Si G est un groupe métacyclique d'ordre nf, tout ZQEG]—module de type
fini et sans Ze ~torsion s'écrit comme somme directe essentiellement unique d'exem-~
plaires des 3n modules indécomposables non isomorphes suivants :

T = A =
o = Lg%y Zetg]ecp

© =ZeES]eq’ ;

[
.:‘CP

hY . . * ~ . - , o
ou l'indice ® parcourt le groupe T des caraciéres p-adiques irréductibles de T.
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Avant d'établir le théoréme, remarquons que les modules rcp sont précisément

ceux indécomposables sur lesquels le groupe S opére trivialement ; tandis que
Ies modules A@ , qui sont annulés par |'opérateur trace, correspondent aux idéaux

2! de I'anneau cyclotomique Ze[G] : en effet, siWw = rlu Z X_I(T)QX(T) désigne |'i-
TET

mage de la résolvante 9 dans ZEEQJ, I'application W' P({) = P({) e ; estun isomor-
X

phisme de £ sur A _,
i
X
Comme, d'aprés les travaux de Rosen [ 13], tout A-module P est somme directe
de tels idéaux, il suit que dans le dévissage :

v

0O— p—> Ny—>( — 0,

dun 7 CG]—moduleM , le noyau P est somme directe diexemplaires de modules /A
e @ H

et I'image de modules I'_. Le foncteur Ext étant additif, il suffit donc pour détermi-

¢
ner E><tl C @,P), d'expliciter celui-ci lorsque P et sont indécomposables. Con-
Z,.G
g

venons, pour simplifier, d'écrire Hom pour Hom ] et Ext pour Ext

z,lc z,lel

Cela étant, nous avons :

Lemme 1. Désignons par 510 ['unique idéal maximal du sous-anneau 530 d'indice n dans

I'anneau cyclotomique 8 = ZBEC] ; par 9 et ¥ deux caractéres irréductibles de T.

Nous obtenons :

i A) = A = .
(i) Hom(I‘(p, ) Hom(‘p,I‘w) 0o ;

_ oPlo, V)
Aw) =27

Y

(ii) Hom(a¢,Aw) = Hom (A

¢’
(iit) Hom(Z,,T) = Hom (T, T\) =<8, ¥ 7, ;

oli £(®, ¥) est donné par P(®, ¥) =L(t+n-1)/nl, sit est llentier de {0, 1,...,n-1}
qui vérifie yo~ ! =x".

Démonstration : (i) Soit, en effet, un Ze[G]—mor‘phisme fdermdans A‘l" Par action
de l'opérateur trace Vv, il vient : 0=Vf=fVv =78 ; soit £f =0, puis f= 0. Un

résultat analogue vaut pour Hom (A‘P’rw)'

(ii) Supposons maintenant f € Hom (E AW)' De I'égalité fV=Vf=0,

cp’
nous concluons que f se factorise par le quotient Ecp/ vEcp isomorphe a Acp ; et un

Ze[G]—mor‘phisme de A dans AW n'est autre qu'une homothétie de rapport dans %o'

@

(iii) Enfin, si f appartient & Hom (Ecp’rw); 'identité f9=9f=0
montre que f se factorise par le quotient E:p/sacp isomorphe a rcp ; ce qui acheéve

la démonstration.
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femme 2, Sous les mémes hypothéses, il suit :

Ext (T ’Aw’=<‘”’”> Fpo et Ext (A¢,Pw)=<cp,w>a=e.

7]
Démonstration : Dans le dévissage canonique du module E:p = ZZES] g7 I'image
Imv, égale a VZ, ey, est isomorphe a T‘p ; et le noyau Ker Vv, égal a '822[ s] o
slidentifie & Acpx = Zefg:\ oy en vertu de la relation de décalage donnée a la

proposition 2.

Ainsi, de la suite exacte de ZZEG]—modules :

A = T
0= Aoy @ ¢ 0

nous déduisons la suite exacte de groupe :

0o—> Hom(rtp,Aw)-‘* Hom(Ecp,/\w)"—) Hom(A Acp)__) Ext(T_,A,)— 0,

L @Y

qui nous donne immédiatement :

A = A =
Ext(l"¢, ll’) Hom (A w)/Hom (ACO’AW) {®X, Ll;)Fe.

@x

De fagon semblable, de la suite exacte courte :

Il

0 — \)I‘w > v AIU 0,

nous déduisons la suite exacte de groupes :

£
0— Hom(A ,T )— Hom(Ew,l‘c’)-—» Hom(rw, AGP)__> Ext(A, I“P)——e 0,

LA

qui hous donne [!'isomorphisme :

EXt(AW’ rw) = Hom(l"w, I‘gp)/e Hom(rw, I‘:P) = (y, FE'

Démonstration du théoréme : Considérons un ZQEG]—module indécomposable ¥ et
dévissons le par action de la trace V. Posons P = Ker V et § =Im V ; puis notons

f I'élément du groupe Ext{Q,P) qui définit la structure de ¥.

Supposons d'abord P et ) indécomposables, ce que nous pouvons écrire =A‘3
et g =rcp' Le module ¥ étant lui~-méme indécomposable, nous avons {=@Y¥ d'apreés
le lemme 2 ; et f est uniquement déterminé par la classe f(1) dans le quotient
AW/(”AW' Or, celle-ci pouvant &tre prise arbitrairement par ZeC G ]-automorphisme
de P, il existe donc a isomorphisme prés, et sous la condition nécessaire { =9,

une et une seule extension indécomposable de AW par rcp : clest E‘P'



-7 -

Dans |'hypothése ol P et { ne seraient pas indécomposables, écrivons les
comme sommes de modules isotypiques P = @QPPGP et = ®w Q‘i" Par additivité du

. = © =@ ) et
foncteur Ext, nous obtenons : Ext(Q,P) o WEXNQLU’P“P) o Ext(Qch,Pcp,)<
’
M est décomposé dés que |'un ou l'autre de P ou de § n'est pas isotypique. Ecri-

vonsdonc:P =@ A__et) = @ T, comme sommes directes d'indécomposables
jer *X jeg ¥

du méme type. Nous pouvons représenter f matriciellement sous la forme f=Efij]

avec fij € Ext (TGP’Aﬂpx)’ et il suffit de diagonaliser f par automorphismes de P et

Q pour constater que / est décomposé avec |'un ou |'autre de £ ou Q.

Ainsi, les seuls ZeEG]—modules indécomposables sont bien les 3n modules
proposés ; ceci achéve la démonstration, puisque |'unicité de la décomposition

résulte du théoréme de Krull-Schmidt.

Geolie . Etant donné un module ¥ sur llalgébre Z [ G], les groupes de cohomologie
HO(S,M)=Ker9, puis H! (S, M =Kery/Img et HZ(S,M)=Ker‘.e/Im\) sont, de fa-

con naturelle, des ZB [ G]-modules sur lesquels S opére trivialement. En particu-

lier :
(W) HO(S,5,) =Ty H'(s,aep)=o ; H2(S,E) =0 ;
(i) H°(S,T,) =T HI(S,I‘CP)=O ; HZ(S,I‘Qp)=Fe ey ;
(i) HO(S, ) =0, H! (S, )=, &, ; H2 (s, Ay =0 .

1! suit que la G-structure d'un module ¥, ncethérien et sans Ze-torsion, est

uniquement déterminée par l'action de T sur les groupes de cohomologie asso-

ciés a S.
3. ORDRES DANS @et Gl

Nous appliquons les résultats qui précédent a la description des ordres de

@eEG] qui contiennent ZeEG].

Précisons en premier lieu la décomposition semi-simple de |'algébre @zEGl

. \Y) , S . 2 .
Broposition 3. L.es idempotents 7 o attachés aux caractéres irréductibles du groupe

=V
T et I'élément 2—— constituent un systéme complet d'idempotents centraux de l'al-
gébre semi-simple QZCG]. En particulier, dans |l'isomorphisme :
v g-v
- (@ M ) ® =y
0,led = ( « 02 %)@ glel —,
YET

-V R N . 2
lle facteur QBEG] P,_é_ est isomorphe a I'algébre simple G'DQEQ oT) engendrée sur le
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i corps cyclotomique @2 [¢] par le sous-groupe d'ordre n de son groupe de Galois,

Corollaire. L_a sous-algebre M de @e[G], engendrée sur ZEEG] par les idempotents

\Y , S . ) . £ 2
centraux - eq attachés aux caractéres irréductibles de T, est un ordre hérédi-
taire qui admet la décomposition directe :

M = ( ® . z, -E e°9> ® ZeEG] 2%\)’ dans laquelle le facteur

veET
ZZEG] _2%\_) est isomorphe a llalgébre héréditaire A = Z, [CoTl.

De plus, tout M module noethérien et sans 7 ,-torsion s'écrit de facon essen-
’ ) G

tiellement unique comme somme directe d'exemplaires des 2 h modules :

I“,'p et Acp , ol ¥ parcourt le groupe des caractéres irréductibles de T.

Démonstration : LLa décomposition semi-simple de |'algébre @2 EG] est immédiate.
Cela étant, le sous anneau Il de @eEG] engendré sur ZeEG] par les idempotents
centraux, est évidemment un ordre de ﬂefG]. Il est héréditaire comme composé
direct d'algébres héréditaires ; et les seuls M-modules noethériens sans Ze—torsion,
qui sont indécomposables, sont bien les modules rcp et Acp’ conformément aux dé-
compositions :

MA, =A ; et lE

‘ll(I‘cp=I‘gp ; © @ 3

L2 1-\“~P ® A“P‘

Nous pauvons dés lors décrire les ordres maximaux de |'algébre ﬂeEG] qui
contiennent Ze (cl. En effet, si O est un tel ordre, il contient les idempotents
centraux de ﬂefG] et, par suite, l'ordre M, Par la décomposition directe :

(oo (e Y
0 <—e_ ) .3 %o 0),
WET

nous sommes ainsi ramenés a déterminer les ordres maximaux de |'algébre

a, [¢oT] qui contiennent z, [CoTl

Cela étant, @e[Qo T] est une algébre simple centrale sur le sous corps @o
d'indice n dans le corps cyclotomique ﬂ)eE C], de sorte que, conformément aux
résultats de Reiner ({12 ], th. 39.14), I'algébre héréditaire A = Ze[.QOT] ad-
met (avec les notations du lemme 1) une description matricielle dans de (@0),

de la forme :



(B £ 2 9
O~ Q-+ resee=--= O
[ AN '
' .. S~ )
~ S e [
n_] . ] ~ . . '
' ~ .. '
A=o® gt = . Tl
i=0 I| N <. "o
t ~
B ..-..._ B
\ O o Y

Dans cet isomorphisme, le radical #=9% A s'écrit :

Eh ol Sl ittt o

&8
/
.

s
’

2 2 )
]

Bewm--=-0

.8 TR
(o] (o]

f
O
[}

Tandis que les ordres maximaux © i de @e [ o T] s'obtiennent respectivement,

) n-1 i
4 partir de |'anneau cyclotomique 8 = ZeEQJ = @ ?Bo w!), commes ordres asso-
. =0
ciés aux n modules ‘31%, pour i=0,...,n-1([ 127, th. 39.23).

Autrement dit, nous avons 0 . = {x E@e[:coT] | x ®18 < RiB),
8

) n-1 -
+ 2 4 . .
Ainsi, de la décomposition directe '8 = @ ﬁo @™, nous déduisons immédia-
i=0
tement la description matricielle :
r -
D S B L. 2
) ;o 1o To
BB R £
-1 o 69h—l ol o o o) o
o = i = =1 1
. . fetemm-- B------ B
X =0 = o to to T THo
' t ' X
LI L T
(o) (o] o O

- 3 i i Y . . -
En particulier le © i—modu|e R'B =2 est, & isomorphisme prés, le seul
¢
qui soit indécomposable,

Récapitulant ces résultats, nous obtenons :
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Iheoreme 2. Etant donné un groupe métacyclique G, d'ordre nf, il existe exactement
N ordres maximaux % dans llalgébre QBEG], qui contiennent ZZEG]' Plus préci-

sément, pour tout caractére £-adique irréductible ¥ du groupe T, I'ordre mcp’
€-n

qui est associé au module qu, est engendré sur ZeCG] par le nilpotent €p 3

Sa décomposition indécomposable sur |lalgébre Ze[G] est ainsi :

n-1
iy~ (@ Je( e T,
VET
'Si +j
Démonstration : Il suffit de vérifier que les éléments e P T qui opérent sur
X
Acp sont ceux pour lesquels i est supérieur a £-n, lorsque j décrit 0,..., N-1; et
£-1
qu'ils s'obtiennent tous & partir de ) T par multiplication par une puissance
£-1
de 9. En particulier, ch contient les éléments e‘JJ 7 et donc les idempotents

4
centraux ey-

Corollaire, Pour tout caractére £-adique irréductible ® du groupe T, l'ordre ‘ch, as-

8 n
socié au module Ecp’ est engendré sur Z [G] par le nilpotent “9%2 . Il contient
4 Y ainsi que les idempotents centraux E ¢? pour ll!?é ¥ ; sa décomposition
s'écrit :
22,0 g )0 o
T = E

i=1 VE® “’

Cela étant, l'ordre associé a un ZZEG]—module de rang 1, s'obtient immédia~
tement comme intersection des ordres associés 4 ses composantes., C'est ainsi

que l'ordre M est I'intersection des 'IK,_P, et ZBCG] celle des m@,.

4, APPLICATION AUX ENTIERS D'UN CORPS LOCAL

Dans ce paragraphe N désigne une extension métacyclique de degré né, sau-
vagement ramifiée sur le corps @2 des nombres £-adiques, % I'anneau de ses en-
tiers et P son idéal maximal. Nous notons G le groupe de Galois, S le sous-

groupe dérivé, T un relévement de G/S en un sous-groupe de G, et X le caracté-

re de llaction de T sur S.

L e sous-corps K des invariants de S est une extension cyclique, modérément
ramifiée, de degré n sur @2’ et dont le groupe de Galois est isomorphe & T, |tanneau

de ses entiers ¢ est donc libre sur |'algébre Ze[T] :

axZ,lTl = @ . Tq, ;
PeT

tandis que si Jdésigne llindice d'inertie de £ dans K, le quotient de ¢ par son
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idéal maximal p, qui s'identifie au corps F 7 est isomorphe, comme ZEET]_
2

module, a l'algébre FEET/I] du quotient de T par le sous—~groupe d'inertie

de £ dans K :

¢/p T F,LT/I]1= © F., ol nous avons écrit F, pour I, /€1, .
2 x @ P P ¥
®E(T/I)
Introduisons Ilindice de ramification € def dans K, puis t le saut de rami-
iémes

fication sauvage ; et, puisque le corps @2 contient les racines n de l'uni-

. . . . . ) iém -
té, faisons choix dans % d'une uniformisante T dont la puissance n'*®M€ soit in-

v . .
variante par T. Notons P =1 sa norme sur K et { le caractére de T défini par
Ilidentité :

nol - U(T), pour tout T de T.

femme 3. Le saut de ramification t est |ié a l'indice e par la relation : tS[ﬂ]ﬁe ;

et I'égalité t = € n'a lieu que pour e =n = £-1,

Démonstration : Voir [10] lemme IIL.1 .

_t
Lemme 4, Le caractére X ¥ est trivial sur le sous—-groupe d'inertie I.

Démonstration : D'aprés ce qui précéde, nous pouvons écrire

g Eaﬂtﬂ { mod ‘D.Hz] , pour un a de a\p fixé par I.

De I'identité T4 = X(T)4 T donnée par la proposition 2, nous déduisons immédiate-

ment :

V) aTrtT =xer) win) an® ! [modB%+2], soit a” = ¥ ¥~ C (1) almod®] ;

./
ce qui nous prouve que X Y  (T) vaut 1, pour tout T de L

1

. ‘12 -1-17 . ) ) .
En particulier, I'élément T 91 est invariant par le groupe d'inertie I,

de sorte que nous avons en fait I'égalité :

+t .
dm = aT'\'l , pour un choix convenable de a dans le sous-corps

K
K +t[mod q3}f+t+1],

dlinertie ; et, bien str : 8T =kant pour tout % de Z.

Cela étant :
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- . . .z . . S ‘s
Proposition 4. Pour tout entier relatif s, l'idéal fractionnaire P~ s'écrit comme som-

me directe de ZE ET]-modules sous la forme :

pS = drrt.H?'u @ «9(‘138_t) , avecu=1+ fs-t 1]

Démonstration (d'aprés J. Cougnard [3]) : Il suffit d'écrire :
s+(2-1) s+(e-1) S-t+(€-1)
P = @ e m’=anttiUy an’c uwt+€u+«9< z a nk> ,
k=8 k=s h=s-1
efik~t)

en vertu des congruences qui précédent ; puis de vérifier que la somme est

directe, par exemple en appliquant llopérateur trace v .

Corollaire 1. Pour tout s de Z, le noyau, dans I'idéal fractionnaire ‘158, de |'opérateur

s¥* 8-t
trace V est le sous-module : P =9(P )

tandis que |'image de V est I'idéal fractionnaire :

[ii’_(_t_*;_)(_e_:_'_)].

V(T’S)=pu , avec VU =

Démonstration : la premiére partie résulte de la proposition ; la seconde de (14]
(Ch. Vv, §3, lemme 4).

Corollaire 2. Pour tout s de Z, les groupes de cohomologie attachés a I'idéal fraction-

) s . , .
naire B~ sont donnés par les Fe[ T]—lsomorphlsmes :

Ris, 3%) © (358510 00 pYtY)

w o -
H2(s, B5) ~ p /pY 5 avec v=t+1+[2 z ']etw=1+ES .

(8-1)+ ([ =13 r 2ty
Ils ont méme ordre & et s'annulent simultanément

pour tous les 8, en ramification modérée ; et pour tous les seuls s = 1 (mod 2),

lorsque © vaut 1.

Démonstration : Puisque le corps N est un K[S]—module libre, il existe dans
138 un sous-module ouvert, qui est libre sur a[s]. Le quotient de Herbrand

8 . . i 8 . . A
de B~ est donc trivial, et les groupes H1<S, P > ont ainsi le méme ordre.



- 13 -

Maintenant, d'aprés le corollaire 1, le premier groupe de cohomologie est
p s 8-t s ) ) :
donné par la formule : H](S,‘B ) =8P "7)/HDB") ; et ce dernier quotient est I'ima-

s+t

Z -'t 8 S—.
ge par |'opérateur 9T ~ du groupe P~ /(D +(KNP ﬁ)ﬁt), gue nous pouvons en-

core écrire (‘138/138+t)/ﬂ‘t ((Kﬂﬁs_t)/(Kﬂ‘bs)). Sous cette forme, le dénominateur

slécrit ntgpv-t/pw] ; et il est donc isomorphe a pv/pw+t.

Cela étant, convenons, pour tout caractére irréductible ® de T, de noter & le

caractére de degré [ défini par la formule 3 = I 8¢®. Le lemme 4 nous prou-
*
_+ 8€(T/D
ve que llimage bijective par l'opérateur 91 dlun IFeE Tl-module de caractére 3
A N ) 8 ;mS8+7
est un lFeET]—module de méme caractére. Comme les quotients B~ /P et

s, w+t . . )
p /p sont sommes de tels modules, la premiére partie du corollaire se trouve
ainsi établie.

Quant au second groupe de cohomologie, il s'écrit immédiatement :

HZ(S, p°) = pw/pv ; ce qui achéve la démonstration.

D'apreés le scolie au théoréme 1, le corollaire 2 ci-dessus détermine complé-
.. . e S . P .
tement la structure galoisienne de |'idéal B~. En effet, si nous convenons d'écri-
K . s N 8
re Y pour ¢ lorsque ¥ est égal & V', le caractére du FRET]—module HI(S,‘B )

est exactement :

= yS 4 ySHI s+i-1 S=1 s-t-1 v
5 =¥+ ey (-2l v

tandis que le caractére de HZ(S, P°) stécrit :

5, = W Ty oyl

s .
La 22[63—str‘uctur~e de I'idéal B~ est donc donnée par la formule :

‘DS'Z’ [ @ Acp] o[ & l"q,] ef @ Ecp] ; conformément & |'iso-
ep\@l cpléz @\@z

morphisme :

w
~{ o rjjef ® r l=7z,[71l
P C'p‘q)z ¥ ml@z ® 1

oS : .
Tandis que son ordre associé O nl'est autre que l'intersection :

o= cp?@lcmq’) " (GP‘?’QZ %)'
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. . _ s
Iheoreme 3, Pour tout entier relatif s, le quotient ‘138/ Tr (B”) est libre sur llalge-

N/K
. . . . s S .
bre A si et seulement si les groupes de cohomologie de l'idéal P~ relativement au

groupe S ont méme caractére ¢ ; ce qui a lieu exactement dans les cas suivants :
en ramification modérée, pour toute waleur de S ;

en ramification sauvage, pour tous les s de r+¢Z, si r est un entier de L1,2]

qui vérifie la congruence 7 =1 (mod ¢€).

. g2 S . . S .
Lorsque c'est le cas, |'idéal B~ est libre sur son ordre associé O, qui est

engendré sur ZQEG] par les idempotents 6¢p \E)’ pour les ¥ divisant 3.

Démonstration : D'aprés ce qui précéde, la Ze[G]—structure du quotient

g)-

L'égalité @l = @2 caractérise donc ceux de ces quotients qui sont libres sur
A= ZEE CoTl.

'DS Tr ('DS) est donnée par I'isomorphisme :
N/K

‘pS/T"N/K(‘DS) (@ A:p) (ep‘

epl@, 2,

. S . .
Lorsqu'elle a lieu, le module MP~ s'écrit comme somme directe :

npP (o n)0( @ Acp> ®2,[T] ¥ m;

?| 8 )8
de sorte que l'ordre 0° associé a ‘138 est contenu dans M, Un calcul immédiat mon-
tre qu'il est engendré sur Ze[ GJ par les idempotents centraux attachés aux @

divisant .

Corollajre, L'anneau 2 et I'idéal B sont libres sur leurs ordres respectifs dans
Italgébre 0 CG] L_'or*dre O(B) est engendré sur Z EG] par les idempotents

\2) s Pour 8 € (T/I) eth=1,..., t=1; et I'or‘dre ®(2) contient en outre les
Oy
idempotents correspondant & # = 0.

En tant que Ze[G]—module, I'anneau des entiers 2 s'écrit comme somme

directe :
t-1

A~ ® *£<£o (r ,en .))e( e = I,
Be(T/I) h#te

Et, dans cet isomorphisme, I'idéal maximal D est représenté par le sous-module :
-1 e-1

~ = T = ],
’ GS(T/I)*[B BW°®<£1 <ewk®Aewk>>®<ke=at ewh>

lorsque le saut de ramification est strictement inférieur a £ ;

-2
~ @ T o
’ af(T/I)*E<2r9¢°®A9W°>@(k=1 < BW}E@ANK)) .

sinon,
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5. EXTENSION AUX ENTIERS D'UN CORPS GLOBAL

Etudions maintenant le cas d'une extension globale N, métacyclique de degré

nf sur le corps des rationnels, sauvagement ramifiée au~dessus de {.

Comme plus haut, notons G le groupe de Galois Gal(N/Q), puis S le sous-
groupe dérivé, T un relévement du quotient G/S en un sous-groupe de G, et

X le caractére définissant l'action de T sur S.

Introduisons le sous-corps K des invariants de S, qui est une extension cycli-
que de degré n sur Q et dont le groupe de Galois est isomorphe a T ; puis désignons
par D le sous-groupe de décomposition de £ dans K, par I le sous-groupe d'iner-
tie, et par H le sous-groupe métacyclique de G, produit semi-direct de S et de

D. Notons enfin :

AN I'anneau des entiers de N ; et § 1'idéal ambige maximal au dessus de
25

U le complété de Ay en P, et B son idéal maximal ;

G le tensorisé Zy ®Z Ay e et P= Zg ®, ®,

puis, de facon semblable :
AK I'anneau des entiers de K ; et p la trace de & sur AK ;
a le complété de AK en p, et p son idéal maximal ;
@ le tensorigé ZZ ®ZAK , et p= 22 ®Z p.
A I'anneau 2 qui est métacyclique de dggré m ¢ (divisant n¢) sur 7, et dont
le groupe de Galois slidentifie a H, nous pouvons appliquer les résultats de

I'étude précédente, C'est ainsi que nous avons les isomorphismes de ZZE Dl-

modules :

a/p = FeED/I] et = FBED] ;

puis par passage a la représentation induite :

1’

a/p =~ FBET/I] et a IFZET].

Il est bien connu en effet que I'anneau G = ZZ ®Z AN slobtient par induction

a partir de U ; autrement dit que l'on a:
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z,Lc] Z,0H]
En particulier nous obtenons immédiatement a partir du théoréme 3 ;

Theoreme 4, Etant donnée une extension métacyclique de degré n? sur le corps des

rationnels, le tensorisé G = ZB ®Z AN de l'anneau de ses entiers s'écrit comme

somme directe de ZBEG] modules :

-1 e-1
ax ot (T gen w)e(e = )]
8¢ (D/1) k=0 ¥ k=t b4
. . « . . rd . Y rd . k
lorsque le saut de ramification est strictement inférieur a ¢ ; I'écriture ®Y re-

présentant I'induit dans T du caractére 8% du sous-groupe de décomposition D :

G~ © <I‘6®Ae> sinon.
0ET

En particulier G est toujours libre sur son ordre associé dans ZELG].

Démonstration : Le cas sauvage s'obtient par induction ; tandis que le cas modé-
ré résulte de la surjectivité de |'application trace Vv = Tr qui entraine

~ ZEEG].

N/K

Tout comme dans le cas local, nous obtenons ainsi :
Corollaire 1. Le quotient G/ est isomorphe & I'algébre héréditaire A = ze[g oTl.

Ce qui est une version affaiblie d'un résultat plus général, puisqu'on peut

montrer que le quotient AN/AK est en fait libre sur Z{{o T] (cf [4]).

Corollaire 2. L'ordre O{G) est engendré sur ZZEG] par les idempotents € associés

Aol <

aux facteurs irréductibles @ des caractéres induits @'Yk par les 8¢ lorsque 6

*
décrit le groupe (T/I) et % le segment 0,1,..., (t-1).

Corollaire 3., L'anneau des entiers d'une extension métacyclique de degré ng sur le
corps des rationnels est localement libre sur son ordre associé dans |'algébre

| du groupe de Galois.

Démonstration : Compte tenu du théoréme, il suffit de regarder Grq=zq ®Z AN’
pour les g différents de £. Or, pour un tel premier Q, le tensorisé G‘q se scinde

en deux termes :

Le premier terme s'identifie au produit tensoriel Zq@z Z[coT) ; et le



- 17 -

second, Zq ®Z AK est bien libre sur son ordre associé dans Zq[T] , d'apreés

le résultat de Leopoldt.

Rappelons que pour n = 2 ce dernier corollaire entraine que I'anneau AN

est en fait libre sur son ordre associé dans Q[ G7 (cf. (1]).

Pour illustrer les résultats qui précédent, considérons le cas des extensions
kummeriennes de degré ¢ sur le corps cyclotomique @l ¢], qui sont non ramifiées

en dehors de §.

Supposons, pour simplifier, g régulier et notons K le corps cyclotomique Q[ ¢ ],
T = Gal (K/@) son groupe de Galois, T/TO celui de son sous-corps réel maximal
et @ le caractére de l'action de T sur le groupe des racines eiémes de |'unité,
Cela étant, pour tout caractére pair ¢ = th, de T, faisons choix d'une section ¢

modulo ¢, a valeurs .dans 7, et telle que la somme Z  ®(7) soit nulle.
TET

Définissons alors Ncp par K[h_] en prenant pour € _
P ®

- I'entier § si ¢ est le caractére unité,

- l'unité cyclotomique sinon.

m <gw('r) _ C-w(*r))@hr"])
TET

Il est bien connu que les 2—51 corps N ainsi définis engendrent, avec le corps

P
cyclotomique Q¢ 2] , la g-extension abélienne maximale g-ramifiée de Q[¢J.

Cela étant, la congruence :

e’ = €°P('r) { mod Ele(] dans le groupe des unités EK , hous prouve

® 9
que le corps K _ est une extension normale de degré p(g-1) sur @, qui est méta-

]
cyclique, de caracteéere:

X =W cp_l =t 2h,

Or, puisque th est totalement et sauvagement ramifiée sur 0, son complété
g-adique est une extension métacyclique de degré p{g-1) sur @2 . D'apreés le
lemme 4, la relation précédente nous assure que le saut de ramification ¢ est
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L a structure de I'anneau des entiers est donc donnée par |'isomorphisme :

A>T @A (I’ ep J@,., ®(T ®A @= ®.,.. @@= .
( w® wo) < w UJ> < cp"‘ % 4) wcp_q we_z ’
tandis que celle de I'idéal maximal s'écrit :
B~ @©(T @A J@,,,®(C @A @ ®,., ®= .
w® ( w w) < c.p‘q cp"‘) wQO—ﬁ we_z
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