J. -F. Jaulent

Années 1984/85 - 1985/86

THEORIE DES NOMBRES

(fascicule 1)

L 'arithmétique des g-extensions

(thése de Doctorat d'Etat en Mathématiques,

soutenue le 24 janvier 1986 a I'Université

de Besancgon) 349 p.



Ce n'est pas sans une certaine émotion que j'exprime ici ma
reconnhaissance

a Georges GRAS, qui a dirigé mes recherches avec chaleur,
humour et infinie patience ; ses conseils, sa culturem'ont été extrémement
précieux ;

a Georges POITOU , qui m'a constamment manifesté sa bien-

veillance depuis mes débuts a I'Ecole Normale, et me fait |'honneur au-
jourd'hui de présider le jury de soutenance ;

a John COATES , qui a manifesté I'intérét qu'il porte & ce
travail en acceptantsivolontiers de venir a Besancon participer au jury;

a Jean COUGNARD, dontl'amicale compréhension et la cons-
tante disponibilité ne m'ont jamais fait défaut ;

a Jacques MARTINET , qui m'a accueilli si cordialement a
Bordeaux , entouré de ses conseils, fortifié de son énergie ;

a Michel WALDSCHMIDT, dont le cours d'arithmétique a Uim
a éveillé ma vocation de chercheur, et que je remercie tout particuliére-
ment de participer au jury ;

a Alain YGER , quim'a proposé un second sujet passionnant,
et m'a initié avec patience aux secrets de la déconvolution,

Je tiens aussi & adresser mes plus vifs remerciements a

Thérése PARIS , qui , des mois durant , avec compétence et dévouement
a assuré la dactylographie de la majeure partie de cette thése ;

a Catherine PAGANI , qui a poursuivi si heur eusement ce tr avail , avec
I'énergie et I'efficacité que nous lui connaissons ; a Rodolphe VRANA |
qui a procédé au tirage avec sa rapidité et sa précision habituelle ;

a Mauricette JAUBERT et & Louis POUPIN qui m'ont aidé a réali -
ser |'édition préliminaire ,

Enfin , je n'aurais garde d'oublier que cette rédaction a pu
&tre menée a bien gr 8ce & |'hospitalité du C,N,R,S, Jel'en remer -
cie trés sincérement ici .



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION..............I.Q............‘.....'.'..‘l.......

CHAPITRE |

Sommaire..0.....................'..............................

1e-

1.- L'ARITHMETIQUE DES 1-EXTENSIONS ABELIENNES

Préliminaires 3 la théorie du corps de Cclasses ,,v0eecevescsccsss

a, - Définition des l-groupes fondamentauX ;s eeeeeeess000cc0sees
b.- Présentation du l-groupe des classes dlidéles ;vveeesevesses

c.- Valeurs absolues J-adiques principales
et for.‘r.r‘l-J'e du pr‘OdUit..............l.....l....‘...........

Isomorphisme du corps de ClaSSeS ,qceeeseesssscsscssssosssscsnscs

a.— EnonCé des théorémes fondamentaux.....'....l............l

b.- Description des l-extensions abéliennes
dlun corps de nombr‘es....l....Cll..l.....‘.‘......l......

Cc.- Les conjectures de Leopoldt et de GrosSS,,.ececes00sss0csee

Propriétés normiques des J-extensions abéliennes ,,.,.cce000000e

a.- La norme dans une extension quelconque de corps

de nombpes....OQIO.....Q.CCOOOQO...............l....l...
b, - Applications aux l-genres cyclotomiques ,,cesececsssssscssse

c.- Récapitulatif des principaux groupes de NOrmes ,,...ece0s000

10

14

14
18

21

24

24

28
32

37

37
40
43



2.- LA THEORIE DE KUMMER
ET LE ¥, DES CORPS DE NOMBRES

lo_ Définitlon du radica' UniVGr‘se’ R $0 00000 0ve000s00000000 00000000

Ade -

b,~

Ce—

Préliminaires : Théorie de Galois pour les
r‘adicaux universe|s...........l.....’...l..........'.l".

Rappel de la description par Tate du groupe K, (K) cececeses
Définition des groupes [{ (K),, et lnterprétatlon

kUmmerlenne ...'..'...................l......."........

Introduction du noyau r‘éguliel" R © 008 0000000000000 000000000000s

a, -
b.-

Ce —

Interprétation symbolique : le groupe }? (K) tesecscescsnasss
Interprétation kummérienne : le groupe &, (K)L cecesssessanan

Interprétation réguliére de la conjecture de Leopoldt...eeee.

Intr‘OdUCtion du noyau hi'ber‘tien b.............................

a, -
b, -

C,—

lLes

b.-

Ce—

Interprétation symbolique : le groupe HZ(K).{,' cesscesccsseses
Interprétation kummérienne : le groupe FZ(K)L cecssescssecss

Interprétation hilbertienne de la conjecture de Leopoldt,.eee.

résultats fondamentaux de 1a dualit€,eeeesoeoocsesosocsscsses

Comparaison des noyaux de |la théorie de Kummer
etde 'a K—théor‘ie.....'.............l....l.........l.....

Dualité pour le noyau régulier et le noyau hilbertien ¢eeeeees

lsomorphisme du mir‘oir‘..........I.....'....’.........'...

APPENDICE

Les conjectures de Leopoldt et de GroSS.seseescsscsccssssoscesssse

47

47
49

51

53

54
56
58

60

62
65
67

70

70

71
75

81



CHAPITRE II
Sommaire.......'..........................l..............'..... 86

1.- INDEPENDANCE 4 - ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES

1.-Position du probléme et énoncé de 1a coNjJeCtUre, voveeesoscssccesee 91

a, - Les deux complétions multiplicatives d'un corps de nombres, ... 91
b.— EnonCéde Iaconjectur‘e......'.'.O.l................I......‘ 94

C.— Discussion de la conjecture énoNCEe, s vereescescsssccsssscess. o8

2.,-Minorations du rang 4~ adique et preuve de la conjecture

dans le cas abélien.......-....................o............... 101

a,- Preuve de la conjecture dans le cas abélieN, veeeeaesssescscss 101
b.— Minorations du rang ‘L—adiqueoooo-ootoo.oooooooooo--oaoooooo<]03

c.- Comparaison des divers résultats obteNUS.ceecessceccsscoccsses. 108

3.- Application aux conjectures de LLeopoldt €t GroSS..esscecscosecscss (111

a.,- La conjecture de Leopoldt et le probléme du rang 4- adique

des S—unitésl..I.......'.......'..............l.......... l]]]

b,- La conjecture de Gross et le groupe des valeurs absolues
L’adiques des S_unités......"...........OI'l......l...'.. I]]s

c.~ Application aux problémes normiques dans les
ZL-extensions............................................I]]g

2.- CALCUL INFINITESIMAL DANS UN CORPS DE
NOMBRES ALGEBRIQUES,

1.~ Eléments infinitésimaux d'un corps de nombres algébriques. cveeecee. 126

a,- Définition des éléments INfiNitéSiMaUXeeeeesnsssoscsscscsssssassl26
b. - Interprétation kummérienne des iNfiNitéSIMaUXe s eeecoeecnseess «128
c.- Définition des diviseurs iNfiNit€SiMaUX,seeesoccessscossesessssl30

d.- Interprétation arithmétique du groupe des classes
infinitéSima'es.....................l......‘....l........‘. .]33



~-IV-

2,~Groupes de S-classes T-infiNitéSiMaleS,eseeesosescccscsssossess. 135

e =~ Eléments T_infinitéSimaux.Q..0..0‘.....Q..‘O.'..O..O.C....n135
b.— S—Classes T—infinitéSImalesoooooo-ooo-o'.ooo-oo-oooooooooo0137

C.~- Interprétations arithmétiques : applications 3 1a dualitéeseecoees. 139

3.~ La suite exacte des classes ambiges dans une extension

gaIOiSienne..............................O.l.........l..’..‘.. 1]42

a, - L'homomorphisme d'extension pour 1€s groupes @ ceecececceesces. 142
b.- Application au sous—-groupe de tOrSioN B seeeecesesccccsccsses . 145

c.- Extension aux 4-groupes de S-classes T-infinitésimaleS, cee... 148

4,- Genre infinitésimal d'une extension de corps de NOMbres., ceeeeeeees. 150

de — L'application norme pour les groupes dooo"..oooooocoo...oo 150

b,- S-genre T-infinitésimal d'une extension de corps

de nombres ........................l."...'...............l]sa

c.— Application au symbole de reste normique généraliSé.eeees oosed157

CHAPRPITRE 11

Sommaire.....‘............................'.....‘........'....I..164

l- LA FORMULE DES CLASSES AMBIGES ET SES
GENERALISATIONS,

1.- La formule de Chevalley pour les groupes de S-classes

de diViseurs.................................‘.........I...... 0168

a,~- Présentation du groupe des S-classes de diviseurs
dlun corps de nombr‘esoo-ooonoooooooooooooooooooooooooooooo 0168
b.- Démonstration de la formule des classes ambigeS,cesecscosossesnl7l

Cc.- Analyse de la formule dans le cas cyCliqUessseessscsscssssosce 6175

2.- Expression de la formule en termes de représentations

dans le cas métabélien seecssssessessensessecncsssnacsessecscsseslB80

a.- préliminaires.".I....‘...............O.......‘.‘..........]eo
b.— EnonCé des r‘ésultats...............................‘........]82

Ce— Application ala CapitUIationo.c-toooooooo-ooooooo.ooooo.oooo .186



3.- Extension des résultats au cas procyclique

a.,-
b.-

Ce—

2, -

L.a formule de Chevalley pour une Zé—extension. tesesssasssses
Calcul du quotient de Herbrand dans le cas ProcycliquUe, seeeees

Analyse de la formule obtenue ; critéres de trivialité

pour les groupes C{fﬁ $9000800s0000000000 0000000008000 0000000

ELEMENTS DE THEORIE DES GENRES .

1.- Présentation de la théorie des GNP eSS, censessvssssssesccscssescssass

de -

b, -

Ce—

Définition du corps des S-genres relatif a
une extension finie de corps de NOMDIreS .. eeeeecocescssossas

La formule du produit pour le symbole de reste NOrMiqUEe, ¢ eeees

Comparaison du corps des genres et du corps des
C'asses Centrales......I...-....0.......0...'.......l......

2.-Expression de la formule des genres en termes de repré -

sentations..'.....l..................I...........‘II..........

A, —

b.-

Etude du cas métabé”en....o-ooocn'ouooooooooonoo-oo-oo-oou

Extension des résultats au cas procyclique :
la formule des genres pour une ZL—extension. csescssesssccncs

c.- Propriétés normiques des S-unités dans une Z‘L—extension. ces

CHAPITRE IV

Sommaipe...............'Q.......................'.....'.........

l.- STRUCTURE DES A[A]- MODULES ,

1.-Présentation de llalgébre d!'lwasawa généraliSée,.sceeececessescss s

a.— POSition du prObIéme'........................I.............‘
b, - Définition de I'algébre d!'lwasawa GénéraliSé€.eeececcossces s oo

C,- Décomposition semi-locale de 1'algebre ¥ i ceeeeessscscccecssose.

189

190
193

198

204

204
209

214

219

219

224
229

240

244

244
246
248



Vi~

2.~ Structure des ) [A J-modules dans le cas abélieN,.eeeeeseensssess 251

by

a.- Parameétres attachés aun A [ A ]-module noethérieN.veceeeeees 251

b.- Etude de la filtration d'un A [ A ] -module noethérien
associée aux idéaux Vn

® 0 0 006006000000 000000000 0060000000000O0OF 253

c,- Suites paramétrées de Z{,[ A]-mModules fiNiSeeeeeceescseosenss 257

3.~ Structure des A [ A J-modules dans le cas MétabélieN. cee coeesceeees 262

a, - Description des X-modules projectifs de type fiNiseseesscessesss 263
b. - Classification des >~-modules noethér‘ienso eccessssssescsncccnce 267

a

Parameétres attachés a un Z-module NoethérieN. cveeeccessssess 272

C.

2,- REPRESENTATIONS 4-ADIQUES ASSOCIEES
AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES ,

1.- Etude du groupe de Galois de la 4- extension abélienne

non ramifiée 4~ décomposée maximale de Koo eesosesssssssssssssces 281

a._ Définitiondugr‘oupe a'.....l........'.....'......'I....... 28]
b. - Comparaison avec le groupe des classes au sens ordinaire,.... 285

c.- Capitulation et structure des groupes de ClasSeS,.eeeeessscsese 292

2.- Etude du groupe de Galois de la 4-extension abélienne

L—r‘amifiée maximale de Kco...oo.-o-oo-ooooo-ooonoooooooooooootoo 298

a._ Définition du grouped..ll.....I.O.....O......0.........'.. 298
b,- Etude du sous-groupe de tOrsion G seesesessescssccsscsscssses 302

c.- Capitulation pour les groupes B, et application
é Ia K—théor‘ie..lilili...l.l.'..............l'.......l'.... 307

3.- Etude du groupe de Galois de la 4- extension hilbertienne

maXimaIe de Kw..ii......l....'.I...I.O........l........‘...... 3]]

a.- Définition du groupe H .eeceeessccccscccesssscsssosssssscscnce 311
b,- Paralléle entre les conjectures de Leopoldt et de GrossS,sssees 315
c.- Inégalités du miroir ( 4 iMPair ) ceeeeesssssssscccsssssssscse 318
d.~ Application a une conjecture de CoateS,cceevcecsoscssssnsecees 321



-VII-

APPENDICE

Tab'eaux de car‘aCtér‘es.......................'....Ol............. 327

a,- Caractéres associés aux suites paramétrées de
ZL[A]_mOdules finis..'......"...........O............... 328

b, - Caractéres associés aux A\ [ A ]-modules noethériens
(avec conjugaison COMPIEXE) cveeceeoeeesoseesssccncoscssesss 329

BIBLIOGRAPHIE................................'.0.............. 333



INTRODUCTION

Les pages qui suivent traitent de l'arithmétique des 4-exten-
sions , et , plus préeisément , de |'étude des 4-groupes de classes
(d'ideles , de radicaux , de symboles , de diviseurs ,,..) dans les 4 -
extensions , finies ou non , de corps de nombres algébriques ,

L'ensemble est organisé en quatre chapitres largement indé-
pendants , eux-mémes divisés en deux sections autonomes , qui expo-
sent chacune un aspect de cette arithmétique , et restent directement
accessibles au lecteur plus particuliérement intéressé par un résultat
bien précis . Cette indépendance , cependant , n'est pas absolue ,
puisque nous utilisons , le cas échéant , dans chacune des huit sec-
tions qui constituent cette thése , tel théoréme essentiel établi plus

avant , au méme titre qu'un résultat classique ,

L'unité de ce travail réside avant tout dans llaccent mis sur
les méthodes {4-adiques lors de la résolution des questions considé-
rées ., Nous entendons par 14 le développement systématique de tech-
niques algébriques adaptées a |'étude des corps de nombres , de na-
ture irréductiblement globales , mais oll |'anneau Z L des entiers 4 -
adiques tient un rdle central, Cet emploi des nombres {-adiques dans
larithmétique algébrique , qui ne doit pas &tre confondu avec le ré-
cours aux méthodes locales , n'est d'ailleurs pas nouveau , Sans re--
monter aux origines , disons simplement ici que la présentatié’n par
Serre des résultats d'lwasawa sur les groupes de classes des corps
cyclotomiques - ce que nous appelons classiquement aujourd'hui la

théorie dilwasawa - en est une bonne illustration ,

Nous résumons ci-dessous |e contenu des différents chapitres,



Le chapitre | est consacré aux {-extensions abéliennes,

La section 1 {(L'ARITHMETIQUE DES {-EXTENSIONS ABE-
LIENNES) expose les résultats fondamentaux de la théorie {-adique du
corps de classes, Elle prend appui sur l'isomorphisme algébrique et to-
pologique qu'elle établit entre le groupe de Galois GK de la 4-extension
abélienne maximale d'un corps de nombres donné, et le 4-groupe des
classes dl'idéles de ce corps, défini comme le quotient GK= gK/RK du
1-[r‘es

k
lim KX/K;:‘c des ideéles généralisés par le sous-

t-groupe g = I
X operPr, kP

groupe RK = Z»L ®Z K% des id&les principaux, L.a description obtenue,
qui élimine complétement le probléme des normes universelles de la théo-
rie de Chevalley, permet de rendre compte plus directement de I'arithmé-
tique des g-extensions abéliennes, finies ou infinies, Elle ouvre enfin
sur des interprétations simples des conjectures de Leopoldt et de Gross,
Nous montrons ainsi que la conjecture de Leopoldt affirme exactement

qu'une unité généralisée ¢ € Z EK , qui est localement partout une

1%z
racine de |'unité, doit &tre une racine globale de Itunité ; tandis que la
conjecture de Gross postule qu'en un sens la formule du produit

Il v. = 1 est essentiellement la seule relation de liaison entre les

pePl, P
valeurs absolues {-adiques principales des éléments de Reg o

La section 2 (LA THEORIE DE KUMMER & LE K, DES CORPS
DE NOMBRES) peut étre regardée comme une reconstruction de llarticle de
Bertrandias et Payan sur les invariants cyclotomiques (*) a la lumiére des
idées de Tate sur le ](2 des corps de nombres, Nous y établissons un paral-
léle entre la description kummérienne des [-genres dans une tour cycloto-
mique, et les résultats de Tate sur le K, (**). Plus précisément, a cha-

que corps de nombres K, nous associons un groupe universel KZ(K) , ana-

* - . ”~
(") T-extensions et invariants cyclotomiques - Ann, Sci, Ec, Norm, Sup.

5 (1972), 517-548.
(**) Relations between K, and Galois cohomology - Inv. Math, 36 (1976),

255-274,



logue au groupe symbolique ]{z(K), et deux groupes finis ]_?-Z(K) et ]-(-2(K) ,
qui correspondent aux noyaux régulier et hilbertien de la f-théorie, et
explicitent les correspondances remarquables entre ces deux noyaux et
certains groupes de Galois classiques, Dans le premier cas, qui fait
intervenir le noyau régulier ]?z(K) et le sous-groupe de torsion 'GK du
L-groupe des classes infinitésimales de K, la correspondance obtenue

a déja fait I'objet de travaux de Carroll (*) , Greenberg (**), Kramer
et Candiotti (***) ; dans le second cas, qui concerne les hoyaux hilber-

tiens HZ(K) et [72(K), elle est entiérement nouvelle,

En appendice, nous donnons plusieurs formulations équivalentes
de la condition suffisante de la conjecture de Leopoldt introduite par
* Kk kK
Bertrandias et Payan ( ) . Subsidiairement, nous montrons qu'elle

entraine aussi la conjecture de Gross,

Le chapitre 1l est consacré a l'arithmétique des infinitésimaux,

La section 1 (INDEPENDANCE 4-ADIQUE DE NOMBRES AL -
GEBRIQUES) traite d'abord du probléme de I'indépendance /-adique,
qui se pose comme suit : Un nombre premier 2 étant fixé, les logarith-
mes d'lwasawa, associés aux complétés de K pour les places au-dessus

de {4, permettent de construire un Z -morphisme surjectif ,{pg& du ten-

1
sorisé multiplicatif RK= ZL ®Z KX du corps K sur un ZL—réseau

(*) On the 2-primary part of ]{2(6). andon Zz—extensions for imaginary
quadratic fields—- Ph, D. Thesis, Cambridge, Mass,.(1973) .
(**) A note on ](2 and the theory of Zp—extensions - Am, J. Math, 100

(1978), 1235-1245,

(***) On ]{2 and ZL-extensions of number fields - Am. J. Math, 100

(1978), 177-196,

* % %k Kk . . . L.
( ) T-extensions et invariants cyclotomiques - Ann, Sci. Ec, Norm,

Sup. 5 (1972), 517-548.,



Iog‘b R, de son tensorisé additif Z . ® K ., On se demande & quelle
condition la restriction de cette app||cat|on a un sous-module noethé-
rien 7 de S'EK ,

une injection, Lorsque le corps K est galoisien , et que |le module 7,

engendré sur Z 4 par des nombres algébriques , est

stable par G = Gal (K/@) , ne contient ni puissances de 4 ni racines
de 'unité , nous postulons que IogL 7)zest injective si et seulement si
QL ®Z 7 est contenu dans la représentation réguliére de QL [G]

4
Cette conjecture contient évidemment la conjecture de Leopoldt (pour
laquelle 7= ZL ®Z EK
de Gross, Nous montrons qu'elle est vérifiée dés que |'algébre QL[G]

) , et , sous une restriction technique , celle

est un produit direct de corps , clest-a-dire dans tous les cas ou les
méthodes transcendantes établissent ces deux derniéres conjectures,
Nous proposons enfin des minorations du rang 4- adique , directement
dérivées d'un théoréme de Waldschmidt (*) qui conduit aux meilleures

bornes connues et donne asymptot:quement le rang comectur*al

l_a section 2 (CALCUL INFINITESIMAL DANS UN CORPS
DE NOMBRES ALGEBRIQUES) s'intéresse au groupe infinitésimal

'?K qu'on peut définir comme sous-module de &K formé des éléments
(globaux) d'image locale 1 aux places divisant 4 :

S = {x€R | SL(X) = 1 dans }(i I lim KX/KX{‘ }. Via la théorie de

1] I3
Kummer, le groupe ;K permet de décrire les l-extensions abéliennes

1-décomposées du corps K (i.e. celles pour lesquelles les places au-
dessus de { se décomposent complétement) ; dans I'isomorphisme du
corps de classes, il correspond au contraire aux l-extensions (abélien-
nes) de K qui sont t-ramifiées (i,e. non ramifiées aux places étrangéres
3 42). Comme il existe des relations précises entre radicaux (au sens or-
dinaire) et classes infinitésimales d'une part, radicaux au sens infinité-
simal et classes (ordinaires) dlautre part, nous obtenons ainsi une double
dualité entre les notions de 4-ramification et de l-décomposition, Nous
calculons ensuite la cohomologie des groupes infinitésimaux, ce qui géné-

* *
ralise les résultats de Gras ( ) sur Il'injectivité du transfert pour les

*
(") A lower bound for the p-adic rank of the units of an algebraic num-
ber field- Actes congrés Budapest (1981) ,
*
) Groupe de Galois de la p-extension abélienne p-ramifiée maximale

d'un corps de nombres - J, reine angew, Math, 333 (1982), 86-132,

4



groupes de Galois des {-extensions abéliennes maximales {-ramifiées,
.relativement 3 une [-extension de corps de nombres, Nous étudions en-
fin les propriétés normiques des infinitésimaux qui commandent les ques-

tions de déploiement de la ramification dans les 4-extensions,

Le chapitre 11l est consacré a la théorie des genres,

La section 1 (LA FORMULE DES CLASSES AMBIGES ET
SES GENERALISATIONS) commence par exposer Ja formule des clas-
ses ambiges de Chevalley dans |le cadre des groupes de S-classes de
diviseurs, L_a suite exacte obtenue contient pour diverses spécifications
de S les formules données par Chevalley (*) , pour les groupes de clas-
ses d'idéaux au sens ordinaire, par Gras (**) pour celles au sens res-
treint, ainsi que par d'autres auteurs, Elle s'appuie sur le formalisme
des diviseurs qui est plus général que celui des idéaux, Dans un deuxié-
me temps, nous reprenons l'ensemble des résultats obtenus pour les énon-
cer en termes de représentations /4-adiques dans le cas semi-simple ou
I'lextension considérée, cyclique de degré 15, est métabélienne sur un
sous-corps d'indice étranger a 4,.. L'existence de cette structure supplé-
mentaire permet de mettre en relief le rdle du quotient de Herbrand, qui
peut alors ne pas se simplifier, Nous nous intéressons enfin au cas d'une
Z/L—extension métabélienne sur un sous-corps, Les formules que nous
obtenons précisent et généralisent a la fois celles données indépendam-
ment par lwasawa (***) . Elles conduisent a des critéres simples de

trivialité ou de non trivialité des f-groupes de classes,

(*) Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les corps
locaux - J., Fac, Sc, Tokyo 2 (1933), 402-405,

(**) Sur les f-classes d'idéaux dans les extensions cycliques relatives
de degré premier 4- Ann, Sci, Inst, Fourier 23 (1973), 1-48 ,

(* **) On cohomology groups of units for Zp—extensions - Am, J, Math,

105 (1983), 189-200 ,



La section 2 (ELEMENTS DE THEORIE DES GENRES) défi-
nit puis calcule le nombre de S-genres et le nombre de S-classes cen-
trales de diviseurs pour une extension finie quelconque de corps de nom-
bres, Les formules obtenues contiennent, pour diverses spécifications
de S, celles déja connues pour les groupes de classes d'idéaux au sens
ordinaire dans le cas galoisien, au sens restreint dans le cas abélien,
Nous étendons pour cela aux extensions finies le symbole de reste nor-
mique défini par Hasse pour les extensions abéliennes, et nous établis-
sons dans ce cadre une réciproque de la formule du produit, Nous re-
prenons ensuite |'ensemble de ces résultats pour les exprimer en termes
de représentations dans le cas semi-simple, fini dlabord, infini ensuite,
évoqué plus haut, oli I'extension considérée est métabélienne sur un sous-
corps du corps de base, Le résultat essentiel est que les représentations
obtenues, bien qu'ayant le méme degré, ne coihcident pas avec celles don-
nées par les groupes de classes ambiges, En particulier, dans le cas
dlune ZL—extension métabélienne mais non abélienne sur un sous-corps,
nos conclusions différent totalement de celles de Greenberg (*) pour

la tour cyclotomique,

- IV -

Le chapitre IV est consacré a la théorie d'lwasawa,

La section | (STRUCTURE DES A[A]-MODULES) établit les
théorémes généraux sur la structure des modules detype finisur I'al-
gébre (éventuellement gauche) d'un groupe abélien A (d'ordre étran -

ger a 1) 3 coefficients dans un anneau d'lwasawa A = Z& Ly-11].

(*) On a certain 4-adic representation - Inv, Math, 21 (1973), 117-124,



Nous introduisons ensuite la notion-clé de suite paramétrée de Z&[A]_

modules finis, qui généralise la classique formule d'lwasawa sur le nom-
bre de classes des corps cyclotomiques, et raméne la recherche des in-
variants dlun p[A]-module noethérien, de torsion ou non, a I'étude sys-

tématique de certains de ses quotients finis : Lorsque A agit triviale-

Z
ment sur le groupe procyclique T = vy &’ une suite (xn)nGIN est para-

ble ¢ du groupe A, et tout n assez grand, la 4-valuation xr:pde Ifor -

dre de la - composante de Xn est donné par la formule :

x:‘p= <p,p>(n+ I)Ln+ <\, cp>{,n+ <A, >N+ <y, >,

Une formule semblable vaut dans le cas non abélien,

La section 2 (REPRESENTATIONS 4-ADIQUES ASSOCIEES
AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES) applique les résultats qui pré-

cédent au cas de la ZL—extension cyclotomique d'un corps de nombres,
Nous montrons, au moins sous les deux conjectures de L eopoldt et de
Gross, que les paramétres associés aux divers modules classiques don-
nés par le corps de classes, la théorie du Kummer, ou la Xf-théorie
(groupes de Galois respectifs des {-extensions abéliennes maximales
L-ramifiée, hilbertienne, non ramifiée, non ramifiée et l-décomposée ;
radicaux correspondant ; noyaux régulier et hilbertien de la f-théorie)
se déduisent tous de l'un quelconque dlentre eux par des formules expli-
cites ne faisant intervenir que des invariants galoisiens simples du sché-
ma dlextensions, Nous montrons également que les parameétres lambda
vérifient un spiegelungssatz plus fort que celui de L eopoldt, Nous il -

lustrons enfin les résultats obtenus en calculant explicitement le ca -

*
ractére de défaut d'une conjecture de Coates ( ) .,

Deux tableaux , présentés en appendice , rassemblent les di-

vers parameétres rencontrés au cours de cette étude ,

*
(") On ]{2 and some classical conjectures in algebraic number theory -

Ann, of Math, 95 (1972), 99-116 ,
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L' ARITHMETIQUE DES 4-EXTENSIONS ABELIENNES

La théorie du corps de classes global , telle qu'elle fut déve -
loppée par Takagi , Artin et Chevalley , a pour but la description de

I'arithmétique des extensions abéliennes d'un corps de nombres donné ,

3 Naide des seuls éléments de ce corps, Dans sa formulation plus an

cienne , celle de Takagi , elle décrit le groupe de Galois d'une exten -

sion abélienne finie L/K de corpsde nombres comme groupe de congru

ences attaché a un diviseur TI_/K construit sur les places ramifiées

dans cette extension, Ce point de vue, aujourd'hui encore le plus effi
cace lorsqulil s'agit dlapprécier numériquement une situation donnée |,

souffre cependant d'&tre Iimité au seul cas des extensions finies . La

réinterprétation par Chevalley de |'ensemble des résultats de la théo

rie & I'aide des groupes d'idéles permet de pallier agréablement cette

difficulté , Mais deux autres problémes surgissentalors: D'abord |'ap
plication de réciprocité § du groupe des classes d'idéles CK = JK /KX
du corps K dans le groupe de Galois Gal (Kab/K) de I'extension abé-
lienne maximale de K n'est jamais injective : Si [K: @] = no +2c, est
la décomposition canonique du degré de K en ses contributions réelle et
imaginaire , le noyau C:< de | , qui est la composante connexe de I'élé -
ment unité dans CK , estle produitdlunedroiteréelle R, de (r‘K tc, -1 )
solénoides (R ® Z)/Z , et de c, tores R/Z (*) . L'existence de
normes universelles dans la théorie est donc une premiére source de
complications , Ensuite , la décomposition canonique du groupe de
Galois QK = Gal (Kab/K) comme produit direct de ses p- composantes

qlip) = I|i<m QK/Q’& , pour tous les premiers p, ne setraduitpas com-

modément en termes de classes dlidéles , puisque ni le numérateur JK’

ni le dénominateur KX ne sont des Z -modules .

(*) Le groupe Z est le complété profini de Z pour la topologie définie

par ses sous-groupes dlindice fini .
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Pour I'ensemble de ces raisons , nous proposons ici une pré -
sentation de la théorie du corps de classes , directement inspirée de
celle de Chevalley , mais mieux adaptée , nous semble-t-il , a I'étude

spécifique des 4 -extensions abéliennes d'un corps de nombres ,

Te~ PRELIMINAIRES A LA THEORIE DU CORPS DE CLASSES .,

a,— Définition des 4 -groupes fondamentaux ,

4 étant un nombre premier fixé , nous désignons par Z , =

1
lim Z/»{,k Z llanneau des entiers 4 -adiques , A chaque corps de nom -
k
bres K ( de degré fini sur @) , nous allons associer deux Z ,-modules :

2
Le premier R » global , défini a partir du groupe multiplicatif K% des

éléments non nuls de K ; le second ;K , semi-local , défini a partir des

groupes multiplicatifs K; des complétés non complexes de K ,

DEFINITION 1,1, 1.~ Etant donné un corps de nombres K , nous appelons

4 -groupe des éléments généralisés de K , et nous notons RK , le tenso -
risé 4 -adique du groupe de ses éléments non nuls :
= X
R, =Z ®5 K” o

K Z
Le groupe &K est la réunion des 4 -groupes de S -unités généralisées
S _ S -
aK = Z& ®Z EK , lorsque S parcourt les ensembles finis de places de

K . Chacun des dK est compact pour sa topologie naturelle de Z P mo-
dule noethérien , et RK est lui-méme un Z £—module topologique pour la

limite inductive des topologies des 5§ .

Par définition de la topologie limite inductive , les sous-mo -
dules ouverts de RKsont exactement ceux qui intersectent chacun des

6K suivant un sous-module relatif ouvert , clest-a-dire ( puisque les
é'i sont de type fini sur Z £) suivant un sous-moduie dlindice fini , La
topologie ainsi obtenue sur RKest strictement plus fine que celle définie

par ses sous-modules d'indice fini ,

Remarques - (i) L'application canonique de KX dans RK nlest pas géné-
ralement injective , Plus précisément, son noyau est le sous-groupe “L

des racines de I'unité dans K dlordre étranger a 4 , L.e quotient Kx/u:‘ ,
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qui s'injecte dans RK , slidentifie ainsi a un sous-groupe partout dense
de RK .
(ii) Convenons dlordonner les places de K en posant S =

{pE€ PIK | p =n }, avec la convention NVp =21 pour les places archl—

médiennes . Nous avons évidemment KX= U i , et chacun des
n €N
Ei = {x € KX l Vp(X) =0, Vp ESn } est un Z -module de type fini, En
particulier g = U 65 est réunion dénombrable de Z |, -modules
K K s
n €N
*)

compacts . .

. X _ . X x4 - . .

(ii1) Désignons par ¥~ = lim K /K la limite projective des

k

quotients dl'exposant £ -primaire du groupe KX . Par passage a Ia limite
a partir des surjections canoniques RK —_— RK/RK ”KX/KX'{” , le

groupe 6% stidentifie & un sous-module strict de ¥X , Cependant, la to-
pologle de ﬁ% n'est pas la restriction a E%K de la topologie naturelle de

K * définie par les sous-modules X*

DEFINITION I, 1,2, - Pour chaque place p du corps K, nous appelons {-
X

groupe des éléments généralasés du complété K la limite projective

des quotients d'exposant 4 -primaire du groupe multiplicatif K X . Le
groupe X X est un Z L—module noethérien donc compact pour la topologie
définie par ses sous-modules dl'indice fini ,
(i) Si p est une place archimédienne, deux cas se présentent:
- ou bien p est complexe, et {e groupe X ; est toujours nul,
- ou bien p est réelle , et le groupe }{; est isomorphe a
Z/2Z pour 4 =2, nul sinon,
(ii) Si p estune place ultramétrique , le choix d'une unifor -

misante 17 _ permet d'écrire formellement

X = Zy
CEpT Uy T . o
Lk
en désignant par 'z,(p= lim U p/LJp la limite projective des quotients
k

dlexposant £ -primaire du groupe des unités du corps local K b

(*) Pour une définition des valuations v . attachées aux places archimé -

diennes , voir Ch, HI.1,1§2,
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- Lorsque p divise ¢, le groupe 'z,(p n'est autre que le
groupe des unités principales de K,

- Lorsque p ne divise pas 4, il stidentifie au {f-sous -
groupe de Sylow up du groupe des racines de llunité dans K

Dans les deux cas nous disons que 'up est le groupe des unités
y X (*)

d
%y

Démonstration :

(i) Si p est une place archimédienne, le groupe multiplicatif
K); est soit divisible , lorsque p est complexe , soit le produit de { *1 }
par un groupe divisible , lorsque ) est réelle , La limite projective K X
est donc nulle dans le premier cas , isomorphe & Z{‘/ZZ't dans le se-
cond ,

(ii) si p est une place ultramétrique , la décomposition du
groupe multiplicatif K X

° 1 Z

KX=p ., u., n%r
p Hpr Ty

fait intervenir le groupe H; des racines de l'unité d'ordre étranger a p,

le sous-groupe U L des unités principales , et une uniformisante m_ de

K. e
p

- Si p est au-dessus de £, le groupe H; est { -divisible,

et le groupe U L est un Z , -module noethérien, isomorphe comme tel a

1
la limite projective de ses quotients finis , Il vient donc :
& R i
% = _limu_ /U = limUu_ /U =] comme annoncé,
R e N b’

- Si p est étrangére a {4 , le groupe H; est le composé
direct de son 4-Sylow u et de son sous-groupe {-divisible p' « Enfin,
le groupe u'! estun z  -module ( pour un p #2), donc g-divisible, et
il vient P P L

up= Ili< up/ug =My, comme annoncé ,

Dans les deux cas , le groupe }cg est le produit direct de 'up et

du Z %—module libre de dimension 1 engendré par |'uniformisante Trp o

DEFINITION 1,1,3,- Par {4 -groupe des ideéles généralisés d'un corps de

nombres K | nous entendons le produit

(*) On a toujours “p c'z,(p lorsque p est ultramétrique mais non lorsque p

est réelle , Dans ce dernier cas , en effet , 'z,(p est identiquement nul , et
=xX égala zZ ,/2zZ2 .
by = XX €9 22z,
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*
9= T ¥ X
perPl, P
des complétés profinis des groupes multiplicatifs des corps locaux K ,
restreint aux familles (x p)p c Pl dont tous les éléments sont des uni-
K

tés , a I'exception d'un nombre fini d'entre eux ,

L_e groupe yK est laréuniondes {-groupes ui = ] M; 1; 'z,(p,
pES p ¢S

lorsque S parcourt les ensembles finis de places de K , Chacun des 'z,(lf
est compact pour sa topologie naturelle de Z'&—module produit , et ;K
est lui-méme un Z &—module topologique pour la limite inductive des to-
pologies des 'ai .

Par définition de la topologie limite inductive , les sous-mo -
dules ouverts de ;K sont ceux qui intersectent chacun des ,U‘K suivant
un sous-module relatif ouvert , De fait , il est possible dl'exhiber une
base de sous-modules ouverts de ;K en procédant comme suit : Pour
chaque place ultramétrique p de K, faisons choix dlune uniformisante
ﬂp dans }{? ; si pestréelle, prenons m _=-1;et, si pest complexe,
7. =1, Cela posé , le groupe yK stécrit comme somme directe topolo ~

gique du sous-module compact %, = Il U formé des éléments
K pepi ’
PSPk

unités , et du Z*’—module @ rrZ% , engendré par les T
pEPI

stlidentifie au £ -groupe .&K des diviseurs de K , L.es produits
e
Cnow)-C o niT2my,
pePl, P pert, P
ol , pour chaque place p de K , QL'p est un sous-module dlindice fini de

b’ qui

2y . égal & 9y _ pour presque tout p , et n 0 un entier naturel arbitraire,

p

forment une base de sous-modules ouverts de gK .

Remarques .-(i) Lr'application canonique du groupe des ideles JK dans
le 4 -groupe ‘9K des ideles généralisés n'est jamais injective, Son noyau

est le produit 1[I K X2 o I u2. T “'p u'! ; son image est un sous-

ple P oplt P ople
groupe partout dense de gK .
(ii) Convenons d'ordonner les places de K en posant Sn =
{pePl | ¥p =n }, avec la convention Fp =% pour les places archi-

médiennes, Nous avons évidemment g2, = U ui“ , €e qui nous montre
n €N
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que 2, est réunion dénombrable de Z , -modules compacts ,

4

(iii) On peut regarder le groupe gK comme sous-module strict

du produit [l kX . Cependant , la topologie de ;K n'est pas la res -

pEPI, ?

triction du produit des topologies des H; .

Présentation du 4 —groupe des classes dlidéles ,

THEOREME & DEFINITION I, 1,4.~ L'application naturelle du tensorisé

4 -adique &K = ZL®Z K* du groupe multiplicatif du corps K dans le
4 -groupe gK des idéles généralisés , induite par Ilinjection diagonale

de K X dans J est un monomorphisme continu, Le groupe gquotient

K ’
Ck = IRk
est un Z{I—module compact , Nous disons que c'est le {-groupe des

classes dlidéles du corps K ,

Démonstration : Partons de Ilinjection diagonale KX e— s 11 K X
p €PI K

du groupe multiplicatif de K dans le produit de ceux de ses complétés ,
Par passage au quotient , nous en déduisons , pour chaque entier k ,

un morphisme naturel
KX/t —— T K;/K;& ,
pEPIK

qui est injectif lorsque {4 est impair, et dont le noyau est dl'ordre 1 ou 2
dans tous les cas ( cf, [AT], Ch, X, §1, th,1 ) . Par passage a la |i-
mite projective , nous obtenons par conséquent un morphisme injectif :

KX = lim KX/K*Y s T lim KX/kKXt = T KX,
K ‘

perPl kPP pePl, P

Sa restriction au départ a RK , & Narrivée a gK est le Z&— morphisme
cherché , Comme il est injectif d'aprés ce qui précéde , nous identifie -
rons désormais RK avec son image canonique dans gK . Cela étant ,
nous allons établir successivement :
(i) que |lapplication naturelle de &K dans gK est continue (* H
(ii) que R, est fermé dans g, ;

(iii) que le quotient g /RK est un Z , -module compact ,

L
(i) Le premier point résulte de la définition de la topologie
limite inductive : Pour chaque ensemble fini S de places de K , le groupe

é‘i f_RK N ui egsiﬁun Z“ —morcrlrg}e de type fini , dqucu:kcﬁme fagon et dlune

(*) En fait, on a mieux, puisque la topologie de RK est induite par cellede gK.

-18-



1.7

seule un Z L-module topologlque . En particulier la topologie de é'S est
induite par celle de 'z,(K « Si donc GK est un sous-module ouvert de gK ,

les sous-modules GK n uﬁ étant ouverts dans les ui , il en estde méme

S S X ;
des sous-modules GK N é’K dans les é’K ; ce qui veut dire que GK N &K
est un sous-module ouvert de SEK . En particulier I'injection canonique
de RK dans yK est bien continue ,
(ii) Le second point stétablit comme suit : Etantdonné unidéle
généralisé r de I qui n'est pas dans RK , fixons S assez grand |,
contenant les places archimédiennes , pour avoir ¢ € ui ; puis , pour

chaque place p de K n'appartenant pas a4 S, choisissons n b assez grand,
n
$

de telle sorte que le diviseur p'b soit principal ( dans le 4 -groupe

_ . S
‘&K Z &®Z DK des diviseurs de K ) , Cela étant, comme é'K est fer-

mé dans 'z,(K , 1l existe un sous—module ouvert G de 'z,(K dont le trans-

laté rGS ne rencontre pas 6K . Le Z&— module ¢ engendré dans '?K

par é'K et les éléments ‘I'I'{i:* pour p €S est alors un sous-module ou -
vert de gK dont le translaté x @& ne rencontre pas RK o

(iii) Pour établir le troisiéme point , nous allons montrer que
I'image 'L(K RK/RK = 'L(K /GK dans GK , du sous-module compact Q,(K de
I formé des ideles unités , en est un sous-module d'indice fini ( de
sorte que cK sera compact comme réunion finie de compact ). Or, cela

résulte de la proposition :

PROPOSITION I, 1,5, - L_e quotient ;K /'uK RK du £ -groupe des classes

dtideles du corps K par le sous-groupe formé des classes des ideéles uni-
tés slidentifie canoniquement au 4~ groupe fini des classes de diviseurs
de K :

I /U R = Cl -

Démonstration : Le groupe des diviseurs d'un corps de nombres est le
groupe abélien libre construit sur ses valuations : Comme la valuation v
associée a une place de K est triviale si p est complexe , 3 valeurs dans
Z/2Z si p estréelle, et dans Z si p est ultramétrique , le groupe DK
est le produit directde r, exemplaires de Z /2Z et du groupe ldK des
idéaux de K , Son quotient DK/PK par le sous-groupe des diviseurs

principaux (i,e, par I'image canonique de K X dans DK) est fini, d'apreés
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la géométrie des nombres : dans la terminologie des idéaux , clest le
groupe des classes au sens restreint ( cf, Ch,.lll,1,1§a ) « Son {-Sylow

Cly=2Z . ®Z( DK/PK) est donc canoniquement le quotient B /PK du
tensorisé 4 -adique .B'K =2Z 4’,®Z DK du groupe des diviseurs par celui
= - ihci i 1§ -
PK Z& ®Z F’K du sous-groupe principal PK « Maintenant, .&K stiden
- - - -~ '- -
tifie canoniquement a gK /'L(K , et PK est |'image canonique de RK dans
‘BK .
La correspondance entre £ -groupes de classes dl'idéles et de

diviseurs peut ainsi se résumer par le diagramme commutatif exact (ol

toutes les fl8ches sont des Z ,- morphismes ) :

£

|
XQ:
N

pePl F pEPI K 2K
| |
] — 'L(K/é'K —_— Cx —_— Cl > 1

SCOLIE 1, 1,6, - Pour tout ensemble fini S de places de K, le quotient

S = 0 S - 1idée -
CIK ;K/RK 'L(K du £ -groupe des classes dlidéles GK par le sous

groupe GK(S) = ui/ai des classes des idéles unités en dehors de S |
slidentifie canoniquement au quotient C&K/C&K (S) du t4-groupe des
classes de diviseurs du corps K par le sous-groupe engendré par les
classes des diviseurs construits sur les places de S , Nous disons que

CcL

K est le 4 -groupe des S-classes de diviseurs du corps K,
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1.3

c.- VValeurs absolues t-adiques principales et formule du produit .

On pourrait craindre que la 4 -adification des groupes dl'idéles
fasse disparaitre la classique formule du produit pour les valeurs abso-
lues o Il nten est rien , a condition naturellement de remplacer les va-

leurs absolues habituelles par des valeurs absolues {-adiques conve -

nables ,
Désignons pour cela par Zi le groupe multiplicatif des élé -
ments inversibles de l'anneau des nombres { -adiques, par U =1+ {Z

2 2
le sous—-groupe des unités principales de Z et par u > (u ) la sur -
X
£ 1

tient u/{u ) est l'lunique racine de [tunité dans ZL qui est congrue a u

’{/ )

jection canonique de Z /, sur U ( de sorte que, pour 4 impair, le quo-

modulo £ ; tandis que si 4 vaut 2, {(u ) est toujours égal a u ) . Cela

étant , nous avons

DEFINITIONS 1,1,7,- Etant donnée une place p d! un corps de nombres

K , nous appelons valeur absolue {-adique principale dlun élément x

du groupe XX, et nous notons | x| b I'élément du Z L—module multi -
plicatif U&= 14+ 22 2 défini par :
|xp|p= 1, si p est complexe ;
lxp‘p= (sg(x p)) , si pestréelle;
]x 0 ‘p = (N pv" (X)> , si pestultramétrique et étrangére a ¢ ;
lxp|p= (NK /Q (x) . ]vp"vao (X)> , si pest au-dessus de £,
p /R

Enfin , nous appelons valeur absolue 4-adique principale d'un élément x
de RK relativement & la place p, et nous notons |x ]p ia valeur absolue
4 -adique principale de 1'élément s (x}, ol s _ est la surjection ca -

nonique de RK dans }(); , induite par I'injection naturelle de KX dans K;.

Remargues.-—(i) La définition donnée ici difféere de celle de Tate
(cf. [TBS], Ch. VI, § 1, déf, 1.1), qui ne s'étend pas aux Z}L—mo -
dules , Plus précisément , pour chaque place pde K, la quantité ]x ‘p
est le crochet de la valeur absolue de Tate ; clest pourquoi nous par -
lons de valeur absolue principale ,

B |x | esttrivialementun Z , -mor -

p 4

En particulier , elle est continue et fermée

(ii) L'application x

phisme de ¥ ; dans U L
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pour la topologie naturelle de ces deux modules, Si p est ultramétrique,

son image |¥X X lp est , en outre , un sous-module dl!indice fini de U , ,

4

PROPOSITION 1.1.8.- (Formule du produit pour les valeurs absolues

principales ) - L'application

<y T Lo, Pty 1]

estun Z £—morphisme continu du 4 -groupe ;K des ideéles généralisés

r = (

du corps K sur le groupe U , des unités principales de I'anneau Z

2 L°
Son hoyau est un sous-module fermé de gK , qui contient le tensorisé

4 -adique &K du groupe multiplicatif KX,

Démonstration : Remarquons dlabord que la quantité Il .x | est bien
définie puisque , pour chaque idéle ¢ de ‘gK , les composantes x _ étant
des unités pour presque tout p, le produit infini n'a en fait qu'un nom -
bre fini de facteurs distincts de 1 , Cela étant, pour montrer que l'ap -
plication ¢ b |/ ¢ || est continue sur J » i1nous suffit, dlaprés la pro -
priété universelle de la topologie limite inductive, de vérifier la conti -
nuité de sa restriction au sous-module ui , pour chaque ensemble fini S
assez grand de places de K , Pour cela, hous pouvons supposer que S
contient les places au-dessus de £, auquel cas nous avons el =

Il x
pes' ptp

celle des applications |. | sur chacun des facteurs KX

, pour chaque r de 'L{i ; et la continuité de ||, || résulte de

Enfin , pour établir la formule du produit , il suffit de noter
qu'elle est trivialement vérifiée sur le corps des rationnels, puis d'é -

crire que llon a , pour tout x de RK :

Il = T x|, = T 0 |x| = 1T i ]NKP/Qp(x)|p=

Pl P perig plp p pPEPIG PP
= I v (x)|=||w (x) =1,
pEle‘ K /@ ' l K/@ ”Q
PROPOSITION I, 1,9,- Soit pune place de K,et | lp la valeur abso -

lue 4 -adique principale associée ,
(i) Si p ne divise pas 4 , le noyau de I'application | . |p

est le sous-module des unités de M; :

plp=1 = Xp €Uy -

| x
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(ii) Si pdivise £, le noyau H: de I'application |. | est

caractérisé par la condition :
x =1 o Log ¥V x _)=Tr Log.(x )=0,
ply 92V /@,y <, /@, =9 p%y
pro p’ T2
L.e groupe k¥ est le produit direct du sous-groupe |4 _des racines de

I' unité dans }c; , et dlun Z , -module libre de rang [K p: @, ].

4 4

Démonstration :

(i) Lorsque pne divise pas 4, la condition |x | =1 s'écrit
tout aussi bienv (x _) = 0; elle caractérise donc les unités de X% (On
hotera que , du fait des conventions utilisées , (-1 ) ntest pas une unité
dans ¥ %, si pestréelleet § égala 2),

(ii) Lorsque pdivise 4, la condition |x = 1 s'écrit en -

Plp

core (W (x )/ vp\e (xy) Y=1, Elle affirme donc que la norme
K. /@ P
p’ L
de x slécrit comme produit dlune puissance de £ ( qui est nécessaire -
ment pVF (x3 ) ) et dlune racine de |'unité, Mais cette propriété ca -

ractérise précisément le noyau du logarithme d'lwasawa dans cn% , ce

qui conduit & I'équivalence annoncée , Enfin, comme ‘}f;; ]p est dlindice
*

(

fini dans L,l‘L , il vient immédiatement
Zéqu [kgi@y, .

dim_ }* = dim KX - 1=dim
Z," P ZL p

COROLLAIRE I,1,10,~- Le noyau dans ‘QK des valeurs absolues princi -

pales est le sous-module compact :
g:é = H U.p . H M%Ié .
ple, 14
Le groupe ;:2 est composé direct du sous-groupe [l . _ des idéles
ple
unités qui sont localement des racines de |lunité , et dlun Z L—module

libre de dimension L [K. :@ J=[K:@],
P )

(*) Par dimension dlun Z {—module noethérien X , nous entendons la di -

mension du Q).L- espace vectoriel @ L®Z% X .
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2.,- ISOMORPHISME DU CORPS DE CLASSES .

a.~ Enoncé des théorémes fondamentaux ,

Nous rappelons sans démonstration les résultats fondamentaux
du corps de classes local pour les {-extensions , puisqulils sont es -
sentiellement bien connus sous cette forme ( cf, par exemple , [La ],
Ch, VI, §4 ) . Nous donnons en revanche la preuve des résultats glo -

baux .

THEOREME I.1,11.- ( Corps de classes local } - Etant donné un corps

local K _, lapplication de réciprocité induit un isomorphisme de Z -

Z

modules topologiques du complété profini KX (K p) = |lim K ;/K ;{' sur
k

le groupe de Galois D = Gal (K':;)b /K p) de la 4 -extension abélienne

maximale du corps K _, Dans cet isomorphisme le groupe d'inertie | =
ln(Kab/K ) est I'image du sous-groupe 7Y(K _) des unités de KK ).
P - P Si p ne divise pas 4, la ramificzftion est modérée , et le
groupe | _est fini , isomorphe au {-Sylow up du groupe des racines de
Itlunité dans K _,
- Si p divise 4, la ramification est sauvage , et |e groupe

I est infini , Dans ce cas , la suite des sous-groupes supérieurs de

) =

ramification est I'image dans D _ de lafiltration canonique (W > 1

|
i p
(1+p)

du groupe (K ) .

1 p

Remarques, - (i) L'application de réciprocité locale établit une cor -
respondance bijective entre les sous-modules fermés de }{X(K P) et les
1 -extensions abéliennes de K, Plus précisément toute sous-extension

L ., de Kab est le corps des points fixes d'un unique sous-module fermé

deq}}(x(K ) . En particulier , si H est un sous-groupe quelconque de
}(X(K ), et L, son corps des invariants, la fermeture de H dans
}{X(K } est le sous-module de }{X(K ) associé a L 7

(ii) Dans la cor‘respondancepobtenue , les L -extensions abé -
liennes finies de K _sont associées aux sous-modules fermés d'indice
fini de HX(K ) , clest-a-dire aux sous-modules ouverts de }{X(K p) o

Ces sous-modules sont donc caractérisés comme groupes de normes as-

socids aux /4 -extensions finies de K

p:
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SCOLIE 1,1.12.- Si L , est une 4 -extension finie quelconque de K b’

le sous-module ouvert de ]-{x(Kp ) associé par le corps de classes local

b

. . a . X
3 la sous-extension maximale L de L‘.]} , qui est abélienne sur K b’

est |'image de }{x(l_ ) par la norme arithmétique , Il vient ainsi :

B
ab - ab o y X X
Dp (qu/Kp) GaI(L‘D/Kp) X (Kp)/ vaq}/Kp(}c (L,D))
ab = ab = 9
lp (L,D/Kp) ln(l_,D/Kp) ?,((Kp)/]V'I_q3/Kp('a(L,p)) .

Ce résultat s'étend sans difficulté aux extensions infinies , si
I'on convient de dire qu'un élément de }(X(K p) est nhorme dans une telle
extension lorsqulil est norme dans chacune de ses sous-extensions finies,
Dans ce cas, le théoréme dlexistence du corps de classes local affirme
gue tout sous-module fermé de ¥ X (K p) est le groupe des normes dlune
unique f{-extension abélienne de K

p.

THEOREME 1,1, 13.- (Corps de classes global ) - Etant donné un corps

de nombres K , I'application de réciprocité induit un épimorphisme con -
tinu du f-groupe '?K des ideles généralisés de K sur le groupe de
Galois GK

le noyau de ce morphisme est le sous-groupe S%K formé des idéles prin -

= Gal (K2P /K ) de la 4 -extension abélienne maximale de K ;

cipaux , Dans la correspondance obtenue, le sous-groupe de décompo -
sition D b dlune place p de K est |'image dans GK du sous-module M; de
yK ; et son sous-groupe dlinertie | b est celle du sous-groupe 'z,(p des
unités de ¥ %,

p
Démonstration : D'aprés Artin-Tate ( cf, [AT], Ch, XiV, prop, 10 ),
le morphisme surjectif du groupe des idéles de K sur le groupe de Galois
GK de la t -extension abélienne maximale de K est nul sur le sous -
groupe { -divisible J:év de JK o Commt? le £ -groupe généralisé gK con-
tient canoniquement le quotient JK/Jde (cf. déf..3, rem.(i) ), il slagit
donc dtétablir que le morphisme quotient JK/J‘:(W —_— GK se pro -
longe de fagon unique en un Z &—mor‘phisme ¢ de yK sur GK , que ce
prolongement est continu , et que son noyau est |e groupe RK des idéles

principaux .
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(i) existence du prolongement : Pour chaque place ultramé -
trique p de K, faisons choix d'une uniformisante 1 _ ; prenons rrp =1,

si p est complexe ; m_= -1, si pest réelle , Puisque le sous-groupe

'z,(K des unités de gK est contenu , par construction , dans celui UK de

‘JK , lapplication | cherchée est bien définie sur le sous-groupe dense
Ug s © n% . Ecrivant alors \J;(u.ﬂrrOL Y= g Ty(n )*
pEPI p F p 7

pour chaque famille ( a_) _d'entiers {-adiques presque tous nuls, nous
obtenons le prolongement cherché ,

(ii) continuité de I'application obtenue : Si H est un sous -
groupe ouvert de GK , le corps des points fixes qui lui correspond par
la théorie de Galois est une 4 -extension abélienne finie de K ; elle est
ramifiée en un nombre fini de places , Par suite , si S est la réunion
des places ramifiées et de celles au-dessus de £, nous avons évidem -
ment ¢(up) c H , pour chaque p €S ., De plus , le quotient G /H
étant un 4 -groupe fini , il existe un sous-module ouvert uj& de '“4,

npl
I1 '1,( et , pour chaque place p, un sous-module ouvert rr':; de

12

m % dont I'image par | est contenue dans H , Le produit
I

T ¢ est alors un sous-module ouvert de I

II up u ®
pES pele

contenu dans ! § (H) ; ce qui prouve que | est continue ,

(iii) noyau : Nous savons déja que le noyau de { est un sous -
module fermé de gK , qui contient It'image de KX « 1l contient donc la
fermeture de cette image , qui est RK . Pour voir qu'il n'apas dlautres
éléments , il suffit de remarquer que la construction des idéles généra-
lisés a tué le sous—-groupe des normes universelles , dont la structure
est bien connue ( cf, [AT], Ch, IX, § 1), et qui estle noyau dans
‘JK/KX de I'application de réciprocité ,

Enfin , le lien entre le corps de classes global et le corps de
classes local ne pose aucune difficulté particuliére puisque, pour cha -
que place pde K, le Z&—module compact kX stidentifie ( algébrique -

ment et topologiquement ) avec son image canonique dans le quotient

= G = .
Ck = 7k /&K . Plus généralement :

LEMME 1.1,14,- Si S est un ensemblie fini de places de K , la surjection

)R /R, <y

naturelle @ }f ———
pES P <p€S P
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1.1

*)

est un isomorphisme de Z -modules compacts ( o

1
Démonstration : Puisqu'un Z &—module de type fini est dtune facon et
dlune seule un Z e module topologique , il suffitde vérifier Ilinjectivité,

clest-a-dire le fait que RK rencontre trivialement chaque somme finie

@ ¥~ . Or cela résulte directement du fait que I'unité est le seul élé-
pES
ment de hauteur infinie dans R . En effet , si r={(x_)_ est un idele

M

principal contenu dans une somme finie @ ¥X_ , les conditions x p= 1
pES

pour p €S, montrent que ¢ , qui est puissance &k -ieme locale en de -
hors de S, pour tout k , est puissance {,k -iéme globale pour tout k

(cf, [AT], Ch, IX, §1, th. 1), i.e., de hauteur infinie dans Ry

Remarques .- (i} L'application de réciprocité globale établit un iso -
morphisme de Zé—modules topologiques du 4 -groupe @K des ideles de
K sur le groupe de Galois GK de la 4 -extension abélienne maximale de
K . Elle met ainsi en bijection les sous-modules fermés de gK qui con -
tiennent RKavec les { -extensions abéliennes de K , chaque sous-ex-
tension de Kab étant le corps des points fixes d'un unique sous-mo-
dule fermé de gK contenant RK .

(ii) Dans la correspondance obtenue , les 4 -extensions abé -
liennes finies de K sont associées aux sous-modules fermés dlindice
fini de ;K contenant RK , c'est-a-dire aux sous-modules ouverts de
gJK qui contiennent RK . Ces sous-modules sont donc caractérisés

comme groupes de normes attachés aux 4 -extensions finies de K :

SCOLIE 1,1.,15.,- Si L est une { -extension finie quelconque de K , le

sous-module ouvert de CK associé par le corps de classes global a la

. . ab . . X
sous—-extension maximale L~ de L qui est abélienne sur K est ['image
de GL par la norme arithmétique :

Gal (L*® /) ~ ¢, / Vot ) = o/ T pe (3 )R o

(*) Ce résultat n'est pas vrai dans la théorie classique du corps de

classes , puisque ['application @ KX — ( @ K X> KX/K><
pes P pes P
CJK/KX n'est pas un homéomorphisme pour les topologies habituelles

de ces deux groupes , dés que S contient plus d'une place ,

-27-



Dans cette description , les sous-groupes de décomposition et

. . . . ab ,
dlinertie dlune place p dans |'extension abélienne L /K sont donnés

par les isomorphismes :

Dp(Lab/K)2}{;/}£;DNL/K(;L)RK & |

ab
p(L_ /K) = 'zx‘o/'u‘0 N zv,_/K(y‘_) Ry

Remarque,- Lorsque L est une extension abélienne de K , les groupes

de décomposition et dlinertie d'une place p dans L/K stidentifient res-

pectivement aux groupes de Galois et dl'inertie de I'extension abélienne

locale L /K . La correspondance entre le corps de classes local et

le corps de classes global se traduit alors par les identités :

X _ X
T /k (¥ (Lp)) = X (Kp) nNL/K(gL)RK
p p
& ”Lp/KpW“—p” ='L{(Kp)ﬂNL/K(yL)RK.
Dans le cas général , en revanche , il n'en est pas de méme
Si L est une 4 -extension quelconque de K, I'extension galoisienne
locale qui lui correspond est Ilintersection L = N L m des complé-

Py

tés de L pour les places au-dessus de p (pris dans une méme cldture

algébrique de K _)

Dlapres

le corps de classes local , le groupe

de Galois D22 L/K) = Gal (I_apb /K p) de la sous-extension abélienne I_apb

de L est donné par [l'isomorphisme :

ab _ ab — X X
DP(L/K)—GaI(Lp/K)—H (Kp)/NLp/Kp(}f (Lp))
=Xk ) T w (xX(L ) .
P only /iy »
Mais il peut arriver que I'on ait Dzb(L/K) #D p(I_ab/K) , Ppuisque

. . ab
lextension abélienne locale L

b

de I'extension abélienne globale I_a .

peut contenir strictement la localisée

Description des { -extensions abéliennes fondamentales d'un corps de

nombres ,

Nous définissons ici quelques unes des principales {-exten -

sions abéliennes d'un corps de nombres étudiées dans cette thése, Elles

sont définies le plus souvent sous une condition maximale de plongement,

de décomposition ou de ramification .

entendons par la :
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DEFINITION I.1.16. - Etant donnés deux ensembles finis ( disjoints )

S et T de places dlun corps de nombres, nous disons gqu'une extension
L. de K est T-ramifiée et S- décomposée lorsqu'elle est non ramifiée
aux places ( finies ) étrangéres & T , et complétement décomposée aux
places de S ; autrement dit , lorsque pour chaque place p de K et chaque

P

fiée si pn'appartient pas a T , et triviale si p appartient as,

place P de L au-dessus de p, I'extension locale L /K 0 est non rami -

Convention : Lorsque p est une place réelle , le groupe multiplicatif
}{;est égal a Z{/ZZ%,
dlaprés la définition 2 , La place p peut donc se décomposer‘ dans une

et son sous-groupe des unités 9 _est trivial

1 —extension (abélienne ) de K , mais non se ramifier , sans contredire
le théoréme 11 , Lorsqu'une place réelle n'est pas complétement dé -
composée dans une { -extension de K , nous disons qu'ellese complexifie.
Nous parlons donc de complexification 1a ol dlautres auteurs parlent
de ramification @ 1'infini , et nous réservons le concept de ramifi -
cation aux seules places finies , En particulier , une extension est S-
ramifiée dés qu'elle est non ramifiée aux places finies (= ultramétriques)
n'appartenant pas 8 S, quel que soit le comportement des places a I'in -

fini (= archimédiennes ) .

EXEMPLE 1.1.17.- (Extension 4-ramifiée maximale M ) - Nous disons

qu'une 4 -extension abélienne d'un corps de nombres K est 2 -ramifiée ,
lorsqu'elle est non ramifiée aux places (finies) étrangéres a ¢
D'aprés la théorie du corps de classes , le groupe de normes

associé a la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée maximale M d'un corps K
est Ilimage dans Ck du produit

';2 = Ty, = 1 wu

bt P e P

des groupes dlunités locales attachés aux places étrangéres & 4 . Le

groupe de Galois Gal (M/K) st'identifie par conséquent au quotient :

Gal (M/K) =g, /R T u. .
K K

pfr °
Clest un ZL—moduIe noethérien et infini .

EXEMPLE 1,1,18.- ( Extension hilbertienne maximale H } - Nous disons

qu'une 4 -extension abélienne d'un corps de nombres K est hilbertienne ,

lorsque chacune de ses sous-extensions cycliques peut se plonger dans
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une 4 -extension cyclique de degré arbitrairement grand ,
D'aprés Artin-Tate (cf, [AT], Ch, X, §2, th, 6) , le
groupe de normes associé a la 4 -extension hilbertienne maximale H

d'un corps K est I'image dans GK du produit

9E=Eup

des 4 -groupes de racines de I'unité des complétés non complexes de K,
Ltinclusion gm c ;:2 montre que H est contenue dans M , Plus préci -
sément , M est une 4 -extension abélienne finie de H , de groupe de

Galois :

Gal(M/H)=~ TT uw /[T wuw.onegl= T uw./u .
p | Lo p(pl!«wp g plo P

EXEMPLE 1,1.,19,- ( Corps de classes de valeurs absolues N ) - Nous

disons qu'une {-extension abélienne d'un corps de nombres K est un
corps de classes de valeurs absolues , lorsqu'elle est fixée par le

noyau

I wu . I x¥
ot P oyl F
dans gK des valeurs absolues { -adiques , Comme 9; est un sous-mo -

dule compact de gK , son image @; dans aK est le groupe des normes

associé & la 4 -extension abélienne maximale N de K qui est fixée par

*
7K

g:i . Nous disons que N est le { -corps des classes de valeurs absolues
de K , Son groupe de Galois
- * -
Gal (N/K) gK/;K R = Vel ) /vead R )

slidentifie, en effet, au quotient du groupe v,a,( }K) = @ | ¥ |
perl, PP

des valeurs absolues sur K par le sous-groupe v,a,( RK) des valeurs
absolues des éléments de R o Clest un Z , -module noethérien et in-

1

fini «

EXEMPLE [,1.20.~- ( Extension non ramifiée maximale C) - D'aprés la

définition 16, une [ -extension abélienne d'un corps de nombres est non
ramifiée lorsqu'elle est non ramifiée aux places finies , Le groupe de
normes associé a la - extension abélienne maximale C de K qui estnon

ramifiée est |'image dans GK du groupe 'z,(K =[] ?,(p des ideéles unités ,
p
D'aprés la proposition 5 , le groupe de Galois Gal (c/K)
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1.9

slidentifie par conséquent au 4 -groupe fini des classes de diviseurs de
K @
Gal(C/K) ~ B /P, =Clc «

EXEMPLE 1.1.21.- (Extension nonramifiée 4-décomposée maximale C') -

Nous disons qu'une 4 -extension abélienne de K est { -décomposée lors -
que les places de K au-dessus de { s'y décomposent complétement , Le
groupe de normes associé a la 4 -extension abélienne maximale de K qui

est non ramifiée et 4 -décomposée est donc le produit

(o) X
= Tu.. T X2,
AEEEY 2 AP

Enfin , le groupe de Galois Gal(C'/K) stidentifie au quotient C{,I'< =
C{;K/C{,K( 4) du £ -groupe des classes de diviseurs de K par le sous -

groupe engendré par les classes des diviseurs construits sur les pla -

ces au-dessus de ¢ :
1 ~ ! | S 1
Gal(C'/K) =5 /P = Y
Le groupe C{,'K est le 4L -groupe des 4 -classes de diviseurs du corps K,

Les trois extensions M, H, et N contiennent la Z , -extension

4

cyclotomique K - de K ., En effet , dtun cdté H contient par définition la

composée Z des Z ,-extensions de K , et en particulier K ) il en est

4

donc de méme pour M , Et d'un autre cdté , nous avons trivialement
NK o NF pour chaque sous-corps F de K donc , en particulier N =

N _ oN_ , Maintenant , si 4 est impair , N _ est précisément la Z | -

K~ @ ’ » V@ °°tP 2

extension cyclotomique (D.oode @; et, si 4 vaut 2, clest une extension
(*)

quadratique de Q - o

Lorsque 4 est impair, nous obtenons ainsi le schéma de corps :

X
z
I
=X

i

(*) Plus généralement, le corps N s'interpréte comme 4-corps des {-

genres associé a |'extension procyclique K /K
(=0
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I.20

En revanche , lorsque 4 vaut 2 , il peutarriver que H ne con -
tienne ni N ni C' lorsque ces deux extensions se complexifient sur K,
Pour conserver le méme schéma de corps , il faut alors imposer une

condition de décomposition a I'infini ,

Les conjectures de L_eopoldt et de Gross ,

|_es dimensions respectives (*) des groupes de Galois Gal(M/K ),
associé i la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée maximale de K , et
Gal (N/K) , associé au f-corps des classes de valeurs absolues de K ,
sont gouvernées par les conjectures de Leopoldt et de Gross, ou plutdt
par des généralisations convenables de ces conjectures excluant toute
hypothése restrictive sur le corps de base , Leopoldt a, en effet, énoncé
sa conjecture sur la non nullité du régulateur 4 -adique dans le seul cas
des corps de nombres totalement réels, et Gross dans celui des exten -
sions quadratiques totalement imaginaires d'un tel corps , Nous donnons

ici les deux énoncés (**) valables pour tout corps , que nous continuons
par abus & appeler conjectures de L eopoldt et de Gross , I'important
étant que le premier énoncé soit bien équivalent a celui de Leopoldt
lorsque K est totalement réel , et le second a celui de Gross lorsque K
est une extension quadratique totalement imaginaire dlun corps F totale-

ment réel vérifiant la conjecture de Leopoldt ,

THEOREME & DEFINITION 1,1,22,~ Nous disons qu'un corps de nom -

bres K satisfait la conjecture de Leopoldt, lorsque les conditions équi-
valentes suivantes sont vérifiées :

(i) Le groupe de Galois Gal(M/K) de la {-extension abé -
lienne 4 -ramifiée maximale de K est un Z %—module de dimension c+1 ,
oli ¢, est le nombre de places complexes de K ,

(ii) L'image 6{, du groupe 8=2Z , 8, E des unités généra -

lisées du corps K dans le groupe 'M{= 11 'z,(I est un Z &—modu|e de
1

dimension rn + c+ 1, oli r, est le nombre de places réelles et c le nom-

bre de places complexes de K ,

(*) clest-a-dire les dimensions sur QL des espaces vectoriels produits

associés : Q{ ®Z&Ga| o

(**) Ces deux énoncés sont discutés au chapitre Il,1 ,
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(iii) L'application de semi-localisation Sy = (s 0 )I L induit
un ZL

lisées de K dans le produit % 11 'z,( c 9 des groupes dlunités atta-
¢ 1|2

-morphisme injectif du groupe §=2Z 1 ®5 E des unités généra -

chés aux places | divisant 4,

(iv) Le quotient [l M p/p du produit des 4 -groupes de racines
p

locales de I'unité dans 2 par le sous-groupe des racines globales s'in-
jecte canoniquement dans le { -groupe des classes dlideles C du corps K,

(v) Pour qu'une unité généralisée ¢ € § du corps K soit une
racine de Itunité , il faut et il suffit qu'elle soit localement partout une
racine de I'unité , ce qui s'écrit :

snllu . =8nu.
p P

Remarque, - Lorsque le corps K est totalement réel , la condition (i)

slécrit dimZ Gal (M/K) =1, Elle exprime qu'il n'est dlautre Z
L

extension de K que la Z&-—extension cyclotomique ; et cet énoncé est

L
bien équivalent & celui de L.eopoldt ,

Démonstration des équivalences :
(i) & (ii) o (iii) : D'aprés |'exemple 17 , le groupe de Galois
Gal (M/K) slidentifie au quotient 9/® Il % _ . Nous obtenons donc
phe F

un Z 'L—module de m&me dimension en remplagant g par le sous-module
dtindice fini ® 1 %. ( cf, proposition 5} , Il vient alors :
] o P
saHu/se T /( Hu ne Hu> U, /s 0 8) =, /8

p P ,}’%plla& 1jet  pp P Yl
Maintenant , 'u& a pour dimension le degré [K: @] = .t 2c, de K , et &

le nombre de Dirichlet n+c -1 , Nous obtenons donc, comme annoncé :

dim Gal(M/K)=c+1 e dimZ
Z& "

é'& = r;<+ c-1 s est injectif ,

) ¢l

(iii) e (iv) e (v) : Dans Il'identification de R =2Z 1 %2 K% avec
son image canonique dans g, I'application de § dans 'u& induite par 1'ho-

momorphisme de semi-localisation n'est autre que la restriction a g de
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la projection canonique de % sur u& = Tl 'z,(I . Il vient donc :
12
Sy injectif « an My =1,
8 pye P
Et la condition de droite peut encore stécrire & NI vl 0 =4Nu, puisque
p

le groupe I u_ est fini,
p |Lm

Bien entendu , si 4 est impair , cette derniére identité s'écrit

tout simplement : 4 NIl u_=u . Cependant , si 4 vaut 2 , la racine de

P p
Nunité (-1) n'est pas une unité dés que K posséde des places réelles,

de sorte que , dans ce cas , 8 N[l u_ peut &tre strictement contenu dans
p

L« Pour pallier cette difficulté , il est commode de reécrire la condi -

tion précédente sous la forme plus générale

R NIy b =L
p
qui exprime que I'application naturelle du quotient I Hp/u dans le 4 -

P

groupe (= g/R des classes dlideles de K est un monomorphisme ,

DEFINITION I,1,23.- Le noyau A‘Leopé\dr de ltapplication naturelle
du groupe §& ﬁZ‘L ® E des unités généralisées du corps K dans le

groupe ?’(L = I"[ 'z,(I des unités semi-locales attaché aux places divisant
14

4 estun Z , -module libre de dimension finie , Nous disons que A at

4

est le groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt dans le corps K ,

et que sa dimension & est le défaut dans K de cette conjecture,

Leopeldt

THEOREME & DEFINITION I, 1.24,~- Nous disons qu'un corps de nom -

bres K satisfait la conjecture de Gross , lorsque les conditions équi -
valentes suivantes sont vérifiées :

(i) Le groupe de Galois Gal{N/K) du 4-corps des classes
de valeurs absolues de K est un ZL—moduIe de dimension 1 , Autre -
ment dit , N est une {-extension finie de la Z {/—extension cyclotomique
de K ,

(ii) Le noyau 8'¥ des applications valeurs absolues | | .

attachées aux places de K au-dessus de £, restreintes au tensorisé
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{4 -adique g'= Z{’ ®Z E' du groupe des [ -unités de K , est un ZL -

module de dimension . + c_ ,ou r est le nombre de places réelles , et c

le nombre de places complexes du corps K ,
1

(iii) L'image |&' ]&du groupe &' = Z£ ®_, E' des 4 -unités
généralisées du corps K dans le groupe 'UL= @ | >I( ] I est un Z{‘
12
module de dimension g-1 , ou g est le nombre de places de K au -
dessus de 4 ,
(iv) La famille | ]{—( | ‘I des valeurs absolues {,—

adiques attachées aux places au-dessus de { envoie le groupe é‘

Z . ®Z E' des 4-unités genérallsees de K sur un sous-groupe dfindice
fini de la somme directe ’l)’ = @ !}{X |
) I l't [

(o I )I 1 qui vérifient la formule du produit ,

restreinte aux familles

(v) La famille ( | | ) des valeurs absolues 4- adiques at -

tachées aux places de K envoie le £ -groupe R =2Z L ®Z KX des idales

pmnc«paux sur un sous-module dl'indice fini de la somme directe ’U—

[ }{p 0 restreinte aux familles (Gp)p qui vérifient la formule du pro-
p
duit [To_=1,
b p

Remarque, - Si K est une extension quadratique totalement imaginaire
d'un sous-corps F totalement réel , le groupe de Galois A= Gal (K/F)
est un groupe dlordre 2, engendré par la conjugaison complexe T Il
est alors possible d'écriretout Z L—module noethérien { comme somme
directe ')(+ @W de ses sous-modules propres pour |laction de Tr, et ce,
de fagon exacte si { est impair , a un fini prés si 4 vaut 2 , La conjec -
ture de Leopoldt pour F permet ainsi dlaffirmer que I'application de §
dans "6’+ induite par les valeurs absolues est presque surjective , etla
condition (iv) postule alors que le m&me résultat vaut de ¢'~ dans e .
Compte-tenu de ['égalité des dimensions , ceci revient & dire que la
restriction des valeurs absolues ( | | I)I L a 8'” est injective , ce

qui est précisément la conjecture de Gross ,

Démonstration des équivalences :
(i) & (ii)  (iii) : D'aprés I|'exemple 19, le groupe de Galois

Gal (N/K) stidentifie au quotient 2/R ;*" 9/ R ll—I 'up . 1|_[ }CT .
e I 14
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Nous obtenons donc un Z L-module de méme dimension en remplagant g

par le sous-module dlindice fini R Il % . [I k% . 1l vient alors :
pyo P IF !
X ¥* X * X
R My, TwX/e Tu, Txj= Txf/ Dxj (R. My, )n x|

njd Pt p|L 1|4

- uX ® o1 1% 1
du groupe 8' = Z£ ®Z E' des 4 -unités
[ '.{, fé dans ’U’L composée des va -
leurs absolues 4 -adiques attachées aux places divisant £ .

Maintenant , ’l?'&= |}£z |L estun Z &—module de dizqension g ;

de 6' est contenue dans son sous-module ’U’L de di -

pft Pt e © 12

X
1
I'application de K

et GL désigne |limage dans ¥

généralisées , et

I'image ]6' !L
mension g-1 ; et 8" lui-m&me est un ZL—module de dimension r+cz1+g,

Nous avons donc , comme annoncé :

dim _, Gal(N/K)=1 & dim _,

P % . v,
. &é' —r‘K+cK@d|mZ£|6|£—g—l .

(iii) e (iv) & (v) : Ltassertion (iii) affirme que la dimension de

~

est celle , g~1, du sous-module noethérien ’l}& de ’lf& formé

qui vérifient la formule du produit , D'aprés la

16" 1,

des familles (OI)I P

proposition 8 , elle exprime donc que lé' est dlindice fini dans 'l}'& ,

2
ce qui est Ilassertion (iv) , Enfin , I'assertion (v) affirme que le méme
résultat vaut pour |R | dans V', ce qui est encore équivalent , puisque

le quotient W/ |) |V, = g/f [T u_ I ¥ %X est fini , qui slidentifie par
L plr Prje !

['isomorphisme du corps de classes au groupe de Galois Gal (C’/' /K) de

la 4 -extension abélienne non ramifiée { -décomposée maximale de K ,

DEFINITION 1,1,25,~ Le noyau Aeee =V,/./]8'|, du sous -

groupe ’G& de la somme directe @& [}{>I< |I formé des familles (O I)

)4
qui vérifient la formule du produit , par le radical /| ' |&de I'image
du groupe 6}/ des unités 4 -unités généralisées du corps K, estun Z =
module libre de dimension finie , Nous disons que A, estle groupe

1|2

de défaut de la conjecture de Gross dans K , et que sa dimension &, ..

est |le défaut dans K de cette conjecture ,
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3.- PROPRIETES NORMIQUES DES 1-EXTENSIONS ABELIENNES ,

a,-lL.a norme dans une extension quelconque de corps de nombres ,

Considérons une extension finie quelconque de corps de nombres
K/H. L'application norme NK/H est définie sur les groupes d'idéles gé-

néralisés par la formule :

NK/H((x$)$) = (I zn/,<,‘p/,_|p(><qs))‘0 ,

Bl
oli, pour chaque place p de H, et chaque place P de K au-dessus de p, la
norme locale ]VK /H est le morphisme continu du groupe KX=lim KX/KX'Lm
p/Hy P PP

m
dans le groupe ag = ll_nj H:/H;{’ induite par la norme naturelle attachée a
m

I'extension locale K_/H . Bien entendu, si ¢ = (x_) . estun idele princi-
pal (i,e, si r est contenu dans le tensorisé R = Z& ® Kx), sa norme
NK/H( r) est encore un idele principal (i,e, un élément de RH= ZL ® HX) .
Plus précisément, la restriction aux sous-modules principaux R de la norme
généralisée NK/H n'est autre que l'application induite par la norme naturelle
de KX dans HX,

Par passage au quotient, nous obtenons une application continue et
ouverte de CK dans CH , que nous continuons par a(b:Js a noter NK/H’ et que
nous désignons sous le hom de norme arithmétique . Dans |'isomorphisme
du corps de classes, la norme arithmétique correspond a la restriction des
automorphismes de Galois, ce qui se traduit par la commutativité du dia-

(xx)
gramme

*
(") Ce qualificatif dtarithmétique doit &tre compris en concurrence de celui
dlalgébrique : Si K/H est galoisienne, la norme algébrique

V = by o, regardée comme opérateur sur , est composée
K/H o €Gal (K/H) *
de la norme arithmétique NK/H de GK dans ¢ ,, et de I'homomorphisme

' . .
d*e*xtensmn JK/H de CH dans CK .
(" ") cf, [AT], ch, XIV, §5, th, 6.,b,
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re Sk /H

G, , = Gal (F%/h)

_ —ab
G, = Gal (K “/K) H

v

NK/H

C= e /R > o= & /My

ol k‘ab (respectivement T—l-ab) est la f-extension abélienne maximale de
K (respectivement de H), et resK/H I'Thomomorphisme naturel de GK dans
GH obtenu par restriction a ﬁab des automorphismes de Galois,

Une conségquence élémentaire mais essentielle de ce diagramme

est le résultat suivant :

THI::OREME l.1.26,- Soient K/H une extension finie quelconque de corps

de nombres, et L. une f{-extension abélienne de K, Désignons par
Cllz = dZ/RK le sous-module fermé de CK qui lui correspond par le corps

de classes, Alors :

(i) Le sous-module fermé de CH’ qui est associé a la {-extension
abélienne maximale de H contenue dans L, est i'image c:'_i de c:z par la

norme arithmétique :

L_ L L L
Ch= da/ Ry avee §0= Ny (4 Ry
(ii) Le corps L provient, par composition avec K, dlune t-exten-

sion abélienne de H si et seulement si le sous-module a:z est saturé pour

la norme arithmétique, ce qui s'écrit :

L_ -1 L
K= NK/H(NK/H(gK)RH)'

Démonstration :

IIZ = Gal (R-ab/L) le sous-groupe de G,

associé & L dans la correspondance de Galois, La f-extension abélienne

(i) Désignons par G

maximale de H qui est contenue dans L est le corps des points fixes dans
-H-ab de la restriction a ﬁab du groupe Gllz.
. . . (. N

t -
restriction est Itimage dans GH du sous-groupe ]V'K/H(CK) de GH' Ainsi,

Dtapreés le diagramme, cette
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-K-ab
le sous-module de Cy associé a
l_ﬂﬁab par la correspondance du
corps de classes est précisément —ab
I'image de cK par la norme arith- —ab
H

métique, ce qui est bien |lassertion
(i) du théoréme, l

(ii) Si maintenant L'

—ab
est une autre f{-extension abélien- KNH
1
ne de K, et cl'z le sous-module de
Cx qui lui correspond, la condition
H

L'nF2P 5 LnA2P stécrit

L' Ly . L -1 L .
NK/H(CK ) C]VK/H(CK), fee. G C NK/H(NK/H(CK))' La plus petite
1-extension abélienne de K qui contient LN ﬁab est donc celle associée

au saturé pour la norme du module ck. Clest, bien entendu K (LN }——I-ab) .

En particulier, ['égalité L = K(LN |_—_'-ab) a donc lieu si et seulement si

L . X
C est saturé pour la norme arithmétique NK/H'

L'étude des extensions (abéliennes) dl'un corps de nombres donné
K, qui proviennent par composition avec K d'une extension abélienne sur
un sous-corps donné H de K, reléve a proprement parler de la théorie
des genres, Notre propos n'étant pas de la développer ici (*), donnons
simplement la définition du f-corps des S-genres, avant d'appliquer sans

plus attendre le théoréeme 26 au cas de la tour cyclotomique,

DEFINITION l.1.27. - Etant donnés une extension quelconque de corps de
nombres K/H, et S = SH

des S-genres de |lextension K/H est la t-extension maximale de K, non

un ensemble fini de places de H, le ft-corps

ramifiée et S décomposée (i,e, non ramifiée aux places finies et complé-
tement décomposée aux places de K au-dessus de S), qui provient par
composition avec K dlune f-extension abélienne de H, Lorsque S est
I'ensemble des places de H au-dessus de f, nous parlons simplement

du ¢-corps des f-genres de [lextension K/H.

*
(") Une approche de la théorie des genres fait l'objet de la section 2 du

chapitre IIl,
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b.- Application aux t-genres cyclotomiques ,

Précisons dlabord la différence, essentielle lorsque { vaut 2,

entre la f-tour cyclotomique et la Z -extension cyclotomique d'un corps

'
de nombres K :

DEFINITION & PROPOSITION I,1,28,- Nous appelons f{-tour cycloto-

mique construite sur un corps de nombres K, et nous notons TK la réunion

des g-sous-extensions finies de |'extension abélienne K[ »] engendrée
9

sur K par les racines d'ordre jf-primaire de I'unité, Le sous-module
fermé de Ci associé au corps TK par la théorie du corps de classes est

le noyau dans OK de la formule du produit :

Ch = G /Rer o Fe= [r€ g lel= 11,

- Si 4 est impair, le groupe de Galois Gal (TK/K) == &(/%( est

isomorphe a Z Dans ce cas, TK Nn'est autre que la ZL—extension cyclo-

{’.
tomique Kwde K.
- Si 4 vaut 2, le groupe de Galois Gal (TK /K) = QK/gK peut
contenir un sous-groupe de torsion dlordre 2, Lorsque cela est, la tour
T, est une extension quadratique de la Zz—extension cyclotomique de K ;

K

dans le cas contraire, TK est égal a K_+ En toutes hypothéses cependant,

il vient T =K _[i].

Démonstration : Lorsque K est le corps @ des rationnels, la description
du groupe EK est immédiate : L.e groupe gm des idéles généralisés de Q

admet, en effet, la décomposition directe :
9= 1 Ry 3
® per @ %

de sorte que nous obtenons immédiatement :

2 = T Y Ry .
@ oLz, PR

Il vient donc :

Jo/ Ig= U= 1+ 12,
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et deux cas se présentent :

- Si 4 est impair, le groupe 'z,(& est isomorphe a Z&’ et la

1-extension abélienne T __ associée a ;(D. par la théorie du corps de

classes est l'unique Z'&ixtension, disons Qw, de @,

- Si ¢ vaut 2, le groupe %, estNisomorphe a (Z/ZZ)sz, et
la 2-extension abélienne TQ associée A ‘9@. est une extension quadratique
(totalement imaginaire) de la Zz-extension Glm de @, Comme elle est non
ramifiée en dehors de la place 2, c'est, bien entendu, (D.[uzm].

L.a proposition est donc établie lorsque K égale @, Passons
donc au cas général, et supposons maintenant que K est un corps de nom-
bres quelconque (de degré fini sur @), De ['identité TK= K .TQ, nous
déduisons, par le théoréme 26, que le sous-module de gK cor‘r‘espongant

K
associé a T

a T, est | e ci ue la icati e d i
a Iimage réciproq par | pphfa ion norm ]V’K/m e celui ;Im
Qr Clest, comme annoncé gK ; ce qui achéve la démonstration,

Cela posé, le lien entre la conjecture de Gross et la théorie

cyclotomique des ft-genres est donné par le résultat suivant :

THEOREME 1,1.29,- Le f-corps des classes de valeurs absolues (*)

d'un corps de nombres K est la f-extension abélienne maximale de K,
qui est non ramifiée et t-décomposée (i,e, non ramifiée aux places finies
et complétement décomposée aux places au-dessus de 1) sur la tour cyclo-

Autrement dit, N _ est le f-corps des l-genres de |'exten-

tomique T K

K L]
sion infinie TK /K.

Démonstration : 1l stagit d'établir (i) que le corps NK contient la tour
TK ; (i) que l'extension NK /TK est non ramifide et f-décomposée ;
(iii) qu'elle est maximale enfin (parmi les f{-extensions abéliennes de K)
sous ces deux conditions, Examinons successivement chacune des trois

assertions :

(i) Nous savons déja (cf, exemple 19) que le sous-module de

N ) N .
gK associé a NK est le produit }K = QKRK, ou 9K est le noyau dans ;K

*
(") Le corps N _ est défini & I'exemple 19,

K
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des valeurs absolues f-adiques, Comme ;%:l est trivialement contenu

dans P i
an gK’ nous en concluons que NK contient TK .

(ii) Nous savons aussi (cf, exemple 19) que NK est f-rami-
fiée sur K (i.e. non ramifiée aux places finies étrangéres a ). L'ex-
tension NK /TK est donc 4-ramifiée, Pour montrer qu'elle est en outre
1~-décomposée, il nous suffit de vérifier que les sous-groupes de décompo-
sition D (N /K) associés aux places de K au-dessus de 4 dans |'exten-
sion abellenne N /K rencontrent tr-lvualement Ie sous-groupe Gal (N /T ) ;

autrement dit, que Nnous avons }{ n 9K }{X n ;K RK , pour chaque place I

de K au-dessus de ¢t, Or, si ¢ = (><‘p)p est un é!ément de }61 N gK, nous
avons x_= 1, pour p # I, donc |r|p= 1 pour chaque p distinct de 1, et
par suite |gll= 1 en vertu de la formule du produit : ||l = 1. 11 vient

donc

~

X - ¥ X X .
HIHQK HICHIH;KARK’
ce qui est le résultat attendu,

(iii) Réciproquement, si L. est une J-extension abélienne de K,
non ramifiée et g-décomposée sur TK’ les calculs qui précédent montrent
que le sous-module gl' de yK associé & L contient et les groupes 'up pour
p,{’{, (en vertu de la condition de t-ramification), et les groupes }6; pour
1|4 (en vertu de la condmon de f-décomposition sur T ) et, bien enten-
du R . Ainsi ;IK contient ;K R ; le corps L est contenu dans NK ; et

la maxumallté de NK est donc etablie.

DEFINITION 1,1,30.- Nous appelons groupe des classes de valeurs abso-

lues d'un corps de nombres le quotient

~ #*
= a, /% T &/ I B

du groupe ;aK des valeurs absolues des ideles de masse 1, par le sous-

groupe des valeurs absolues des idéles principaux, Dans l'isomorphisme

du corps de classes, l|le groupe a’K slidentifie au groupe de Galois relatif

Gal (NK /TK) du f¢-corps des classes de valeurs absolues NK sur la tour

cyclotomique TK .
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D'aprés |lassertion (v) du théoréme 24, la conjecture de Gross

pour le corps K postule précisément la finitude du groupe 3K .

c.- Récapitulatif des principaux groupes de normes ,

Nous présentons ci-dessous, sous forme de tableau, les sous-

modules fermés du 4-groupe des idéles généralisés attachés par la théorie

du corps de classes aux principales g-extensions abéliennes d'un corps

de nombres donné,

LLe corps de base K étant supposé fixé, nous omettons l'indice K,

1~extension

Définition de la f-extension

Groupe de normes

Commentaire

abélienne abélienne considérée associé
m
K corps de base g= "% gX KX = lim KX /KXt
D p P PP
c! non ramifiée il KX T % .8 2 = lim u /u‘m
—d z . . .
t-décomposée maximale s p,}’& b I
(o] non ramifiée maximale pﬂ up. R
T t~-tour cyclotomique g 7= {re g|lcll=1}
4-corps des classes #* *_ -
N de valeurs absolues I oy 1 up'R X {XIGHI IIXIII_,I}
14 s
composée des / )
= z r'-“-themsions I My R My = torsion de ¥~
L p p
. X
c'z composée de C' et de Z S U, o R /g; radical dans M{,
1 pf1 p de I'image de &'
cZz composée de C et de Z e, . 1 T A/é;/raducal dans u&
4 e p de I'image de §
H hilbertienne maximale pH up.R
M 1-ramifiée maximale I % .8
pfe P
—ab . _ X
K maximale R EL—Z{ ®ZK
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Nota, - Seuls les groupes de normes associés a C'Z et CZ n'ont pas été

calculés plus haut, lls slobtiennent comme intersections de ceux associés

3 Z eta C'ou C. Nous avons noté é':z I'image dans H')L( = T }{>‘( du groupe
’ 12
des 1-unités généralisées g = ZL 8 E' , et (5'{/ celle, contenue dans
2. = Il %,, du groupe des unités généralisées §=2 &, E,
Logge ! tz
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LA THEORIE DE KUMMER ET LE KZ DES CORPS DE NOMBRES

Nous établissons dans cette section un paralléle entre la théorie
de Tate pour le £, des corps de nombres (cf, [Ta;], [Tag], [Taz]) et la
description kummérienne des genres dans une tour cyclotomique, Nous
sommes amenés, pour cela, a associer a chaque corps de nombres K un
groupe universel ?Z(K), analogue au groupe symbolique ]{z(K), et deux
sous —groupes finis ]_?Z(K) et ]?Z(K), qui jouent, dans notre description,
le méme rble que le noyau régulier ]?z(K) et le noyau hilbertien HZ(K)
dans la K-théorie, Ces divers groupes sont remarquables a plus d'un
titre :

D'abord ils admettent une interprétation simple de type corps de
classes, de sorte que leur arithmétique reléve directement des méthodes,
classiques ou non, de cette théorie,

Ensuite ils constituent une bonne approximation des noyaux de la
K-théorie, en ce sens qu'ils possédent le méme rang (Si K contient les
racines 4 '-iemes de |'unité, les groupes }?Z(K) et J_?'Z(K) d'une part, HZ(K)
et ﬁz(K) dlautre part, ont méme 2" -rang), et un ordre équivalent (Dans
une tour cyclotomique, les ordres respectifs des groupes ]_?'Z(Kn) et
HZ(Kn) sont donnés asymptotiquement, & un facteur borné preés, par les

mémes formules que ceux des groupes J?Z(Kn) et Hz(Kn) ).

Le paralléle obtenu explicite la correspondance, déja remarquée
par plusieurs auteurs (cf, [Cajy ], [Gb3], [KC]), entre le 4-Sylow du noyau
régulier RZ(K) et le sous-groupe de torsion GK du groupe de Galois de la
1-extension abélienne t-ramifiée maximale de K, mais relie également le
1-Sylow du noyau hilbertien HZ(K) et le groupe de Galois de la f-extension
abélienne non ramifiée ¢j-décomposée maximale de K, et met en avant des
interprétations nouvelles de la conjecture de Leopoldt, liées aux symboles

donnés par le corps de classes,
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0.- CONVENTIONS ET NOTATIONS ,

Dans toute cette section , { est un nombre premier , et KO/Fo
une extension abélienne de corps de nombres , de degré d étranger a ¢ ,
supposée contenir les racines {-iémes de |'unité si 4 est impair , et les
racines quatriémes si £ vaut 2 ( par exemple Koy = F'o[g] , pour une ra-

cine primitive {-iéme de lunité {, et £ #2); K = U K_ est la tour
<) n €N n

cyclotomique construite sur Ko , avec la conventiond'écriture Kn = Ko[“n] ,
ol M désigne le groupe des racines {,n—iémes de I'unité dans C ,

Nous notons Iy = 1im My la réunion des M, » Puis T&= lim M, le
module de Tate ( que nous identifions a Zicomme groupe abstrait , via
['fexponentielle complexe l/m |—>exp(2i1’r/m)) , et :[I'-L le module opposé

(clest-a-dire le méme groupe équipé de ltaction opposée des groupes de

Galois ) , qui n'est autre que le dual de Pontrjagin

du groupe IH; . e caractére w de l'action du groupe de Galois

Gal (Koo/FO) sur |le module de Tate "I]"& est , par définition , le carac -
tére cyclotomique ; le caractére opposé W , défini par w(T) = (l)('T_I ),
est le caractére anticyclotomique ,

Si r est le plus grand entier vérifiant Kr‘ = Ko ( de sorte que Ko
contient R mais non Mg 1 ) , nous supposons implicitement dans les cal -
culs qui suivent n >r (etdonc [Kn+l : Kn:l =4 )., En particulier , par Y
nous entendons |'unique progénérateur du groupe Tn = Gal (Kw/ Kn) dé -
fini par [lidentité : "

gyn - €1+£ ’
pour tout { de u, (clest-a-dire par la condition w( Yn) =1+2"),

Nous désignons enfin par A l'unique sous-groupe dlordre d de
GaI(KOO/ Fo) ; hous notons Fm= Ki son corps des invariants , et , plus
généralement , Fn = Kn , de sorte que nous avons canoniquement A ==
Gal (Kn/Fn) . L.'algébre Z& [A] est une algébre semi-locale, composée
directe dl'extensions abéliennes finies , non ramifiées , de l'lanneau Z& .

CONVENTION, - Etant donné un Z&—module multiplicatif £, nous disons

qu'un élément x de %X est :
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(1) de hauteur m , lorsque clest une puissance {"_ieme dans %
. .1
(iee. EX €%, x=x_ ).
(i1) de hauteur «, lorsqulil est de hauteur m pour tout m
. 4
(feee YmeEN Ex €%, x=x ).

(iii) divisible , lorsqutil peut &tre indéfiniment divisé

. IN _ _ 4 _ L
(|.e.H(xm)m€NE£ éx—xo—x],x]—xz,etc...).
Nous notons xw = n x le sous-module de %X formé des éléments de
mEéN

hauteur infinie , et %4, = xf;v le sous-module de X constitué des élé -

ments divisibles de % ,

Le module %4, coihcide avec % lorsque X est de cotype fini
(ioe. lorsque le sous-module &x ,annulé par 4, est fini ), Dans ce cas ,
le sous-module de torsion t(%) s'écrit comme somme directe du sous-
module t(z)div et dtun ZL—moduIe fini & :
~ -~ c h -0y
() =z, es=(q, /2 (el t%2,/2,).

Nous disons que h = dim % est lerang de ¥ , et ¢ sa codimension ,

F,

%{’

le- DEFINITION DU RADICAL UNIVERSEL &,

DEFINITION 1,2,1.- Par ¢ -radical universel d'un corps de nombres K,

nous entendons le tensorisé par Q{,/Z de son groupe multiplicatif , et

4
nous écrivons :

= X
! —(Q&/ZL)GQ K%,

K Z

Le groupe RK est un Z{I—module de torsion dont tout élément
admet une représentation de la forme &—m ®x , avec m € N et x € KX .
La condition &—m ®x = 1 signifie alors que ['élément x est le produit

X = gyL d'une racine de I'unité et dlune puissance 2" ieme dans KX .

a.- Préliminaires : théorie de Galois pour les radicaux universels ,

La tour cyclotomique Koo étant la réunion des sous-corps Kn ,

le radical universel RK , qui lui correspond , s'lobtient naturellement

©

comme limite inductive des radicaux &, =(@,/2Z,)®_ KX, Le point
Kn £2 L Z n
essentiel qui nous intéresse ici est que les groupes RK vérifient la

n
théorie de Galois :
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PROPOSITION 1,2, 2, -L'application naturelle de RK dans RK est un

n -3
morphisme injectif , Plus précisément , pour chaque naturel n , le radi -
cal RK associé au corps Kns'identifie canoniquement au sous-module de

n
S%K fixé par le groupe de Galois l‘n = Gal (Km/Kn) ; ce qui s'écrit :
[oe]
R, = an
K K *
N o

(%)
Démonstration
dans R entrafne Kn[f’/;n] CK[,’?/;n] = K, donc , dl'aprés la théorie de

[=2]

: Soit x_ un élément de K;( . La relation {;_l ®x =1

X4 s g .
Kummer , x_ = ¢, (mod X K] ), pour un C, de u , clest-a-dire finale -

1

ment 4 ®x, = 1 dans RK . Autrement dit , tout élément d'ordre £ de

n

[ s'envoie sur un élément d'ordre £ de SQK ; et I'application natu -

N <)

K

relle de RK dans RK est donc injective ,
n <)

Soit maintenant 4P ®xp un élément de R fixé par I, , pour
p

un n <p . La condition 2P ®xg“ “1 = 1 nous prouve ( puisque les racines

de ['unité sont divisibles dans Ké) que |'élément xg“ -1 estune puissance
bl X
=y, pour un yq dans Kq 5
o=
v (x Y Ty=xYy T oy , de sorte que J (y_) estqune racine de
a/n “p p a/n’’q

tP-ieme dans K:(o . Ecrivons donc que xg" ol q

et considérons [1élément N (y )} . Nous avons [ (
a/n Vg a/n*Y

I'unité , disons ¢, de K _ . Ecrivons ¢ = zvq/n(gq), avec €hg 3
nous obtenons ]V'q/n(yq/gq) =1, dlot (envertu du théoréme 90 de

Hilbert appliqué a I'extension cyclique Kq/Kn) : yCI = gq z:](“ al , pour
£ P
un z, de K:?I( . En particulier I'élément (x ;& ) Yo =1 = g*’ est une
-~ F — P-n
racine de |'unité , Posant alors X = xp zq{ gq{' , Nous pouvons re-
écrire I'identité précédente sous la forme xr:(“ -To 1, ce qui nous prouve
P P
que xp =X gé zé’ est le produit dlun élément de Kr): , d'une racine
de I'unité , et d'une puissance Lp—iéme ; de sorte que nous avons bien
tPex =1Paex_cg , comme annoncé ,
p g] Kn
* . . N . 1 . - T
(*) cf, [(312] , section 2 , ol est établie I'identité 'f’RKn ({,RK oo) .
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b.- Rappel de la description de Tate du groupe ]{z(K )

1.3z

Dans les sections qui suivent , nous serons amenés 4 considé -

rer les produits tensoriels 'l]'& ,{; RK oo et T& ®Z,{; R « Comme

nous avons convenu dlidentifier Z& , T& , et :[-l'_& en tant que groupes
abstraits , ces deux produits ne sont rien dlautre que le radical RK

@©
équipé dlune action différente des groupes de Galois , Le résultat sui -

vant nous sera utile :

PROPOSITION 1,2,3, - Supposons £ # 2 , Alors ['intersection des sous -

modules respectifs de T«ﬂ & RK ) et 1]'& ®Z£ RK ) fixés par l“n est
le sous-module de ,{’,n— torsion de RK
r, /— T
(7,22 %« > n<TL®Z f > = nfke
2 o £ e 4

Démonstration : Soit &—p ®xp un élément de Ilintersection ., Llidentité
~1

P ox = 0va) oyl P mWe) e T @ YT Y=g,
P -

L'é&lément £ P ®xp , annulé par (yn - Yn] ) est fixé par yrz1 , donc (sous

la condition 4 #2 ) par l“n . D'aprés la proposition 2 nous pouvons donc

supposer xp EK:: , auquel cas nous obtenons immédiatement

n
(¢7P ®xp)Yn - wlwl (27P ®xp)£ = P*n ®x, ; ce qui établit le ré -

sultat ,

n'4y *

Il est bien connu , depuis le résultat de finitude de Garland ,
que le Ky d'un corps de nombres est un groupe de torsion , produit di -
rect comme tel de ses groupes de Sylow , Plus précisément , Tate a
montré , dans le cas qui nous intéresse ici d'une tour cyclotomique, que
les éléments dlordre {-primaire de {, (Kn) sont ceux provenant du groupe

*
”,L*; ® KX)T = ( T,® R )T par les symboles universels (*)

Z& -

(*) cf. [Ta,].
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THEOREME 1,2,4. - Le 4-Sylow Ky (K " )& du groupe Kz(Kn ){ est donné,
pour chaque naturel n, par la suite exacte courte canonique de Z 2" mo -
dules :

- 11n
(i) 1 — (T, z > (T&®Z{RKOO> = MK

La détermination de la codimension du sous-groupe divisible
® ! )T est un des théorémes essentiels de Tate sur le f, des
-2, K 2
£ ©
*
corps de nombres (*) . On peut méme dire que ce résultat est I'équiva -

(T

lent , pour la K-théorie, de la conjecture de L_eopoldt pour la {-ramifi -
cation , Avant de développer ce point de vue , disons tout de suite que
le résultat de Tate peut s'énoncer de fagon sensiblement plus précise
en termes de représentations , Pour chaque place a I'infini p: du corps

Fn , désignons par A » SOn sous-groupe de décomposition dans |'exten-
p

sion abélienne K /F ( qui ne dépend que de [a place p°° de Fo au-des -

A

sous de P “) ; notons Xp“‘ = Ind I'induit & A du caracteére de la

représentation unité de Ap‘”; et formons la somme :
Xn= Izmxpoo= [Kﬂ:KOZ| pm%wxpm=[Kn:KO]X ¢

Les résultats du chapitrelV,2 (cf, 2 § ¢ ) assurent I|'existence d'un

isomorphisme de Z&[ A]-modules :

T

n fn 2

(T,65 Rk ooele/z)) ez, [/ O
L o~ div pn|oo b

Autrement dit :

. . r
SCOLIE 1,2.5.- Le sous-groupe divisible maximal (T{,®Z RKm)div

L

groupe (T, ® K )T est un Z ,—-module divisible de cotype fini . Sa
2 Z& K 1
codimension est égale au nombre de places complexes ch du corps Kn
r c
n n
(T,85 % ~(@,/2z,)
1L Z ’ K _div 2 4

(*) 1l stagit de la conjecture principale énoncée dans [Ta] 1. Une dé -
monstration cyclotomique de cette conjecture fait l'objet de [Ta2] o

Ultérieurement , Tate en a produit une preuve cohomologique [Ta3] .
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T v
Km)div ]

Plus précisément , son dual de Pontrjagin [(‘U'& ® !
L

T L. .
Hom (T, ® f )d\‘v , Q&/Z{/) est un ZL[A]—module projectif , qui a

%Z{ K.

pour caractére la somme x: = [Kn: Ko] X°° des induits a A des carac -
téres des représentations unités des sous-groupes de décomposition des

places a I'infini du corps F dans I'extension Kn /Fn .

- o . . -
On notera que le caractére x , somme dlinduits de caracteres

unités , est égal & son pseudo-inverse ¥ . (défini par X “(7) = xm(fr_] M.

et interprétation kummérienne ,

c.- Définition des groupes 7('2( Kn)L ,

THEOREME & DEFINITION 1,2,.6, - Par ?{-2( Kn) nous entendons le quo-
)

tient du groupe (T, ® (4 par son sous-module divisible maximal

L7 Z . Koo
K )En , clest-a-dire le {-groupe de torsion défini par I'exac -
w
@

=

( f

2

titude de la suite courte :

1%z

- — L — N —
(M) 11— (T ey 8 )" — (T, 85 8¢ )" —F,(K)—1.
{’Z{,Kood"v ,{’,Z&Koo 2 'n
L.e groupe ?{-2( Kn) décrit , via la théorie de Kummer, |'ensem -
ble des {-extensions de Kooqui proviennent par composition dlune exten -
sion abélienne de Kn , modulo celles qui proviennent par composition dlune
Z{— extension de Kn .

Démonstration : Désignons par XK le groupe de Galois de la t~extension
(o]

abélienne maximale de K o puis par F"‘}( K son quotient des genres re -
oo

latif & l'extension procyclique K oo/Kn (ioe.le plus grand quotient de KK
[se]

sur lequel T opére trivialement ) . Nous avons I }(K = KK /X&“ -1 ,
[o0} [ee] (oo}

dlols :

— T — T
CU-'{’@Z,{;RK(») n - ('U'L®Z{Hom<?(Kw, ".JL>> n

Hom. Q(Kw’ m{,/z/()

N

T

N
Hom( Xy QL/ZQ .
I\ [ee]
Et comme n}(K est le groupe de Galois de la plus grande f{-extension
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de K qui est abélienne sur K _ , son dual de Pontrjagin (? ® f )rnz'
© n £ Z'f/ Km

KX )rn est bien le radical kummérien associé ., En particulier ,

(
£ Z{
son sous-groupe divisible maximal ("_ll: ! )r“
X Z& K div

sur K de la composée Z des Z ,-extensions de K__ ,
© ] L ]

est bien le radical

LLa conjecture de L.eopoldt pour le corps Kn ( et le nombre pre -
mier 4 ) affirme I'existence dl'exactement (cn+1 ) z {—extensions linéai -
rement indépendantes sur K, clest-a-dire précisément ['égalité entre

rﬂ
/f, LRKw)d\'v

. On sait , de fagon générale , que la codimen -

la codimension du groupe d|V|S|bIe (T . ® et celle <, du

T

groupe (TL®Z S )d?v
£ ©

T,

aiy

sion du radical ('II' ®

. s ' . .
18z nlexcede c,, que d'une quantité finie

1

dn , qui mesure donc le défaut de la conjecture de Leopoldt pour Kn ,
et qui reste d'ailleurs bornée lorsqu'on monte la tour cyclotomique
KOO/K0 . Comme plus haut , ces résultats s'expriment en outre de facgon
plus précise en termes de représentations, la quantité dns'interprétant
comme le degré du caractére de défaut pour la conjecture de Leopoldt
dans le corps K _ (cf, Ch, IV,2, 2§b),le pointremarquable étant que,
. )1“ et (T @, 4’;s%Km)iﬂv

définissent des représentations isomorphes ( cf, Ch, IV,2, 2§c):

sous la condition dn = 0, les groupes (T&@)Z

2 o au

2

groupe (T,® ! )rn est un Z ,-module de cotype fini , qui a pour
2 Z& K 1

codimension le nombre < de places complexes du corps Kn augmenté du

SCOLIE 1,2.7.- Le sous~groupe divisible maximal (T£®

défaut dn de la conjecture de Leopoldt :

— I‘n cn+d
(T&®Z{/RKm>div = Qn&/z}c)

Plus précisément , lorsque le défaut dn est nul, i,e, lorsque le
corps K vérifie la conjecture de Leopoldt, les groupes (? ® )I‘
n 4 Z& K div
T, .
et (T 2 Z K )d sont isomorphes comme ZL[A]—modmes .
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2.- INTRODUCTION DU NOYAU REGULIER R .

Le groupe RK étant trés gros , il est commode de faire inter -

[eo]

venir un sous-groupe canonique plus petit , le noyau régulier fRK , que
[ee]

Ilon peut définir comme suit :

DEFINITION 1.2.8.- Etant donné un corps de nombres K , désignons par
*
(%) du localisé Gk = GK[I/.{,] en-dehors de £

D;< le groupe des diviseurs

de I'anneau des entiers de K , L.'application canonique x - (x)! de KX dans
b i et . . - X
IK induit une surjection naturelle duradicaluniversel RK (QJL/Z&) ®ZK
sur le produit tensoriel (Q{/Z&)®Z D;< « Nous disons que le noyau de

cette application est le noyau régulier du radical universel , et nous no -

tons :
-k |£k
R = {& ®x € & | (x)' €D }
Avant de justifier |'appelation de noyau régulier donnée au grou -
pe ERK , démontrons rapidement les analogues des propositions 2 et 3 pour
les groupes ERK .

N

PROPOSITION 1, 2.9.- Dans une tour cyclotomique , les noyaux régu -

liers vérifient la théorie de Galois ; ce qui s'écrit :

_ ol
ERK = ZRK“ .
N ©

Démonstration : Les places étrangéres & { étant non ramifiées dans une
k
Z -extension , la condition (x_)' € D' , pour un x_ de KX | se lit in -
£ n Kn n n
différemment dans un Kn ou dans K _; d'oli le résultat annoncé , en vertu

de la proposition 2 ,

(*) Pour une définition du groupe des diviseurs, voir Ch,lll.1, 1§a.
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a.- Interprétation symbolique : le groupe }?Z(Kn)

I.u2

PROPOSITION 1,2, 10, - Supposons 4 # 2 , Alors Ilintersection des sous-

L®Z ERK et T{®Z ERK fixés par I‘n est le
1L o] £ ©

sous-module de »f,n-tor‘sion de iRK

modules respectifs de T

N
<"I]'® R >rnn<?® R
{’Z&Koo LZ&Koo L n

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la proposition 3, et de la

proposition 9 ci-dessus ,

/F/ L

Rappelons d'abord la définition des symboles réguliers attachés
a un corps de nombres K : Pour chaque place non complexe pde K, dé -
signons par v_ la valuation qui lui correspond , et par (, ) le carac -
tére crochet associé : P

- si p est une place finie , le crochet ( x ) dlune p-unité x de
KX est l'unique racine de |'unité, dlordre étranger a p, du complété Kp ,
qui vérifie la congruence (x ) =x (mod p) ;

- si p est une place r*féelle ,le crochet { x ) dlun éiément x de
K* nlest autre que son signe dans le complété réel K b *

L'application bilinéaire :
v (x)v (y) v (y) v (x)

O, ¥) 1 (x, ¥) | = ((=1) P P Py P y

est alors un symbole sur K, a valeurs dans le groupe des racines de
I'unité dlordre étranger & p du complété de K pour la place p, appelé
symbole régulier associé a p, En fait , les groupes étudiés ici étant tous
des Z{— modules , il est plus commode de travailler non pas sur le sym -
bole régulier lui-mé&me , mais sur sa { -partie , que nous continuons |,
par abus , A noter (, )_, Cela étant ,

- si pestuneplacede K au-dessus de £, le {-symbole régulier
(, ) estlesymbole trivial ;

- si p en revanche est étrangére a £, le i-symbole régulier
(, ). prend ses valeurs dans le {-Sylow tout entier “p du groupe des

racines de llunité du complété K b de K pour la place non complexe p ,
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Considérons maintenant la suite exacte courte qui définit le

groupe ERK

[=<]

]_—')ER _"Io

— R —->(m{//z£)®

<« ©

1
K z Pk
[ee]

Tensorisant par ‘l]'& , puis prenant les points fixes par I‘n , nhous obte-

nons la suite exacte de cohomologie :
1—-——<'u”® ﬁ‘—*@'@ >rn——>< ®_,D, >Tn——-|—|'@ T & % >
3 Z)LERK&/ £ RKco Fe%z K_ N L°Z K

z B

K ), Lo @y 1
2" " 'n¢
by [t P
Dans celle-~ci , le terme de droite H](I‘ , I, ® R,, ) est nul en vertu
n 2 Z{/ Km

*
d'un résultat de Tate *) ; le groupe (JPJL®ZD}'< )r" stidentifie a la
[>0}

somme @ up des 1-Sylow des groupes de racines de |'unité des com-
Pale
plétés respectifs de Kn pour les places finies étrangéres a § (Il suffit

pour s'en convaincre , de regarder la somme @ u , correspondant
pa [4 P

au corps Kco , comme étant plongée diagonalement dans celle @ u )

b |4 P
correspondant a Kw, et dlavoir a l'esprit I'isomorphisme canonique
IP)(,@Z Dk ~ @ pp ) ; enfin 'application r est induite par les sym -
Py |4 T
boles réguliers , via la propriété universelle du Kz .

1l vient donc :

PROPOSITION 1,2,11.- Le ¢-Sylow J?Z(Kn)}(/
des symboles réguliers est Ilimage dans KZ(Kn)L du noyau régulier

T
(T{(X)Z R, )'n du groupe (T&®

du noyau dans Kz(Kn)

&, Mn;ce qui se traduit par |lexac -
£ © Z/ﬁ Koo ’

titude de la suite courte canonique :

r
. n
(ii) 1 _.CT»L@Z RK&,)div_’(T&@Z

T
N
. mK“) — RylKy),—=1 .

2

(*) 1l stagit de la conjecture principale, qui est démontrée dans [Tazj.

_55-



T.uk

(*

Le théoréme de Garland sur le ]{z des corps de nombres

montre que le groupe }?Z(Kn) est fini , Ainsi , puisque le groupe

LTZ

(T, RK )Tn est de cotype fini , il en est de méme du groupe
£ ©

)n

(T R, ). En particulier, les éiléments divisibles de (T£® R

®
2 Z{/ K(Jo Z& Km

sont exactement ceux de hauteur infinie ,

Autrement dit :

SCOLIE 1,2,12,- Pour chaque naturel n, les éléments divisibles du

groupe (T{,®Z RK )R‘ sont ceux de hauteur infinie dans le sous-groupe
1

de cotype fini (T{,®Z R

£ =)
I T T
T o, 8 >”=T® R >”=T® m)”.

yn ; ce qui s'écrit :

b.~ Interprétation kummérienne : le groupe 7?5'2( Kn)JL .

D'apr*éks la théorie de Kummer , la condition de puissance &k -
ieme (x)' € Dk& , qui définit les éléments L—k®x du noyau régulier ERK ,
(e o] [oe]

k

caractérise les extensions Kw[f/; ]/Km qui sont 4-ramifiées (clest-a-
*k
dire non ramifiées aux places finies étrangéres a 4 ) ( . L.e groupe

-f/t@Z ERK est donc le radical kummérien de la £-extension abélienne
X2 ©

maximale {4-ramifiée M_ de K_e«En particulier , son sous-groupe in -

variant (T&®Z{ERK°°)I;\ décrit les 4-extensions de K qui proviennent
par composition dlune extension abélienne {-ramifiée de Kn ( la condi-
tion de {-ramification se lisant indifféremment sur Kn ou sur Km) .
Plus précisément , si ¢ est le groupe de Galois Gal(M /Km) et

Iy a= d/dY" -1 sonh quotient des genres relativement a I'oeoxtension pro -

cyclique Kw/Kn , Nous avons :

(*) 11 stagit en fait d'un théoréme d'analyse harmonique , cf. [Ba]
pour plus de détails ,
(**) Les corps Kn étant complétement imaginaires , il n'y a pas lieu de

se préoccuper des places a I'infini ,
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Cng)ZLme)rn: Homrn@, Q,/z,) - Hom<r” a,mi/zﬁ.

DEFINITION & THEOREME 1.2.13.,- Par ]? (K _), nous entendons le

N4
quotient du groupe (TJL®Z ) n par le sous-groupe divisible
£ oo
(:ﬁ:L Z{ RK )d% ,clest-a-dire le fL-groupe de torsion défini par I'exac -
titude de la suite courte :
(it) 1 —— ('[l’/t ZLRK dw < Z K> ——»ﬁ(K)-—»l.
L.e groupe RZ(Kn){; est un {-groupe fini , qui slidentifie au

dual de Pontrjagin '6:] du sous-groupe de torsion t;n = dr:“ du groupe de
Galois dn = Gal (Mn/Kn) de la f~extension abélienne maximale 4-ra -

mifiée du corps Kn .

Démonstration : La tour cyclotomique Km/Kn étant une Z{—extension ,
les groupes 1n ¢ = Gal (Mn/Km) et @ = Gal (Mn/Kn) ont le méme
sous-groupe de torsion ‘Gn , conformément au schéma de corps :

in

a

3
Q

Kl‘\
Cela étant , le groupe (-f ® R )I\n , qui est le dual de Pontrjagin
’ L7Z 7K
£ o
T, . s T X
de " g, contient le groupe divisible (T»L@Z K )d , qui est le dual

L
de Pontrjagin du quotient I d/t;n = GaI(Zn/Kn) ; et la suite (ii) a bien
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un sens ., Cela étant , la théorie du corps de classes montre que le

groupe dn est un Z ,-module de type fini , Le sous-groupe de torsion

1

©,, est donc fini , et le m&me résultat vaut pour son dual ﬁz(Kn){, , ce

qui achéve la démonstration ,

SCOLIE 1,2, 14.- Pour chaque naturel n, les éléments divisibles du

groupe (T,® L34 )R’ sont ceux de hauteurinfinie dans le sous-groupe

£ Z& Koo
de cotype fini (T, ® R )rﬁ ; ce qui s'écrit :
L~ Z K ?
L ©
_ T . T . T
T & R>”=T®m>”=v®m>”.
({ Z{, Koo div ( & sz, Koo div <L Z{, Koo ©

c.- Interprétation réguliére de la conjecture de Leopoldt ,

Pour chaque naturel n , désignons par A, = Z&[[ P 7 nail -
gébre d'lwasawa construite sur le groupe I‘n , puis par & le sous-groupe

de /\n—torsion du groupe de Galois &« = Gal (M oo/ Km) de la £-extension

*
abélienne maximale 4-ramifiée du corps Km( )

théor&me d'lwasawa ( cf, [Iw] §8 , th,18) , que le groupe & n'a pas de

. Nous savons , par un

An—sous-module fini non nul , et que son quotient a/6 est /\n—pseudo -

isomorphe au produit de < copies de llalgébre An . En particulier, le

groupe de Galois d/GdY"‘ -1 est donc le produitdirect de ch copies de
ZJL , et la conjecture de Leopoldt , qui affirme que le méme résultat

vaut pour le quotient des genres s a = d/dY“ -1 , postule que le po -
lyn8me caractéristique du An—module de torsion G est étranger au po -
lyndme cyclotomique w, = Yn - 1, autrement dit , que & ne posséde pas
de sous-module infini fixé par IR En résumé, la conjecturede Leopoldt

pour le corps Kn slécrit tout simplement :

D'un autre cdté , la théorie de Kummer nous donne les iso -

morphismes :

(*) Comme on peut le vérifier sans peine , la définition de B est, en fait,

indépendante de n ,
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I\n

a =Homrn<ERKm, ]}LL>=Hom ( Z K , @ /Z&>
rom (" (Froz, % ) 2,/2,)

H°m<H< T®z K>Q/Z»&> H](T T ®z£ K>

de sorte que la conjecture de L.eopoldt pour Kn slécrit encore :

] T =
H (rn,v&@aZ&me) 1.

(|

Revenons maintenant sur la suite exacte courte qui définit le

noyau régulier ERK

©

]— R - R

]
(m&/z}c)@ D, — 1.

K K Zz K
[o.2]

[oe] o]

Tensorisant par '[l'& , puis prenant ies points fixes par I‘n , hous obte -

nons la suite exacte de cohomologie :

= Tt‘gz“’xz ——Qrch) K)”'H@ ®Z{WK>_"H(I‘ T{QZ.RK)
g « ‘c
| \l
FK), - @ T
2" n¢ Pnl{'up” 1
Dans celle-ci , le groupe H (I‘n , '[I'L®Z£ )= ( lp&@)ZK X) /( [p{® K ) n
*
est nul , par un argument de Tate (*) ; le groupe ( "J{@ZD )rn sliden-

tifie , par un argument déja utilisé ,a la somme directe des opposés des
1-Sylow des groupes de racines de |'unité des complétés respectifs de

Kn pour les places finies étrangéres a 4 (via l'isomorphisme canonique

— 1 — -
D = @& et Ilinjection diagonale de @ u dans
e Bz Pk My o
bkt P o, f4 Po
® Ep ; enfin, I'application ?estinduite par les symboles réguliers,
Py {1 T

(*) Les valeurs spectrales de |'actionde Y, SUr Kr>1< étant des racines de
Itunité, leur produit par w( y,) n'est jamais 1, de sorte que (yn—l) opére

sur le produit “‘14’,®ZKX surjectivement ,
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Autrement dit :

THEOREME 1,2.15.- Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La conjecture de L.eopoldt est vérifiée dans le corps Kn
( pour le nombre premier £ ) ,

(ii) Le groupe de Galois ¢ = Gal (M oc)/Km) de la 4-extension
abélienne maximale f-ramifiée sur la tour cyclotomique Koo n'a pas de
sous-module non nul fixé par I, ie€s dr"‘ =1,

Z{me) est nul ,

(iv) Les symboles réguliers induisent un épimorphisme du

(iii) Le groupe de cohomologie H! (1“n , 'ﬂ'&®

groupe Fz( Kn)/(, sur la somme directe @ ﬁ des opposés respectifs
N E2

des 4~ Sylow des groupes de racines de |'unité des complétés de Kn

pour les places non complexes étrangéres a 1 .

SCOLIE 1,2,16,-Pour chaque naturel n, les symboles réguliers atta-

chés aux places non complexes du corps Kn donnent naissance a la suite
exacte courte de K -théorie :

(iii) ] — J?Z(Kn){——’KZ(Kn)

—-r——-b @ — ]
1 M
St F

Et la conjecture de L.eopoldt dans Kh postule |'existence dlune suite

analogue pour les modules opposés :

T = - r

(iii) 1——""}?2(Kn){——‘ Kz(Kn)&—“»p?Lup 1,
n

Ce dernier résultat sera précisé dans la section qui suit,

3.- INTRODUCTION DU NOYAU HILBERTIEN & ,

l_a définition du noyau régulier ne faisant intervenir que les
places étrangéres au nombre premier £ ,il estnécessaire, pour prendre
en compte les places au-dessus de { , de faire intervenir un groupe plus

petit , le noyau hilbertien ; que I'on peut définir comme suit :

DEFINITION 1,2.,17.- Pour chaque naturel n , nous appelons noyau hil -

bertien attaché au corps Kn , et nous notons S;;K le sous-groupe du ra-
n

dical universel RK = (QL/ZL)Q@ZK:: , qui est engendré par les nor -
n
mes cyclotomiques :
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{péQKnIHKEBthzn,H&neKm, t=14 ®Nmﬂﬁmﬂ@.
La réunion @K = |im s;K est , par définition , le noyau hilbertien de
<) N

la tour cyclotomique Koo .

Bien entendu , les groupes S}K vérifient les deux propriétés

attendues :

PROPOSITION 1,2,18.- Dans une tour cyclotomique , les noyaux hil-

bertiens vérifient la théorie de Galois ; ce qui s'écrit :

_ o L
gDK - @Kh .
n o

Démonstration : Il stagit de slassurer de [1égalité QJK N RK = S;K ,
n n

pour chaque m >n , Soit donc ¢ un élément de ng . Pour chaque

e s -k
m' >m , nous avons par définition =4 ® Nm'/m(xm') , pour un
x o, de K X' et un entier k indépendant de m! , Si maintenant ¢ est dans
m m
< la norme arithmétique ]V'm /n opére sur t par élévation a la puis-
n
m-n .
sance [K _ : Kn] =} , €t nous pouvons écrire :
_ -k-(m=-n) _ -k

r=4 ®]Vm/n[.7Vm,/m(xm‘)]—& ®Nm'/n(xm')’
avec k! =k + (m- n) indépendant de m! ; ce qui nous prouve que r est
dans S}K .

n
PROPOSITION 1,2,19,- Supposons {4 # 2, Alors , llintersection des
sous-modules respectifs de T{;®Z£@K et T&®ZL§;K°°f|xes par I‘n est
le sous-module de {n—tor'sion de S;K

(T{Z©K> n (T, Z©K> n®k

{ N

Démonstration : Cela résulte directement de la proposition 5 , et de la

proposition 18 ci-dessus ,
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a.- Interprétation symbolique : le groupe HZ(Kn)L .

Pour chaque place non complexe pn du corps Kn , désignons

par (——-’5——> le symbole de Hilbert associé a b, Par le corps de clas -
n

ses local , ou plutdt la ¢-partie de ce symbole , qui prend ses valeurs

dans le {-Sylow p . du groupe des racines de ['unité du complété de

- J T : X X
Kn pour la place pn . L.e f-symbole ( pn > envoie Kn xKn sur

le groupe u tout entier , et coihcide avec le symbole régulierSipn ne

divise pas 4 , Plus précisément , le théoréme de Moore sur le KZ des

corps de nombres (cf, [Talj , §8 ) affirme que la famille ((——’E—— >>P
n n

des symboles de Hilllover‘t induit un morphisme surjectif du groupe KZ(Kn){
sur le sous-groupe @ | de la somme directe des , formé des fa -
milles (¢ ). qui vérifient la formule du produit , p(‘r:,omme ce résultat
est vrai pgtlrpr: , par passage a la limite inductive, nous obtenons ainsi
un morpbisme surjectif du groupe [{2( K n)«ﬁ = lim_ ]{2( Kn)& sur le sous -
groupe @ de la somme directe des {- Sylow des groupes de racines
de 1tunité deoos complétés non complexes de I<<:., , formé des familles

(¢ ). quivérifient la formule du produit ). Une autre fagon d'ex -

P Peo

primer ce résultat consiste & dire que les symboles de Hilbert (——-’-p——-)
(o]

attachés aux places non complexes du corps K définissent un mor -
<«

phisme surjectif du groupe T{®Z RK = “L®ZK§° sur la somme di -
£ ©

recte restreinte @® “p « Cela étant :

(*) On prendra garde que , du fait de Ilidentification de chaque p
n

avec son image diagonale dans la somme @ up , la formule du pro -
Po | P T
) My *
duit , quise lit!ll . = 1dans K se |it "=t1tdans K _, si g
’ P '’ g P, n p

désigne I'indice de décomposition de la place P dans ['extension KOO/K ne
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LEMME 1,2,20,- Le noyau de I'épimorphisme du groupe T& ®Z RK =
£, <)

X . . ~
W{;@ZKOO sur la somme directe restreinte @ pp , donné par les sym -

o

boles de Hilbert <_Jf)—> est le groupe T&®Z£$Kw R

Démonstration : Le noyau de cet épimorphisme est constitué par les élé-

ments { ® x de Mo ®ZKiqui vérifient les conditions locales (%’—1>= 1,
m

pour chaque m assez grand , cl'est-a-dire , d'aprés la définition nor-
mique du symbole de Hilbert , pour lesquels le nombre x est norme lo -
cale partout dans chacunekdes extensions cycliques Km+k/Km , si C
est une racine primitive £ -iéme de |lunité , Prenons donc un tel élé -
ment ( ® x , supposons par exemple x EK:: , hotons m!'=m+k , et
(x )

xrr']"_])

utilisons le principe des normes de Hasse pour écrire x = Nm'/m

avec x ek X , d&s que m est assez grand, La condition I (
m! m! m'/m
Yol o 1, et le théoréme 90 de Hilbert appliqué a l'extension cyclique
X
m'?

1 _a_d; Yo -1 2 Yo -1 | : -
clest-a-dire x r /n(ym' ) (1'opérateur norme étant pris algé

. . _ X
briquement ) , donc finalement X Nm/n(ym')‘zm' , avec z EKn .

=X

Km'/Km nous permettent d'écrire xqqﬂ'_l = yzq"“, -1 ; pour uny_, de K

)

suits x= Ty O ) =0y )zl ives Cox= Ca Iy,

ce qui nous prouve que ( ® x est bien dans TL®Z SgK .
(e o]

1

Réciproquement , la définition normique du noyau hilbertien

montre de fagon évidente que le groupe 'ITL ®Z ng est contenu dans le
£ ©

noyau des symboles (——‘;—-) ; dloti , bien entendu , son nom ,

Considérons maintenant la suite exacte courte donnée par le

lemme 20 :
11— T ® S;JKm'-—*T@ZRK——*@up—'—I.

'z, 15z, 0" P

Prenant les points fixes par Fn , hous obtenons la suite exacte de co -

homologie ( ol le groupe HI( T.,T,® R _ ) est nul, par un argument
n ' Z& Koc

déja utilisé ) :
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'_’@_ ©K> _"@Jz, ZRK> —’<@“ )'—’H]@ 12z @K«)"”

’&

Puis , par rapprochement avec la suite exacte de Moore pour le groupe

]( (K ) nous concluons & la trivialité du groupe de cohomologie

,{)/ ’

(I‘ 'U{®Z%SQK®> ainsi qu'a I'identité :

THEOREME 1,2,21.- Le {4-Sylow Hy(K ) du noyau dans k,(K ) des

symboles de Hilbert est Ilimage dans ]{ (K ) du noyau hilbertien

(TJL@Z K )In du groupe ('I]'{Q?JZ )1“ ; ce qul se traduit par |'exac-
L e )
titude de la suite courte canonique :
(iv) 1—(T,e > — (7,8, % VP (K )
17z, ®x 17z, K_/ 2' "'n'g .

SCOLIE 1,2.22,- Pour chaque naturel n, le groupe (TJE ®Z S’;K >

est l'lensemble des éléments de hauteur infinie du groupe (T ®Z K >r"

ce que nous écrivons :

r r
n_ n
(TJL®Z£S§KOO> = <T4;®Z&RKOO>@

En particulier , le groupe Hz(Kn){; mesure donc |'écart entre le sous -
groupe divisible maximal et le sous-groupe des éléments de hauteur in -

finie du groupe (T RK )T"
w

0@ Zz,

Démonstration : Les résultats de Tate (cf, [Ta ], §5 ) montrent que le

groupe HZ(Kn)/L est le sous-groupe . nlN]( ( )% des éléments de hau-
€

teur infinie dans KZ(Kn)L . Comme tout élément divisible est trivialement
de hauteur infinie , cette caractérisation du noyau hilbertien se reléeve

T . .
dans (TL®Z RKOZ n ; ce qui donne le résultat annoncé ,

1
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b.- Interprétation kummérienne : Le groupe Fz(Kn)

L'introduction du noyau hilbertien & (sous une forme sensible-
ment moins générale) est due 3 Bertrandias et Payan, qui avaient en vue
I'étude d'une condition suffisante de la conjecture de Leopoldt , liée a
un probléme de plongement (cf, [BP] ), D'aprés Artin-Tate , en effet

[AT], 10§ 3, th, 6 ) ,une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une extension cyclique l_m = Km[i/;_n_q:l , définie par un élément

,t’,_m ®xm de S’;K , se plonge dans une f-extension cyclique de Km de

degré arbitrairement grand est précisément que, pour chaque place non

complexe P de K I'une quelconque ( des racunes primitives de

m ’
I soit norme dans I'extension locale K f/x ]/K

P m,p m,p

qui se lit sur le symbole de Hilbert (g-'-“—ﬂf—'“) , pour une racine pri -

, ce

mitive 2 -idme de Itunité gm . Plus généralement , si |'extension I_m

provient par composition d'une f-extension cyclique l_n de degré JLm sur

un sous-corps K de Ko, (i,e. si I'élément Cn © % tombe dans
(T&®Z R ) ), le méme critére appliqué a |'extension globale
2
L /K et I'équivalence , donnée par le corps de classes local :
Lo o /K yic )L
(Q , m 213 m, m> (gpn‘ n,q}n nmﬂ\:( gm ni]S/ >
P v P
, X
montrent que la trivialité des symboles (__r_r_l___n_‘l_> est encore la condi-
m

tion pour que llextension I_n se plonge dans une {-extension cyclique de

Kn , de degré arbitrairement grand , Autrement dit :

PROPOSITION 1,2, 23, - Pour chaque naturel n, le groupe (-l—l_-f,@Z @K)Fn
@

est I'lensemble des éléments de hauteur infinie dans (-f&®2 RK )1“

que nous écrivons :

T, ngK) ZK>
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DEFINITION & THEOREME 1.2.24, - Par ET_Z(KH)& nous entendons le

quotient du groupe (_f{ ®Z S;K )1‘h des éléments de hauteur infinie dans
, L K,

= T, . = T,

(T{®Z& RKOO) par son sous-groupe divisible maximal (TL®Z*RK )i,

clest-a-dire le £-groupe de torsion défini par I'exactitude de la suite
courte :

i) 1 ——>C'ﬁ:{®

T . T .
- RKQ —»(v&m;Km) — Tk, — 1.

2
Le groupe -H_Z(Kn){ est le sous-groupe des éléments de hauteur infinie
dans -[?-Z(Kn){, . Clest un t-groupe fini , qui s'identifie au dual de
Pontrjagin du sous-groupe de torsion G;‘ = H::” du groupe de Galois
¥, = Gal (Hn/Kn) de la composée des {-extensions cycliques de K
qui se plongent dans une f-extension cyclique de Kn de degré arbitrai-
rement grand , Nous disons que Hn est la t~extension hilbertienne ma -
ximale du corps Kn .
Démonstration : Nous avons vu que le groupe divisible (?&®Z{RK )Tn
©
est le dual de Pontrjagin du groupe de Galois Gal ( Zn/Km) associé a
la composée Zn des Z 6 ~extensions de Kn . Le sous~groupe des é1é -

L

ments de hauteur infinie (T, ® 4 )1“,, correspond lui au groupe de
2 JZ%/ K ‘oo

Galois Gal (Hn/Km) associé a la composée Hn des {-extensions cy -
cliques de Kn , qui se plongent dans une f-extension cyclique de degré
arbitrairement grand , Leur quotient —H—z( Kn){; est donc, comme annoncé,
fe dual de Pontrjagin du groupe de torsion 6;1 = Gal ( Hn/zn) . Le fait
qu'il soit fini résulte de I'inclusion immédiate Zn CHn CMn , et de la

finitude du groupe & = Gal (Mn/zn) .

PROPOSITION 1.2,.,25,- Pour chaque naturel n, les symboles de Hilbert

associés aux places de Kn qui sont au-dessus de { donnent naissance a
la suite exacte courte (ol @ désigne la somme directe restreinte aux

familles qui vérifient la formule du produit ) :

(v) 1-—>H2(Kn)&——*—*}?z(Kn)&——>I TD% uln—* 1 .
N
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Et la méme suite vaut pour les modules opposés si la conjecture de Leo-

poldt est vérifiée dans le corps Kn

®

(v) 1———->H2(Kn)&—>]?2(l<n)&-——'> by — 1.

1 2 n

N

Démonstration : La premiére suite provient directement du théoréme de
Moore sur le K, des corps de nombres ( cf, [Ta]], §2 ), par restric-

tion au noyau régulier , Elle conduit a la formule bien connue :

11 ]HI |
_ 1,14 n
(ﬁz(Kn)L:Hz(Kn)L)— .
g |
Pour démontrer la seconde suite , il suffit dlen vérifier I'exactitude a

droite qui seule pose probléme , clest-a-dire , en fait , de montrer
que la méme formule :

_ — L |H1; n

(}?z(K ) . Hz(Kn){,) = ——
lup |

vaut encore sous la conjecture de Leopoldt , Mais , comme le quotient
RZ(Kn){/ HZ(Kn)J; est le dual de Pontrjagin du groupe de Galois
Gal (Mn/Hn) , cette derniére égalité résulte de I'isomorphisme déja

(*

connu , toujours sous la conjecture de Leopoldt

Gal(Mn/Hn) o ([ CIBLuIn>/ My o
n

c.- Interprétation hilbertienne de la conjecture de Leopoldt ,

Rappelons que nous avons désigné par A = r Y, -1 1 1ral -
gébre d'lwasawa construite sur le groupe Tn , par B le sous-groupe de
A ,~torsion du groupe de Galois ¢ = Gal (M 00/Koo) de la {-extension abé-
lienne maximale t-ramifiée de Km, et par Z o= M?i le corps des inva-
riants de & , Introduisons maintenant la sous-extension H - de M o
réunion des extensions hilbertiennes Hn associées aux étages finis Kn

de la tour cyclotomique , et notons # = lLim un son groupe de Galois ,

(*) ef. Chott .
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Ltinclusion évidente ch HooCMoo nous montre que le groupe

Gal (M c,O/H oo) est un An—module de torsion , autrement dit , que les

groupes de Galois ¢ et H sont des An—modules de méme dimension C, e
En particulier , la conjecture de Leopoldt pour le corps Kn , que nous
avons écrite dr"‘ = 1 dans la section 2§ c , se lit tout aussi bien sur le

groupe ¥, et exprime la finitude du sous-groupe invariant Hr"‘ . Tout
comme pour dr"‘ , cette condition est , en fait , équivalente a la nullité
du groupe ur“ . Admettons provisoirement ce résultat , et retenons que

la conjecture de Leopoldt dans Kn ( pour le nombre premier 4) s'écrit:

wlhho=1,
D'un autre cdté , la théorie de Kummer nous donne les isomor -
phismes :
I, -
i " =romy (o, p, ) =romy (T,05 o¢ @, /2Z,)
n o ] 4 )

= Hom(rn (T&®Z%@K , Q&/Z{>> , Te€,
T

v
n - 1 == .
# "= Hom (H(T,, T8, 9 ),m£/z£> H(r,, T,ep o )
L o X ©
de sorte que la conjecture de Leopoldt pour Kn slécrit encore :

H! (T, 4;zg°|<>

Reprenons maintenant , sous une forme légérement différente ,

Il

la suite exacte courte donnée par le lemme 20, qui caractérise le noyau
hilbertien gJK
1 — T — T,®, & — @ pu, —>1.

®_, &
K
2 Z»{; Km 1 Z& - b

. . 1 =
Prenant les points fixes par I‘n , et notantque le groupe H (I;W’T&®Z&RKOO)

est nul , nous obtenons la suite exacte de cohomologie :
_ N ~_
— Tz o } <T&®Z£RKOO> — G: i, )—HE,Te 2 % Dl
®
n g
5, ™



1.7

Nous pouvons donc énoncer Itanalogue du théoréme 15 :

THEOREME 1.2.26.,- Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l_a conjecture de Leopoldt est vérifiée dans le corps Kn
( pour le nombre premier ),

(ii) Le groupe de Galois ¥ = Gal (H oo/Koo) de la réunion H _
des extensions hilbertiennes maximales associées aux corps Kn n'a pas
de sous-module non nul fixé par 1“n , 1e€, ur" =1,

. 1
(iii) Le groupe de cohomologie H (Tn’TL®Z&©K ) est nul ,
(e 0]

(iv) Les symboles de Hilbert induisent un épimorphisme du

groupe -]?2( Kn){ sur la somme restreinte @ E des opposés respectifs
p, "
des ¢- Sylow des groupes de racines de ['unité des complétés non com-

plexes du corps Kn .

SCOLIE 1,2.27.- Pour chaque naturel n, les symboles de Hilbert atta-

chés aux places non complexes du corps Kn donnent naissance 3 la

suite exacte courte de K -théorie ( de Calvin Moore ) :

. R ~
(vi) ]——»Hz(Kn){,—»KZ(Kn)L_—’&) My - 1,
b, P
Et la conjecture de Leopoldt postule I'lexistence d'une suite analogue

pour les modules opposés :

@) 1= TR ), — F,(K,) i—% H, — 1.

Démonstration : Seulreste a vérifier que le groupe xrh ne peut &tre fini

sans &tre nul, Or, si la conjecture de Leopoldt était en défaut dans Kn ,
ce corps admettrait des Z&—extensions en excés ; le polyndme carac -

téristique du sous-module de An—torsion de ¥ seraitdivisible par ( yn—l);
et le groupe BP" serait infini, Sa finitude suppose donc vérifiée la conjec-
ture de Leopoldt, Mais, dans cette hypothése, la surjectivité de [lappli -
cation ?, donnée par le scolie 16 , et la proposition 25 assurent la sur -

jectivité de I'application &, qui équivaut bien & Itidentité Hr"‘ =1,

-69-



I.se

4, - LES RESULTATS FONDAMENTAUX DE LA DUALITE .

a.- Comparaison des noyaux de la théorie de Kummer et de ceux de la X -

théorie : préliminaires ,

Considérons d'abord les groupes KZ(KH)L et FZ(Kn)L .

Nous avons :

THEOREME 1,2, 28, - Pour chaque naturel m sn , les symboles de

Hilbert induisent un isomorphisme :

_ Lm ~ _ M
K),/x,K)? ~@& u. /uy
n4 2 'n 4 b Pr’ Pn
2" =
du groupe K Z(KH)L sur la somme directe des quotients dlexposant

L™ des opposés respectifs des groupes de racines de ['unité des

complétés non complexes de Kn , restreinte aux familles qui véri -
m
fient la formule du produit ( prise dans “n/“: ) . Cet isomorphisme
est le pendant exact de celui donné par Tate pour la K-théorie :

m m
L= 2

KK JEK )Y =@ Moy /“p .

n n n

Le mé&me résultat vaut d'ailleurs pour m >n , en-dehors du
*
cas spécial (*) , donc en particulier , dés que 4 est impair .

Démonstration : Comme FZ(Kn){, est le dual de Pontrjagin du groupe
de Galois Gal (An/K c,o) attaché a la 4 -extension abélienne maximale
An de Kn , le théoréme sera établi si nous montrons que le sous -
groupe de {,m -torsion LmGal (An/Km) = LmGaI (An/Kn) slidentifie

au quotient [ ] Lm“ p] /{4'" U du produit des groupes de racines »{,m—
p

iemes locales de |'unité par |'image diagonale du sous-groupe des

(*) Le cas spécial a lieu lorsque, 4 valant 2, et les nombres -1 ,

"] "1 14
Cht2, Cq v - ((;n +2+C ) n'étant pas des carrés dans K
cette derniére propriété est localement en défaut aux places divisant 2

(cfo [AT], Ch. X, §1).
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racines Lm— iédmes globales , Transportée par I'isomorphisme ducorps
de classes (cf, théoréme 1,1,13), cette condition signifie que les élé -
ments Lm du 2 -groupe des classes dl'idéles gn/Rn du corps Kn sont
les images canoniques des racines Lm— iemes de |'unité dans gn .

- Sous lthypothése m <sn, il est facile de voir directement
qu'elle est trivialement satisfaite , au moyen de la théorie de Kummer,
Si , en effet , Yn est un idele généralisé représersqtant une classe
diordre 2™ dans 7n /R , I'élément global ¢ = t)g

partout une puissance Lm—leme et I'extension kummérienne K [A/ :I

est Iocalement

est donc triviale , puisque complétement décomposée en chaque place
pn de Kn , ce qui montre que rn est la puissance Lm—iéme diun é1é-
ment 3 _ de Rn . En particulier la classe de 8 dans le quotient
gn/Rn est représentée par le quotient gn/gn , qui est bien une ra -
cine LM-iéme de I'unité ,

- L.orsque m est strictement plus grand que n , cetargument
he s'applique pas . Dans ce cas , il peut arriver que la propriété a -
vancée soit en défaut: c'est le cas spécial recensé par Artin- Tate ,

Il ne se produit que lorsque 4 vaut 2 ( cf, [AT], Ch, X, §1),

Du rapprochement de I'isomorphisme obtenu et de celui donné

par Tate (cf. [Ta, 1, §5, th, 2 ), nous déduisons immédiatement

COROLLAIRE 1, 2,29.~ Pour chaque naturel m <n, il existe un iso-

morphisme canonique , compatible avec |'action de Galois :
b, ®% Kz(Kn)& = U, ®p Kz(Kn)L
Et le méme résultat vaut pour m >n , en-dehors du cas spécial ,
Bien entendu , ce résultat n'apporte aucune information di -
recte sur les noyaux hilbertiens , puisque ceux-ci ne font intervenir

que les éléments de hauteur infinie ,

b.-Dualité pour le noyau régulier et le noyau hilbertien .

Revenons sur la suite exacte (iii) induite par les symboles

réguliers , donnée par le scolie 16 :

1—»ﬁ(K)——-—K(K)r @ u. — 1.
b1t Pn
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. m .. X
Prenant les puissances 4 -iémes , pour un m <n , puis formant le

diagramme du serpent , nous obtenons la suite exacte longue :

T k), - T, ) Tk, ), - et T
1-  R,(K - K ,(K - @ M, = A, (K -7 K (K - @ -1
2 M
4m 2 nLLm n4 pnl‘f*'{‘m P 2°'n4 2 annM P
m
- X _, = 1 ~ 4 -
Hm ®ZKn Hm ®Z Dn © “p
p n
n
"=
Dans celle-ci , le quotient ﬁz(Kn)L s'identifie a la somme res-
~ m — ——
treinte @ z U, , en vertu du théoréme 28 ; le groupe ,m £ (K )
b Pn L 2"°'n'4
n

provient de Dm ®Z K:: , par construction de ?Z(Kn) ; et la somme

directe @ m:l s'identifie canoniquement au produit tensoriel
p, 1t 2 Pn

Ilm ® Dr'_1 , ol Dr"a désigne le groupe des diviseurs du corps K  qui

sont étrangers &4 {4 ., Rassemblant ces résultats ;, nous obtenons la

suite exacte courte :
—_ . —_
1=y, ®,Ct — J?Z(Kn) —_—

ol Ob:w désigne le £ -groupe des {-classes de diviseurs du corps Kn
(iee. le 4L-Sylow du quotient Dr'1 /P;\ du groupe des diviseurs de K,
étrangers i 4 par l'image canonique de K: dans D;\ ) . En fait, le
corps Kn étant supposé complexe , le groupe C'L;‘ s'identifie cano -
niqguement au quotient du 4 -groupe des classes d'idéaux au sens ordi-
naire par le sous-groupe engendré par les images des places au -
dessus de 4 . Nous disons , pour abréger , que CL;] est le Z-groupe
des {-classes de Kn .

Bien entendu , la méme méthode appliquée a partir de lasuite

exacte (iii) :

1—*Bz(Kn)L——>K2(Kn)L——— ® yu, —»1,

conduit & un résultat analogue pour le quotient RZ(KH)L . Clest le

résultat de Tate ( cf, [Ta3] , th, 6,2) ,
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Le point remarquable est que la suite obtenue est scindée :

THEOREME 1, 2,30, -Pour chaquenaturel m <n, les symboles de Hil-

bert attachés aux places de Kn qui sont au-dessus de 4 donnent nais -

sance a la suite exacte courte scindée :

' LM ~ M
Vi) 1 8 Oy T Ry € T ey
1|4 n
n
Dans celle-ci , CL"q est le L-groupe des 4-classes du corps K_, et

~
le signe @ signifie que la somme est restreinte aux familles qui véri -
m
fient la formule du produit ( prise dans ¢ Mo ) .
Lorsque le corps K _vérifie la conjecture de Leopoldt, la
n

méme suite vaut pour les modules opposés :

e -_— '__» — ~
(vii) 1 —= u ®5Ct, R,(K ), — 6‘9

Démonstration : D'apreés ce qui précéde, seul reste a vérifier le fait
que les deux suites sont bien scindées ,

Ecrivons les, pour simplifier, sous la forme |égérement différente

m
1 — ec&'n — Y R, — ® z/0"n—1,
Y]
en désignant par ]?n I'un quelconque des deux modules :ln ® BZ(Kn)L et
=y e . . - - ' - -

M ®ﬁ2(Kn){, . Cela étant , I'injectivité de I'application naturelle
m

LM O{,:q 4
L
CLn

]?n est fini , cela suffit & montrer que la suite exacte précédente est

]?n , pour chaque m sn , prouve que le quotient

m
= C{;’/CLAL s'identifie & un sous-module pur de R_ . Comme
scindée ,

COROLL AIRE 1,2.31.- Sous la conjecture de Leopoldt dans Kn , il

existe un isomorphisme de Z L [ A]-modules :
b @z ﬁz(Kn)»{, - L—'ln ®z BZ(Kn)L ‘

L'existence de cetisomorphisme résulte naturellement du fait

que les suites exactes du théoréme 30 sont scindées, Comme RA(K )
2 'n'e
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est canoniquement le dual de Pontrjagin du groupe de torsion <€n (cf.
théoréme 13) , le corollaire 31 établitune dualité entre le sous-groupe
de ¢"-torsion L“gn de & n ( qui est donc le sous-groupe de L -tor -
sion du groupe de Galois dn = Gal (Mn/Kn) attaché a |a£nL—extension
r }?Z(Kn )L
d'exposant 4 du noyau modéré RZ(Kn).{, de la X -théorie , Le résultat

abélienne L-ramifiée maximale de Kn) et le quotient

établi contient donc la dualité entre les groupes L‘GK et BZ(K)/}?Z(K)L,
relevée par Cramer et Candiotti , qui correspond au cas n=1 ( cf,
[CK]) . Mais il apporte surtout une information plus précise : Alors
que les dualités établies par Carroll (pour £=2), par Cramer et
Candiotti { pour £ impair ) ne concernent que les structures de groupe,
le corollaire 31 affirme I'existence ( sous la conjecture de Leopoldt )
d'un isomorphisme de modules galoisiens du tensorisé Iln ®}?2(Kn){,

sur le dual de Pontrjagin du groupe En ®Z Ln% n*

Remarque 1,-11 n'y a pas lieu d'attendre d'isomorphisme canonique
du tensorisé u  ® Ln—ﬁ-z(Kn) sur le tensorisé :Ln ®5 LnRZ(Kn) ,
quoique ces deux groupes soient effectivement isomorphes en vertu du
corollaire 31 , L'un et [lautre sont, en effet, des quotients du sous-
groupe de Ln—torsion du noyau régulier ERn . Cependant , le contre -
exemple de Greenberg ( cf, [sz:l ) montre que les sous-groupes de
n ERn qui leur correspondent ( & savoir le radical initial des Z{’—ex—

L

- = I 1 ;
tensions Ln('ﬂ'{( ®Z Rm)d;v , dlune part , et le noyau universel

T Tn 1 - ]
&n( -U-L ®, Rw)d‘,v d'autre part ) ne coihcident pas toujours ,
Remargue 2. - Les suites exactes (vii) et (Vvii) étant scindées, le théo-
réme 30 permet d'exprimer les {,m—rangs des groupes BZ(Kn)L et
.ﬁz(Kn)L , pour chaque m <n , & partir de ceux correspondant au 4 -
groupe des {-classes C«Lr'1 . Il donne également les caractéres des

— ——— 'C .
FLE Al -modules }?Z(Kn)/}?z(K n){, et R 2(Kn)/}? Z(Kn) en fonction
de celui du quotient OLIE‘/O{"!"{‘ (cf.[Ja,], pour plus de détails ).

Partons maintenant des deux suites (vii) et (vii) , induites
par les symboles de Hilbert ; et données par le scolie 27 :
Appliquant le méme procédé que plus haut , nous obtenons les suites

exactes :
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n
-— @ — - & el
n J?Z(Kn)& ® iy HZ(Kn)& J?Z(Kn)%

- ) &n'— Nlﬁn"
- H(K),=»Y R (K), -~ &% yu -1,
. n 2'"''n'4 2 'n"4 I IL In

n

n-2

. R (Kn)L—)

In

- ' -
Désignons Ear* Hn I'un quelconque des deux groupes M ®Z Hz(Kn)L
ou ., ®Z Hz(Kn) ; et appuyons-nous sur ['isomorphisme précédent
En ® RZ(Kn)L ~ U, 5 ﬁz(Kn)L , donné par le corollaire 31, pour
noter Rn ce dernier groupe , Nous pouvons alors écrire les deux

suites précédentes sous la forme légérement modifiée :

R — © z/'z—> H — R —> o z/Nz — 1,
114 1|4
8] g

ol la fléeche de gauche est induite par les symboles de Hilbert ,

Il vient donc :

COROLLAIRE 1,2,32,- Sous la conjecture de Leopoldt dans Kn , 11

existe un isomorphisme de Z L[A] -modules :

b ®_, H (K ) 2“n®ZHZ(Kn).{,'

D'apreés le théoréme 24 , I'isomorphisme obtenu établit une
dualité entre le sous—-groupe de 2" —torsion 2" ‘G:,] =0 un du groupe
de Galois un = Gal ( Hn/Kn) de la 4 -extension hilbertienne maximale

. " . .
de K et le quotient HZ(Kn)L du noyau hilbertien Hz(Kn)»{, de la

K- théorie ,

C.- Isomorphisme du miroir .

Rappelons briévement la définition des éléments infinitési -
maux dlun corps de nombres , relativement & un premier 4 fixé ( cf,
chapitre Il , pour plus de détails ) : Le corps K étant donné, I'injec -
tion canonique du groupe multiplicatif K' des éléments de K* étran -
gers a 4 dans le groupe des unités de I'algébre semi-locale ZL®Z K
induit une surjection naturelle du tensorisé Rk = ZL®Z K' sur le

sous-groupe des unités principales ‘L(PL = [T u 1{ semi-locales de K .
iy
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Nous appelons infinitésimaux les éléments du noyau 3K de cette appli-

cation ,

DEFINITION 1, 2,33, - Nous appelons noyau infinitésimal d'un corps

de nombres K , et nous notons (S:I'< , le sous-groupe du noyau régu -

lier ERK engendré par les images des infinitésimaux :
S ={reR |gneN, 5x"€g,, r=24"&x"]

Comme les infinitésimaux sont précisément les éléments glo -
baux d'image locale 1 aux places | de K divisant 4 , les symboles de
Hilbert sauvages sont triviaux sur les éléments de @"( , et (Slz< , qui
est contenu par définition dans le noyau régulier ERK , esten fait dans
le hoyau hilbertien @K .

Cela posé , écrivons €' = U &' le radical infinitésimal
n €N
associé a la Z ,- extension cyclotomique K = |J K construite
4 ® heN N

sur K , Nous avons :

THEOREME 1.2.34.- Le noyau infinitésimal &' est le radical kum-

mérien associé & la 4 -extension abélienne maximale non ramifiée et
L -décomposée ( i,e, non ramifiée aux places finies et complétement

décomposée a celles divisant 4 | C:Do du corps K oo) . Il vient donc :

€' =Hom(cl, u,),

oo

M

. v _ . ! . t
puisque le groupe am— Ir|1m C{,n correspond a GaI(Cm/Kw) dans

I'isomorphisme du corps de classes ,

Démonstration : D'aprés la théorie de Kummer , pour que l'extension

k
K [f/;-]/K o définie par un élément ¢ = L—k ®x de ® _ soit £ -dé -
[eo]

. . k
composée , il faut et il suffit que |'élément x soit une puissance 4 -
-~ ' - -_ ~ =
iéme dans l'algébre semi-locale Kn Z 2 ®ZKn , pour chaquex n
assez grand , Désignons par Rn le tensorisé 4 -adique Z L®ZKn du
groupe multiplicatif de Kn . Par surjectivité de I'application de semi-
localisation Sh la condition requise , qui s'écrit Sn(xn) = u:" dans
K

n

’

affirme I'existence d'un Yn de Rn vérifiant
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sn(x) = Sn(y)'{‘ , ie€, sn(x/y‘L ) =1 .llvientdonc ¢ = »{,—k®(x/y'{’ ),
2 &

avec x/y~ € 3, » comme annoncé ,

PROPOSITION 1, 2,35, - Dans une tour cyclotomique , les noyaux in-

finitésimaux vérifient la théorie de Galois :

(sI:@lr

[= o] <«
En particulier , I'lisomorphisme fondamental de la théorie de Kummer

pour les noyaux infinitésimaux s'écrit :

1 ‘ '
€, = Homrn(@m, M)

Démonstration : |l s'agitsimplement de vérifier I'égalité (S:r'n N fRn = (55;1,
pour m >n , et plus précisément l'inclusion @;n n ?Rn c @;\ . Soitdonc
-k o -k o
- _ ) de It . o
r=124 ®x 2 ® X, un élément de | mter*ssctlon , avec x € Sm

-] L m
et x Nous avons alors x _ = X ur u acine -
nERn. n Cm m Ym POUr une racin '

idme de I'unité €y etun y convenable dans R __ , ce qui nous
m m m . m

prouve que l'extension semi-locale Kn[g/a-; ]/Kn ( ol u,=s (x_)

nn
est |'image semi-locale de X ) est cyclotomique . Par la théorie de
k
Kummer , nous en concluons que u. est le produit §n vlf d'une ra-
cine de |'unité semi-locale et d'une puissance { -iéme dans f(: .
Ecrivant Vi = sn(y n) , puis choisissant h assez grand pour avoir
I v P
§, =1, nous obtenons donc Sn(xn/yn ) =(un/vn o=
d'ol
k k h
_ ,-k _ ,-k 4. ,-k-h 4 4
r=14 |®xhn—»{, ®x, /vy )=1 ®(x, /y )", et
PR o .
(xn/yn ) € Yn ?

ce qui est le résultat attendu , L'isomorphisme annoncé résulte alors

du théoréme 34 ,

L'importance des groupes @::1 tient au théoréme fondamental

suivant
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THEOREME 1.2.,36, - Isomorphisme du miroir - Lorsque le corps K

vérifie la conjecture de Leopoldt , le noyau infinitésimal (S;I'< s'iden-

tor

tifie canoniquement au sous-groupe de torsion %"( = HK du groupe

de Galois ¥, = Gal(H, /K ) de la composée des 4-extensions cy -
K K

cligues de K qui se plongent dans une 4-extension cyclique de

degré arbitrairement grand , Autrement dit , (S;;< est le dual de

Pontrjagin du groupe &, (K)L .

Démonstration : Pour établir ce résultat , nous nous appuyerons sur
la description des infinitésimaux donnée au chapitre I ( section 2 ,

* —_—
§1) (*) . Partons de la suite exacte (vii) de la proposition 25

— @ E — 1 .

(K) [
e 'K

K), — 7,

11— A

2 L

La suite duale s'écrivant précisément :

—_— [ r ! —»
1,14 'n

nous allons démontrer le théoréme 36 en la retrouvant directement ,
a partir de la description infinitésimale du groupe & K comme quo -
tient .DK ’ oD/ PK, - du groupe des diviseurs quasi-infinitésimaux par
le sous-groupe des diviseurs principaux infinitésimaux , Considérons
pour cela un diviseur quasi-infinitésimal a , Par définition du groupe

b

. k
nous pouvons trouver un naturel k tel que sa puissance 4 -

K,
ieme soit principale infinitésimale , clest-a-dire de la forme
k
[oo] o] Pt . - . .. . -
a{' = (x ) pour un x de R défini & une unité infinitésimale prés ,
. @ .
Sous la conjecture de L.eopoldt dans K , I'élément x est unique , et

Itapplication naturelle :
a (mod PK,oo) B4

est ainsi un épimorphisme de & K Sur @k . Pour déterminer son

k®x°°

noyau , considérons un diviseur g d'image triviale , c'est-a-direvé-
k —
rifiant a*’ =(x%) , avec 4 K ®@x*=1, Cette derniére condition
k
s'écritx"":C,y'& ,avee ¢ € o ety convenable dans R . Elle signifie

donc que le diviseur aest principal, et qu!il est engendré par un élé-

(*) Récemment , Nguyen Quang Do a proposé une démonstration coho-

mologique de ce résultat ( cf, [Ng3] ) .
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ment vy Eﬁ%K dont I'image semi-locale est une racine de |'unité ,
Comme y est défini & une racine globale de ['unité prés , ['application
de semi-localisation induit un isomorphisme :

(y)(mod5ﬂ<,m)'——' sK(y)(nmd “K)
du noyau de Itapplication précédente sur le quotient
Lk/uk = @ u Ik/u , ce qui conduit & la suite exacte attendue

L4

11— (@, )y —8— 1 .
eft '
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LES CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS

Nous présentons ci-dessous une condition suffisante de la con-
jecture de Leopoldt, introduite par Bertrandias et Payan [BP ] et déja
étudiée par Gillard [Gi]] et Miki [Mi, ]. Nous en donnons des formula-
tions équivalentes via la théorie f-adique du corps de classes, ou au
moyen de la K -théorie des corps de nombres, Nous montrons en outre
qu'elle impligue également la conjecture de Gross,

Les notations sont celles des sections 1 et 2,

THEOREME | ,A,1.- Soient 2 un nombre premier, et K un corps de

nombres algébriques contenant les racines 2/-iémes de |'unité, Les six

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le 2-Sylow HZ(K){/ du noyau dans KZ(K) des symboles de

Hilbert est nul,

(ii) Le corps K posséde exactement c T 1 extensions cycliques
de degré 4 linéairement indépendantes qui sont cycliguement plongeables
(i.e., plongeables dans une f-extension cyclique de degré arbitrairement

*
grand) (),
(iii) Le noyau infinitésimal (S;|'< attaché au corps K est nul,

(iv) Le noyau infinitésimal (S;k attaché a la Z -extension cyclo-
o]

L
tomique Kmde K est nul,

(v) La Zé—extension cyclotomique Kmde K ne posséde pas de

L-extension abélienne ramifiée jp-décomposée non triviale,

(vi) Le groupe 3K= 'VaK /'z/pK des classes de valeurs absolues

du corps K est nul,

* . . . . . .
(") Le corps K étant supposé ici totalement imaginaire, I'entier C vaut

donc -;—[K:(D.].
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Lorsqu'elles sont satisfaites, les conjectures de Leopoldt et de

Gross sont vérifiées & chaque étage fini de la tour cyclotomique K /K.,
<

La condition (ii) est celle introduite par Bertrandias et Payan,
Elle implique en particulier que le corps K posséde au plus (et donc exac-
tement) c t 1 Zé—extensions lindairement indépendantes ; ce qui est pré-
cisément la conjecture de Leopoldt pour K (cf, th.1.1.22, assertion (i)).
La condition (v) est celle considérée par Gillard, qui note qu'elle résulte
de (ii). Pour voir qu'elle entraitne en fait la conjecture de Leopoldt dans
la totalité de la tour Kw/K, il suffit de remarquer que, ci celle-ci était
en défaut a un étage donné, disons Kn , le tensorisé t-adique ZL ®Z Kr)w(
contiendrait une unité infinitésimale non triviale €n de sorte que l'exten-

©
sion abélienne Km[ A/E;;]/Kmser*ait infinie non ramifiée et g-décomposée,
contrairement & (v). L'équivalence de (ii) et de (v) a été établie par
Gillard, et indépendamment par Miki, sous la condition subsidiaire que
les étages initiaux de la tour Kw/K ne soient pas {4-décomposés, Comme
nous allons le voir, cette restriction n'est nullement nécessaire,
Auparavant, notons que la condition (i) implique la conjecture de
Leopoldt, et la condition (vi) celle de Gross, Le dernier point résulte
trivialement du théoréme 1,1,26, puisqul'une fagon d'énoncer la conjec-
ture de Gross consiste précisément a affirmer la finitude du groupe B »
Le premier s'établit comme suit : Sous la condition HZ(K),f,: 1, le noyau
dans KX/KX'{” des symboles universels {CL’ . } coihcide avec celui des
symboles de Hilbert, Or le théoréme fondamental de la K-théorie des

corps de nombres montre que ce noyau universel est un [F  -espace vec-

4

toriel de dimension c_+ 1, Comme le noyau hilbertien contient évidem-
ment le radical initial des ZL—extensions, la conjecture de L.eopoldt

pour K en résulte,

Démonstration : Nous avons les équivalences :

(i)  (ii), sous Leopoldt ; dtaprés le corollaire [,2,32 qui donne
HZ(K){,= 1 e EZ(K){,= 1, et puisque, sous Leopoldt, la condition (ii) s'écrit
encore HZ(K),{,= 1.

(ii) & (iii), sous Leopoldt ; en vertu du théoréme 1,2,36 qui montre

1 L -
que G est le dual de Pontrjagin de KZ(K)L'
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I.70

(ii1) & (iv) car (s:;< étant le sous-groupe de (S;;< fixé par
I'=Gal (K /K), Itidentité G = 1 entrafne 6. =1 pou:tout n, i.e,
. © K Kn !
G =1 (cf. proposition 1,2,.35).

[«]
'
(iv) e (v) car C estle radical kummérien de la f-extension
[ee]

abélienne non ramifiée jp-décomposée maximale C:o de K ,
[e o]

(v) e (vi) car F est le quotient des {-genres I Gal (C;/Km)
de I'extension procyclique K_/K (cf, théoréme 1.1.29).
Comme nous savons déja que les conditions (i), (ii) et (v) en-

trafnent la conjecture de Leopoldt, le théoréme en résulte,
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CHAPITRE I

INDEPENDANCE 4- ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES

CALCUL INFINITESIMAL DANS UN

CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES
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INDEPENDANCE {-ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Le probléme de I'indépendance {-adique de nombres algé -
briques s'lest posé historiquement a l|'occasion dlun calcul analytique :
On sait depuis longtemps que la fonction zeéta complexe d'un corps de
nombres se prolonge en une fonction méromorphe sur le plan complexe
avec un unique pdle , simple, au point 1, et que l'lexpression du résidu
en ce point faitintervenir le produit du nombre de classes de ce corps
par le régulateur complexe du groupe de ses unités , De fagcon tout a
fait semblable , on sait aujourd'hui que la fonction zeta {- adique , qui

est méromorphe sur le disqueunité fermé du corps € ,admetununique

)
pole éventuel au point 1, avec pour résidu , outre ur:; certain nombre

de facteurs canoniques , le produit du nombre de classes par le régu -
lateur t-adique des unités , la non nullité de ce régulateur étant la
condition de la présence effective du p&le (cf, [Sezj ).

En fait, clest en 1962 que Leopoldt, dans son étude sur I'arith-
métique des corps abéliens (cf, [l_e2] ) , introduit le régulateur f-adique
des unités , et sugg'era sa fameuse conjecture sur |'égalité du rang £ -
adique des unités et du nombre de Dirichletr, + ¢, -1 . En 1965 , Ax
(cf, [Ax]), stappuyant sur un (a*nalogue t1-adique dG & Mahler du théo -

réme de Guel'fond-Schneider , démontra cette conjecture dans un
certain nombre de cas particuliers ; mais clest Brumer , en 1967 , en
généralisant au cadre {-adique le récent résultat de Baker sur I'indé -
pendance 1- adique de nombres algébriques (cf, [Br] ), qui établitfina-
lement le résultat pour tous les corps abéliens , Dans les autres cas ,
cependant , la conjecture n'a guére avancé depuis : les méthodes algé-
briques , illustrées au Chapitre IV (cf, Ch,IV,2 ,3§b) , donnent des
résultats précis , mais qui ne permettent de conclure que pour des

corps particuliers ; les méthodes transcendantes donnent seulement

(*) 11 stagit de la version {-adique du septieéme probiéme de Hilbert ,
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des minorations du rang A~ adique : le résultat actuellement le plus fin ,
d0 & Waldschmidt (cf, [Wa]), et sur lequel nous reviendrons plus loin ,
permet ainsi dlaffirmer que le rang {-adique des unités est du moins la

(*)

conjecture de Schanuel {-adique résoudrait complétement le probléeme ,

moitié du nombre de Dirichlet . De ce fait , une démonstration de la
D'un autre cdté , la conjecture de Leopoldt sur la non nullité
du régulateur £-adique des unités et les relations attendues entre ce
régulateur et le résidu au point 1 de la fonction z&ta /4-adique ont été
généralisées par Serre aux fonctions L d'Artin {-adiques attachées a
certaines représentations galoisiennes , Etudiant le comportement de
ces mémes fonctions au voisinage de 0, Gross énonga une conjecture
analogue a celle de Leopoldt (**) , mais faisant intervenir cette fois le
régulateur f-adique construit sur les {-unités imaginaires d'un corps

conjugaison complexe, conjecture qu'il démontra dans le cas abélien,

o’

"aide du théoréme de Baker - Brumer ,

[oi1d

Le paralléle extrémement intéressant entre ces deux conjec -
tures appelle plusieurs commentaires : D'abord la différence, soulignée
par plusieurs auteurs *x*) , entre les régulateurs qui leur corres -
pondent , est en grande partie factice : Leopoldt a introduit sa conjec -
ture pour un corps totalement réel ; Gross pour un corps a conjugaison
complexe (i,e, pour une extension quadratique totalement imaginaired'un
corps totalement réel) ; dans les deux cas , pour un type de corps dans
lequel le comportement des places a I'infini est trés particulier , En
I'absence de conditions du m&me ordre sur les places au-dessus de £,
il n'y a pas lieu de s'étonner si réapparait dans le résultat la dissymé-
trie introduite dans les hypothéses, De fait, |'étude synoptique du cha-
pitre IV {cf,Ch, IV.2, 3§c) fait apparaitre une parfaite dualité entre
les interprétations arithmétiques de ces deux conjectures , et fournit

un méme critére algébrique de leur validité . Enfin , et clest ce qui

(*) On a m&me une conclusion sensiblement plus précise (cf.th,15) .
(**) 11 stagit de la " premiére conjecture " de Gross , La ! seconde
conjecture " concerne les relations entre le régulateur des {-unités et
le coefficient dominant du développement Taylorien de la fonction L
d'Artin au voisinage de llorigine, Pour plus de détails sur les conjec -
tures de Gross, on pourra consulter le livre de Koblitz [Ko] .

(***) Ainsi [Ko], [Fe1] , ees & les deux régulateurs n'ont pas la méme

dimension ,
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11.3

nous intéresse plus particuliérement ici , les arguments de transcen -
dance invoqués pour justifier llune ou llautre de ces conjectures ne
prennent jamais en compte la nature arithmétique des éléments algé -
briques manipulés .,

Clest pourquoi nous avangons ici une conjecture générale ,
contenant celles dlies & L.eopoldt et & Gross , qui décrit le comporte -
ment {-adique de n'importe quel sous-module noethérien du groupe
multiplicatif des éléments non nuls dlun corps de nombres algébriques,
Plus précisément , nous postulons que le rang 4-adique d'un tel mo -
dule se lit sur le caractére de la représentation galoisienne qui lui est
associée ,

Avant d'énoncer cette conjecture , tragons d'abord le cadre

général du probléme :

1.- POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DE LA CONJECTURE ,

a.- LLes deux complétions multiplicatives d'un corps de nombres .,

Un corps de nombres K étant donné , il existe deux fagons
(au moins )} de construire un Z&—module a partir de son groupe multi-
plicatif :

- La plus simple consiste a former directement le produit ten -

soriel R=Z , ® KX . L.e groupe obtenu est un Z - module qui n'est ni

L Z 1
de type fini , ni m&me compact pour la topologie des sous-modules d'in-

dice fini , mais cependant réunion dénombrable de sous-modules com -

pacts : Si (Sn) est une suite croissante de parties qui recouvre

n €N
l'lensemble PIK des places non complexes de K, le groupe R estla réu -

nion croissante, lorsque n décrit N, de ses sous-modules noethériens

S )
38 ,Ou@ =Z{®Z’

des S unités de K (i.e. la fermeture de Ilimage de ES dans R ) .

ES désigne le tensorisé {-adique du groupe

S

- Une autre fagon de procéder consiste a introduire dlabord le
complété semi-local de K pour les places au-dessus de 4 , eta considé-

rer ensuite le groupe multiplicatif Kz = (Z£ ®ZK )X de I'lalgebre obte -
nue , Comme K L est la somme directe des complétés de K pour les pla -
X

7 est le produit des groupes multi -

ces au-dessus de £, le groupe K

plicatifs des corps locaux K &
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Sa décomposition directe fait donc intervenir les groupes H‘; de racines
locales de |lunité dlordre étranger & f , les groupes locaux d'unités

principales U = (1 + 1), et autant de Z-modules libres de rang 1 as-

I
sociés a une uniformisante locale ut qu'ily a dans K de places au-des -

sus de { , L.e sous-groupe '“1; = @ UI étant déja un Z&— module , Ia
I ]1;
maniére la plus économique de fabriquer un £ X

-module a partir de K{/

1
est de former le complété profini :

k z
X = o X4 - X /e X4 z
X = _lim K = ® lim K7/K = e u,,m ",

L.e groupe ]{;j ainsi construit , produit direct des complétés profinis }cf

des groupes multiplicatifs des corps locaux KI est un Z ,~module com -

z
pact , et méme noethérien ,
Celaposé, llinjection naturelle de K X dans K z Q.e. lapplica -
tion diagonale de KX dans le produit @ K X> se prolonge de fagon unique

1]
en un mor‘phlsme continu du tensorisé R = Z& z KX dans le complété pro-

fini ¥ X = lim K ></K x4 . Nous allons voir que cet homomorphisme est
1 < 2

surjectif

THEOREME & DEFINITION I, 1, 1.~ Etant donné un corps de nombres K,

"application naturelle g du tensorisé £-adique f = Z/L ®ZKX du groupe

multiplicatif de K dans le complété profini }ii( = |l|<m K Z/K z{’ du groupe

des éléments inversibles de |'algébre semi-locale K& = Z& ®ZK est un

épimorphisme continu appelé application de semi-localisation .

Démonstration : La surjectivité de I'application s repose sur deux argu -
ments :

- Dlune part , chaque classe d!idéaux d'un corps de nombres
contient un idéal étranger & un nombre fini de places données, En par -
ticulier chacun des idéaux premiers | de K au-dessus de / est associé a

un idéal Gy étranger a {, Ecrivant | = x 1 ay nous voyons qu'il est donc
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vé-—

toujours possible de trouver dans KX une famille d'éléments (xI )‘ !&
rifiant les conditions de valuation :

(i) X est une uniformisante locale pour la place | (i.e,

(i7) X estune unité locale pour les places 1'|1 autres
[ (x }=0).

- D'autre part, le corps K estdense dans le produit K{,

que | (i,e, v
@ K
14

[

de ses complétés pour les places au-dessus de £ ., Si donc (u i )i -1 n

est une famille génératrice du Z£—module U,= @ L.JI , et mun entier
12

naturel , il est encore possible de résoudre dans KX les n systémes de
congruences :
(iti) sly,) =u, (mod 1M}, ¥1]e.
Cela étant , si m est choisi plus grand que le module d'hyper -

primarité des places au-dessus de { (i.e. si le produit @ (1 + 1M) est

1]
contenu dans 'ui) , le lemme de Nakayama montre que les éléments
. . X
(s(x, ))I . ©t ( s(yi ))i “1,ee,n engendrent conjointement le Z&-module L

ce qui établit le théoréme ,

Il est bien clair , en revanche , que I'application de semi-loca -
lisation s n'est jamais injective ( comme sa ! restriction ' a KX) , le
groupe }iz étant un Z%—module de type fini , mais non le tensorisé R ,

Le premier probléme de I'indépendance ¢-adique est donc le suivant :

Probléme 1,- Etant donnés xl,...,xn dans KX, a quelle condition la res-
triction de s au sous-module Z&— engendré par les images de ces élé -

ments dans R est-elle injective ?

Posée sous cette forme , la question n'est cependant pas totale-
ment satisfaisante , le r8le dans }sz des places au-dessus de { étant par
trop particulier : il est clair , par exemple, que les images s(xi ), pour
i = 1, eee, N , dlun nombre fini dluniformisantes locales associées a des
places distinctes au-dessus du premier { sont trivialement indépen -
dantes ; mais ce résultat est en défaut pour tout autre premier p AL o
Pour lisser la situation , il est naturel de faire appel au logarithme {-
adique : L.lapplication I_og& , qui est définie sur le sous-groupe princi -

pal 'M& de Hjé par son développement en série entiere :
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(o k-1 lu=1 )

Log, u = Y, ,
k=1 k
se prolonge de fagon unique a }iz grice a son équation fonctionnelle
xy = Lo + Lo
Log, xvy g, X 9,V
si I'on convient de poser I_og& &I = 0 , pour chaque place de | de K au-

dessus de { , en désignant par ¢ . |'image dans X >I< du nombre premier £ .

|
Il vient alors :

LEMME Il,1,2.- Le logarithme dllwasawa Log, est un morphisme continu

2
dans le groupe additif K = @ K

Yo
image I_og£ kX est un Z -réseau de K . , Son noyau est le radical dans

1 1 1

}{i du Z{/-module libre engendré par les images !;I

dans chacun des facteurs locaux }f? ; en particulier , il contient le
X
{/ L)

X

7 .« Son

du groupe mulitiplicatif X I

du nombre premier £

groupe My = [G;BLHI des racines de |'unité dans ¥

DEFINITION Ii,1,3.- Nous notons Iog& et nous appelons logarithme {-
adique ['homomorphisme naturel l_og%o s du tensorisé multiplicatif
R=2Z ©&- KX dans le tensorisé additif K , = Z ®5 K composé du lo -

1 ~Z 1 1
garithme dllwasawa et de I'application de semi-localisation ,

Cela posé, le probléme fondamental de I'indépendance {-adique

peut s'énoncer comme suit :

Probléme 2 ,- Etant donnés Xq o eees X dans K* , a quelle condition la

restriction du logarithme {-adique |og{ au sous-module de R qui est Zl

engendre par les images de ces éléments est-elle injective ?

Enoncé de la conjecture ,

La notion-clé de cette conjecture étant celle de représentation
monogéne, commengons par énoncer les principaux résultats sur les re-
présentations qui nous seront utiles :

Etant donnés un groupe fini G et un corps F de caractéristique
nutlle , écrivons : " -

FGl= ® F[Gle.= @ A,
i=1 i=1
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la décomposition semi-simple de |lalgébre F[G] associée aux idempotents
centraux minimaux e, de F [G] .,

Chacune des algébres simples Ai =F [G]ei stécrit comme somme di -
recte dlidéaux & gauche minimaux deux a deux isomorphes :

5 %

A = F[Gle..= & V..
i i=1 i i=1 ij

ol les (e,.). sont un systéme complet dlidempotents primitifs

7T =15 00,7,
( non centraux pour Fe> ) au-dessus de e .

Le caractére régulier de F [G] se décompose alors comme
somme : r

X =Y r.X.

req i=1 [ |
des caractéres ¥; attachés aux modules indécomposables Vij =F[G] €

avec les multiplicités Cooe

Considérons maintenant un F[G]- module ¥ , et écrivons

r\
X = 5 m. X la décomposition irréductible du caractére associé, Si
i=1

= F[G].x est un sous-module monogéne de ), le caractére Xy qui lui
correspond est contenu a la fois dans Xm ( puisque IV est contenu dans /)
et dans Xré (puisque IV stidentifie & un quotient de F[G ] ) . Autrement

dit , nhous avons simultanément :

X, =X et X, = Xiéa ?

N M N req
ce gque nous pouvons encore écrire :
XN = XM A Xré3 ’
r
en convenant de noter XM A ch:g = 2 min{m i } Xi le plus grand
i=1
caractére contenu a la fois dans XM et dans X*és « Nous allons voir

que cette derniére inégalité caractérise les sous-modules monogeéenes

de ¥ :

THEOREME 11,1.4, - Pour qu'un F[GJ]-module noethérien soit mono -

géne , il faut et il suffit que son caractére soit contenu dans le carac-

tére régulier ,

Démonstration : Soit I un F[G ]-module noethérien dont le caractére

"
= 7, n: X; est contenu dans le caractére régulier , Llidentité

X
M =g
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n; s l"i pour i = 1,44, , se traduit par I'existence d!un isomorphisme ®
de / pour la somme directe :

r Ny
]V == @ V.- ®
=1 1

i=1 |
r n;

Y. x.. ; et considérons le
1 =1 "

Posons alors x i = cp—] (eij) , puis x =

g

i
F [G]- module engendré par x , Nous obtenons sans peine, par orthogo-

nalité des idempotents eij , la décomposition :

roon roon
FlGlx=® e F[Glx; =~ ©® @'V, .

=1 j=1 W=t =1

0

Et F[G] x , sous-module de I de mé&me caractére, ne peut &tre que I,

COROLLAIRE 11,1,5.-Dans un F[G ]-module noethérien )/, les sous -

modules monogénes maximaux sont ceux de caractére Xy AXpga En
9
particulier , ils sont deux a deux isomorphes ,

Démonstration : D'aprés ce qui précéde , il slagit de vérifier que les
sous -modules monogénes de caractére maximal sont exactement les sous -
modules monogé&nes maximaux , Or , dlun cdté, tout sous-module de ca -
ractere XM A Xrés est monogéne maximal , puisqu!il est monogéne d'a -
prés le théoréme , mais qulaucun sous-module de /) strictement plus
grand ne peut |'&tre ; et , d'un autre cbté , si N est un sous-module de ¥,
de caractére ¥, < (XM A X g ), et X; un facteur irréductible de

( Xy A X rég ) - X, » le quotient M/ N contient un sous-module de carac -
tére X; o dont I'image réciproque dans J est un sous-module contenant

strictement ¥, de caractére Xy +X; = ( Xpm A Xrés ) , donc monogéne,

Venons-en maintenant a notre sujet : Soit K une extension
galoisienne finie du corps de rationnels ; notons G'songroupe de Galois,
et £ un nombre premier, Le corps K, regardé comme Q[G ]-module ,

étant libre et de rang 1, son localisé K& = Q& ®QK est donc un QL[G]—

module libre et monogéne , clest-a-dire un QL[G ]- module de caractére

Xéq * Considérons un sous-module noethérien M du groupe multiplicatif

KX , et notons M&= Iog&(Z&®Z M) le sous-module de KJL Z‘/t—engen—

dré par les logarithmes des éléments de ¥ , Si U est stable par G, il
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en est de méme de M£ ( puisque le logarithme commute & llaction de

Galois ) , et le caractére XM du @ [G] module Q,e, M£ = QL Log, M
'f/

est contenu a la fois dans celui X réq du QLEG ]- module K& ( puisque

@, log, Mest un sous-module de K ), et dans celui X, du @ [G]- mo -

L 1 1L
H
dule @ &, M(pulsque Q£ M est I'image de Q’ﬁ Z&(ZX,@ZM) m£®ZM
*
par le logarithme {-adique > (*) . En particulier , ['égalité XM{ = Xpm
ne peut avoir lieu que si X, est contenu dans X'és , ie€, , dlapreés le
théoréme 4 ci-dessus , si le @ [G]-module Q@Z M est monogéne ,

Ce résultat nous améne a poser la conjecture suivante :

CONJECTURE ll,1.6.- Soient K une extension galoisienne finie du corps

des rationnels , G son groupe de Galois , et { un nombre premier |,

Etant donné un sous-module noethérien J du groupe multiplicatif KX ,
stable pour llaction de G , la restriction du logarithme {-adique log
au Z [G] module M= ZL
somsé Z ®ZKX , est injective si et seulement si les trois conditions

1
suivantes sont réunies :

L
®, M, engendré par |'image de )/ dans le ten-

(i) Le groupe ) he contient pas les racines &lemes de [lunité,

(ii) Le radical de }ydans KX ne contient pas 4, i.€s 4 ¢ NE/BR
(iii) Le Q[G]—module Q®ZM est monogéne, i,e, XM X“‘S o

Les deux premiéres conditions sont évidemment nécessaires
puisque les racines {-primaires de |'unité (**)et le nombre premier 2
sont contenus dans le noyau du logarithme #-adique ; la troisiéme d'a -
prés la discussion qui précéde, La conjecture énoncée postule donc que
ces conditions sont également suffisantes , Avant de la discuter, tirons-

en immédiatement une conséquence :

(*) Nous notons indifféremment Xy 1© caractére du Q[G ]-module Q®Z M

et celui du cn [G ]~ module Q& /A

(**) Le prodult tensoriel par Z,@ a tué les racines de llunité d'ordre

étranger & 4 ,
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THEOREME Il.1.7.- Sous la conjecture précédente , le caractére X/"e
du QL [G ]- module Q%
log, (Z ®5 M) du tensorisé i-adique de )/, est donné , en fonction du

2 2
caractére X, du @[G ]-module Q®Z M, par la formule :

L_og& M , engendré dans K& par l'image M£ =

(i) Xy = Xy A Xeeg si 4 n'appartient pas au radical de ¥,

(ii) X”e = ( Xy = 1) A Xrés , dans le cas contraire ,

a

Démonstration : Quittes a remplacer )/ par l'lune de ses puissances " ,
nous pouvons toujours supposer que Jf ne contient dlautre racine de
[tunité que 1 , Cela étant, distinguons les deux éventualités :

(i) 2 %A/-ﬂ—/ . Dans ce cas , nous avons évidemment Xm, =Xm
et Xy, < Xezq » COMME VU plus haut , donc X.,, < (Xp A Xreq ) . Réci -
proguement , le corollaire 5 nous donne I!inégalité opposée Xogp =

(XM A X,'es ) , pbuisque , si 7 est un sous-module monogene maximal de

Q®Z M, et x € M un générateur de Vi (*), la restriction du logarithme
1~ adique du ZJL [G }- module xzf (6] est injective , en vertu de la
conjecture ,

(ii) ¢ €.,/¥ .Dans ce cas , il existe un naturelm >1 , etun

sous-module V de ¥/, de caractére Xp= X1, tel que la somme ve" Z

soit directe et dlindice fini dans ¥/, L'argument précédent appliqué a I/

permet alors de conclure ,

Discussion de la conjecture énoncée ,

DEFINITION {1,1.8,- Convenons de dire qu'un Z [G]-module noethé-

rien M est quasi-monogéne lorsque le @Q[G]-module associé Q@Z M est
monogéne , Un Z [G]-module quasi-monogéne est donc un sur-module

dlindice fini dlun Z [G]-module monogeéne ,

PROPOSITION 11, 1.9, - La conjecture précédente estvraie pour les mo-

dules M dont tous les éléments sont étrangers a { , sous la conjecture de
*k
Schanuel f-adique ( N

(*) Le groupe ¥ étant pris sans torsion, il est canoniquement un sous -
module de son tensorisé QR M

(**) Sous la forme faible, la conjecture de Schanuel f-adique postule

qgue les logarithmes {-adiques de nombres algébriques @-multiplicative-

ment indépendants et étrangers & { sont Q-algébriquement indépendants ,
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Pour établir cette proposition , nous nous appuyerons sur le

lemme :

LEMME 1l,1,10,~- Tout sous-module quasi-monogéne }fdu Z [G]-module

KX , dont tous les éléments sont étrangers & £ , est contenu dans un
sous-module quasi-monogéne I de KX qui posséde les trois propriétés
suivantes

(i} Les éléments de I sont étrangers & 4 ,

(ii) Le @[G]-module (D.®Z N est libre et monogeéne ,

(ii i) RE, M est facteur direct de Re_, V.

Démonstration du lemme : Puisque J/ est de type fini , nous pouvons
trouver un nombre premier p, étranger a { et a tous les éléments de
qui se décompose complétement dans I'extension galoisienne K/a .,
Notons x un générateur dlune puissance principale dlun quelconque des
idéaux premiers p de K au-dessus de p , Par hypothése , le groupe de
Galois G opére fidelement sur les places de K au-dessus de p ; le sous-

z[G] , engendré dans KX par x et ses conjugués , est donc

module x
isomorphe & Z [G] , Il est linéairement disjoint de J , puisque p est
étranger 3 tous les éléments de ) , Considérons le ®[G ]- module

P = Q@Z

tion réguliére ; et le corollaire 5 nous assure donc que ses sous-mo -

(M@xz |:G]) engendré par J et x : Il contient la représenta -

dules monogénes maximaux sont tous isomorphes 4 Q[G] ., Choisissons -

enun 7, qui contienne 7/ = Qo M; le sous-groupe [V formé des élé-

z(G]) qui tombent dans 7 convient .

ments de ¥ @ x
Démonstration de la proposition : 1l slagit d'établir que, pour tout sous-
module quasi-monogéne et sans Z-torsion )/ du Z [G]-module KX , le

rang {-adique rg5 log{(Z/ﬁ ®5 M) du Z%—module libre engendré par
1 :

I'image logarithmique de )/ dans K . est égal au rang rgz Mdu Z- mo -
dule libre //, dé&s lors que tous les éléments de ¥ sont étrangers a { .
D'aprés le lemme , il suffit de faire la démonstration lorsque Q®Z M
est la représentation réguliére de @[G] . Cela étant , notons x € ¥
un générateur du Q[G ]-module Q@Z M , et considérons la matrice {-

adique :
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X" [L°9LXOT](0, TVEG x G *
Son déterminant est un polyndme en les logarithmes {-adiques des con-
jugués de x , qui n'est pas le polyndme nul : En effet , les conjugués de
x étant par hypothése @ -multiplicativement indépendants , la matrice
réelle :

x= Lhoa 1771 )(5, nes o

est réguliére , puisque llimage de /dans R[K: @] par le plongement
logarithmique :
CLG (0] C(GO' T
I x —_— (I_og] I x >
c €6 c€G TEG
[(K: @] )
est un réseau de R , en vertu d'lun argument classique de géo -

métrie des nombres (cf, [Sal:l ,Ch.1V, §4 ) , La conjecture de Schanuel

permet alors d'affirmer que la matrice X , est également réguliére , ce

Z
qui signifie que I'image de ¥/ dans K EK: @]

par le plongement logarith -
mique :
a _C

Qa_OT
T x o —_——) <L_og{/< T x o >>
g€EG cEG TEG

est un réseau de K EK: @] , et implique en particulier que les nombres

(Log& x° )O €G sont K’{- lindairement indépendants ,

Pour pouvoir appliquer au module ¥/ la conjecture de Schanuel ,
nous avons supposé que tous les éléments de J/ étaient étrangers a 1 ,
De fait , la conjecture énoncée plus haut requiert seulement que J ne
contienne aucune puissance de £ . Il parait donc raisonnable d'énoncer
la conjecture de Schanuel {-adique sous la forme faible plus générale

suivante :

Conjecture de Schanuel modifiée ,~- Si les logarithmes {-adiques de

nombres algébriques sont @ - linéairement indépendants , ils sont @ -al -

gébriquement indépendants ,

Cela posé, la proposition 9 se généralise immédiatement sous

la forme :
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PROPOSITION Il,1.11.- La conjecture énoncée est vraie sous la con -

jecture de Schanuel modifiée ,

Ce dernier résultat est |lune des présomptions les plus fortes

que nous ayons en faveur de la conjecture énoncée ,

2. - MINORATIONS DU RANG - ADIQUE ET PREUVE DE LA CONJECTURE

DANS LE CAS ABELIEN ,

a,- Preuve de la conjecture dans le cas abélien ,

Considérons un sous-module noethérien et sans torsion J/ du

T ; X, = =
groupe multiplicatif K” ; notons r; rd M son rang , et 7;12 ra, Me

" z
celui du Z&— module libre Iog&( ZL ®Z M) . Si Mest stable pour ltaction
de G , les entiers 7, et T sont les degrés respectifs des représenta -
tions associées a / et a M«t :

r"1=deg X m et rM‘ = deg Xﬂe N

En particulier , le rang conjectural du module J, est donné par les for -

4

mules :

deg [( X, = 1) AXegy 1, si 2 €/M

Ay
deg [ X, A X rég ], sinon ,

ce qu'il est commode d'écrire de fagon indifférenciée :

Xy~ 1 siteSm

- ' ’ '=
P, =909 [xj AXg] s enposant ),

Xy o dans le cas contraire,

Nous allons voir que la conjecture énoncée est vraie dés que le
groupe G est abélien , ce qui nous donnera au passage une premiére mi -
noration du rang #- adique Ty

THEOREME 1l,1,12.- Soient ¥ un sous-module noethérien du groupe

multiplicatif KX , stable pour Itaction de G = Gal (K /@) , puis Xy le
caractére du @ [G]- module Qe M, et X u, celui du Q&[G]—module
Q ®

218z My o

, engendré dans K 4 Par I'image M& = Iog£(2& ® M) du
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tensorisé {-adique de ¥/ , Alors le caractére Xﬂc contient chaque ca-
ractére f-adique irréductible | représenté dans le caractére x;’ défi-
-1, si 4=J¥ ; %, =X, sinon:

(*)

ni par x;‘, = XM

> )
Xy, o
t bgx
En particulier , la conjecture énoncée est vraie dés que le groupe G
est abélien , et , plus généralement , dés que |'algébre Q{; [G] est un

produit direct de corps ,

Démonstration : Supposons dlabord que //ne contienne pas de puissance
de £+ , Pour chaque caractére rationnel irréductible X représenté dans
Xy » NOUS pouvons trouver un x X dans M qui engendre un @ [G] -module
irréductible de caractére ¥ ,

- Si x est irréductible sur @ le Q& [G]-module engendré

{/ H
par I_og/L x _ ( qui est non nul , puisque }/ ne contient pas de puissance

de 1 ) est encore irréductible de caractére X ; et il n'y a rien a démon-

trer

- Sinon ¥ s'écrit comme somme de caractéres {§, irréductibles
sur @ ., & valeurs dans une extension cyclotomique de @, Faisons choix
dlune base (xO)O cH du @ - espace x‘n [G] , formé de conjugués de x ,

Si Ilun des caractéres au-dessus de ¥ , disons | , n'était pas repré -

senté dans le GD.&[G J-module @ ® M£ , nous aurions simultanément :

£ ZJL
% L]!(O'_] ) I_og&xc =0
0€G
dans K{; , mais :
Tyl oMo
0 €G
X #1 , dans Z{®ZM’
donc , en exprimant les conjugués de x en fonction des seuls (xo)c €H ’
une relation de dépendance linéaire non triviale , a coefficients algé -

o .
)o €eH contrairement

au théoréme dlindépendance de Baker-Brumer (cf,[Br]) .

briques, entre les logarithmes {-adiques des (x

(*) Cette inégalité peut &tre regardée comme une généralisation du théo -

réme fondamental de [EKW ] pour le module des unités ,
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Enfin, si / contient des puissances de £ , il suffit de remarquer
que M contient un sous-module dlindice fini de la forme LmZ ®y, o IV
est un Z [G]-module de caractére Xy = Xy = 1= x,',, , et de raisonner sur
I pour se ramener au cas précédent ,

En résumé , la conjecture est ainsi établie dans tous les cas ol
les caractéres f-adiques irréductibles sont représentés une fois et une
seule dans le caractére régulier , clest-a-dire (cf, [My], prop.3) lors-

que |'algebre de groupe Q&[G] est un produit direct de corps .

COROLLAIRE 1l,1,13,- Le rang 4-adique d'un Z [G ]- module multiplica-
wnj _

My

tif ¥ est au moins la racine carrée de son rang conjectural r

deg(x; /\X,és ) :

/ cony
r > r .

H, Hy

Démonstration : Dans la décomposition ¥ =73, d " ¢ du caractére ré -

rég
gulier comme somme de caractéres absolument irréductibles ( a valeurs
dans une extension cyclotomique de @), les indices d _sont les degrés
respectifs des caractéres ¢ (cf, |:Se1 1,Ch.l, § 2,4) , Comme , d'apreés

le théoreéme 12 ci-dessus , chaque caractére absolument irréductible ¢

représenté dans x/'ﬂ I'est encore dans X”l , il vient donc :
r, 2 7 'deg w= L Jd_deg ,sA/ Y d deg o =,/deg( T d¢cp)
e olx, elxy ¢ olx), ¢ |x,

M
cony / tony
= deg XM( rﬂe .
Clest le résultat démontré par Emsalem , Kisilevsky , et Wales (cf,

[EKW]), lorsque /f est le groupe des unités ,

b.~ Minoration du rang 4-adique ,

La minoration du rang 4- adique donnée par le corollaire 13
peut &tre sensiblement améliorée & I'aide d'un résultat de transcendance,
d0 a Waldschmidt , sur les matrices a coefficients logarithmes de nom -

bres algébriques , Il vient , en effet :
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PROPOSITION 11,1, 14,~- L.e rang {-adique Ty, = deg XHe dlun sous -
]

module noethérien ) du Z [G]-module KX est au moins la moitié du rang

. wnj  _ 1 3 .
conjectural T deg ( Xy A X,e3 ) :
1 cony
th = > T"Me .
Démonstration : Il suffit naturellement d'établir ce résultat lorsque ¥

estun Z[G]- module sans Z-torsion ne contenant pas de puissances de £,
Cela étant , prenons un x dans J engendrant un sous-module monogéne

maximal du produit W= CD.®Z M ; et posons V= ><Z [G]. La proposition
sera démontrée si nous prouvons I'inégalité rNe z-% Ty o Considérons
pour cela la matrice en les logarithmes réels des modules des conjugués

de x
_ oT
X = [Log |x '](O,T)EGXG'

Par un argument de géométrie des nombres déja invoqué (cf, [Sal] ,
Ch, 1V, §4) , cette matrice a pour rang T Le théoréme de Waldschmidt

(cfe [Wa,], §1, the1.1 ) permet alors dlaffirmer que la matrice en les lo -

garithmes f£-adiques :
n cT
X, = [leg,(x" )5 1) ea xo

*
a pour rang au moins -% Tw (*) . L'inégalité annoncée en résulte ,

Enoncé en termes de représentations, le théoréme de Waldschmidt

conduit m&me & un résultat sensiblement plus précis : Ecrivons X"és

¥ r-x X la décomposition du caractére régulier comme somme de carac-

téres rationnels irréductibles , Nous avons :

(*) En fait , le théor&me énoncé dans [Waz] suppose que les x% T soient
des unités 4-adiques, Cependant , cette condition n'est nullement indis-
pensable : Dans les démonstrations techniques, en effet, le changement
de variables x = exp { &m I_og}c x) , avec m grand , permet toujours de
se ramener a des unités principales , Outre Ilalgébricité de x ,seule

est donc requise la validité de I'implication . aoi_og& xP=0 =
g €EG
Y, a_Log IxOI =0 (pour des (a_)dans Z ), clest-a-dire le fait
que le Z[G]-module multiplicatif engendré par x ne contienne pas de

puissance de { .
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THEOREME 11,1.15.- Soient ¥ un sous-module galoisien isotypique du

groupe multiplicatif KX , he contenant pas de puissances de { , de ca-

L Z
- Si le caractére rationnel irréductible ¥ ne se décompose pas

ractére Xy =MX et X"’e le caractére du Z{l[G]—module log (Z ®_, M),

sur QJ; (i.e. si ¥ estun multiple s{§ d'un caractére {-adique irréduc-
tible {), le caractére Xﬂc vérifie les minorations :

m 1 . .
X"e 25" X =3 Xn , si X, estcontenu dans Xreg
(ie€esims<r ) .

>k—r x=—(x A X g ),

X
o ke X7 ke
avec k = [—'E—-] , dans tous les autres cas ,
X

- Si le caractére rationnel irréductible % se décompose sur (D.&
(i,e, s'il existe au moins deux caractéres f-adiques irréductibles dis -
tincts représentés dans X ), les formules précédentes restent valables

pour les degrés :

1 :onj 1 .
r”t > r”t = Ty o Si XM est contenu dans X"é“3 .
Kk conj m
r > rm , avec k = | — | , dans tous les autres cas,
M k+1 T X
Démonstration : Lorsque ¥, est contenu dans Xt Itinégalité Tre 2

-12- Ty est donnée par la proposition 14, Si le caractére x est un multiple

s dlun caractére {-adique irréductible | , le caractére x est lui-

Tu

Nl—-

m&me un multiple de § ( tout comme XH) et I'inégalité T 2
e
s'écrit donc :

1
Xy, =5 Xy, comme annoncé ,

On notera que cette inégalité , qui s'écrit encore XM z——q; , donne

en fait Xﬂe > [_s_m-_l-__l] { , puisque | est contenu un nombre entier de

fois dans le (mazis ce résultat pourrait 8tre en défaut pour X}
Supposons donc désormais m = rx , et posons k = 9—;—- . Par
hypoth&se, nous pouvons trouver dans Mun sous-module J, somme di -
recte de k sous-modules monogénes X3 [G] (pour i =1, ee,k ), isoty-
piques de caractére r_x ; etle théoreme sera établi si nous prouvons
I'inégalité r z—k— r. deg X . Pour cela, introduisons |'idempotent
4 k+1
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central eX de I'algebre Q{,[G] attaché au caractére Y ; faisons choix

dlune base H ¢ G du Q-espace vectoriel Q[G]ex ; et considérons le

Z -module X , de rang er deg X , engendré dans K'z par les images
O'T)

(L_og’&xi des conjugués des X dans le plongement logarithmique

g €H

H . .
de }M dans K', ., Nous pouvons naturellement |'écrire comme somme di -

4

recte X = @ X, des Z -modules associés a chacun des X: de sorte
i=1

qu'en vertu d'un lemme d'Emsalem (cf,[E], lemme 4 ), le coefficient

e(X,KT) défini par :

y _ corgZ(V nx) _ PQZX—rgZ(VﬂX)
G(X,K&)=mm = min
V  codim, V vV dim KF—dimK Vv
b} ) 4

H

L qui sont rationnels

(lorsque V parcourt les sous-espaces stricts de K
sur @) , vérifie la minoration :

k k
e(x,KH)zZ e(x.,KH)= L o1l=k ,
Lo I

Le théoréme principal de Waldschmidt ( cf, [Waz:l , ch,4 , th, 4,1)

conduit alors a la minoration :

r = K
gNL_ K+ 1

ce qui est le résultat attendu .

d
(rX eg %),

Remarque : Nous avons supposé , dans ['énoncé du théoréme 15 , que le
module M ne contenait pas de puissances de { , De fait , lorsque } est
isotypique , la condition 4 € A/ﬁ ne peut avoir lieu que si Xy €St un mul -
tiple m1 du caractére unité , Mais comme celui -ci n'est représenté
qu'une fois dans le caractére régulier, le caractére Xﬁe = (XM—I) A X"ES
est alors égal 3 0 ou & 1 suivant que X contient une ou plusieurs fois

le caractére unité , Dans le premier cas , X”! est trivialement nul ;
dans le second , le module )/ contient un nombre algébrique x € KX qui

n'est pas dans le noyau du logarithme I_og& , et le caractére X m n'est

Cony ¢
Me
(XH -1) A X'és , sans qu'il soit nécessaire de faire appel a un quel -

pas nul, Dans les deux cas, il vient donc directement X"’t =¥

conque argument transcendant ,
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*
COROLLAIRE 11,1,16 (%)

galoisien ¥ de KX est égal & son rang conjectural r;"
¢

.- Le rang 4{-adique Th d'un sous-module
i

deés que / est

assez grand en un sens indépendant de £, Plus précisément, si chaque

"
caractére rationnel irréductible ¥ représenté dans Xu I'est au moins -S—x-
X

. \ | : s I
fois , le caractere X”z a sa valeur conjecturale X"e = Xpy A X’°s . Les

entiers r_ et Sy sont définis par la représentation matricielle Q[G] eX o=

Mr‘ (DX) du facteur simple de |'algébre Q[G] associé au caractére X :
X

le premier rx est le nombre de fois oli X est représenté dans le carac -
teére régulier ; le second SX , égal au degré sur @ du centre du corps

gauche DX , est llindice de Schur du caractére ¥ ,

Démonstration : 1l suffit évidemment de faire la démonstration lorsque #
est isotypique , i,e. quand Xy est de la forme m X , pour un caractére
rationnel irréductible X, Si les caractéres absolument irréductibles
au-dessus de X sont de degré 1, ils sont représentés une seule fois
dans le caractére régulier , et le théoréme 12 donne immédiatement
xn‘ = X:::l . Clest le cas en particulier lorsque X est le caractere
unité 1 ., Dans tout ce qui suit , nous pouvons donc supposer X #1 ,
auquel cas ) ne contient pas de puissances de { , Celaétant , d'apreés le

théoréme 15, pour m = r‘X nous avons :

M, k+1 ¥ k ! rX
Ecrivons alors X = SX Y. ¢ la décomposition absolument irréductible
©]x
du caractére ¥ ( de sorte que nous avons r‘X 8X= deg ¢ ) . Si le carac -
tere x  était strictement inférieur a sa valeur conjecturale X;:"" = r‘Xx,
nous aurions : r, <r deg X-degcg.
Me X
conj r., deg x _
L'égalité Xy, = Xn a donc lieu dés que la quantité —x-—k— est infé -
¢ (2
rieure a deg ¢, clest-a-dire pour
r
deg X . deg X _ _X
kzrxdegcp"'e'mzr?(degcp Sxdegx.
(*) L'égalité Ty = r‘,::'“ dés que /M est assez grand , en un sens indé-

pendant de £ , est dle & Emsalem : C'est le résultat principal de E] .

L.a borne proposée ici est plus fine que celle de e].
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c.- Comparaison des résultats obtenus ,

Donnons d'abord quelques exemples , qui illustrent les limites

des résultats précédents :

Exemple 1 .- Si G est le groupe quaternonien H8 , lalgébre @Q[G] =
DEDQAED PR @H est composée de quatre exemplaires de @ , et dlun
du corps des quaternions sur @Q ,

- Si 4 vaut 2, le facteur simple QZ ®QH est le corps H2 des
quaternions sur (D.z ; 1Talgébre mz [G] est un produit direct de corps ,
et la conjecture est vraie en vertu du théoréme 12 ,

- Dans tous les autres cas, le produit tensoriel QL ®QH est
isomorphe a MZ(Q) ; le caractére rationnel p correspondant & H s'écrit
p =21, pour un caractére 4 -adique ( absolument ) irréductible ™, Si
donc M est un sous-module galoisien de KX , he contenant pas de puis -
sances de 4 , ayant pour caractére le caractére régulier

XM=1+X]+X2+X3+p,
le théoréme 12 donne seulement :
XMezl+X]+xz+x3+ﬂ. wni
D'apreés le corollaire 16 , en revanche , |'égalité x"’e = X”e est assu -

rée dés que contient deux fois le caractere :
q M

XM21+X]+XZ+X3+2p=>XHe=1+x]+xz+x3+p.

Exemple 2 ,- Si G est le groupe métacyclique M21 , la décomposition
semi-simple de |'lalgébre Q[G] s'écrit :
acl=aeal[,/-3]e (@[./-7]).

L'écriture rationnelle irréductible X"‘”—S =1+ X+ 3 p du caractére ré -
gulier fait donc intervenir un caractére x de degré 2 ( qui se décompose
sur Q& comme somme de deux caractéres absolument irréductibles |,
lorsque (-3) est un carré dans Q&) et un caractére p de degré 6,

- Si (-7) n'est pas un carré dans @, , le caractére pest irré -
ductible sur QL . Par suite , si Mest un sous-module galoisien de KX ,
ne contenant pas de puissances de { , ayant pour caractere le carac-
tére régulier X, = Xcég le théoréme 12 donne Xy = 1+ x+p, et le
théoréme 15 : X"z >1+ X+ 2p.Enfin, d'aprés le corollaire 16 ,

I"égalité Xy, = X‘;,’“i a lieu sous la condition suffisante X > 1+ X+ 18 p.
[4 e
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- Si (-7) est un carré dans @ le caractére p se décompose

)
comme somme p, + Py de deux caractéﬁes 4 -adiques (absolument) ir -
réductibles , de degré 3 , Si donc , comme plus haut , ¥/ est un sous -
module galoisien de KX , he contenant pas de puissances de { , ayant
pour caractére le caractére régulier X = X“ée , le théoréme 12 donne
toujours ch >1+ X+ p, mais le théoréme 15 permet seulement d'af -
firmer que I'inégalité est stricte , sans préciser celui des caractéres P;
au-dessus de p qui figure au moins deux fois dans ¥ . Enfin, le co -

cony
rollaire 16 donne encore XH = an , sous la condition suffisante
(4 [4

X2]+X+]8po

Exemple 3 .- Si G est le groupe symétrique 64 , la décomposition
semi-simple de ltalgébre Q[G] s'écrit :

Q[G] 2&@@@”2@) @M, (@) @M3(m) ,
et la décomposition du caractére régulier comme somme de caractéres
rationnels irréductibles

X"és =1+e¢+206+3¢+3¢y,
fait donc intervenir deux caractéres de degré 1, un caractére de degré
2, et deux caractéres de degré 3, Tous sont absolument irréducti -

*
bles ( . En particulier , si ) est un sous-module galoisien de KX ,
ne contenant pas de puissances de { , ayant pour caractére le carac -
tére régulier Xy = Xeeg le théoréme 12 donne I['inégalité

XM¢ >1+ e+ 06+ Y+ ey, et le théoréme 15 I'inégalité plus forte
1+ e+ 686+2¢+2¢ey ., Enfin, le corollaire 16 assure |'égalité

v

X,

X”t

x:"i , sous lacondition suffisante Xy2l+ et 40+9¢+9¢y ,
2

On voit sur ces exemples que le théoréme 15, s'il ne permet
en aucun cas d!'étendre le domaine de validité de la conjecture énoncée
conduit toujours néanmoins a des estimations du rang {-adique sensi -

blement meilleures que celles résultant du théoréme 12, La différence

(*) Plus généralement , toutes les représentations de & _ étant réali -
g ; n

sables sur @, les caractéres d'un tel groupe sont a valeurs rationnel-

les , et le théoréme 12 vaut donc trivialement pour les groupes symé-

trigues en I'abscence de tout argument transcendant ,
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entre les minorations obtenues est d'ailleurs dlautant plus nette que les

caractéres irréductibles ont un indice élevé : Par exemple , si / est

un sous-module isotypique de K% de caractére Xy =M ¥x (avec X #1) ,

contenu dans le caractére régulier , le rang { -adique ny est donné
/3

en fonction du rang n, par le tableau suivant :

Tableau 4
r
He
ﬂs
..... - valeur conjectucale
rydea¥ 4
..... - |
[ e MinOfatioN de Waldschemidt
I _— __J— .....
dea ¥ I l._.._r
L aeqX ‘:_'—J ________________ - minoralion de Baker. Bruraer
s S 1 oo mmmoTT -
¢
deg)l rxdesx M
Pour m> 1y, il vient deméme :
Tableaw 2.
" He
valeur
r),m,s)( e eeeet v n o ma amrun ek e e e . s e en s — .__.. _._“.___[ © conjecturale
e
a4 e _I
deg¥ minocation de watdschmidt
(3 \‘x QS I.—--—._..._. —
Yty dcaX e e s s o
minotation de Baker- Bromer
. --—-—-—--—————————--——-—-c-l —————————————
S ik .
[ 2 rM
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3.- APPLICATION AUX CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS .

a.,-La conjecture de Leopoldt et le probléme du rang 4-adique des S-unités ,

Les sous-groupes de type fini de K™ les plus intéressants du
point de vue de I'arithmétique sont naturellement les groupes de S-unités,
Rappelons que, si S désigne un ensemble fini de places du corps des
rationnels, contenant la place a I'infini, et SK I'lensemble des places de
K au-dessus de S, les S-unités du corps K sont les éléments inversi-

bles de |'anneau Glf des S-entiers de K :
S . K (x) =0 s
O = {x€ ]vpx 20, VpfS,l.

Plus généralement :

DEFINITION I1.1.17.- Etant donné un ensemble fini quelconque S = SF

de places d'un sous-corps F de K, nous appelons groupe des S-unités
du corps de nombres K, et nous notons Ei, le noyau, dans le groupe

multiplicatif KX, des valuations associées aux places de K au-dessus

de S (*):

)
Ep = {xeK” v 0 =0, Tpés,].

Les S-unités sont donc les S-unités au sens ordinaire qui sont

positives en chaque place p de K n'appartenant pas a SK .

Comme les places complexes ne jouent aucun rdle dans la défini-

tion des groupes ES et que les carrés vérifient trivialement la condition

K 7
de positivité aux places réelles, les groupes de S-unités ont la méme di-

. * * . . . . .
mension ( ) qu'ils soient pris au sens ordinaire ou au sens de la défi-
nition précédente, Nous supposerons donc pour simplifier, dans tout ce

qui suit, que l'ensemble S _ contient les places archimédiennes du corps

K
K, auquel cas les deux définitions coihcident, Cela posé, lorsque le

* . el . .
(") Pour une définition des valuations associées aux places d'un corps
de nombres, voir Ch,Ill.1, §1,a.

* *
( ) Nous appelons dimension d'un Z-module J}, la dimension sur @ de

I'espace vectoriel @Q ®y Mo
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corps K est galoisien sur @, le groupe Q®Z Ei est un module noethé-

rien sur l'algébre de Galois dont le caractére XS est connu depuis Her-

brand :

PROPOSITION 1I1,1.18.- Soient K/F une extension galoisienne de corps

de nombres, G = Gal (K/F) son groupe de Galois, et S un ensemble fini
de places de F, contenant les places archimédiennes, Pour chaque p de
S, désignons par X _Ilinduit a G du caractére de la représentation unité
du sous-groupe de décomposition D_ de I'une quelconque des places de K
au-dessus de p ; notons enfin XS la somme des Xp, lorsque p décrit S,
Le caractére du Q[G ]-module @ 8 Ei construit sur les S-unités de K

est donné par la formule :

S
X = XS_ 1= Z 'Xp-_ 1'
peES
Nous disons que XS est le caractére du groupe des S-unités dans |'exten-

sion K/F,

Démonstration : Le cas des unités, ot S se réduit aux places archimédien-
hes, constitue le théoréme de Herbrand proprement dit (cf. [He]). La pro-
position s'en déduit facilement, puisque, si S' est réunion de S et dlune
place p, le quotient Ei'/Ei slidentifie au sous-groupe principal du grou-
pe IdK(p) des idéaux de K construits sur les premiers au-dessus de p,

1l vient donc :
Qo ES/ES) ~a g 1d_(p) ~@[G/D, ]
z \“K/EK z OK'P B

puisque G opére transitivement sur les places de K au-dessus de p ;
d'oli, comme attendu :

s' s
X =X+Xp‘

Introduisons maintenant le tensorisé Jt-adique 6§ = ZL ®Z Ei

du groupe des S-unités, D'aprés le théoréme 7, nous pouvons énoncer

directement la proposition :

PROPOSITION 11,1.19.- Soient K/@ une extension galoisienne du corps

des rationnels, et S un ensemble fini de places de @ contenant la place
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3 I'infini. Sous la conjecture énoncée plus haut, le caractére du ZL_
module ,{pg& é'i construit sur les S-unités du corps K (i.e. le carac-
tere de I'action du groupe de Galois Gal (K/@) sur le QL—espace vec-

toriel Q& ®ZL 109 é’i) est donné par la formule :

L

s .
X, =X AYggr SILES

(XS- 1) A Yrég si LES.

COROLLAIRE 11,1,20,- Lorsque I'ensembie S ne contient pas 4, le

noyau csi de Iltapplication natureile du groupe é’K = ZL ®Z Ei des

S-unités genérallsees dans le groupe '2,( UK ) des unités principales
semi-locales du corps K, estun Z [G ]—module ( ) dont le caractére

Xi est donné, sous la conjecture précédente par la formule :

S S S
o =% - (A Xf‘ég) .
Remarque, - Le corollaire 20 et la proposition précédente valent, indé-

pendamment de la conjecture énoncée, dans deux cas particuliers impor-

tants :

(i) Si les sous-groupes de décomposition des places de S sont
distingués et & quotient abélien : Dans ce cas, les caractéres absolument
irréductibles représentés dans XS le sont une fois et une seule dans le
caractére régulier, et le théoréme 12 assure la conclusion, De fait la
condition requise sur les groupes de décomposition s'interprete comme
suit : 1l existe un sous-corps F de K, abélien sur @, tel que les places
de S ne se décomposent pas dans I'extension relative K/F . Comme S
contient par hypothése les places archimédiennes, cela implique en parti-
culier, que K est soit une extension abélienne de @, soit une extension

quadratique totalement imaginaire d'un corps abélien réel,

(ii) Si l'lensemble S est assez grand ; ce qui peut s'entendre
dans deux sens :

- En un sens arithmétique : Soit u € ?,(L une unité semi-locale

engendrant un ZL[G J-module ' d'indice fini dans 'z,({’ ; choisissons m

(*) Nous disons que 3? ooest le groupe des S-unités infinitésimales du
’
corps K,
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supérieur au module d'hyperprimarité pour avoir @ (1+ ™ c'[,('{’ ; et
1|2
invoquons le théoréme d'approximation simultanée pour exhiber un x de

KX qui vérifie la congruence
s, (x) =ulmod @ (1+1™)).
L P

Le lemme de Nakayama nous assure alors que les images dans ?’(L des

conjugués de x engendrent le Z  -module 'z,(', et donc que le logarithme

4
4-adique I_og&x de |'élément x est une base normale de {'algébre
KL= Z»L ®Z K sur le corps CD’L' En particulier, il suit immédiatement :

S 3 S —3
X{, XA ><r‘ég Xr‘ég ?

dés que l'ensemble SK contient les places de K qui divisent x,

- En un sens algébrique indépendant de {4 : D'apreés le ré-
sultat d'Emsalem, en effet, |'égalité entre Xf et sa valeur conjecturale
a lieu dés que le caractere XS est assez gros, par exemple si dans la
des classes de conjugaison dans G des sous-groupes de

€S

famille ('Bp)p
décomposition attachés aux places de S

K’ chaque élément représenté
apparaft au moins [K:@] fois (cf. corollaire 16 supra), Dans I'inter-
prétation du corps de classes (cf, Ch, I, 1), ce dernier résultat a la
conséquence suivante : Il existe un ensemble fini SK de places de K tel
que |l'extension abélienne maximale SK-décomposée du corps K ne con-
tienne de Z ,-extension pour aucun premier £,

1

COROLLAIRE I1,1,22,~ La conjecture énoncée plus haut contient la

conjecture de Leopoldt,

Démonstration : Sous sa forme forte (cf, théoréme 1.1,22), la conjecture
de Leopoldt affirme que la dimension f-adique du groupe des unités d'un
corps de nombres est égale au nombre de Dirichlet, autrement dit que

L envoie injectivement le tensorisé
. _ . _ 1
l-adique é‘K— ZL ®Z EK du groupe des unités dans le groupe 'uL 16]94, uI
des unités principales semi-locales de ce corps, Naturellement, si la

I'application de semi-localisation S

conjecture de Leopoldt était fausse dans K, elle le serait a fortiori dans

tout corps de nombres plus grand, Aussi n'est-ce point restreindre la géné-
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ralité que supposer K galoisien sur @, Cela étant, lorsque S se réduit

a la place a I'infini, nous avons

XS= X~ 1 = Xrég? en vertu du théoréme de Herbrand,

donc, comme attendu :

S S . .
Xp = X = X~ 1, par la proposition 19, sous la conjecture

Ve r'd ' . = _
énoncée, En d'autres termes, le tensorisé é’K ZL ® EK étant ZL[G]
quasi monogéne, la restriction a é‘K de I'homomorphisme de semi-locali-~

sation est conjecturalement injective,

b.- La conjecture de Gross et le groupe des valeurs absolues l-adiques des

S-unités ,

Soient K une extension finie quelconque du corps des rationnels,
n= [K:@] son degré, et g le nombre de places de K qui sont au-dessus

de 1. La trace semi-locale Tr, est une application continue de |'algebre

1
artinienne KL= Z{' ®Z K= 16|9,g KI’ de dimension n sur QL’ sur la sous-
algebre Kdec= @& @ de dimension g. Ses composantes (Tr ) sont les
L IIL 1 I IIL

traces locales Tr~I

places au-dessus de t ; et la trace globale Tr = Tr /@ qui est induite
LA

= TPKI/Q.{, associées aux complétions de K pour les

par la trace arithmétique de K sur @, est simplement la composée de la

B L x, de

trace semi-locale Tr . et de la surjection canonique (x ) I
1|2

1 1’12
@ @ sur Q,

1]
Cela dit, le probléme de I'indépendance {-adique des traces lo-

cales de logarithmes de nombres algébriques se pose comme suit :

Probléme 3,- Etant donnés Xiseee X dans KX, a quelle condition la res-
triction de |'application TPL o .{,ogL au sous-module 7 du produit tensoriel
R = ZL ®Z KX ZL—engendr*é par ces éléments est-elle injective ?

La premiére conjecture de Gross postule cette injectivité, aux
racines de I'unité prés, dans la situation suivante : K est une extension

quadratique totalement imaginaire d'un sous-corps totalement réel, et 7
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est le tensorisé f-adique ZL 8 E'" du groupe E'™ des t-unités imagi-
naires de K (7).

Pour examiner cette conjecture a la lumiére de la conjecture
générale sur |lindépendance t-adique énoncée plus haut, nous pouvons,
sans restreindre la généralité, nous ramener au cas ol le corps K est

galoisien sur Q. Cela étant, la représentation galoisienne de I'algebre

Kiec est induite par |'action transitive du groupe G sur les places de K
au-dessus de {, Son caractére XL= Indl:A)I 1 est donc I'induit au groupe
I

G = Gal (K/@) du caractére de la représentation unité du sous-groupe de

décomposition de l'une quelconque des places | de K au-dessus de {.
Si donc M est un sous-groupe nhoethérien du groupe multiplicatif

Kx, stable par Galois, et by le caractére de la représentation associée,

=Tr‘L°LogL(Z ®_ M) vérifie

le caractére XT{/ du module image TL L%z
les deux inégalités :

T, © & X, <X ;

Ty =™ T, % ’

ce que nous pouvons résumer par la formule :
P VRN

Plus précisément, si M contient des puissances de 4, nous avons

méme XT& < )(M—l (d'aprés les propriétés du logarithme /-adique rappe-

lées en 1,b), d'ol finalement :
< y! A X
S YRR

en posant, comme plus haut :

XM ? si M ne contient pas de puissance de ¢
XM~ 1, dans le cas contraire,

Il vient donc :

(") Si T est la conjugaison complexe, les L-unités imaginaires sont celles

qui vérifient Ilidentité xT=x"1.
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PROPOSITION 11,1.23.- Soient K une extension galoisienne finie du

corps des rationnels, G son groupe de Galois, { un nombre premier,

et Xy I'induit & G du caractére de la représentation unité du sous-groupe
de décomposition de |'une quelconque des places de K au-dessus de ¢,
Etant donné un sous-module noethérien M du groupe multiplicatif Kx,
stable pour l'action de G, la restriction de ['application Tr&° ‘UOQL com-
posée de la trace semi-locale et du logarithme {-adique au Zé—module
m= ZL ®Z M, engendré par I'image de M dans le tensorisé ZL ®Z Kx,
nlest injective que si les trois conditions nécessaires suivantes sont

réunies :
(i) Le groupe M ne contient pas les racines l-iémes de l'unité,
(ii) Le radical de M dans KX ne contient pas 4, i.e. {,g{[fﬁ.

(iii) t.e caractére XM associé au module M est contenu dans XL'

Comme plus haut, il s'agit évidemment de savoir si les conditions

avancées sont également suffisantes, Nous avons ainsi :

THEOREME Il1.1.24.- Conservons les notations de la proposition précé-

dente, et notons 7(L= X = Xy le supplémentaire du caractére Xy * Si

rég i
es deux caractéres et sont étrangers (autrement dit i
I r X A Xy, XM Xy g ( , S
nous avons y,, A x{/\ XL= 0), alors, sous la conjecture générale d'indé-
pendance {-adique énoncée plus haut, les trois conditions nécessaires

de la proposition 23 sont également suffisantes,

Démonstration : Supposons réunies les trois conditions de |la proposition

23, D'aprés la conjecture 6, nous avons alors XM = XM' D'un autre
1

coté, le noyau Ker Tr,b dans l|'algebre K& de la trace semi-locale Tr

4 4
est évidemment un QL[G J]-module de caractere Xpég ™ Xp~ 7<£. Son inter-
section avec le ZL[G J]-module noethérien M&= LogL(ZL ®5 M) est donc

un sous-module de celui-ci dont le caractére associé est au plus M /\')'%.

Il suit donc :
XTL 2 X~ (XM/\ XL) = X Xy o €€ QUi est précisément le

résultat attendu,
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COROLLAIRE [I1,1,25,- Soit K une extension galoisienne du corps des

rationnels, pour laquelle le caractére ¥, est saturé (i,e, vérifie |'iden-

4

tité XLA—;({,= 0). Alors, la conjecture générale sur I'indépendance t-adi-

que énoncée plus haut entraine la conjecture de Gross pour le corps K,

Démonstration : D'aprés le théoréme 1,1,24, une facon d'énoncer la con-
jecture de Gross généralisée pour le corps K consiste a dire que les va-
leurs absolues t-adiques attachées aux places de K au-dessus de [ en-

voient le tensorisé J-adique é'|'<= Z£ 8 E|f< du groupe des {-unités de

K sur un sous-module dl'indice fini de la somme directe 5 (1 +{’ZL)
1]2

restreinte aux familles (\)I) qui vérifient la formule du produit

il vi= 1.
1]

1]
Transposons ce résultat a I'aide du diagramme commutatif :

1= (1)

« ]2 )
= - +
R=2Z,8, K ® (1+12Z,
1|2
*OOQL LOQL
TP‘L= (TPI)IlL déc
K,= @ K, - @ @ =K,
1] ¥

L'!'image du module & (1 +LZL) par le logarithme I_ogL étant un ZL—
12

réseau de Kiéc , une autre facon d'énoncer la conjecture de Gross géné-

. . s s ' 1 ! déc

ralisée consiste & dire que I'image TI"’LO Logé(gK) de &, dans K{, est

un Zé—r'éseau de I'hyperplan vectoriel Riéc dtéquation IZ x| = 0. En
termes de représentations, cela revient a dire que le car-aL:Ltér*e de la
représentation galoisienne associée a Tr£° {ng(£|I<) est égal a X4~ 1.
Maintenant, nous connaissons le caractére associé au groupe des
{-unités E! . D'aprés la proposition 18, il est égal a Xm+ XL_ 1. En
particulier E"( contient donc un Z [G ]-module libre, disons ), de carac-
tére XL_ 1. Et le théoréme 24 nous montre alors que, sous la condition
XLAT(L-__ 0, la restriction au tensorisé Z{, ®Z M de llapplication TPL° .{pg&

est injective, Le groupe Tr*Lo 4‘094(6{() contient donc un ZL[G J-module
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libre de caractére Xy~ 1, ce qui est bien le résultat annoncé,

Remarques, -

(i) LLa condition subsidiaire invoquée XLA7&= 0 est trivia-
lement vérifiée lorsque le groupe G est abélien, et, plus généralement,
dés que I'algébre @Q[G] est un produit direct de corps, donc dans tous

les cas ol la conjecture 6 est établie par des arguments de transcendance,

(ii) Lorsque le corps K est une extension quadratique totalement
imaginaire d'un sous-corps totalement réel, on peut la remplacer par la
condition plus faible Xl/\_)'(;= 0 (ol ¥ désigne la partie imaginaire d'un
caracteére X), puisque la partie réelle de la conjecture de Gross généra-

lisée est contenue dans la conjecture de Leopoldt,

(iii) Dans le cas général, cependant, lorsque la décomposition
de l'algébre @Q[G] fait intervenir une ou plusieurs algébres simples non
intégres, cette condition peut n'étre pas vérifiée, et il n'y a plus alors

d'évidence algébrique en faveur de la conjecture de Gross,

Application aux problémes normiques dans les ZL—extensions o

Le probléme du rang f-adique des groupes de S-unités gouverne

directement tarithmétique des Z ,-extensions d'un corps de nombres, En

4
particulier il intervient de facon essentielle dans I'étude des propriétés

normiques des sous-groupes de type fini de KX dans une Z£—extension

donnée K /K : Si K = U K_estune Z
@ ® neN " L
de KX qui sont normes dans |'extension procyclique Kw/K sont, par défi-

-extension de K, les éléments

nition, ceux qui sont normes dans chacune des f{-extensions finies Kn /K,
clest-a-dire, d'aprés le principe de Hasse, ceux qui sont normes locales
partout dans chacune des f{-extensions cycliques Kn /K. Plus générale-
ment, nous disons qu'un élément x du tensorisé R = ZL ® KX est une
norme dans |'extension procyclique KOO/K , lorsqu'il est contenu dans le

. X
tensorisé du groupe des normes ZL ®Z (nenN ]VKn /K (Kn )).
- En une place p de K complétement décomposée dans Koo/K,

les extensions locales K b /Kp étant triviales, tous les éléments sont
* Pn

des normes locales et le probléme normique ne se pose donc pas,
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- En une place p de K presque totalement inerte dans Km/K,

les diverses extensions locales K b /Kp {(correspondant aux places de
H
[e0]

K au-dessus de p) étant infinies et non ramifiées, les éléments de R

qui sont normes locales sont ceux étrangers a p.

Le probléme des normes locales dans une ZL—extension ne se
pose donc en fait qu'aux places ramifiées, Or, pour celles-ci, il est tou-
jours possible dlen restreindre |'étude aux seuls groupes d'inertie
lI (K,/K) : Si | estune telle place, en effet, le groupe II(Km/K)’ qui
est isomorphe a Z&’ est dlindice fini, disons fl dans le groupe de dé-
composition DI (Km/K ), également isomorphe & ZL' Ainsi, pour décider
si un élément x de R est norme locale en | dans I'extension K_/K, il
suffit de déterminer si sa puissance fl—i‘eme (ou toute autre puissance
plus grande au sens de la divisibilité) a une image triviale ou non dans
fe groupe lI(Km/K ), via Ilisomorphisme du corps de classes local, qui

identifie lI(Km/K) a un quotient du groupe L,Il des unités principales

[

du corps K., En résumé, lorsque I'élément x est donné, la procédure

[
se présente comme suit :
(i) Vérifier dlabord que x est étranger aux places de K qui

sont presque totalement inertes dans K_/K ;

(ii) puis, pour chaque place | de K ramifiée dans Km/K,
faire choix d'un élément U de K>I<’ non unité, qui soit norme dans |'ex-
tension locale K | /KI’ et envoyer x dans L,IlI par Itapplication de

? Yoo

. . *
localisation g, en tordant par une puissance convenable de 1 (),

! [

—vl(x)/vl(ﬂl)
X p———————2 SI(X).'ITI .

(iii) Regarder enfin I'image dans II(KOO/K) de 'élément obtenu,
La premiére étape étant sans malice, nous allons nous intéresser ici a

la seconde ; la troisiéme, qui reléve en fait de la théorie des genres, est

étudiée au chapitre [11,2,

Supposons, pour simplifier, que K et K _ soient tous deux galoi-

siens sur @, Dans ce cas, les places ramifiées dans K_/K sont exacte-

* X N
(") Comme expliqué plus haut, quitte a remplacer x par |lune de ses

puissances, on peut toujours supposer que vI(rrI) divise VI(X) .
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ment les places de K au-dessus de /4, et il est possible de choisir les

éléments (TTI) 11t

sant llidentité de conjugaison :

de fagon compatible avec l'action de Galois en impo-

m.=m , V71€G=Gal(K/@).
Cela étant, le premier probléme qui se pose est le suivant :

Probléme 4,- Soient K une extension galoisienne finie du corps des ra-
tionnels, et G son groupe de Galois, Supposons choisi, pour chaque place
I de K au-dessus de 4, un élément m de K>I(, non unité, de telle sorte
gue nous ayons :

T o= , ¥ 1€G (dans l'algébre K,= @& K ),
I 4 I
I
Etant donné un sous-module noethérien J du groupe multiplicatif Kx,
stable pour I'action de G, et satisfaisant la condition VI(nI)/\)I(x) pour
tout x de J distinct de 1, et tout | divisant {4, que peut-on dire de I'ima-
ge m& de son tensorisé ZL ®Z M dans le groupe 'L(L des unités principales

de K, donnée par |'application

4

—VI(X)/Vl(TTI)

X p——— (SI(X)'TTI ?

1|2
Plus précisément, peut-on exprimer le caractere X772 de la représenta-
2

S

tion galoisienne associée a 77% en fonction de celui XM de la représenta-

tion galoisienne associée a M ?
La proposition suivante apporte un élément de réponse :

PROPOSITION 11,1,26, - Soient S un ensemble fini de places de @, et

M un sous-groupe dlindice fini du groupe des S-unités de K, Sous les
hypothéses du probléme 4, tous les caractéres f{-adiques irréductibles

représentés dans X ? sauf un peut-&tre, le sont encore dans XM»{,.

Démonstration : Si S ne contient pas 4, les éléments m ntinterviennent

pas, et ML n'est autre que i'image canonique dans ?'(L du tensorisé
Z ®., M. Dans ce cas, la proposition résulte directement du théoreme 12,

L Z
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Si S contient 4, les choses sont plus complexes, Faisons choix
d'une place | de K au-dessus de 4, et dlune [-unité non triviale x dans
M ; puis considérons le sous-module = xZ (6] de )M engendré par I'élé-
ment x et ses conjugués, D'aprés ce qui précéde, la proposition sera
établie si nous montrons que tous les caractéres J-adiques irréductibles

représentés dans X, le sont encore dans )(72 . Raisonnons par |'absurde,
1

n

en supposant qu'il existe deux caractéres f{-adiques irréductibles distincts

@ et | représentés dans X, mais non dans X’l‘l . Les deux éléments
2

M

m xcp('r_])’r & il x\l}('r_])"r
T€G TEG
sont alors Z't-linéair*ement indépendants dans Z& ®Z M, mais dl'image

triviale dans ’2,({‘. 1l vient donc :

% cp('r—l) [teg, xT- VI(XT)/VI(”IHPQI ml=0=
T€G

= T 4(r7 ) [eeg, xT- v (xN/v (n) tog, m 1.
I I [ I 1
TEG
Dans la formule obtenue, la quantité vI(xT) est nulle dés que T n'appar-
tient pas au sous-groupe de décomposition DI de la place | dans K/@,
En particulier, les caractéres ¢ et | doivent agir trivialement sur DI

(c'est-a-dire qu'ils sont contenus dans le caractére X{,= lr\dgI ]DI défini

plus haut) sans quoi nous aurions 1 cp('r_]) =0ou w(fr_]) =0,

'1'€DI frEDI

et, par conséquent

7 cp('r-])lngxT=0 ou z w(T_l){pgle=0,
T€G TEG

en contradiction avec le théoréme d'indépendance de Baker-Brumer,
Mais si ¢ comme { agissent trivialement sur le sous-groupe DI , hous

obtenons par différence |lidentité :

% [cp('r-l)ql(l) - III(T—I)Cp“) ]{Dgl xT=0
T€EG

qui contredit & nouveau le théoréme de Baker-Brumer, D'ou le résultat,
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COROLLAIRE I1,1,27.- Lorsque le groupe G est abélien (et, plus géné-

ralement, dés que l'lalgébre QL[G] est un produit direct de corps), le

caractére XML slécrit
Xy = Xy~ ¥,
My~ M v

ol { est soit le caractére nul, soit I'un des facteurs irréductibles du

caractere X, .

4

Les conséquences arithmétiques de ce résultat étant développées

dans la deuxi&me section du chapitre Ill, limitons-nous ici a quelques re-
marques :
Remarque 1,- |l peut effectivement arriver que l'un des caractéres {-

adiques irréductibles représentés dans XMne le soit plus dans ML' Pre-

nons par exemple pour ™ I'image du nombre premier { dans le complété
KI .
I_ogL M., nlest autre que ,{,ogL(ZL ®Z M) . Et la conjecture 6 postule que

1
5 ; N . .
son caractére, qui est encore XML’ est égal a XM A Xrég‘ En particulier,

si M contient des puissances de [, mais une seule fois la représentation

Dans ce cas, le logarithme I-adique I_ogI TTI étant nul, le groupe

unité, le caractére unité est représenté dans Xy mais non dans XM .
1

Remarque 2.,- Il est facile de voir, sous la conjecture générale dlindé-

pendance (-adique énoncée, que le caractéere XML vérifie la minoration :
X - .
MLZ(XM/\ Xpgg) = Xy A %, )

1l est clair cependant qu'en général cette inégalité est stricte, De fait,

il n'est pas évident de prédire la valeur du caractére Xy dés qui'un ou
1

plusieurs caractéres t-adiques représentés dans X,  interviennent dans

M
tiplicité.
Xrég avec une multiplicité

Disons pour finir que, lorsque K est la ZL—extension cycloto-

mique de K, I'application naturelle du groupe 'u{l dans la somme directe
? II(KOO/K) des groupes d'inertie associés aux places au-dessus de 4,
IR

se factorise par la trace semi-locale Tr Dans ce cas le probléme nor-

{’.
mique est exactement '"résolu' par la conjecture de Gross généralisée,
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CALCUL INFINITESIMAL DANS UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Nous exposons dans cette section les résultats fondamentaux de
[tarithmétique des infinitésimaux , Notre propos est de montrer comment
les groupes introduits slintégrent dans un formalisme trés souple , par -
ticuliérement adapté a 1'étude des { -extensions abéliennes de corps de
nombres ,

La notion-clé de cette section estcelled!éiément infinitésimal
d'un corps de nombres algébriques : Les infinitésimaux sont les limites
( en un sens trés précis ) des suites convergentes dléléments globaux
qui sont ultimement arbitrairement prés de 1 , en chaque place au -
dessus de 4, et , plus généralement , en chaque p d'un ensemble fini T
donné ; nous parlons alors d'éléments T-infinitésimaux, Par les procé -~
dés usuels, ces éléments permettent de construire des groupes de clas-
ses infinitésimales ( un diviseur principal infinitésimal étantun diviseur
principal engendré par un élément infinitésimal ) et des radicaux infini-
tésimaux ( un radical au sens de Kummer étant infinitésimal s'il peut
8tre représenté par des infinitésimaux), D'un c8té, la théorie du corps
de classes interpréte le groupe des classes T-infinitésimales de divi -
seurs comme groupe de Galois de la 4 -extension abélienne T-ramifiée
maximale du corps considéré , et permet donc de donner dans le cadre
de la T-ramification des énoncés tout 3 fait analogues a ceux que ['on
connait dans le cadre de la non-ramification : calculs de classes inva -
riantes , problémes de norme , de théorie des genres , de capitula -
tion , etc ,.. D'un autre c8té , la théorie de Kummer interpréte le ra -
dical T-infinitésimal comme radicalkummérien associé a la 4 -extension
abélienne T-décomposée maximale du corps considéré, Enfin, ces deux
interprétations ( I'une galoisienne , Ifautre kummeérienne ) ouvrent sur
une approche nouvelle de la dualité : Les résultats présentés, qui font
intervenir deux ensembles finis de places S et T , mettent doublement
en relation la {4 -extension abélienne maximale S-décomposée et T-ra -

mifiée du corps considéré, etcelle qui est T-décomposée et S-ramifiée ;
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ils sont obtenus de fagcon extrémement simple, Bien entendu, du fait des
limites propres alathéorie de Kummer, cette dualité ne trouve sa pleine
expression qu'en présence des racines de ['unité , clest-a-dire dans la

perspective de la théorie cyclotomique , exposée plus haut ,

1.- ELEMENTS INFINITESIMAUX D'UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES,

a.,—- Définition des éléments infinitésimaux .

Un nombre premier £ étant fixé , nous avons associé a chaque
corps de nombres algébriques K deux Z{-—modules multiplicatifs
( cf, section 1, 1§a):

- le tensorisé { -adique R = Z{/ ®Z KX du groupe multiplica ~
tif KX ; -
- le complété profini }iz = ‘I_ln:‘rg_ Kz/KzL du groupe des é1é -

ments inversibles de llalgébre semi-locale KL =Z &®Z K .
Nous avons vu , en outre , que llinjection naturelle de KX dans

Kz ( induite par I'injection diagonale de K dans le produit K& = ©® K I
)4

de ses complétés pour les places au-dessus de 4 ) se prolonge de facon
unique en un épimorphisme continu S de R sur }{z (cfelly1,1) , que
nous avons appelé application de semi-localisation, Le groupe qui nous

intéresse ici est le noyau de cet épimorphisme :

DEFINITION 11,2, 1 .- Etant donné un corps de nombres K , nous appe -

lons groupe des éléments infinitésimaux du corps K , et nous notons Rm R
le noyau dans R de l|fapplication de semi - localisation , i,e, le sous -
groupe de R défini par Ilexactitude de la suite courte canonique de Z&—
modules :

1 — R —R =) 1,

Ltappellation d'infinitésimal peut se comprendre comme suit :
les infinitésimaux sont les limites dans R des suites convergentes d'élé-
ments de K* dont les images dans Ki convergent vers 1 ; ce sont donc
les éléments globaux généralisés , qui sont localement arbitrairement

prés de 1 ( la théorie est multiplicative), pour les places au-dessus de 4,
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S

Remarque 1,- L.e groupe Rm peut se définir a partir de la filtration ca-
nonique du sous-groupe principal ?,(L de }cz : Pour chaque natureln > 1,
désignons par R, le sous-groupe des éléments de X dont l'image semi -
locale tombe dans ?,L( 1+17) , €e que nous pouvons écrire :

I

R, = {x_E]R ] %(x) =1 (mod” |

", vl .

s i X
L( 'L{&) (le groupe R, est le tensorisé Z{,®Z K

du groupe des éléments de KX qui sont étrangers & £ ) . Nous obtenons

Posons de méme Ro =

immédiatement :

R = N K.
® hemN "

En particulier , le groupe Rm est sans Z&—torsion o

Remarque 2,- Si nous restreignons |'application de semi-localisation au
groupe des S-unités généralisées GS =2Z L ® ES , pour un ensemble fini
quelconque S de places non complexes de K, le noyau obtenu 6i est un
Z L—module noethérien et sans torsion , donc libre de rang fini . Nous

(*)

disons que ai est le groupe des S-unités infinitésimales du corps K R

Lorsque S est vide | éi est le groupe & _ des unités infinitésimales ; il

mesure le défaut de la conjecture de L.eopoldt dans le corps K ,

Il est intéressant de comparer le groupe sem au noyau du loga -
rithme 4-adique dans Ro . Nous savons que le noyau dans Kz du loga-
rithme dl'lwasawa I_og{l est engendré par les racines de |'unité et les
images respectives ,{’,I du nombre f dans chacun des facteurs locaux K X,
Comme R est précisément le sous-groupe des éléments de R qui sont des
unités locales , le noyau dans Ro du logarithme 4 -adique est |'image ré -
ciproque par |'application de semi-localisation du groupe My des racines

de I'unité dans }iz: clest donc le radical du sous-groupe infinitésimal Roo.

PROPOSITION {1,2,2 .- Le noyau dans Ro du logarithme { -adique est le
radical A/ﬁ?{m du sous-groupe infinitésimal de R . Nous disons que A/ﬁ_i-co est

le groupe des éléments quasi-infinitésimaux du corps K , Le quotient

ﬂ%.w/ Rm slidentifie au sous-groupe My des racines de I'unité dans X * ,

i.e. au 4-Sylow du groupe des racines de I'unité de |'algébre semi -

locale K&=ZL®ZK .

(*) Le caractére de la représentation galoisienne associée au groupe é’sm
a été calculé dans la section 1§ 5 (cor,Il,1.20) , sous la conjecture d'in-

dépendance {4 -adique formulée dans cette section ,
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b.- Interprétation kummerienne des infinitésimaux .

Si udésigne le L -Sylow du groupe des racines de |'unité dans K,
et ™ Ilordre de U, la théorie de Kummer établitun isomorphisme entre
le groupe de Galois de I'extension abélienne maximale d'exposant +™ de
K, et le groupe Hom (K%, u) = Hom (R, u) . Cet isomorphisme s'obtient
en associant a I'élément ¢ du groupe de Galois , |'homomorphisme fo
défini par la formule :

fo(x)= iGZ(O—l ).

Nous disons que le quotient (£~ Z/Z)@ZKX ~(4 Mz »{,/ZJ(,)@Z R
4

est le radical kummérien de I'extension considérée , Plus généralement
A chaque 1 -extension abélienne de K correspond un sous-groupe de ce
radical , défini par I'identité : L

Rad(L/K) = {L‘k@x € (4'”‘2/2)@2<>< | K [ffx‘] cL},
et caractérisé par |lisomorphisme de dualité : Rad(L./K) =Hom(Gal(L/K), u).
Nous disons que L est kummérienne lorsque Rad(L/K) et Gal(L/K) ont
le m&me ordre , clest-a-dire lorsque L/K est d'exposant LM, cela posé,

nous avons

THEOREME 11, 2,3, - Une extension kummérienne L /K est {-décomposée

(en ce sens que les places de K au-dessus de { se décomposent compléte-
ment dans L/K ), si et seulement si les éléments de son radical peuvent

&tre représentés par des infinitésimaux .

Démonstration : Considérons une extension kummérienne L/K , et notons
L_k & x un élément de son radical , Si I'extension L/K est f-décompo-
sée , alors pour chaque placel de K au-dessus de 4, l'extension locale

&_
KI[AQ/x ]/Klest triviale, et I'élément x est donc une puissance ,f,k-iiéme

£

dans llalgébre semi-locale K, = @ K Ecrivons alors S/z(X) =u ,

Yo

pour un u de KX , et chkoisissons y dans R au-dessus de le( . Nous obte -
k

nons s(x) =ul = s(y)&

I L ]

, et 1'élément infinitésimal xy_{’ a méme classe

. Réciproquement , sichaque éiément {,_k ® x du radical

que x modulo R
2

de L peut &tre représenté par un infinitésimal , i,e, si x s'écrit X_Yy
avec x_€R_, l'identité sf(x) = se(y)'?’ montre que les é1éments x sont

. k .. X .
des puissances { -iémes locales, Toutes les sous-extensions cycliques
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K[E/-;]/K sont alors 4 -décomposées , ce qui prouve que L/K elle -

méme est {4 -décomposée ,

Parmi les {-extensions abéliennes de K , celles qui sont £-

ramifiées nous intéressent plus particuliérement

PROPOSITION 11, 2.4.,- Nous disons qulune extension de K est £ -rami -

fiée lorsqu'elle est non ramifiée aux places(finies)étrangéres 3 4, Le
radical Rad(M/K) de la 4-extension abélienne 4 -ramifiée maximale

de K est le noyau %, dans (&_m z/z) ®Z KX , des valuations asso -
cides aux places finies et étrangéres a 4 du corps K ¢

Rad (M/K) = {L_k ex (4™ Z/Z)®ZKX le(X) = 0 (mod &k), LD ELY

Démonstration : Clest un résultat classique de la théorie de Kummer ,

COROLLAIRE I1,2.5.- Le radical Rad{C'/K) de la £ -extension abé -

lienne non ramifiée £ -décomposée maximale de K est le sous-groupe de

Rad (M/K) engendré par les classes des infinitésimaux :

1 _ K ~-m B k
Rad(C'/K) = (£ @x€c (L Z£/ZL)®ZLR | X €R & v (x) =0 (mod t) VpHo)
Démonstration : D'aprés la proposition 4 , la condition sur les valua -
tions signifie que llextension est £ -ramifiée ; et dlaprés le théoréme 3,
celle sur la représentation par des infinitésimaux, qu'elle est en outre

1 -décomposée ,

1l est dlailleurs extr@mement intéressant de comparer le groupe

Rad (C'/K ) au noyau dans (v"z i/Z L) ®, R des valuations :

L

PROPOSITION 11,2,6,- Désignons par :
_ -k -m _ k
R_={4 &xe€lsL ZL/ZL)®Z{6%m’vp(x)=0(mod£ ), ¥pfim ]},

fe noyau , dans le groupe (L_mZL/ZL) ®Z Rm , des valuations atta -
1

chées aux places finies et étrangéres a 4 . |l existe une suite exacte

- hY m .
courte canonique (ol ,m My est le sous-groupe de {  -torsion du groupe

L
multiplicatif Kz) :

1T — o ué/u—-*mm—> Rad(C'/K)— 1.
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Démonstration : D'apreés le corollaire 5, I'application naturelle de mm
dans Rad(C'/K) est une surjection , Le probléme est donc de déter -
miner son noyau , Or , si =M ® x_ estun élément de EROO dtimage 1
dans Rad{(C'/K) , Ilinfinitésimal x estune puissance {M-iéme dans

X A > It

X" . De 11égalité X =V , hous tirons s =1, ce qui montre que

s(y) est une racine tM_ieme de I'unité dans }ffé . Comme y est connu a

une racine globale de |'unité prés , nous définissons un homomorphisme
du noyau étudié dans le quotient e p{//u en associant a ['élément

&—m ®x_ du noyau la classe de s(y) dans . “4,/“ . Reste a vérifier

L
que ce morphisme est bijectif , D'un c6té I'identité s(ly) € u implique

que y soit le produit dlune racine globale de |tunité et d'un infinitésimal

_LA_Am . m .. o e
Y dans ce cas , X =Y =y est la puissance 4 -iéme d'un infini-
tésimal , et {,—m ®xmvaut1 ; ce qui prouve !'injectivité , D'un autre

coté , si ( est une racine ¢ M_igme de I'unité dans }fz , et yun élé -
m
ment de ¥ au-dessus de  , I'élément X = yL est un infinitésimal ,

et le produit L_m ®@x_ est dans !ROO; ce qui achéve la démonstration ,

Définition des diviseurs infinitésimaux ,

Rappelons que le groupe des diviseurs d'un corps de nombres
est le groupe abélien D construit sur les valuations attachées aux
places non complexes de ce corps , Comme les valuations ultramé -
triques , attachées aux idéaux premiers non nuls , sont a valeurs
dans Z , et les valuations réelles a valeurs dans Z/22Z , le groupe
D est le produit direct du groupe Id des idéaux de K , et d'un Fz— es-—
pace vectoriel de dimension égale au nombre de plongements réels de K
(cfeo 11,1, §1, pour plus de détails ) . Son sous~groupe principal P ,
image canonique de KX dans D , est , par définition, le groupe des

diviseurs principaux du corps K ,

DEFINITION 11, 2.7.~- Par groupe des diviseurs généralisés du corps K,

nous entendons le tensorisé {4 -adique b= Z& ®5 D du groupe des di -
viseurs de K ; par groupe des diviseurs principaux généralisés , le
tensorisé f-adique P = ZL®ZP du sous-groupe principal P . Le
groupe P est Ilimage canonique dans Jfdu groupe multiplicatif ﬂ,x ; et
le quotient fini C4 = b/ P est le L-groupe des classes dediviseurs du

corps K ,
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PROPOSITION I1,2,8, - Pour chaque naturel n, écrivons Pn I"image

dans le groupe des diviseurs £ du sous-groupe Rn de R , L.lintersec-

tion Pw= n P_ est I'image dans & du groupe infinitésimal G{i o
n €N

Nous disons que Pm est le groupe des idéaux principaux-infinitésimaux

du corps K ,

Démonstration : Soit x un élément de R engendrant un diviseur princi -

pal généralisé g € N Pn . Pour chaque naturel n , ilexiste alors
n €N

une unité € dans &8, et un élément X dans @n , qui vérifient x = €nXne
Cela étant , puisque le groupe & est compact , la suite ( en)n N pos -
séde une valeur d'adhérence € o L'élément x o= x/ €_ qui s'écrit
X =X, en/ e _pourn arbitrairement grand est infinitésimal ; d'ol le
résultat annoncé : o= (x) = (x oo) . Les idéaux principaux infinitési -
maux sont donc les idéaux principaux engendrés par les éléments in -

finitésimaux .

DEFINITION 11.2,9.- Nous disons qu'un diviseur génékralisé o est
*) b

quasi-infinitésimal ( lorsqu'une de ses puissances g

est princi -
pale infinitésimale , Le groupe .Boo des diviseurs quasi-infinitésimaux
est donc le radical A/\Pm dans J/ du sous-groupe des diviseurs princi-

paux-infinitésimaux ,

Remarque, - Les diviseurs principaux qui sont quasi-infinitésimaux ne
sont pas , en général , infinitésimaux . En fait , la condition (x) € .&m
stécrit s(x) € M) ; tandis que la condition (x) € p_s'écrit slx) € s(4).
Le groupe quotient (P N .&m)/Pwest donc isomorphe au sous-groupe de

torsion du quotient 'L(&/S(ﬁ) .

PROPOSITION 11,2,10,- Le quotient & = .&o/ Pmdu groupe des diviseurs

généralisés étrangers a [/ par le sous-groupe des diviseurs princi -

paux-infinitésimaux est un Z L—module noethérien , Nous disons que ¢
est le £ -groupe des classes infinitésimales du corps K , Son sous -
groupe de torsion 6 , qui est fini , s'identifie au quotient .Bm/lpo0 du
groupe des diviseurs quasi-infinitésimaux par le sous-groupe principal-

infinitésimal ,

(*) Ces idéaux sont dits infinitésimaux dans [Ja], La remarque qui suit

justifie le changement de vocabulaire ,
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Démonstration : 1l stagit d'établir que & est de type fini , Introduisons
pour cela le sous-groupe Po = .&o NP des diviseurs principaux étran -
gers & 4, et considérons la suite exacte courte canonique :

11— /0 _— b5 /0P — b /P, — 1.
e terme de gauche PO/Poo slidentifie au quotient 'z,(&/s(ﬁ) ; il est
donc de type fini , comme quotient de ?,(L . Le terme médian est le
groupe ¢ , Enfin , le terme de droite .80 /Po slidentifie au £ -groupe C¢

des classes de diviseurs du corps K ; il est donc fini ,

Nombre de propriétés usuelles du L -groupe des classes C/ se
transportent sans difficulté au groupe des classes infinitésimales & .

Par exemple :

PROPOSITION 11,2,11,- Toute classe de ¢ peut &tre représentée par

un diviseur étranger & un ensemble fini S de places donné ,

Démonstration : Un ensemble fini S de places de K étrangéres a { étant
donné , il en existe un autre s! , ne rencontrant pas S, telque la res-
triction aux S'-unités généralisées de I'homomorphisme de semi-loca -
lisation recouvre 'L(L : En effet, si x 17 0001 Xy est une famille finie d1élé-
ments de K* , étrangers a £, dont les images par s engendrent {-adi-

quement Y nous pouvons résoudre pour chaque i = 1, ..., N, l&e sys -

)
téme de coﬁgruences (ot v est le degré de 4 -hyperprimarité ) :

y; =x; (mod 1Y ), vI|L & y,=1(mod p), YpesS.
l.'lensemble des places intervenant dans les (yi ) convient donc .

Cela étant , considérons un diviseur a € ‘&o . L.a proposition 11
étant vraie dans le groupe C4 , il existe un x dans Ro tel que le diviseur
x o soit étranger 3 S ; et , dl'aprés ce qui précéde, il existe aussi un vy,
étranger 4 S, tel que le produit xy soit infinitésimal, Le diviseur (xy) o

est donc associé & ¢ dans C¢, et étranger &4 S ,

Le groupe ¢ n'étant pas dénombrable , il est clair en revanche
que toute classe de & ne peut pas étre représentée par un diviseur
premier , On peut toutefois vérifier que les classes des diviseurs pre-

miers sont denses dans « .
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d.- Interprétation arithmétique du groupe des classes infinitésimales ,

Pour chaque naturel n, la théorie du corps de classes inter-
préte le £ -groupe des classes de rayon ‘Bo /Pn comme groupe de Galois

de la 4 -extension abélienne maximale de K de conducteur Tn = I In>.
iy

Dans cet isomorphisme , le groupe de la 4 -extension abélienne maxi -
male 4 -ramifiée de K slidentifie par conséquent & la limite projective :

Gal (M/K) = I;m s /e, =b,/° =a,

clest-a-dire au 4L -groupe des classes infinitésimales de K ., Il vient

donc :

THEOREME 11,2, 12, - Dans Itisomorphisme du corps de classes , le 4 -

groupe des classes infinitésimales ¢ du corps K slidentifie au groupe

de Galois Gal{M/K) de la £ -extension abélienne 4 -ramifiée maximale

de K ,

Remarque, - Désignons par C la {-extension abélienne non ramifiée
(i.e. hon ramifiée aux places finies ) maximale du corps K, Dans I'iso -
morphisme du corps de classes , la suite exacte courte de la propo -
sition 10 :

1 —r, /P, — B /P —= b /P, —~ 1
prend la forme bien connue :

1 — Gal(M/C) — Gal{M/K)—> Gal(C/K)— 1,

Cette derniére suite apporte malheureusement assez peu dlin -
formations sur le groupe ¢ ; en particulier elle ne donne ni son rang ,
ni son sous-moduie de torsion & , La dualité , en revanche , conduit
a un résultat beaucoup plus précis : Comme premiére application des
infinitésimaux , nous allons démontrer deux suites exactes tres sim -
ples , qui traduisent précisément cette dualité entre les notions de 4-
ramification et de {-décomposition ,

Considérons dlabord la 4-extension abélienne ramifiée maxi -
male M du corps K, D'aprés le théoréme 12, son groupe de Galois
slidentifie au £ -groupe des classes infinitésimales ¢ ; et , dlapreés la
proposition 4 , son radical de Kummer est le noyau & des valuations

attachées aux places finies étrangéres a 4 ,
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Considérons ensuite la 4 -extensionabélienne nonramifiée f-décomposée
maximale C' de K , D'aprés la théorie du corps de classes , son
groupe de Galois s'lidentifie au £ -groupe C4' des 4-classes de divi -
seurs du corps K (i,e, au quotient du 4 -groupe C1{ des classes de di -
viseurs par le sous-groupe C4(4), engendré par les classes des di -
viseurs premiers au-desus de ) ; et , dlaprés le corollaire 5 , son
radical de Kummer est {timage dans R du radical infinitésimal EROD .

Nous avons :

TH!::ORF::ME 11,2,13,~ Soient M la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée

maximale dlun corps de nombres K , et C! la sous-extension maximale
de M qui est 4 -décomposée , Il existe deux suites exactes courtes de
Z&-modules qui relient le radical de Kummer de chacune avec le
groupe de Galois de l'autre :

- La premigre fait intervenir I'image @' = (4" Z/Z)®Z E'!
dans le radical & ,du groupe E' des 4-unités de K , Elle stécrit :
(i) 1 - ' - R o G

- L.a seconde fait intervenir |limage €_= ( &_mZ&/Z&) ®Z£é'

dans le radical fRoo,du groupe é'codes unités infinitésimales de K , Elle

o ?

stécrit :

(ii) 1 - & > R —— o d— 1,
[o o« '{/

Dans les deux cas , &m représente |'ordre du £ -groupe ( des racines

de 1'unité dans K ,

Remarque : La suite (i) est bien connue , Elle permet dans tous les cas
dlexprimer le Lm—rang du groupe % = Hom (&, u) en fonction de celui du
groupe C4! , Comme elle est compatible avec l'action de Galois, on peut
toujours se ramener , en effet , au cas ol le corps K contient les ra -
cines { -iémes de Ilunité ; les méthodes semi-simples exposées dans la
section IV, 2 conduisent alors au résultat (cf, [Gr] ) .

La suite (ii) , en revanche , utilise de fagon essentielle les in-
finitésimaux . Lorsque le corps K vérifie la conjecture de L.eopoldt ,
elle montre que le radical i}tws'identifie au sous-groupe de &m—torsion
w® de ¢ , Dans tous les cas , elle montre que ERmcontient Lm'(:, comme

4

facteur direct ; et comme R estlié au radical Rad(C'/K) par la suite
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exacte scindée de la proposition 6 , elle permet dlobtenir directement
m - -~ - .
le 4  -rang du sous-groupe de torsion de ¢ a partir de celui du groupe

c! (*).

Démonstration du théoréme : La premiére suite exacte slobtient trés
simplement en associant a I'élément {,—k ® x de % la classe c4'( q) du di-
viseur o= m' dans C'; la seconde en associant & I'élément 5 g x .
de ® la classe clw( a) du diviseur g = t:/(x—) dans ¢ ., Dans les deux cas
le noyau de I'homomorphisme obtenu est engendré par I'image des unités:
des 4 -unités dans le premier cas , des unités infinitésimales dans le
second , Dans les deux cas enfin , I'image est formée des éléments de

Lm ~torsion du groupe dlarrivée ,

2,- GROUPES DE S -CLASSES T - INFINITESIMALES ,

a.,-Eléments T-infinitésimaux ,

Pour chaque place p du corps K, non complexe et étrangére

a 4, désignons par }{;; le complété profini Jim K ;/K z*’ du groupe
n

multiplicatif du corps local K : Si pest ultramétrique , le choix d'une
uniformisante 7 _de K _permet dlidentifier le groupe KX au produit di -
rect U, . TTzc du £ -Sylow i du groupe des racines de |'unité du corps
K et dlun ZL-moduIe libre de rang 1 , Si p est réelle , le groupe M;
se réduit au 4 -Sylow yu _du groupe des racines de |'unité du corps K :
il est nul si { est différent de 2, égal & {*1]} sinon, F
Fixons maintenant un ensemble fini T de places non complexes

de K : et considérons le groupe semi-local :

X - X

peT
L.'injection diagonale du grouper dans le produit @ K X se prolonge
peT
de fagon unique en un Z L—morphisme du tensorisé R = Z L®ZKX dans

(*) Tout récemment , Nguyen Quang Do a obtenu une version cohomolo -
gique de la suite exacte correspondante , Sa démonstration utilise les

résultats de dualité globale de Poitou-Tate ,
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le complété profini }(3;. . L.'lapplication obtenue est IThomomorphisme de
semi~localisation s associé a ['ensemble T , Il est surjectif en vertu
du lemme de Nakagama : En effet , dlune part le groupe }£_>|<. est bien un
Z é—module de type fini ; dlautre part le théoréme d'approximation si -
multanée montre que |'application naturelle de K X dans le quotient

}{?](_/}{_)[(.*’ = @ K ;/K x4 est une surjection, Cela étant nous avons :
peT

DEFINITION Ii, 2, 14, - Etant donnés un corps de nombres K , et T un

ensemble fini de places non complexes de K, nous appelons groupe des
éléments T-infinitésimaux du corps K , et nous notons R+ , le noyau
dans le tensorisé R =2Z 1 ®Z KX de IThomomorphisme de semi-locali -
sation associé & llensemble T , autrement dit le sous-groupe de R dé -
fini par llexactitude de la suite courte de Z &—modu|es :
1 —~ R R—lwyX= @ }6;—-’1.
peT

Arré&tons-nous un instantsur les contraintes imposées par les
conditions d'infinitésimalité :

- Si p est une place réelle , la condition s (x) =1 signifie
simplement que s _(x) est un carré ; si 4 est différent de 2 , elle est
donc toujours vérifiée ,

- Si p est une place finie étrangere 4 12, la condition s _(x)=1
signifie que x est étranger & p ( ce qui se lit sur la factorisation du di -
viseur principal associé ), et que s_(x) est une puissance {,m -iéme
(si )(,m est I'lordre du groupe ) . Cette derniére condition est , en
fait , une congruence mulitiplicative : Elle s'écrit x = yz'f'm , pour un
zde R, et uny de KX vérifiant y =1 (mod p) .

- Si p est une place au-dessus de £, la condition s (x) =1,
analogue quant 3 la forme aux précédentes , est en revanche plus exi -

geante sur le fond , la Z , -structure du groupe K~ étant beaucoup plus

riche , Comme plus haut (f:f.l § a, remarque 1) , on peut la regarder

comme une infinité de congruences multiplicatives : Par exemple, si T
est un ensemble fini de places non complexes étrangéres a 4, et T* =
T UPI( 1) la réunion de T et des places au-dessus de 4, le groupe Q’T
des éléments T ¥-infinitésimaux s'obtient comme intersection de groupes

de congruences :

N (RT rmn) .

4
T nEN
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b,- S-classes T-infinitésimales ,

Regardons maintenant les groupes de diviseurs , Si S est un
ensemble fini de places non complexes de K , le groupe des S-diviseurs
généralisés du corps K est le quotient .&S = 8/ 5(S) du groupe des divi-
-engendré

seurs généralisés 5= 2Z D par le sous-groupe 5(S) Z

4;®Z 1
par les diviseurs construits sur les places de S ; il slidentifie par con -
séquent au sous-groupe des diviseurs de fBqui sont étrangers a4 S ,

L.e groupe des S-diviseurs principaux PS est I'image canonique
de R dans .&S . Un S-diviseur principal est donc représenté dans JSpar
le produit xa d'un diviseur principal (x) et dlun diviseur a appartenant
a B(S) . Le groupe quotient CLS = .BS /PS , qui s'identifie canonique -
ment au quotient C4/C4(S) du 4 -groupe des classes C4 par son sous -
groupe C4(S) engendré par les classes des diviseurs construits sur
les places de S , est le L -groupe des S -classes de diviseurs du

corps K ,

DEFINITION [1,2,15.- Soient S et T deux ensembles finis disjoints de

places non complexes du corps K , Par groupe des S-diviseurs princi-
paux T-infinitésimaux de K , nous entendons |'image canonique P?_ du

sous-groupe T-infinitésimal R de R dans le groupe .BS des S-divi -

T
seurs de K , Les S-diviseurs principaux T-infinitésimaux sont donc
les S-diviseurs principaux engendrés par les éléments T-infinitési -

maux ,

PROPOSITION I1,2,16,- Si les places de S U T sont étrangéres a ¢ ,

désignons par T¥=T UPI(4) la réunion de T et de I'ensemble des
S

s T,n
le sous-groupe de Pr formé des idéaux S-principaux engendrés par

places au-dessus de 4 , Pour chaque naturel n, désignons par p

les éléments du groupe de congruences RT

P?r*'——' ﬂ P?—no
n €N !

n=6%.rﬂ6%n . Il vient ¢

Démonstration : Elle est en tous points analogue a celle de la proposi -
tion 8 . Soit xa, avec x € R et a € BHS) , un diviseur de K dont la

classe modulo £(S) tombe dans |l'intersection N P?. « Pour
n €N N

chaque naturel n, nous pouvons alors écrire xa= Xy O, POUr UN X
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de RT n et e, dans J(S) . Le quotient x/xn est ainsi une S-unité T-
’

infinitésimale € Maintenant , le groupe 6_? = é‘s N RT des S-unités T-

infinitésimales , qui est un Z&—module de type fini , est compact , La
. p ] A =

suite ( €n )n €N posséde donc une valeur d'adhérence ¢ . Posant x -

x /€ , nous obtenons immédiatement xa=x _a , avec x € R , et

[ee] [eo] =] @© T

a_ € 5(S) , comme attendu ,

DEFINITION 11,2,17.~- Nous disons qu'un S-diviseur gér‘u‘ér‘alisé 0 est

T-quasi-infinitésimal , lorsqu'une de ses puissances a'L est S-princi -
pale T-infinitésimale , Le groupe des S-diviseurs T-quasi-infinitési -
maux est donc le radical E dans .&S du groupe des S-diviseurs prin -

cipaux T-infinitésimaux .,

PROPOSITION 11,2, 18.- Le quotient C{,i = .B?. /Pi du groupe .&?I_ des

S-diviseurs généralisés étrangers a T par le sous-groupe P T des S -

diviseurs principaux T-infinitésimaux est un Z &—module noethérien ,

Nous disons que CL? est le L -groupe des S-~classes T-infinitésimales
du corps K , Son sous-groupe de torsion t—;$ , qui est fini , slidentifie
au quotient A/P?/P_Sr du groupe des S-diviseurs T-quasi-infinitési -

maux par le sous-groupe T-infinitésimal ,

Démonstration : Il slagit de vérifier que C'{’,_? est de type fini , Intro -

duisons pour cela le sous-groupe .&? N PS des S-diviseurs principaux

étrangers 4 T , et considérons la suite exacte courte canonique :

S S S S , S S S S
1 (67 ne~)/eP3 ST /pT —= 5T /(ST NPT —1,
Par |'homomorphisme de semi-localisation s_ , le terme de gauche
(.b".? n PS)/P?s'identiﬁeauquotient [( ® n )@( ® U )J/JT(£S)
peTipie) | ¥ Lpetapi) ¥
clest donc un Z ,-module noethérien qui est mé&me fini lorsque T ne

i

rencontre pas l'lensemble PI( 1) des places de K au-dessus de { , Le

terme médian .Bi/Pi est le groupe CL$ étudié , Enfin, le terme de

gauche .&?/( .&? n PS) slidentifie canoniquement au £ -groupe Cat,s

des S-classes de diviseurs de K ; il est donc toujours fini ,

s . . .. X .
Les groupes CLT ainsi définis contiennent comme cas particu -
liers les divers groupes de classes rencontrés plus haut , En particu -

lier, le L-groupe des £-classes de diviseurs C4' slécrit CL' = CLPI('L),
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tandis que le 4 -groupe des classes infinitésimales ¢ prend la forme

a=Clpy) -

relient se généralisent sans peine aux groupes C{,.? R

Nous allons voir que les suites exactes de dualité quiles

c.- Interprétations arithmétiques ; applications a la dualité ,

Dans la section 1l,1.§ c , nous avons associé a chaque 4 -ex -
tension L de K ( kummérienne ou non ) son radical de Kummer
Rad(L/K) = {&‘k ® x e(&'mz/z)@az KX | K [fk/;]cl_ }, qui est
caractérisé par |l'isomorphisme de dualité :

Rad(L/K) = Hom(Gal (L/K),u).

DEFINITION 11,2.,19.- Etant donnés deux ensembles finis disjoints S et

T de places non complexes du corps K , nous appelons T-radical S-in-
finitésimal de K , et nous notons ER_; le sous-groupe du tensorisé
-m
Zz /Z
(2 R ®Z£ R

s du groupe des éiéments S-infinitésimaux défi -

ni par Ilidentité :

T -k - k
Ro = {4 @xels mz&/zé)cpz RS]vp(x)EO(mod{, ), TpeT).

£

i.e groupe ER-; ntest pas un radical au sens de Kummer

Plus précisément :

PROPOSITION 1i,2,20,- Désignons par Rad; I'image canonique du
groupe ER—; dans le radical de Kummer (1~ " Z /Z)®_ KX . Nous ob -

4
tenons la suite exacte courte de Z L-modules :
T T
1_.{,'““5/“ —-RS———DRadS—»I ,

ol Mg = @Su est le £-Sylow du groupe des racines de |'unité du
p €

complété semi-local KS= @ K .,
pes P

Démonstration : Un élément &-m ® x de ER; a une image triviale dans
FRadTS si x est la puissance M _izme dlun élément y de R , En associant
a un tel élément Itimage S (y) .4 de y dans Mo /L, nous définissons un

morphisme du noyau cherché dans |e sous-groupe o us/u de ps/p .
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Reste a vérifier que ce morphisme est bijectif, Or, dlun cdté Ilidentité

Sg (y) € u implique que y soit le produit d'une racine globale de [lunité
m m

et d'un élément S-infinitésimal y, 3 dans ce cas x = y{’ = yi est la

puissance {,m-iéme dlun S-infinitésimal , et .{,_m ®x vaut 1 ; ce qui

prouve llinjectivité , D'un autre cbté, si ( est une racine 2™ _igme de
"
unité dans XX , et y un élément de R au-dessus de (, |'élément x= y'?’

S ?
est S-infinitésimal , et le produit a{;_m & x est dans ERTS ; ce qui achéve

la démonstration ,

THEOREME 11,2,21.~- Soient S et T deux ensembles finis disjoints de

places du corps K , non complexes et étrangéres a 4, puis s*=s yPI{1)

et T =T UPI(1) leurs réunions respectives avec llensemble PI(4)

des places de K au-dessus de 4 ,

(i) Désignons par C?% la £ -extension abélienne maximale
de K qui est T*-ramifiée et Sédécomposée .
1) Le groupe de Galois Gal (Cy* /K ) stlidentifie au 4 -groupe des S -

classes T *—infinitésimales C&$“ o

2) Le radical de Kummer Rad ( C.SI.*/K) est I'image Rad-; du T*-radi-

¥

cal S-infinitésimal R .
s %

(ii) Désignons par CT la L -extension abélienne maximale de
K qui est T-ramifiée et S*—décclmposée .
1) Le groupe de Galois Gal (C.? /K ) stidentifie au 4 -groupe des S*-

classes T-infinitésimales CL?_ .

2) Le radical de Kummer Rad(Ci* /K) est I'image Radg* du T-radi-
cal S*-infinitésimal ER-;* .
Démonstration :

(i) Le corps C_?* est , par définition , la { -extension abé -
lienne de K , qui est non ramifiée aux places finies étrangéres a T*,
et complétement décomposée aux places de S , Clest donc la réunion
lorsque n décrit N, des {-extensions abéliennes S-décomposées ma -

ximales de conducteurs respectifs Tn= 1 Poe il I.n « Son

peT [ePI(4)
groupe de Galois Gal (C.?*/K) slidentifie par conséquent a la limite
projective des groupes de classes de rayons :

=) . . S S S S S
Ga|(CT*/K) == l']'qm -B'TJ(-/PT’ n -&-I—*(S) = l'lqm .BT*/PT’ n = ﬁT*/PT*= C{/T‘\t‘o

-140-



1V.s2

Le radical kummérien Rad(C_SI_*/K) est I'ensemble des élé-

ments 4~ K ® x du groupe (™" Z &/Z&) ®5 R, pour lesquels I'ex -
'

k
tension cyclique K [i’/; 1/K est T¥_ramifiée et S—décomposée , Cela
étant , comme T* contient les places au-dessus de £, la condition de
T*_ramification se lit sur les valuations : v _(x) = 0 (mod &k), Tp€ T*,
La condition de S-décomposition exprime que S (x) est une puissance
{k—i‘eme dans }ﬁé ; autrement dit , que x est le produit d'une puis -
sance &k-iéme de R et dlun S-infinitésimal x, € Rg o Dol le résul-
tat annoncé , o

(ii) Le corps CT est , par définition , la {-extension abé-
lienne maximale de K , qui est non ramifiée aux places finies étran -
géres 3 4, et complétement décomposée aux places de S*, En particu-
lier , elle est de degré fini sur K, La théorie du corps de classes i-

¥*
dentifie donc directement son groupe de Galois GaI(C.SI_ /K) au #-

s*, s* s*
groupe de classes de rayons : B /PT .B'T(S*) = 5T /PT =C17 .

Enfin , le radical kummeérien Rad(C_? /K) se calcule comme
plus haut , Cependant , la condition sur les valuations VY (x) =0
(mod ,f,k) , ¥ p €T ne caractérise pas les extensions K [f/; 1/K qui sont
T-ramifiées : elle nlexclut pas la ramification au-dessus de { , Ce fait
est sans importance dans ce cas , puisque lacondition de s*_décompo -
sition impose aux places au-dessus de { de se décomposer compléte -

ment

Remarque : M&me en I'absence de toute hypothése sur les places au -
dessus de £ , le groupe de Galois Gal (C?/K) de la 4 -extension abé-
lienne T-ramifiée S-décomposée maximale slidentifie toujours au 4 -
groupe C—L.Sr des S-classes T-infinitésimales , En revanche , sltii
existe des places au-dessus de £ qui ne sont représentées ni dans S

ni dans T , le groupe R -; peut contenir strictement le radical

Rad(C2/K) .

THéORI::ME 1l,2,22,- Etant donnés deux ensembles finis disjoints S et

T de places non complexes du corps K , il existe une suite exacte ca-

nonique de Z -modules :
L s s
T T 1

mC{zi_’] .
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. S _ -m S .
Dans celle-ci , &I = (¢ Z{,/Z»ﬁ) ®Z& 63 est le tensorisé du

groupe des S-unités T-infinitésimales du corps K ; ERS

T
m CL_? est le sous-groupe de LM-torsion du £ -

est le S-ra-
dical T-infinitésimal; 2
groupe des S-classes T-infinitésimales de K ; et &m est llordre du 4 -

Sylow  du groupe des racines de Itunité de K ,

Démonstration : La suite exacte s'obtient tout simplement en associant
a I'élément {,—m ® x de ERS la classe cl S(a) dans le groupe C{S du di-
T T L™ T

viseur o défini par la décomposition (x) = o~ . b du diviseur principal

(x) comme produit d'une puissance 4™ -iéme etd'un diviseur b € ﬁT(S) .

Comme x est est défini a la puissance LM _ieme prés dlun T-infinitési -
. - X S

mal , nous obtenons ainsi un épimorphisme du groupe Ry sur le sous~

groupe de Lm—tor'sion de C&$ , dont le noyau est formé des classes de

E)?-Sr qui sont représentées par des S-unités T-infinitésimales ,

Compte-tenu des interprétations arithmétiques données par le
théoréme 21 , le théoréme 22 établit une double dualité entre la £-ex -
tension abélienne maximale C.Sr qui est T¥-ramifiée et S-décomposée ,

et celle C; qui est S-ramifiée et T%—décomposée .

3.- LA SUITE EXACTE DES CLASSES AMBIGES DANS UNE EXTENSION

GALOISIENNE ,

a.- L.'Thomomorphisme dl'extension pour les groupes & .

Etant donnée une extension quelconque de corps de nombres
L/K , I'homomorphisme dL/K d'extension des diviseurs induit , par
passage au quotient , une apglication naturelle du £ -groupe des classes
infinitésimales @(K) du corps Kdans celui @(L) de L : Clest Ithomo -
morphisme dlextension j= 'jl_/K , qui correspond au transfert dans
I'interprétation , par la théorie du corps de classes , des groupes & .,
Lorsque L est une extension galoisienne de K , de groupe de Galois G,
il est naturel de gompar‘er‘ le groupe étendu jL/K(d(K )) au sous -
groupe ambige @ (L) de (L) . Nous avons besoin pour cela d'un

lemme de cohomologie :
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LEMME 11, 2,23.- Soient L/K une extension galoisienne de corps de

nombres , et G son groupe de Galois ,

(i) Le groupe de cohomologie H (G B, (L)) est nul,

(ii) L.e groupe de cohomologue H (G R (l_)) est nul ,

(iii) L.e quotient P (L) /d]_/K( P(K)) stidentifie au groupe de
cohomologie H (G 8 (l_))

(iv) Le groupe H ( (L)) est isomorphe au noyau
Ker-[Hz(G, g (L)) —> H2(G, R ( |_))] .

Démonstration : Elle estentous points analogue a celle dulemme [il, 1.4,
(i) n'est rien d'autre que le théoréme 90 de Hilbert pour les
diviseurs généralisés ,
(ii) s'obtient en écrivant la suite exacte de cohomologie as -
sociée A la suite courte

| —> g (L) — R(L) — KAL) — 1

4

qui définit le sous-groupe infinitésimal ( cf, définition 1 ) . Dans la
suite obtenue
= & (K) — R(K) — ¥} (K) —= H'(G, & (L) — H(G,R(L)
le terme de droite H](G R(L)) est nul en vertu du théoreéme 90 de
Hilbert , et I'appllcatlon R(K) — Xy X(K) est surjective ; ce qui donne
le résultat attendu : (G R (I_)) =1,

(iii) & (iv) proviennent de la suite exacte de cohomologie asso-
ciée 3 la suite courte qui définit R
] —— é'w(l_) —_— Roo(l_) — (Poo(l_) —— 1 { cf, proposition8) .,
Il vient, en effet
1-8 (K)=R (K)-p_ C(L)-H(G, 8 (L-HG,p (I_))-»H(G X (L))—-H (G, ¢ (L)

~H2(G, 8 (|_))

et le groupe HI(G, S%m(L.)) est nul, en vertu de I'assertion (ii) ,

THEOREME 11, 2, 24. - Dans une extension galoisienne finie L/K de

corps de nombres , de groupe de Galois G , le sous-groupe ambige
d(L_)G du 4 -groupe des classes infinitésimales du corps L est donné
par la suite exacte de modules finis ( ol jL/K est |'homomorphisme

de @(K) dans &(L) induit par I'extension d L/K des diviseurs ) :
128 L)G/a (K)-Ker dL/K—»Ker JL/K—»H(G 8 (L)~ .zs~(|_)G/az|_/K 5 (K)
-~ (L) /J,_/K(a K))—»H(G,Pm(l_))—*l .
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Démonstration : Partons de la suite exacte courte qui définit le groupe
alL) :

1—>p (L) — 5 (L) —alL) — 1,
L.a suite exacte de cohomologie associée :
1 — p (L)® — 5 (L)° — a(L)® — Hl(G, p_(L) — H'(G,4 (L))
slarréte en vertu du lemme 23 (i) . L'homomorphisme dlextension donne

lieu par conséquent au diagramme commutatif :

] —> Pm(K) — ﬁo(K) —_— 7(K) —> 1

|

1 — ¢ (L)° — 5 (L)® — q(L)® —=H'(G, p (L) — 1

d

Lin Yo

qui conduit , via le lemme du serpent , & la suite exacte annoncée ,
Seul reste donc & vérifier que tous les termes de |la suite exacte obte-
nue sont finis , Or , les termes Ker dL/K et ﬁO(L)G/.&O(K) sont bien
connus : Le premier mesure la complexification & I'infini ; le second la ra -
mification aux places(finies) étrangéres a 4 ( cf, scolie ll1,1,6 ) , En-
fin , les deux groupes de cohomologie HI(G, Gm(L_)) et H](G, p_(L) =
Ker [H2(G, g (L)) —> HZ(
G , sont I'un et llautre finis puisque le groupe de défaut é'm(l_) est un

G, (L)) ], qui sont annulés par |'exposant de

Z &—module de type fini ,

COROLLAIRE 11, 2,25, - Formule des classes ambiges infinitésimales -

Etant donnée une extension galoisienne finie de corps de nombres L/K ,
IThomomorphisme dlextension des diviseurs induit un pseudo-isomor -
phisme j /¢ du £- groupe des classes infinitésimales «(K) dans le

sous-groupe ambige d(l_) de (L) . Noyau et Conoyau de ce pseudo-

isomorphisme sont liés par |lidentité :

' ] I} ep(I_/K) | 1( (w
Coker j 2 H (G, p (L
L/ ! _ P — = | (cgw(l_)G: g (K)) .
| Ker 5 /x| T’I d (L/K) |HY(G, s (L)) | o
p [}

En particulier , lorsque Ilextension L/K est absolument 4-ramifiée
(ie€e non ramifiée aux places finies etrangeces & € , et non complexifiée aux places réelles ) , 1l
vient exactement :

Ker J_/k ~H'(G, (L)) &

| Coker I = Hi(G, P (L)) = Ker (H2(G, ¢_(L)) — H3(G, R (L) 1.
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COROLLAIRE I1,2,26.- Supposons réunies les deux conditions sui -

vantes :
(i) L'extension L/K est absolument £-ramifiée ,
(ii) Le corps L vérifie la conjecture de Leopoldt ,

Alors IThomomorphisme dlextension jL_/K est un isomorphisme de &(K)
G

sur QL) .

COROLLAIRE 11,2,27.- Plus généralement , supposons réunies les

deux conditions plus faibles suivantes :

(i) L'extension L/K est non complexifice.

(ii) Le défaut de la conjecture de Leopoldt est constant
dans L/K (l.e. r95 dw(l_) =rg, 6°°(K)> .

1 4
Alors |Thomomorphisme d'extension envoie injectivement @(K)
G (*) L/K
dans &(L) .
Démonstration : Il s'lagit de vérifier que , sous la condition (ii) ,

le groupe de cohomologie H](G, 6°o(l_)) est nul , Or I'hypothése faite
entrathe que é'oo(K) est d'indice fini dans é'm(l_) . Et comme le groupe
8 (L) est sans ZL—tor‘sion , cela ne peut avoir lieu qu'avec I['égalité

8 (K) = 8 (L) , En effet, Itidentité ¢* € g (K) , pourun & de §_(K)
m o1 ®

implique e{’ (O_])=1,VGEG, donc ¢ =1, Vo €G , clest-a-

dire finalement ¢ € 8§ (K) , comme attendu ,

b.- Application au sous-groupe de torsion ¢ .

La capitulation Ker jl_/K étant finie d'aprés le théoréme 2 |
elle ne concerne que les éléments de torsion du groupe @(K) ., Comme
Ithomomorphisme dlextension envoie naturetiement le sous-groupe de
torsion G(K) de @(K) dans le sous-groupe ambige "G(L_)G de celui de
a{L) , nous pouvons reprendre , pour le groupe de torsion © la cons-
truction de la section précédente , & partir cette fois de la suite exacte

courte donnée par la proposition 10 :

(*) Ce résultat est dii & Gras ( [Gr s 1 prop.ll.3) . La condition (ii) est
toujours vérifiée en particulier dans une tour cyclotomique , au moins a

partir dlun certain rang (cf, (6i,])
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1 —p (L)— 5 (L) —>%B(L)—1.
Une difficulté , toutefois , se présente : Le groupe de cohomologie
HI(G, .&m(l._)) pouvant ne pas étre trivial, la suite exacte de cohomologie
associée :
G G & G 1 1

1—=p (L) —~ 5 (L) —> B(L)" —=H(G,p (L) —=H(G, 5 (L))
ne slarréte pas , non plus par conséquent que celle déduite , via le
lemme du serpent , du diagramme commutatif donné par I'homomorphisme

dlextension :
1-6,(1)%/8 (K)-Ker d|_s ~Ker j_ s ~H'(G,6 (LI-2(L) /dI_/K H(K)) -

-%(L) /jL/K(G(K)FH (G,p (L)~ ...
D'aprés le lemme 23 (iv) , cependant , le groupe de cohomo -
logie H'(G, Pm(L_)) slinjecte dans celui HZ(G, 5°o(l_)) , qui est, a priori ,
mieux connu : Par exemple , lorsque G est cyclique , HZ(G, é'oo(l_)) est
nul dés que am(K) l'est , clest-a-dire lorsque le corps de base K véri-
fie la conjecture de Leopoldt ,

Il vient donc :

THEOREME II, 2, 28, - Soit L/K une extension galoisienne de corps de
nombres vérifiant la condition HZ(G, g (L) =1, Si jI_/K désigne I'ho -

momorphisme du { -groupe des classes infinitésimales d(K) du corps K

dans celui @(L) de L , induit par |'extension des diviseurs dL/K , le
sous-groupe ambige ‘G(L)G du 4 -groupe de torsion de @(L.) est donné
par la suite exacte :

G . 1 G
126 (L)7/8 (K)-Ker g_pc~Ker j 1 ~H (G, 8 (LI-B(L)7/q (LK) =

—»‘e(L)G/jI_/K(‘G(K)) -1,

COROLLAIRE I1,2,29,- Sous la conjecture de Leopoldt , llordre du
sous-groupe ambige ‘G(L_)G est donné par la formule :
G
(B (L) 5 (K
BLI% | = [B0<) | (AL a s (8K = [B(K) | —2 R

G, G
(.BO(L) .dL/K(%<K))ﬁOgL) )

Démonstration : L'égalité de gauche provient directement du théoréme 28,
sous la condition & (I_) = 1, Cela étant, puisque la capitulation Ker jL. K

est finie , I'intersection 5 (L) N dI_/K 5 (K)) se réduit a dL_/K b (K)) ,
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et le quotient b (L.)G/ dl_/K( .E'm(K)) slécrit encore
(.&m(l_)G

I_/K K))/ dI_/K .3 (K)) ; dlod le résultat annoncé ,
Le numérateur ( B (L) I_/K( b5 (K))) étant bien connu (d'a-
prés le scolie IlI, 1,6, il est égal au prodult I e (L/K) des indices

pfiw F
de ramification des places finies étrangéres & 1) , disons un mot sur
] G G
le dénominateur (.&O(L) L/K .b" (K)) & (L.) ) .

D'aprés Gras (Grg] ,il vient, en eI(et

PROPOSITION 11,2,30,- Etant donné un corps de nombres K , dési-

gnons par log l'unique prolongement fonctionnel du logarithme {-adique
au groupe JSdes diviseurs généralisés , a valeurs dans le quotient

K *//m{.l_og% E , défini sur le sous-groupe principal P par la formule :
I =L.D [ ) [ ] I— E L ]

og (x) g, x (Q£ og, )

L.e groupe .&m des diviseurs quasi-infinitésimaux est le noyau

dans ,&o du logarithme généralisé ,

Démonstnkation: Un diviseur g étant donné , faisons choix d'une puis -
sance a'r’ = (x) , D'aprés |'équation fonctionnelle du logarithme, nous

avons , par définiktion :

log a= [klog a'f’ = [klog(x) = {,_kL_ong.(Gl LogLE) EK,{,//(D.&.Log E

£ 2
Supposons maintenant a étranger a { ., L'égalité log a=0 a lieu si et

seulement si Log& x tombe dans le Q&—espace vectoriel engendré par
L_og% E , clest-3-dire si et seulement si un multiple non nul de Log/t X

tombe dans le sous-module Z  ,Log E = l_ogL 8 . Quitte & grossir k ,

.4 2

nous pouvons donc écrire cette condition L_ogL x =lLog,6 €, pour un ¢

2
de 4, ce qui revient a dire , dlaprés la proposition 2 , que x est le
produit dlune unité et dlun quasi-infinitésimal , Les diviseurs étran -
gers a 4 , de Iogar;ithme log o= 0 sont donc exactement ceux dont une
1

puissance finie o~ = (x) est principale-infinitésimale , ce qui est

précisément la définition des diviseurs quasi-infinitésimaux ,

COROLLAIRE I1,2,31,- Sous les hypothéses du corollaire 29, I'ordre

du sous-groupe ambige © (I_)G est donné par la formule :
G
(5,(L)7 s a4 (8 5 (K)))

(log [.&o L)G] : log [.&0 K)1)

15(LIC ] = |B(K) |
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Remarque 1,- L'ordre du sous-groupe ambige %(L_)G dépend donc nhon
seulement de la ramification proprement dite ( que mesure le groupe
G
ﬁo(l_) /dL/K
viseurs ramlflés . Cependant , la contribution du dénominateur

(.5 (K)) ) , mais encore des propriétés {4 -adiques des di -

log [.&O(L)G 1/ log [.&O(K)] reste bornée indépendamment de la ramifica-
tion : En effet dlune part son {-rang est majoré par la dimension
[L{’: QLJ =[L:@] du m&—espace vectoriel LL = ZL ® L, dlautre
part son exposant divise celui du groupe G , En particulier , llordre
du groupe G(I_)G est donc arbitrairement grand avec le nombre de

places ramifiées dans L/K ,

Remarque 2,- L.'extension aux diviseurs de Ilapplication logarithme

permet de donner une interprétation simple du groupe H] (G, .&m(l_)) .
D'aprés le lemme 23 (i) en effet , la suite exacte de cohomologie asso -
ciée a la suite courte 1 -5 (L.) - b (L) - Iog A ()] - 1 conduit A
Ifisomorphisme : (G .8 L_)) [ log [.B (L)] / log [.B ] 7.

- Extension aux f -groupes de S-classes T-infinitésimales .

I_/K désignant toujours une extension galoisienne de corps de
nombres , supposons donnés deux ensembles finis disjoints SK =S et
TK = T de places non complexes de K , Notons SI_ (respectivement TL_)
I'ensemble des places non complexes de L au-dessus de SK (respecti -
vement T ) et convenons dlécrire C.{,I?(l_) pour C/(,.E[S.t(L.) . Les calculs
de classes ambiges exposés plus hautse généralisent sans difficulté aux
groupes C&? de S-classes T-infinitésimales ,

Enoncons sans démonstration les principaux résultats :

LEMME I1,2,32,- Soient L/K une extension galoisienne de corps de

nombres , G son groupe de Galois , S et T deux ensembles finis dis -
joints de places non complexes de K, aucune place réelle de T ne se
ramifiant dans L/K .

(i) L.e groupe de cohomologie H](G .&S(L)) est nul ,

(ii) Le groupe de cohomologle H(G B?,T(I_)) est nul ,

(iii) Le ]quotlent PT L)G/dL/K [PT(K)] slidentifie au groupe
de cohomologie H (G, 6.]. w)) .

(iv) Le groupe H! (c PT(L_)) est isomorphe au noyau
Ker [H? (G, 62 (L) — H? (G, R (L)) ] .
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1
L.'application dL_/K , obtenue par passage au quotienta partir de dI_/K s
est I'Thomomorphisme dlextension des S-diviseurs , La restriction sur

T assure Ilidentité RT(L)G = &T(K) , dans la démonstration de (ii) .

THEOREME 11,2,33.,- Suite exacte des classes ambiges - Dans une ex-

tension galoisienne finie L/K de corps de nombres , de groupe de
Galois G, le sous-groupe ambige C&?(L)G du ¢ -groupe des S-classes
T-infinitésimales du corps L. est donné par la suite exacte de modules

. .S . S S .

Y ' -
finis ( ol JT,L/K est |'Thomomorphisme de C&T(K) dans C&T(l_) induit

S

' - _ - - - .

par llextension dT, L/K des S-diviseurs étrangers 3 T ) :
S, 16, S S S 1 S S, G ,.S S

1-62(L)7/ 67(K)-Ker g ~Ker jr-H(G, (L= p(L)7/aL [ H(K) ]

_,cﬁu_)e/ji’[cx;f(K)]—»H‘(G,p.?(L))—»l .

COROLLAIRE Il,2,34,- Formule des classes ambiges - Etant donnés

L/K une extension galoisienne de corps de nombres , G son groupe de
Galois , S et T deux ensembles finis disjoints de places non complexes
de K tels qu'aucune place réelle de T ne se ramifie dans L/K , 1'homo-
morphisme dlextension des S-diviseurs dE/K induit un pseudo-isomor -
phisme ji, L/K du 4 -groupe des S-classes infinitésimales Cff;.? (K)
dans le 4 -groupe ambige C&.FF(L)G . Noyau et conoyau de ce pseudo -
isomorphisme sont liés par |'identité :

|Coker 73 | /el pstSET A PR T TR

(63(L)%: 2(K))
S 1 S T T e
| Ker j | I d (L/K) |H (G, (L))
T,L/K o p ds Y T

En particulier , lorsque llextension LL/K est absolument ST -

ramifiée ( i,e, ni complexifiée ,ni ramifiée avx places ( finies } nlappartenant
pas & S ouaT), il vient exactement :

S 1 S
Ker JT L/ ~H (G,aT(L_)) &

Coker j.Sr. L/K —“—HI(G, P?(L)) ~Ker [Hz (G, 6$(L)) — |-|2 (G, RT(I_))].

COROLL AIRE 11,2,35,- Lorsque Ilextension L/K est cyclique , la

formule des classes ambiges prend la forme :

|Coker ji, L/k | ) b¢SBT ep“‘/K) q(‘G, 6?(!.))
S Sicl. <S5 .
| Ker JT /K | ploo;Hp /s dp(L./K) (81(K): cST(K)ﬂ]VL_/K(RT(l_»)
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Et le quotient de Herbrand q (G, é'$ (L)) ne dépend que de S et des pla-

ces de T qui divisent 4 ,

Dans le cas cyclique , en effet i'image du groupe 2 (G, 6 (L)) dans
le groupe de cohomologie H2 (G RT(I_)) slidentifie au quotlent
G —
5T(|_) /[é'-r (L) n Uy (Rp(LN] = é‘T(L) /[é'T (K) N NL/K(&T(L))]
ce qui conduit bien au résultat annoncé , Dans la formule obtenue , le
- S;y. o5
dénominateur ( 6T(K) : 6T(K) n NL./K(

peut se calculer a Ilaide des symboles locaux de reste normique lors -

RT(L))) est un terme local qui

que le groupe ST(K) est connu numériquement , Enfin , le quotient de
Herbrand q (G, 6T(L.)) , qui est inchangé lorsqu'on remplace le groupe
cST(L_) par un sous-groupe dlindice fini, ne dépend donc que de la re-
présentation f -adique de G associée au (D.L—espace vectoriel Q cS?iL).
1l est donc indépendant des places de T qui ne divisent pas {4 . Lorsque
T nhe contient pas de places au-dessus de 4, il est donné par la propo -
sition 1l1l,1.8 , Lorsque T contient les places au-dessus de {4 , il peut
8tre estimé gréice a la conjecture dlindépendance {-adique avancée
dans la section 11,1 . En particulier , il est tout a fait explicite si L

est abélienne sur @,

4, - GENRE INFINITESIMAL D'UNE EXTENSION DE CORPS DE NOMBRES ,

- L'application norme pour les groupes &,

Une extension finie L/K de corps de nombres étant donnée ,
le prolongement de la norme arithmétique ]VL./K aux groupes de divi-
seurs généralisés induit , par passage au quotient , un morphisme na -
turel du 4 -groupe des classes infinitésimales @(L) du corps L sur ce -
lui d(K) du corps K, que nous continuons , par abus , a noter NL/K
( ou encore JJ en llabsence dlambiguité ) , Dans Ilinterprétation des
groupes ¢ donnée par la théorie du corps de classes, |'application ob-
tenue correspond simplement a la restriction des isomorphismes de

Galois , En particulier , nous avons immédiatement :
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THEOREME I1,2,35.- Soient LL/K une 4-extension finie quelconque de

corps de nombres , MK la 4 -extension abélienne maximale £ -ramifiée
de K , et ZK la sous-extension de MK
extensions du corps K , Alors :

(i)  Le quotient @(K)/ ZV'L/K(

Galois Gal(L N MK /K ) de la sous-extension abélienne maximale de L

composée de toutes les Z 2
a(L)) stidentifie au groupe de

qui est f-ramifiée sur K ,
(ii) Le quotient |og(a(|<))/zvl_/K [log(@(L))] stidentifie au
groupe de Galois Gal(L N ZK/K) de la sous-extension maximale de L
qui est contenue dans la composée ZK des Z{/-extensions de K ,
En particulier, si L est abélienne sur K et £ -ramifiée ,

on a I'équivalence :

L cZ (@(L)) c 6(K) .

e

K L/K

Démonstration : Llassertion (i) résulte directement de la théorie du
corps de classes , compte-tenu de I'isomorphisme Z(K) =Gal (MK/K)
donné par le théoréme 12 , L'assertion (ii) s'obtient de m&me , puisque,
dlaprés la proposition 30, la suite exacte courte canonique

1 == G(K) = @(K) — log 7(K) —= 1
permet dlinterpréter Il'image du groupe a(K) par le logarithme générali-
sé comme groupe de Galois de la sous-extension ZK de MK fixée par
&(K) , clest-a-dire comme groupe de Galois de la composée des Z&—
extensions de K , L'équivalence L cZ  « ]VL/K(J(I_)) c B(K), lors-
que L est abélienne et ¢ -ramifiée sur K résulte directement des inter -
prétations précédentes : le groupe ]VL/K(d(L_)) slidentifie au sous-
groupe de Gal (MK/K) qui fixe L ; et le groupe de torsion G(K) a
celui qui fixe ZK o

Si Ilinterprétation des conoyaux d(K)/]VL/K(d(I_)) et
log d(K)/]VL/K( log @(L)) est claire, celle du groupe "G(K)/]VL/K(’G(I_))
souléve des problémes plus délicats : D'apreés les résultats de la sec-
tion 2§ d , le sous-groupe de torsion ® du 4 -groupe des classes infini -
tésimales ¢ se comporte comme le dual du { -groupe des {-classes C4i!,
Le probléme de la surjectivité de la norme pour les groupes ® est ana -
logue & celui de la capitulation pour les groupes c+' ; clest donc une
question difficile , Du point de vue du corps de classes , il correspond

dlailleurs & une capitulation:
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SCOLIE 11,2,36,- Etant donnée une {-extension finie quelconque de

corps de nombres , convenons de dire qu'une { -extension F de K capi-
tule dans L., lorsque i'extension composée FL_ est contenue dans la
composée Z L des Z L—extensmns de L ; et notons FL_/K la plus grande
4 -extension abélienne { -ramifiée de K , qui capitule dans L , Le quo -

tient GK)/ ¥ (®B(L)) stidentifie au groupe de Galois Gal ( Fl_/K /ZK).

L/K

Dans un cas particulier au moins I'indice ( &(K) : NL/K( (L))
peut se calculer facilement : Lorsque les deux groupes @(K) et 7(L) ont
méme rang essentiel , ['application induite par la norme sur le Z %—mo—
dule libre log @(L) est injective, et la suite exacte du serpent associée

au diagramme commutatif

1] — B(L) — (L) == log @(L) — 1

um jhb“ [NQK

1 — &(K) — @(K) =— log @(K) — 1

slécrit :
1-»Nc(|_)—»]v,a(|_)—» 1 -»c(K)/JVL/K(C(L_))—»a(K)/JVL/K(a(L_))—»|og a(K)/NI_/K(d(L))—»I .

1l vient alors :

(@(K) : ]\/'L/K(d(L_)))

G(L) = _al(L) et (B(K):m ,(B(L)))=
r v L/K (tog @(K): B_s,liog (L))

Plus précisément :

PROPOSITION I11,2,36,- Dans une {-extension finie de corps de nom -

bres totalement réels , qui vérifient la conjecture de Leopoldt , noyau
et conoyau de |lapplication induite par la norme arithmétique entre les

groupes & sont donnés par les formules :

(@(K) : ]VI_/K(d(L_)))

(i) (B (K): ¥ (B(L)) =
| L/K (log d(K) : zv,_/K( log @(L)))

(L): S(Na(l_») (8(K): NL_[K(‘SL_)» (d(K):]VL/K(d(I_)))
( u&(K) : ]VL/K('L(L(I_))) (OL(K):NI_/K(OL(I_)))

(U
(i) B = | ca)| L&
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Démonstration : Llassertion (i) est établie ci-dessus , en méme temps
que |1égalité NG(L) = _alL) .

v
Pour établir (ii), partons de la suite exacte courte de la proposition 10:
1= u,/=(8) a—=Cct— 1,

Formant le diagramme commutatif associé a I'application norme NI_/K ,
et appliquant le lemme du serpent , nous obtenons la suite longue :
! — - ! — ! !
N['L(&(L)/s(d (Ly] Nd(t_) e’ (L) 'L(&(K)/s(é' (K) I, /K('L(L(I_))
-a(K)/ I, LK (@(L)-cuUK)/ I /K cuUL)-1,
D'un autre cbté , la suite courte canonique ( exacte sous la

conjecture de Leopoldt ) :

S

1 - & " U, "L(L/s(&)——'-l.

conduit ar Ie méme procédé a la suite longue :
y P

1=y (L)- = UGL)= =y Uy (L)/s(8 (LI (K)/ B (8 )= UKV B p (3, (L)
U, (K)/s(6 (KD 1 sl ULh=1
Rassemblant ces résultats , nous obtenons :
| S | = | aw) | =

(@K): ¥, L /K (@M

WICulL): s 8IS 4 8D
'NOL ]N 1 ”ﬁ L/K (CK): /K ULy (K):]VI_/K['M&L.)])

Dans la formule obtenue , I'indice (@(K): I_/K (a(L)) est
égal au degré [L ﬂM : K] de la sous-extension abélienne maximale
L -ramifiée de L/K ; I'mdlce (CaK) : I_/K (C(L))) est le degré
(L NCy« K] de la sous-extension abélienne maximale non ramifiée
de I_/K ; et Ilindice ('z,( (K) : I_/K ’L(&(L))) est le produit des indices
de ramification e L.ab/K ) des extensions abéliennes locales asso-
ciées aux places au-dessus de 4 (*)

Naturellement , clest I'hypothese L totalement réel qui assure
I'égalité des rangs essentiels rg,ess, @(L.) = rg.ess, @(K) =1 , sous
la conjecture de Leopoldt , et donc la finitude du noyau de la norme
]V.d(l_) . Dans le cas général , |'étude du groupe Nd(L) releve de la

théorie des genres ,

(*) Lorsque ltextension L/K est abélienne on retrouve ainsi laformule

donnée par Gras dans ce cas ( cf, (6r,1).
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b.- S-genre T-infinitésimal d'une extension de corps de nombres ,

Les formules normiques de la théorie des genres s'exprimant
de fagon sensiblement plus simple en termes de classes dl'idéles plutdt
que de rayons , commengons par donner une interprétation idélique du
{4 -groupe C,f,_? des S-classes T- lnfml“té5|males .

Désignons par gZ= Jlim llm J/J le L ~groupe des ideles d'un

p

corps de nombres, i,e,le produit des complétés profinis }{;= lim K;:/KXL
n

attachés aux places non complexes de ce corps , restreint aux familles
(x ) dont presque tous les éléments sont des unités ( D'aprés les ré -
n

sultats de la section 2§ a , le groupe 'L(p = lim U /u*’ des unités de

" prop
¥ X stidentifie au groupe u'=(1+ p) des unités principales du corps
local K, lorsque p est au-dessusde 4 ; au £-Sylow |4 du groupe
des racines de I'unité dans K _, sinon ), Ll'injection diagonale du

groupe multiplicatif K* dans le groupe des ideles J se prolonge canoni-
&—morphisme injectif s du tensorisé R = Z,@ ®5 KX
dans le groupe g2 : En effet , la condition s(x) =1, pour un x de R ,

permet dlécrire x = X zr{’ pour chaque naturel n, avec z_ dans R

quement en un Z

et x dans K% , puissance 2"-igme locale partout , donc ( cf, [AT],
IX§ 1, th,1) puissance &n_l—iéme dtun élément global Y, ( en fait ,
puissance ,{;n—iéme , sauf dans le cas spécial , pour £=2) ; ce qui

donne immédiatement x € [ Rt = {1} + Nous n'hésitons donc pas a
n =1

confondre R avec son image naturelle dans 2 ,

DEFINITION I1,2,37.- Par 4-groupe des classes d'idéles d'un corps N

5
de hombres K , nous entendons le quotient 9/R du complété g= lim J/\J'b
n

du groupe des idéles de K par le tensorisé 4-adique R = Z{ ®Z KX de
son groupe multiplicatif ,
Si S et T sont deux ensembles finis disjoints de places non

complexes de K , nous notons gT(S)= I T ¥% 1e 4-
p¢suT P pes 7

groupe des S-idéles étrangers a T , et R? I'image canonique de R dans

le quotient ;.? =g/ QT(S) .
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PROPOSITION 11,2,38, - L.e quotient ;i /R_SI_’ slidentifie au 4 -groupe

C&? = .B.SI_/P$ des S -~classes T-infinitésimales du corps K ,

Démonstration : Le théoréme dlapproximation simultanée montre que

chaque classe de g/s% peut &tre représentée par un idéle étranger a T,

qui est défini modulo }T(S) R o En associant 3 cet idéle x la classe

cl.Sl.(a) du diviseur o= ][ p’% , hous définissons par passage au quo -
p

X . . X s, S S, S

tient , un isomorphisme natureldu quotient yT/ﬁT sur le groupe .&T/PT

des S-classes T-infinitésimales du corps K ,
Cela posé , considérons une extension finie quelconque de
corps de nombres L /K , La définition 1l11,2,1 se généralise comme

suit ¢

DEFINITION Il,2,39,- Etant donnés deux ensembles finis disjoints S

et T de places non complexes dlun corps K, le £-corps des S -genres
T-infinitésimaux associé & une extension finie quelconque L de K, est
la plus grande 4 -extension E.SI_, L/K S-décomposée et T-ramifiée sur L,
qui provient par composition avec L d'une {-extension abélienne de K ,
Le sous-groupe EL_SF(I_/K) de O{,?(L) associé a Ei’ L/K
du corps de classes est le S-genre principal T-infinitésimal , Le quo -

tient Q_?(L_/K) =~ Gal (Ei L/K /L ) est le quotient des genres ,
H

par la théorie

THEOREME 11,2,40, - Formule des genres - Soient M la {-extension

. . =S
abélienne maximale de K , contenue dans le 4 -corps CT,L/K des S-

genres T-infinitésimaux de I'extension L/K, etK'= C? K la 4-exten -
)

sion abélienne maximale de K , qui est S-décomposée et T-ramifiée ,

Le degré de |'extension M/K' est donné par la formule :
I aPu/K). i 2P (L/K)

pes P vdSUT P

(62(K): 62 (K) N n'Lf/CK)

M:K'] =

Dans celle-ci , eab(L/K) est la £ -partie de I'indice de ramification de

la sous-extension maximale l_ab , abélienne sur K, du corps L p=
; et dab(l_/K) est la f-partie du degré de cette extension ;

ﬂ I— )
Ty ? P
6$(K) est le groupe des S-unités T-infinitésimales SS(K) NR(K) du
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corps K ; et 9 est le sous—groupe des éléments de R(K) qui sont
! L/K

hormes dans chacune des extensions galoisiennes locales L /K _as -

p
sociées & L/K ,
Démonstration : La situation peut &tre décrite par le schéma ( ol
sont représentés les corps et les groupes de Galois ) :
s
w e )
L LK' T G- — LY
ce3 ()

LM M

Ecrivons L' pour C? L Le corps M étant la plus grande {-extension
]

abélienne de K contenue dans L.', la théorie du corps de classes nous
donne immédiatement :
Gal (M/K ) = ;zK/va_,/K( ) Ry = ;K/NL/KENL./L( FL IR

' A = -
D'un autre cbté , nous avons NL_'/L_( ;I_') Ry ;T’L(S) R, , par dé
finition du corps L.' , et , par suite:

Gal (M/K) =~ ;K/JVL/K( ;T,L(S)) Ric o

Il vient donc :

M:K']= (gT’K(s) R NI_/K[?T,L_(S” Ry )

(,gT «(S): NL/K[;T’L(S)])
(S): R, NU

(R (s)])

k 171 K Lkl L

ie€4 ¢

T (kXK): (kX)) Yy (K): H]V (g (L)
pes< ‘le B/K ? >D¢SUT< p/Ky P )
(aT( K): & T(K) mzl_/K)

M:K']=

ce qui est bien le résultat annoncé ,
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COROLLAIRE I1,2.,41,- Soient I_/K une extension finie quelconque de

corps de nombres , M la ¢ -extension abélienne maximale de K telle que
llextension composée LM /L soit absolument 4-ramifiée , et K' la 12-
extension abélienne , absolument f-ramifiée , maximale de K , Le de-

gré de l'extension M/K' est donné par la formule :
T d2°(L/K). T e

ord . qord loc
(8, (K g " (K)Nn s )

M:K'] =

ord

oli & (K) est le groupe des unités ( au sens ordinaire ) infinitési -

males du corps K ,
1l est donc égal au produit des indices de ramification eib(L/K) ,

pour p ne divisant pas 4, dés que le corps K vérifie la conjecture de

L.eopoldt ,

Démonstration : Il suffit de prendre S =Pl(«) et T=PI(L2) , dans le
théoréme , Sous la conjecture de Leopoldt , le résultat obtenu corres -
pond & un déploiement de la ramification sur lequel nous allons reve -

nir .

Application au symbole de reste normique généralisé ,

Dans la section 111,2§ 2, nous avons défini le symbole de
reste normique généralisé <—‘TL‘-&> attaché a une place non complexe p

d'un corps de nombres K , dans une extension finie quelconque L de K,
comme composé de llinjection naturelle du groupe multiplicatif de K
dans celui de son complété K _, et de Ilisomorphisme de réciprocité
(, Lab/K ) attaché a la sous-extension abélienne maximale I_ab/Kp

(*)

de I'extension galoisienne locale ( N L ‘b)/K (cf,définition 111,2,5) .
Ply

Ce symbole prend donc ses valeurs dans le groupe de décomposition
abélianisé Dab(L_/K) = Gal (I_ab/K ), défini comme groupe de Galois
de I'extension abélienne locale l_ab/K « Cela étant, comme tout groupe
abélien est composé direct de sesp soﬁs—groupes de Sylow , nous pou -
vons définir un 4 -symbole de reste normique généralisé en composant
le précédent avec la projection canonique du groupe D;b(I_/K) sur son

£ -Sylow , Plus précisément :

(*) La définition du symbole de reste normique dans le cas abélien est

due a Hasse [Ha 1] »
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DEFINITION I1,2.42, - Etant données une extension finie quelconque de

corps de nombres L/K , et une place non complexe p de K, nous ap -

pelons 4-symbole de reste normique généralisé associé a la place p
dans I'extension L/K , et nous continuons par abus & noter (—'—-;—'Z-}S-> ,

la sur‘Jectlon naturelle du tensorisé R =Z & KX dans le groupe de
Galois D (I_/K) Gal L_E;b/K p) de Ia { -sous-— extension abélienne ma-

ximale de Ilextension galoisienne locale ( N L ,)/K

Cette définition slétend sans difficulté au cas ol I'extension
LL/K est infinie : En effet , comme la restriction du symbole de Hasse

A une sous-extension est le symbole de Hasse pris dans cette sous -

extension , le symbole <—-‘-—-'¥=)-&> peut se définir comme limite pro -

jective des symboles (—'——FPA<—> lorsque F parcourt les sous-ex-

tensions finies de L/K , Cela posé , nous avons :

THEOREME 11,2,43, - Suite exacte des genres - Soient S et T deux

ensembles finis disjoints de places non complexes d'un corps de nom-
bres K, et L. une extension finie quelconque de K , Si K' désigne la

4 -extension abélienne maximale de K qui est S~décomposée et T-rami-
fiée , L' la 4 -extension abélienne maximale de L qui est S-décomposée

et T-ramifiée , et M la sous-extension maximale de L' qui est une 4-

extension abélienne de K, il existe une suite exacte courte canonique:
1= 62(K)/(82(K)n 7 ° )h< S Dab(l_/K>o( (L_/K> TGalM/K')~1.
T L/ pes P o d squ

' /ie -
Dans celle-ci , h est la composée des symboles généralisés (—'—;-"-Llﬁ>,

3 valeurs dans la somme directe @D (L'/K) des groupes de décomposi -
p

tion abélianisés associés a L'/K , et T est la projection canonique

(Gp)p-—-*ﬂ le

Démonstration : L'extension L'/L étant S-décomposée et T-ramifiée ,
les extensions L/K et L'/K ont mémes groupes de décomposition abé -

lianisés Dab aux places de S, et mémes groupes d'inertie abélianisés
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lab aux places finies étrangéres &4 T , Le terme médian de la suite

slécrit donc tout aussi bien :

e DPPu/ilel e 13K,
185 Vel o % m]

Cela étant :

(i) Lr'application h est injective : Les S-unités T-infinitési-
males sont en effet normes locales en-dehors de S et des places rami-
fiées qui ne sont pas contenues dans T , La condition nle) = 1 caracté-
rise donc celles qui sont normes locales partout dans |'extension L/K

(ii) Ltlapplication composée To h est nulle , d'aprés la for -
mule du produit pour le symbole de Hasse appliquée & |'extension abé-
lienne M/K

(iii) L'application 1 est surjective, par maximalité du corps
K' sous les deux conditions de S-décomposition et de T-ramification ,

L'exactitude de la suite résulte donc de la formule des

genres donnée par le théoréme 40,

COROLLAIRE 1l,2,44.- Réciproque de la formule du produit - Etant

donnés un ensemble fini T de places non complexes d'un corps de nom -
bres K , et L une extension finie de K , les éléments (o ) de la

somme directe @D?ob (L/K) des 4-groupes de décomposition abéliani -
p

sés associés aux places non complexes de K dans L/K , qui vérifient

la formule du produit [] o ( prise dans la {-sous-extension abé -

. p|eb

lienne maximale de L/K ) , et les conditions ¢ _=1, pour p €T ,sont

p
les images par les f-symboles de reste normique généralisés <—'——Z—|; K>

des éléments T-~infinitésimaux , Autrement dit il existe une suite

exacte courte canonique :

loc b

a
] — RT(K)/&T(K) nnL/K —_— c;)Dp

—G (LK) — 1 .

Démonstration : Une famille { g_) _étant donnée , choisissons S assez
grand , étranger & T , contenant les places p pour qui o _ estnonnul ,
et tel qu'on ait L'=L et K!' =K , avec les notations du théoréme .
La suite exacte des genres nous donne alors une S-unité T-infinitési -

male ¢ qui vérifie les conditions requises :
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COROLLAIRE 11,2,45,~- Déploiement de la ramification - Soient L/K

une {-extension abélienne de corps de nombres , M la 4 -extension abé-
lienne maximale de K qui estabsolument £ -ramifiée sur L , et K' celle
qui est absolument 4 -ramifiée sur K , Si le corps K vérifie la conjec -
ture de Leopoldt , le groupe de Galois Gal (M/K1) stidentifie & la somme

directe des { -sous-groupes dlinertie des places de K étrangéres a 4 :

Gal(M/K") =[ ® D (L/K)]e[® lp(L/K)]
ple P ot

Nous disons que la ramification estdéployée dans le corps des

genres infinitésimaux M/K ,

Démonstration : Il suffit dlappliquer le théorgme &3 avec S = Pl () et
T=PI(2) .

Remarque. - Le corollaite vaut encore,si L/K n'est pas une {-extension,
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CHAPRPITRE 11

LA FORMULE DES CLASSES AMBIGES ET SES GENERALISATIONS

ELEMENTS DE THEORIE DES GENRES
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LA FORMULE DES CLASSES AMBIGES ET SES GENERALISATIONS

Les calculs de classes invariantes remontent aux débuts mémes
de la théorie du corps de classes , et plus précisément aux travaux es -
sentiels de Takagi sur cette question ( cf., par exemple [Tk]) .
Toutefois , ils n'y apparaissent dtabord que comme une étape technique
dans la démonstration des inégalités fondamentales de la théorie, Aussi ,
n'est-ce que dans la thése de Chevalley , parue en 1933 , que furent
présentées pour la premiére fois I'ensemble des suites exactes qui
conduisent a4 la formule des classes ambiges que nous connaissons au -
jourdthui ( cf, [Ch], p. 402-405) , I'utilisation du tout récent théo -
réme de Herbrand sur les unités ( cf, [He]] ) ayant permis de passer
du cas cyclique d'ordre premier au cas cyclique général , En fait, les
idées essentielles de ce calcul se trouvaient déja dans le Zahlbericht
de Hilbert , qui les met en oeuvre dans la démonstration de son théo -
réme 94 sur lequel nous reviendrons plus loin , Le fait qu'elles aient
été si souvent redécouvertes depuis, jusque dans les périodes les plus
récentes, a l'occasion de différents problémes, tientsans aucun doute a
la qualité des informations sur le comportement des groupes de classes
dtidéaux que la suite exacte des classes ambiges apporte directement ,

En 1956 , lwasawa , dans une courte note sur les unités ( cf.
[lw] 1) donna une interprétation cohomologique de plusieurs morphismes
intervenant dans la démonstration de Chevalley , permettant ainsi d'en
produire une démonstration valable pour toute extension galoisienne
et non plus seulement dans le cas cyclique, Clest ce point de vue que
nous adoptons ici, dans le cadre plus général des groupes de S-clas -

ses de diviseurs ,
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1.- LA FORMULE DE CHEVALLEY POUR LES GROUPES DE S- CLASSES
DE DIVISEURS .

a.- Présentation du groupe des S-classes de diviseurs d'un corps de

nombres ,

A chaque place p d'un corps de nombres est associée canoni -
quement une valuation v _ gqu'on peut définir comme suit :

- Pour une place ultramétrique , correspondant a un idéal
premier p de l'anneau des entiers de K, la p-valuation v (x) d'un é1é -
ment x de K X est I'lexposant de p dans la décompositionpprimair‘e de
I'idéal principal engendré par cet élément, L 'ensemble des valeurs de
la valuation v b est donc le groupe Z ,

- Pour une place archimédienne , il y a lieu de distinguer
deux cas : Si p est réelle, la p-valuation d'un élément x de K Xest dé -
terminée par son signe sg _(x) dans le complété K b =R, i.e, v (x)=0
six>0dans K _, etv_(x)=1si x<0dans K p; I'application v_ prend

alors ses valeurs dans Z /2Z . Si p est complexe, Vp est la valuation

triviale ,

DEFINITION IIl,1.1.~ Par groupe des diviseurs d'un corps de nombres

K , nous entendons le groupe abélien libre DK engendré par les valua -
tions attachées aux places de K , L.e groupe DK s'identifie & la somme
directe du groupe ldIr< des idéaux fractionnaires de K et du produit de r,

copies de Z/22Z , ol r, est le nombre de places réelles de K ,

Cela posé , si lton identifie |le groupe Z /2 Z au groupe multi -
plicatif { -1, +1 } , Happlication de K X dans le groupe des diviseurs
DK , donnée par les valuations , prend la forme :

x b (x) = (x0,, san(x)),
ol X0 est I'idéal principal engendré par x , et sgn (x) la signature de
X, i.€q ler, —-uplet des signes de ses plongements réels , Nous disons
que (x) est le diviseur principal engendré par |'élément x , Comme
il existe dans K % des éléments de toutes signatures (cf, par exemple, fcn]),

chaque classe du quotient OLK = DK/F’K du groupe des diviseurs DK
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par le sous-groupe PK des diviseurs principaux peut &tre représentée
par un idéal , et il existe donc un isomorphisme naturel
+
Cr, =1d /Pr K .
du groupe C&K sur le quotient ldK/Pr K du groupe des idéaux de K par
le sous~groupe formé des idéaux principaux engendré par les éléments

de KX de signature unité , Autrement dit :

PROPOSITION Iil,1.2.- Le quotient C{ = DK/PK du groupe des di -

viseurs du corps K par le sous-groupe des diviseurs principaux est un
groupe fini , appelé groupe des classes de diviseurs , qui s'identifie au
groupe des classes d'idéaux au sens restreint, clest-a-dire au quotient
ldK/Pr‘;: du groupe des idéaux de K par le sous-groupe des idéaux
principaux engendrés par les éléments de K X totalement positifs ( i,e,
de signature unité ) , Son ordre différe donc de celuidu groupe des
classes dl'idéaux au sens ordinaire d'un facteur 2 -primaire, égal a
Ilindice dans {-1, +1 1™ de la signature sgn(E°K'd ) du groupe des

unités au sens ordinaire de K ,

Ce dernier pointrésulte directementdu diagramme commutatif

exact , oll nous avons repéré par un + , le noyau de la signature :

. . X+ +
] — E  — K — Pr — 1
] —> Enl  — KX S Pr > 1
v
n +
1 > sgn(E ) > {-1,+1}% > Pr /Pr — 1
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Convention .- Dans tout ce qui suit , nous appelons groupe des unités

du corps K , et nous notons EK , le groupe

B, = {x ek” | vp(x)=0, VpEPI Y,
clest-a-dire le noyau de la surjection canonique de KX dans PK . Nous
appelons groupe des unités au sens ordinaire , et nous notons E;d le
noyau de la surjection canonique de K X dans PrK . Les unités de K
( au sens des diviseurs ) sont donc les unités au sens ordinaire (i.e,
au sens des idéaux ) qui sont totalement positives ( i,e, de signature

unité ) .

Bien entendu, lorsqu'on slintéresse exclusivementau {4 - Sylow
du groupe des classes, pour un nombre premier 4, la distinction entre
classes d'idéaux ou de diviseurs ( i.e., entre classes au sens ordinaire
ou au sens restreint ) ne se pose que pour £ = 2 , Dans ce cas, il n'est
pas indifférent de raisonner sur I'un ou |'autre groupe dés que la signa-
ture des unités (au sens ordinaire) n'épuise pas le groupe {-1, +1 }r"‘ .
Nous allons voir que le point de vue des classes de diviseurs est pré -

férable car plus fin:

DEFINITION 11i,1.3,- Etant donné un ensemble fini S de places non

complexes de K , nous appelons groupe des S-classes de diviseurs du
corps K, et nous notons C{,i , le quotient Cf,K/OLK(S) du groupe des
classes de diviseurs de K par le sous-groupe de OLK engendré par les
classes des places de K appartenant a S ,

Lorsque l'ensemble S contient les places réelles de K , le
groupe Oti slidentifie au groupe des S°%—classes d'idéaux du corps K ,
iee, au groupe des classes d!'idéaux du localisé en-dehors de s¥* de
I'anneau des entiers de K , ol S est I'ensemble des places finies con -
tenues dans S , En particulier , le groupe O&i slidentifie au groupe
des classes dlidéaux au sens ordinaire lorsque S est exactement lfen -

semble des places réelles de K ,

Du point de vue de la théorie du corps de classes , le groupe
OLK des classes de diviseurs du corps K correspond au groupe de
Galois de Ilextension abélienne maximale de ce corps , qui est non ra -

mifiée aux places finies ( = ultramétriques ) , Son quotient C{,i
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correspond ainsi au groupe de Galois de [lextension abélienne maximale
de K, qui est non ramifiée aux places finies et complétement décompo -
sée aux places de S , En particulier , si S est I'lensemble des places
réelles de K , le groupe Oti ( qui stidentifie alors au groupe des
classes dlidéaux au sens ordinaire ) correspond au groupe de Galois de
['lextension abélienne maximale de K qui est non ramifiée et décomposée
a infini ( i,e, Nnon ramifiée aux places finies et non complexifiée aux

places réelles ) ,

Cela dit, pour étudier les quotients O{,S , il est commodedlin-
troduire les deux groupes :

- le groupe des S-diviseurs DE = DK/DK(S) , quotient
du groupe des diviseurs par le sous-groupe DK(S) engendré par les
places de S ;

- le groupe des S-diviseurs principaux Pi =Py DK(S)/DK(S)
image canonique de PK dans DKS o

Enfin, conformément aux conventions précédentes , nous no -
tons Ei le groupe des S-unités de K :

E§= [x €KX v =0, Tpgs .
Nous obtenons alors les deux suites exactes canoniques ( qui sont le

point de départ de la démonstration de la formule des classes ambiges ) :

(a) | — P Dﬁ-——»or;

A0 X0

A0

(b) 1 — E

b.~- Démonstration de la formule des classes ambiges ,

Une extension finie L/K de corps de nombres étant donnée
le prolongement des valeurs absolues définit un morphisme naturel du
groupe des diviseurs DK vers le groupe Dl_ , qui envoie le sous -
groupe principal PK sur celui P L de Dl_ : Dans la décomposition ca -
nonique D = Id @ {-1,+1 }r; du groupe des diviseurs , la restriction de

cet homomorphisme au groupe Id correspond a l'extension des idéaux :
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clest pourquoi nous ltappelons homomorphisme dlextension , et nous le
notons dI_/K . Contrairement a sa restriction aux idéaux , il n'est pas
injectif d&s lors qu'une au moins des places réelles de K se complexifie
dans L , Si, maintenant, SK est un ensemble fini de places non com -
plexes de K, et SL I'ensemble des places non complexes de L au-des-
sus des précédentes, I'homomorphisme d'extension envoie Di dans DL

S S S S
1ot i
et PK dans Pl_ , dloli , par passage au quotient , CLK dans C{L .

Nous notons JE/K cette derniére application , et Cap E/K son hoyau ,
qui représente donc la S-capitulation dans I'extension I_/K .
Lorsque, de plus, I'extension L/K est galoisienne, de groupe
de Galois G, I'homomorphisme d'extension JE/K envoie le groupe des
S-classes de diviseurs de K dans le sous-groupe ambige O& SG de ce -

lui de L. ; et le probléme se pose d'évaluer Ilindice correspondant
SG, . S
(Cﬂl_ ’JL./K(O{' ))

pitulation , Nous avons besoin pour cela d'un résultat préliminaire

ainsi que l'ordre lCapE/K | de ta S-ca -

LEMME 1I1,1,4.~ Dans une extension galoisienne L/K de corps de

nhombres, on a les isomorphismes, oli G désigne le groupe Gal (L/K) :

(i) PSG/dL/K(PS)=H1(G,EE).
(ii) H (G,PE)=Ker[H2(G,EE)——’H2(G,LX)].

1 S
(iii) H (G,DL) = 1
Démonstration : Partons de la suite exacte (b) appliquée au groupe PI_ ,

et formons la suite exacte de cohomologie correspondante :

Le groupe H](G,LX) étant nul , en vertu du théoréme 90 de Hilbert
généralisé ( cf, [CF], ch. V, § 27 ), nous obtenons les deux premiers

isomorphismes :

se Sy oyl S
/dL/K(P ) =H (G,EL_)
& H (G,PE)=Ker~[H2(G,EE) —»HZ(G,LX)] .

Pour établir le troisiéme, remarquons que si p est une place

non complexe de L et G son groupe de décomposition dans L/K , le
L

groupe de cohomologie HI(Gp , D(,pL) = Hom(Gp , D(p)) est nul en
[8

toutes hypothéses :
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- si P est ultramétrique , le groupe D ( pL ) est isomorphe
2z, etH(G

fini »

, D( P )) est donc trivial , puisque le groupe G est

P P

- si p est réelle , la place p est complétement décom -

posée dans |lextension L/K , et H](G , Dy, ) est encore trivial ,

p
puisque le groupe G [test -
Par le lemme de Shapiro ( cfe [CF], Ch, IV, §4), il vient
1 1 5
donc H (G, 0 (|w9p D( b, )) =H (Gp , D( b )) =1, dés que la place P
[
. K

n'a pas de prolongement complexe dans L ; ce qui achéve la démons-

tration .

Considérons maintenant la suite exacte (a) pour le corps L ,

La suite exacte de cohomologie associée

SG SG SG 1 s 1 s
1— P —=D " —=CL ——>H(G,PL)-—->H(G,DL)

slarr&te , en vertu de I'assertion (iii) du lemme , En la comparant a la
suite exacte (a) écrite pour le corps K
S S S

| —PZ —= D — Otz — 1

K K
3 I'aide des homomorphismes d'extension , nous pouvons donc former le

diagramme commutatif exact :

. R = S
1 'PK > DK——'—* C&K-—* 1
1———9PEG—-——> DEG———v C{;iG——ﬁ H'(G,PE)———» T .

Par le lemme du serpent , et compte-tenu des isomorphismes

donnés par le lemme 4 , nous obtenons la suite exacte annoncée :

THEOREME I1l,1,5,~ ( Suite exacte des classes ambiges ) - Dans une

extension galoisienne L/K de corps de nombres, de groupe de Galois G,

noyau et conoyau de I'homomorphisme d'extension jLS_/K du groupe C{,i

des S-classes de diviseurs de K, dans le sous-groupe ambige C!LEG

de delui de L., sont liés par la suite exacte longue :

SG /- S S .S 1 S S .S
1—-)EL_ /E K—»Ker‘ dL_/K_)Ker *]I_/K H (G, EL)-+Coker dI_/K Coker JL/K

—»HZ(G,EE) ~H2(G, LX) .
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SCOLIE I1l.1.6.- Dans la suite exacte des classes ambiges , le noyau

Ker ds K de llextension des diviseurs mesure la S-complexification
(ioe. Ia complexification dans L/K des places (réelles) n'appartenant
pas & S ) et le conoyau Coker dl_/K la S-ramification (i,e, la rami -
fication dans L/K des places (finies) n'appartenant pas 8 S ) , Plus

précisément , il vient :

| Ker @ II d (L/K) & |[Coker 4 Il ep(l_/K),

pES;ple p ¢S
si , pour chaque place p de K , dp( L/K) désigne le degré de Ilune
et ep(l_/K) son indice de

L/Kl— L/K'_

quelconque des extensions locales L. f‘p/K b’

ramification ,

Démonstration: L'extension des idéaux étant injective , le noyau

de dL./K
réelles n'appartenant pas a S qui se complexifient dans L/K ; d'ob

est formé des seuls diviseurs de K construits sur les places

S

la premiére formule, Pour établir la seconde, associons a chaque pla-

ce p de K, qui n'appartient pas & S, et dont les prolongements a L

sont non complexes , le produit ".]31_ = II p, des places de L qui
po | pw
sont au-dessus , L.e groupe étendu dL/K(DK) est engendré par les
ep (L/K)
. X SG
diviseurs de la forme ‘DL , et le groupe ambige DI._ par les
P s dloll la seconde formule ,

COROL L AIRE IIl.1.7.~- Soient LL/K une extension galoisienne de corps

de nombres , de groupe G , et S un ensemble fini de places ,
(i) Si L/K est S-ramifiée (i.e, non ramifiée en-dehors de
S ), le noyau de ItThomomorphisme jf_/K , du groupe C{,SK des S-clas~

ses de diviseurs de K dans le sous-groupe ambige OtSG de celuide L,

contlent I;gr‘oupe H (G EE ) ; et son conoyau est un sous-groupe de
H2 (G, E[)

(ii) En particulier si L/K est simultanément S-ramifiée et
S-complexifiée (i,e., non ramifié aux places finies en-dehors de S, et
non complexifiée aux places réelles en-dehors de S ), le groupe
H (G, ES) mesure exactement Ia S-capitulation :

S 1 S
Cap |/ = Ker JL/K ~H (G, E ).
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Ce dernier résultat est |'lune des informations les plus fortes
que nous possédions sur la S-capitulation , Cela dit, le groupe de co -
homologie H] (G, EE) est , en général , trés mal connu , Clest , par
exemple un probléme ouvert que de décider si son ordre est au moins
égal au degré de llextension L/K lorsque celle-ciest non ramifiée
partout et complétement décomposée aux places de S comme aux places
réelles , Dans le cas cyclique , la réponse est affirmative, ce qui gé -
néralise le théoréme 94 de Hilbert ( cf, proposition 10, ci-dessous ) ,
A llopposé , si L est llextension abélienne maximale de K qui est non
ramifiée et S-décomposée , une généralisation facile du théoréme
d'Artin-Flirtwangler (cf, [Ful ) permet dlaffirmer que les S-classes de
diviseurs de K capitulent dans L ; autrement dit que l'on a alors exacte-

ment :
|H'(G, EE)|= ]CapE/Kf = |or;§|= [L:K].

Analyse de la formule dans le cas cyclique .,

Supposons maintenant que L/K soit une extension cyclique ;
LK ] i
Z[ ]gl

i=1

notons g un générateur de son groupe de Galois G , et I =

ltopérateur norme , Dans ce cas , le groupe de cohomologie H2 (G, LX)
n'est autre que le quotient KX/ mX) , et la suite exacte des S-clas -
ses ambiges prend la forme :

SG S S .S 1 S S S
1-E” /EK-eKer* dL/K—'KeP‘]L/K H' (G, E | )~Coker 4k Coker " 7

SG
L

Dans celle-ci , nous pouvons encore remplacer EEG nmiL*) par

a2 S, SG Xy
H(G,EL) E /EL nriLt)-1.

Ei NN(LX) . En effet, si le groupe Ei des S-unités de K eSs':;,
en général , contenu strictement dans le sous-groupe invariant El_

de Eﬁ ( tout simplement parce que la condition de positivité aux pla-
ces réelles non contenues dans S, quiestrequise dans K , n'existe pas
dans L s'il y a complexification ) , cette distinction n'intervient pas
lorsqu'on travaille sur des normes : Si p est une place réelle de K qui
se complexifie dans L , I'identité ]Vq:/R((DX) = R_:_( montre que les nor-
mes locales en p ( et donc, a fortiori, en normes globales ) sont posi -

tives dans K b . Il vient donc :
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SG .S S SG, S 2 S
jctl |= |Coker 7 /i | ) |Coker d|” /| (ET :EL)  |HYUG,E])]
S .S S SG,_.S X 1 S
[ [Ker J¢ /x| [Kerdy pe | (ELT:E NN ) HYG,E])|
Dans cette formule, les ordres du noyau et du conoyau de l'application

dE/K sont donnés par la proposition 6 , et Il'indice normique
(Ei : Ei n v(LX) peut se calculer & i'aide des symboles de Hasse ,

comme expliqué plus loin dans la section 2 , Venons en donc au quotient

de Herbrand :

_ H(6,ED) |

S
L)

q(G,E 3 = .
IH(G,E) |

Nous savons qu'il est multiplicatif , ce qui permet de le calculer par
dévissage , Formons pour cela la suite exacte canonique ( ol PL_(S)

est le groupe des diviseurs principaux de L engendrés par les S-unités):
S

1 — E —_ E —_— P (S) — ]

L L. L ¢
Nous obtenons immédiatement :
S
g(G,EL)=q(G,EL).q(G, PI_ "
puisque E est dlindice fini dans E

L L
ordinaire) et PL_(S) dans DL_(S) . Et comme ¢ (G, Etd ) est connu depuis

() = ¢(G,E™ ). ¢g(G, D (&) ,

( le groupe des unités au sens

Herbrand pour &tre égal au quotient ( I1d p( L/K ))/ [L:K] de la
ple
complexification par le degré de |'extension ( résultat qui est le coeur

LN

m&me de la démonstration de Chevalley ) , seul reste a évaluer le se -

cond facteur g(G,DL(S)) . Nous avons :

PROPOSITION Il1l,1.8.- Dansune extension cyclique de corps de nom-

bres L/K , de groupe de Galois G, le quotientde Herbrand g (G, DI_(S))
du groupe des diviseurs construits sur les places de S est le produit
des degrés locaux d p(L/K) = [L f[S/K p] attachés aux places non réelles
de S :

q(G,D, (S)) = Il d (L/K) = LK. ]
- pES; plo P pES spfe T P

En particulier, le quotient de Herbrand du groupe des S-uni -

tés est donné par la formule :

1l d (L/K) IId (L/K)
E)=pes;pkw P plo P

[L:K]

q(G,E
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Démonstration : Nous avons H](G, DL(S)) =1, dlaprés le lemme 4 ; et,

),

avec les notations de la proposition 6 :
2 G 7 dp (L/K)Z
(6,0, (S)) = (D, (5)®: WD _(S)) = T (pZ:m,

PES ; pf=

H

comme attendu ,

Récapitulant ce qui précéde, nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 111,1.9.- (Formule des S-classes ambiges) - Dans une ex -

tension cyclique L/K de corps de nombres , de groupe de Galois G , le
nombre de S-classes ambiges de diviseurs est donné par la formule :

M d (L/K) T ep(I_/K)

p
%= o] bl_E-SK] (ES égs m(LX)
[ . K . K n
ol Eﬁ est le groupe des S-unités du corps K ; d (L/K) e degré
de l'extension locale L _/K _associée & la place p, ete (L/K) Ilin-

dice de ramification de cette extension (avec la convention e p(L/K) =1,

lorsque p est archimédienne ) ,

Remarque,- Sur la formule obtenue , il est loin d'étre évident que
la quantité |CL§G soitune fonction décroissante de S , De fait, nous
avons |OC§G | = ]G O&E | , puisque G est cyclique, et, si S! contient
'
S, le groupe G C&i est canoniquement un quotient de G OLE .
Applications .- (i) Prenons S vide , la formule des classes ambiges
slécrit alors :
IIe p(L/K)
G, _ b
|Ct | = 1t |

. . X
[L:KI(E :ENH(L ))

Elle exprime le nombre de classes ambiges de diviseurs (i.e., le Nnom -
bre de classes ambiges d'idéaux au sens restreint) de L en fonction du
nombre de classes de diviseurs de K , de la ramification ( aux places
finies ) dans L/K , du degré de |'extension , et de I'indice normique
associé aux unités ( au sens des diviseurs ) , Clest la formule donnée

par Gras lorsque [L : K] est premier ( cf, [Gr‘]] ) .
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(ii) Prenons pour S llensemble des places réelles de K ; la

formule stécrit

e (L/K). 1T d (L/K)
ord |_ ord‘ p p p[oo p

. ord otd X
[L:KI(E, :E NH(L )

Elle exprime le nombre de classes ambiges d'idéaux ( au sens ordi -
naire ) de L , en fonction du nombre de classes d'idéaux de K, de la
ramification ( aux places finies ) et de la complexification (aux places
réelles ) dans L/K , du degré de I'extension , et de I'indice normique
associé aux unités ordinaires (i,e, au sens des idéaux ) ; c'est , aux

notations prés , la formule de Chevalley ,

COROLLAIRE 111,1,10.- ( Théoréme 94 de Hilbert généralisé ) - Soit

L/K une extension cyclique non triviale de corps de nombres , Sup -

posons L/K non ramifiée ( aux places finies ) et S-décomposée ,

Alors :

(i) Le groupe O{,i des S-classes de diviseurs de K n'est
pas nul ,

(ii) 11 existe dans Obi une classe non triviale qui capitule
dans CLS

L L
Plus précisément , il vient :

|CapE/K| > [L:K] .

Démonstration : L'lextension L/K étant supposée sans ramification ,
donc S-ramifiée , Ilassertion (i) du corollaire 7 nous donne I'inéga -
. S 1 S . .

lité : ]CapL/I'< | = |H (G,EL)[ ; et la proposition 8 nous dit que le

quotient de Herbrand g(G,EE) = |H2(G,EE) |/ ]H](G,ES

l_) | estégal

3 1/[L:K]; dol le résultat annoncé ,

Remarque 1,- Si K posséde une extension abélienne L , non ramifiée
et S-décomposée , qui vérifie C{,E = 1 , pour un ensemble fini S de
places donné , c'est nécessairement |'extension abélienne maximale
non ramifiée et S-décomposée , disons F , de K , Dans le cas
contraire , en effet , I'extension F/L serait non triviale et , bien
entendu, abélienne , non ramifiée , et S-décomposée, contrairement
a |'hypothése CLE =1, En particulier , si L est cyclique sur K, le
groupe C&i ~ Gal (L/K) est lui-m&me cyclique , dlordre [L :K ],
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Plus généralement , pour chaque sous-extension K'/K de L/K , le
méme argument , appliqué a l'extension cyclique L'/K , montre alors
que le groupe OLi' est encore cyclique , d'ordre [L : K' 1. Dun au -
tre cbté , Ilextension L /K étant non ramifiée et S-décomposée , les
S-unités de K sont normes locales partout dans L/K , donc normes
globales ( en vertu du principe de Hasse , puisque L/K est supposée
cyclique ) , donc normes de S-unités de L ( d'aprés la suite exacte
des classes ambiges , puisque CLE est nul par hypothése ) , A fortio-

ri cette derniére condition est-elle vérifiée dans chacune des sous-

extensions K'/K , 1l vient donc Hz(Ga|(K'/K), Eﬁ,) =1, i.e,

|H] (Gal (K'/K) , Eiﬂ | = [K': K]. Autrement dit, la S-capitula -

tion CapS| dans K'/K est dlordre [K': K] ; et le groupe Of,s
K /K S s Ko

qui a pour ordre [L:K'J=[L:K]/ [L:K']=(C{K:CapK,/K) ;

est Ilimage de CL? par I'homomorphisme dlextension ji, ¢ «

Remarque 2,- Lorsque le corps K , llensemble de places S , et le de-

gré de l|'extension cyclique L/K sont donnés , le dénominateur
[L:K] (Ei : EE n¥(LX)), dans la formule des classes ambiges ,
est majoré par la quantité [L: K] (Ei: Ei[L’:K] <(s [K:Q])[L:K] ,

otl ¢ est le nombre de places de @ qui sont soit la place réelle , soit

au-dessous dlune place de S , En particulier, |'ordre du groupe ambige

OLSG
L

ainsi , en le généralisant , le résultat de [BR] ,

est arbitrairement grand avec la ramification , Nous retrouvons

Une premiére extension de la formule de Chevalley auxclasses
de diviseurs ( en fait aux classes d'idéaux prises au sens restreint )
dans le cas des extensions cycliques de degré premier , figure dans la
thése de Gras (cf, [Grl ], Ch, IV, A§ 1), qui étudie également les
noyaux dlordre supérieur (Co{’,G 5 (O&/CLG)G ; €tCeee ) o Plus récem -
ment, Federer a proposé une démonstration de la formule des S-classes
ambiges dans le cas cyclique , voisine de celle que nous donnons ici ,
mais I'idée de considérer des S-classes d'idéaux est antérieure puis -
qu'elle avait déja été développée par Gillard al'occasion dlune question
de théorie d'lwasawa ( cf, [Gi] 71, appendice ), puis par nous-méme
dans un autre contexte (cf, [da1 71), et, dans les deux cas, a l'instar
de Gras (cf, [Gr*zj, § 1), en abordant le probiéme en termes de repré -

sentations ,
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2.- EXPRESSION DE LA FORMULE EN TERMES DE REPRESENTATIONS
DANS LE CAS METABELIEN .,

a.,~Préliminaires ,

Fixons un nombre premier 4, et intéressons nous désormais au
4, -Sylow du groupe des S-classes de diviseurs ; convenons, pour ne pas
alourdir les notations , de continuer a le noter C{,S . Si L/K est une
extension galoisienne de corps de nombres , de degré étranger a {4 ,
de groupe de Galois G, I'élément e = -1 Y. g estun idempo -
[L:K] ge€G
tent de |talgébre ZL [G] , de sorte que I'homorhor‘phisme d'extension

Y

identifie canoniquement le {-groupe des S-classes O&i a un facteur

direct de O{,E , et, plus précisément, & son sous-groupe ambige C&EG .

Le probléme de comparer les ordres de C{,i et OLEG ne se pose donc
que dans la mesure ol celui de G est divisible par 4 , clest-a-dire ,
en derniére analyse , lorsque G est un 4-groupe ,

Nous supposons , dans ce qui suit , que G est cyclique , et
nous hous intéressons a la situation suivante : L est une 4-extension
cyclique de K , galoisienne sur un sous-corps F , et K/F' est abé -
lienne , de degré d étranger avec { , Sous ces hypothéses, le groupe
de Galois Gal(L/F ) s'écrit comme produitdirect de son {-sous-groupe
de Sylow G = Gal (L/K) et du quotient associé A= Gal (K/F) ., De plus,
le groupe G étant supposé cyclique , I'homomorphisme de Adans Aut G,
qui définit le produit , se factorise par un caractére { -adique de A ,
ce qui permet d'écrire
Tog x{T)

(*) TgT1 VT €EAet g générateur de G ,

en faisant choix une fois pour toutes d'un relévementde A dans Gal (L/F).

’

Ainsi , lorsque X est le caractére unité , le groupe Gal (L/F) est abé -
lien ( clest la situation étudiée dans [Gi1 ] et [Gr‘zj ) . Dans tous les
autres cas, le groupe Gal(L/F ) est métabélien (clest la situation dé -

crite dans [da] 1)
D'un autre cbté, le degré d de la sous-extension abélienne K/F

étant supposé étranger a 4, l'algébre de Galois Z 1 [A] est semi-locale,

en fait produit direct dlextensions abéliennes non ramifiées de Z L
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3 chaque caractére {-adique irréductible @ du groupe A correspond un
idempotent primitif de |lalgébre Z L r[al
e =% T oelr)r !,
? TED

et la gp-composante Z cp= Zz L [a] ecp slidentifie a l'anneau local des en-
tiers dlune extension cyclotomique non ramifiée de @ , qui a pour de -
gré celui d cp= [Z cp: ZB ] du caractére @ , La décomposition obtenue
s'étend , bien entendu , a l'algébre Z, [Gal (L/F)] regardée comme

module sur elle-m&me , chaque facteur Z, [ Gal (L/F)]e o étant pro -
jectif et indécomposable , mais il ne s'agit plus la d'un isomorphisme

dlalgébres dé&s que ¥ est non trivial , Pour traduire les relations de

commutation (%) , il est alors commode d'introduire la résolvante
o=1 = xreXoy,
TEA

construite sur un générateur g du groupe G, dont on vérifie facilement
qu'elle engendre |'idéal dlaugmentation IG de l'algébre ZL [G] . La
relation (%) s'écrit alors :

(%%) "re'r_l=x(T)9, VT€EDN;
ce qui se traduit , sur les idempotents primitifs de |'algébre ZQ [¢c] ,
par une translation des caractéres :

Yo €R (A) .

(***)ecpe=ee z,

exX’

Revenons maintenant a notre sujet : Les divers groupes qui in-
terviennent dans la suite exacte des classes ambiges n'étant pas tous
des Zl. -modules , introduisons les tensorisés respectifs

s _ s .s_ s s _ s ] «
b =2,8,D7, 87 =Z 8,E7, PT =2, @,P" , N j=Zyex0 4L

des groupes de S-diviseurs , de S-unités , de S-diviseurs principaux ,

et de normes ., Par un argument de platitude, nous obtenons immédiate -

ment la suite exacte de Z@ -modules ( ou hous avons conservé par abus

les notations ds et js pour désigner , de ces applications les
L/K L/K ’ ’

restrictions aux ¢ -Sylow :
SG S S S 1 S S S
1=80 " /8g-Ker d|” pooKer j©  ~H (G, 67 )~Coker @ " s = Coker j " ¢
2 S SG S

Dans celle-ci , les applications canoniques induites par la norme ,
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l'extension , l'inclusion , etc ... , sont évidemment des 22 [(A] - mor -
phismes ; mais il n'en est plus de méme pour les isomorphismes d'ori -
gine cohomologique donnés par le lemme 4 , Convenons , en effet , de
repérer par un indice @ la composante d'un Z, [A]-module attachée a
un caractére irréductible ¢ du groupe A ( clest-a-dire I'image de ce

module par |'idempotent primitif e cp) . Cela posé , nous avons :

LEMME 1ll,1.11.- Sous les hypothéses précédentes , il existe des iso-
morphismes de Z, -modules :
. SG S S
() ep /el (PRI Y = Hyy (G 80) .
.. SG S, ,SG
(i) [C [ 7/ct™(8° )Jcp (GP )
S 2 X
=Ke H (G -H G,Z L% e
r‘[ oX , 8) ch( y Z 8,L")]

Démonstration :
(i) Soit (x) un S-diviseur principal et invariant par G ,

0

L.a résolvante B engendrant I'idéal dlaugmentation IG , 1"élément x "~ est

alors une S-unité qui estannulée par la norme algébrique yv= 2 g.
gecG

Comme x est défini & une S-unité prés , nous réalisons ainsi I'isomor -
phisme de PLG /dL/K(PK) sur H! (G, N ) induit par le lemme 4 , Et
le résultat annoncé provient S|mplement de la transiation des carac-
teres donnée par Ilidentité (xxx) ,

(ii) Soit q un S-diviseur appartenant a une classe ambige .
Le diviseur (x) = ae est alors S-principal et annulé par la norme arith-
métique , Comme q est défini & un S-diviseur principal pré&s , nous réa-
lisons ainsi I'isomorphisme de CCEG/dS( .BEG) sur H](G, PE) consi -
déré dans la démonstration de la suite exacte des classes ambiges ,
Comme plus haut, la factorisation par la résolvante § se traduit par une
translation des caractéres , Cela dit , |'isomorphisme de HI(G PS) sur
Ker [HZ(G af)

ciant & la classe du diviseur (x) dans le premier groupe celle de la S -

——»HZ(G, Zz ® L.X)] slobtient tout simplement en asso -

unité NL_/K (x) dans le second ; c'est un isomorphisme de z, [a]-

modules .

b.,- Enoncé des résultats ,

Distinguons deux cas , suivant la parité de VA
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1) Si £ vaut 2 , le groupe Aut G est un 2 -groupe , et les hypothéses

faites impliquent que L soitune extension abélienne de F , Il vient donc:

THEOREME Ill,1,12.- Soient L une 2 -extension cyclique d'un corps de

nombres K , de groupe G, abélienne sur un sous-corps F de K dl'indice
[F: K] impair , et S un ensemble fini de places de F , Alors , pour
chaque caractére 2 -adiqueirréductible ¢¢ du groupe A= Gal (K/F)
les ¢-composantes du noyau et du conoyau de I'homomor‘phisme dlex-
tension JE/K du 2 -groupe des S-classes de diviseurs CCK du corps
K , dans le sous-groupe ambige oe SG de celui de L., sont liées par la

suite exacte de Zz—modules :
sG, .S S S 1 S S
l—»(é‘L /6K)cp Ker‘cpd'_/K Ker ']I_/K_'H (G’gL) —’COker‘deL/K
-Coker JL/K e 65) (csSG/asK rml_/K

En particulier , la ¢-partie du z-nombre de S-classes am -

biges est donnée par la formule :

L/K' q (G 6|_)

S , S .
|Cet cp| ’Kercp']L./K l !Ker‘dL/Kl (GK'csKﬂ%L./K)cp

’

SG S
lC?,L cp‘ } |Coker¢JL/Kl ’Coker‘ d

’

ol ¢ cp(G’ é'f) est la @-partie du 2 -quotient de Herbrand du groupe des
S-unités ,

2) Si 4 est impair, iln'y a plus lieu de distinguer entre classes d'idéaux

et de diviseurs , Il vient donc :

THEOREME 111.1,13.- Soient L une { —extension cyclique d'un corps

K , de degré impair , de groupe G , métabélienne sur un sous-corps
F de K dl'indice relatif [K: F ] étranger & { , puis X le caractére du
groupe de Galois A= Gal (K/F ) quifactorise le produitsemi-direct Gx A,
et S un ensemble fini de places de F , Alors , pour chaque caractére
¢ -adique irréductible ¢ du groupe A, les g-composantes du noyau et
du conoyau et du conoyau de I'homomorphlsme dlextension ‘]f/K du £ -

groupe des classes d'idéaux C£ de K dans le sous-groupe ambige
L
dules :

de celui de L, sont liés par la suite exacte courte de 22 -mo -
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2

IS
ch(G, é'L_)

.S 1 S s .S
l—'KerCFJL/K—'HCpX(G, e )—»COkercpdl_/K-»COkerCPJL/K-»H

s ,,.5
—»(6K/6Kn7z,_/K)ch—»1 .
En particulier , la ¢q-partie du § -nombre de S-classes am -

bige est donnée par la formule :

SG S
]Ce Cp‘ _ !COKePQO JL/K l _ lCOkeI" dL/Kl ( S)

S S , 7 ox
0%, o] KoLl (8K 8NN gy

b

ol ¢ ch(G, 55) est la @Yx-partie du £ ~quotient de Herbrand du groupe
des S-unités ,

SCOLIE 1ll,1,14.- Pour chaque place p de F , désignons par Xp Min -

duit & Adu caractére de la représentation unité de son sous-groupe de
décomposition A _ dans l'extension abélienne K/F , hotons e (I_/K)
Ilindice de ramification associé & p dans la £ —extension cyclique L/K ,
et (L_/K) le degré de l'lextension locale correspondante , Alors
pour chaque caractére £ -—adique irréductible ® de A , les ®-parties

du noyau et du conoyau de |Thomomorphisme d'extension des diviseurs

sont donnés par les formules :

(o, %,
11 dp(L/K) P

Cey XY
I e (L/K) * Xy
¢s P

Démonstration : Le quotient A/ A opérant facilement sur les places de
K au-dessus de p, le sous—modulg de 'BK engendrées par celles—-ci est
donc isomorphe a Z, [a/ Ap] , si p est ultramétrique , et a

ZE ®Z Fz [ A/ A ] , sinon , Dans le premier cas, la gp-partie de ce
module est un 22 -module libre de dimension ( o, Xp Y ; dans le second
cas, et sid vaut 2, clest un Fz -espace vectoriel de dimension (o, X )}

p

et , dans I'un et l'autre , nous concluons comme dans le lemme 6 ,

SCOLIE I1il,1,15.- Conservons les notations précédentes , Alors, pour

chaque caractére £ -adique & du groupe A, contenu dans le caractere

régulier , et stable par translation de x (i.e, vérifiant dx = ¢ ),
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% —composante du { —quotient de Herbrand du groupe des S-unités est

donnée par la formule :

~(8, 1) (&, %)
2456, 60) = [L:K] . T d /TP T /K

)<é,xp>
pfeo;pes P plo ?

Démonstration : D'aprés (xxx ), la condition de stabilité sur le carac -

téere § signifie que Ilidempotent associé e =é v Qﬁ('r_]) T= 2 e

¢ TEAD v|®
est central dans |'algébre de Galois Z, [Gal (L/F )] .Lorsque clest le
cas , la &-partie du { —quotient de Herbrand des S-unités n'est autre

que le £ -quotient de Herbrand de la §-composante du groupe des S -

unités, qui se calcule par la méthode de la proposition , llvient donc :

gé(G,asL)=g(G,&E’@)=q(G,é’L’Q).g(G,.B*L’Q(S)),
puis
(G, 5, (S) (G, 5, (S)) I d (|_/|<)<§’X¥3>
q , =g , = ,
L, 3 L €S pfe P

par une généralisation immédiate des résultats de la proposition8 .
D'un autre c6té , le lemme de Herbrand sur les unités d'un corps de
nombres algébriques affirmant I'existence d'une suite exacte de

z, [Gal{L/F)]-modules { ol ¥ estun module fini, et G 0 X A_le sous -
groupe de décomposition dans L/F de I'une quelconque des places de L

au-dessus de p)

]_—.Ze—#ﬂ@éze [GXA/prApJ—° g —= y—=1

nous en déduisons par localisation llexistence dlune suite exacte de

Z [G]-modules :

(8, 1) <@,xp>
11— 2z, — pTawze [G/Gp] — 8L 5 Mg 1
ol M@ est encore un module fini , ce qui nous donne, comme attendu
(&, %,
III 7(G,2, [G/G p]) p
= 2=
g(G,é’L’@) D)
q(G,Z )
(8,1)
r1/|G| , si 4 est impair
(&, %,
I d (L/K) P
= ] p e , si 4 vaut 2 ,
(8,1)
1G]
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Remarque,- On prendra garde que le calcul qui précéde suppose effec-
tivement que le caractére § est associé a un idempotent central de l'al -
gébre de Galois . Lorsque ce n'est pas le cas , le groupe 55 5 n'est
plus généralement un G-module , et |'étude numérique de cas ,par*ticu -
liers laisse augurer que le comportement du quotient ¢ Q(G, 65) est
imprévisible , car il met en jeu de fagon extrémement diophantienne

I'arithmétique des classes et des unités ,

COROLLAIRE I1l,1,16,~ Dans une £-extension cyclique de corps de

nombres L/K , métabélienne sur un sous-corps F , llordre de la § -
composante du { -groupe des S-classes ambiges est donné , avec les
notations du scolie 14 , et pour chaque caractére central 3 de lalgé -

bre de Galois , par la formule :

(&, %, (&, %, )
gse p(|_/K) P gsd o (L/K) P
SG |, _ S b b
SR I S 5, 1) o .
(L:K] (£K’®,6K’§DWL/K)

Application a la capitulation .

Supposons maintenant que |'ensemble S contienne les places
réelles de F qui se complexifient dans L/K , Le groupe H ! (G cs )
gouverne alors la $-partie de la capitulation ( puusque CapLS_/K s lden—
tifie dans ce cas au noyau de I'appllcatlon H (G 6 ) — Ker dL_/K

Comme le quotient de Herbrand g @(G cS ) est parfaltement expllcnte ,

le calcul de I'ordre |H (G, é’ )] se raméne a celui de |'ordre
ng(G, 55)‘ , que l'on peut encadrer a partir de l'inclusion immé -
diate :
S[L:K] S S X
Eg CJVL/K(EL)CEKDJVL/K(L ) .

Désignons, en effet , par S la réunion de S et des places a I'infini du
corps F , D'un cbté, le groupe é’i 5 est composé direct d'un Z, -mo -

?
dule libre de dimension ¢ Z_ Xp -1,3% ), etdela %-composante
pES
du £ -Sylow u  du groupe des racines de lunité dans K ; I'in —

MK, 8
? .
dice (é’i {>: &i [; P K ]) est donc parfaitement explicite , D'un autre
b ?
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~ - X S 5

c6té, la détermination du groupe SK 3 n WL/K reléeve de méthodes lo-

cales ( le fait d'&tre norme dans une extension cyclique se lisant loca -

B S S .

lement ) , et Ilindice ( 5K, 5 : ‘SK, 5 N WL/K) est donc toujours calcu-

lable dans la pratique , des que 6K est connu numériquement , En uti -

lisant le théoréme de Grumwald-Wang (cf, [AT],Ch. X, §2 ) R

il est méme possible de construire des extensions cycliques L/K , de
. X - N .

degré premier, qui sont non ramifiées , et ol I'indice (6K : 6K N WI_/K)

est arbitrairement grand , ce qui revient a dire , compte-tenu des en -

cadrements précédents , que la capitulation y est arbitrairement

(*)

grande .
Inversement , si le caractére % n'est pas représenté dans le
groupe Gi (i.e0 si di 5 est sans torsion , et si la quantité
M
rL_X.-1,%) estnulle ) les calculs qui précédent montrent que le
pes P
groupe CapS est trivial , clest-a-dire que la restriction aux %-
L/K,® S s

composantes de |'homomorphisme dl'extension Cf K Ct L est injec -
tive , Ce dernier résultat est essentiellement connu dans la situation
suivante : { est impair ; K est une extension quadratique totalement ima-
ginaire dlun sur-corps totalement réel de F ; l'ensemble S est vide ( ou
réduit aux places & I'infini ; ce point étant ici sans importance du fait
de I'imparité de £) ; et 3 estun caractére imaginaire de A (iees un ca -
ractére £ —adique de A dont les facteurs irréductibles prennent des va -
leurs négatives sur la conjugaison complexe ) , ne contenant pas le
caractére de I'action de Asur p  , lorsque p, est non trivial , Plus

précisément :

PROPOSITION 111,1.17.- Soient L une £ —-extension cyclique d'un corps

de nombres K , de degré impair , métabélienne sur un sous-corps F ,
et X le caractére { -adique du groupe de Galois A= Gal (K/F) qui défi -
hit le produit semi-direct G x A . Supposons que K soit une extension
quadratique totalement imaginaire d'un sur-corps totalement réel de F |
et convenons de dire qu'un caractére { -adique irréductible pde G est
réel ou imaginaire suivant qu'il prend une valeur positive ou négative
sur la conjugaison complexe, Supposons, en outre, que le caractére X

soit réel , Alors :

(*) On trouvera les détails de la construction de telles extensions dans

larticle de Schipper [Sc].
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(i) Si le corps K ne contient pas les racines {-iemes de
['unité, la restriction de Ithomomorphisme d'extension jI_/K alacom -
posante imaginaire ct ;< du £ -groupe des classes d'idéaux de K estune
injection ,

(ii) Silet -Sylow u, du groupe des racines de Ifunité dans K

est non trivial , la m&me conclusion subsiste sous la condition suffisante
1
H (G,u )=1.
Démonstration : Désignons par & = lndﬁ 1 A Iinduit & A du caracteéere
o) [}

de la représentation unité du sous-groupe de décomposition commun des
places réelles de F dans Ilextension K/F ; et notons 3 = X"és - ¢leca-
ractére supplémentair*e . LLlentier £ étant supposé impair, nous avons :
- _ 1 _ 1 - _ 1
ICapL/KI— |CapL/K,$| < |H5(G,5L)|— |H (G,é"_)l— H (G, u )|,
puisque , X étant réel , le caractére § est invariant par % o D'ol la

conclusion ,

Le résultat obtenu peut &tre généralisé gréce a la proposition

suivante :

PROPOSITION 1ll,1,18.,- Soient , comme plus haut , L une { —exten -

sion cyclique d'un corps de nombres K , métabélienne sur un sous-
corps F , et & le caractére £ -adique du groupe A = Gal (K/F ) attaché &
un idempotent central e 3 de I'algébre de Galois, Supposons donnés un
ensemble fini S de places de F ( contenant les places réelles complexi-
fides dans L/K , si f vaut 2), et S' réunion de S et dlun ensemble fini

de places de F ne présentant pas de %-décomposition dans L/K (i,e,

&, X,
pour lesquelles la 3-partie g (L/K) P’ de I'indice de décomposi -
tion g p( L/K)=[L:K]/d (L/K)estégalea 1)}, Alors Itordre du
!
groupe de cohomologie H;(G, CSE ) divise celui du groupe H ;(G, 65) .

1
En particulier, si H](G 65) est nul , H ! (G, é‘f ) l'est aussi,

L $
et |a' restriction aux 3 -composantes de |'homomorphisme dlextension
S S! . .
Ce K — ce L est injective ,
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Démonstration : Formons le quotient

Hi(G,80) ] [HE(G60) | g,06,60)

MG, 62 [H2(6,60)] g,(6,67)

Le premier facteur slécrit encore

H2 (e af)} _(csK ma), (sgnniar): zv(as!_))@
H2(e, 600 i:zv(gl_))¢ (65, : 65 W8 N,
clest donc un multiple entier de la quantité fractionnaire
- (&, X2, X
1/(6 é'K é'K P K]) , qui est égaleé[l_:K:l pESHS ,

puisque le quotient 6K /6K est un ZZ -module libre de dimension

(3, ¥ X .Y « Enfin, le second facteur estdonné par le scolie 15 ;
pesis P
(&, L, _ %y
et il vaut précisément [I_ : K] peESS , ce qui donne bien

le résultat attendu,

3.- EXTENSION DES RESULTATS DU CAS PROCYCLIQUE .,

Nous conservons les hypothéses de la section précédente , a
ceci prés que nous supposons désormais que L/K est, nhon plus une -
extension cyclique de corps de nombres , mais une Z, -extension (* o
Suivant Ilusage, nous nhotons I son groupe de Galois , que le choix d'un
générateur topologique vy identifie au groupe additif des entiers -

adiques :
Z,
I = Y .
Nous imposons toujours & L d'étre métabélienne sur un sous -

corps F de K , de degré relatif d = [L : F] étranger & £, et nous

(*) Clest dans [Ja4] que nous avons développé pour la premiére fois
I'idée d'écrire la formule des classes ambiges dans une Z, -extension ,
Ultérieurement, Iwasawa [lwej a proposé une autre approche de ce ré-

sultat ,
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notons x le caractére £ -adique du groupe abélien A= Gal(K/F) qui dé-
finit le produit semi-direct T x A ; c'est-a-dire que nous écrivons :
T
TYT]=’YX( ), V1€,
en faisant choix une fois pour toutes dlunrelévement de A dans Gal (L/F) .
L.a résolvante

7 x(T_l)[yX(T)— 1]
TEN

engendre alors I'idéal dlaugmentationde I'algébre d!lwasawa j = z, y-111,

@
I
o |-

ce qui permet d'écriredirectement \ = Z, [[6]], tout en conservant les
relations de commutation :
ge =e 0

® eX
pour chaque idempotent primitif e cpde I'talgébre semi-locale ZQ (AT .

La formule de Chevalley pour une ZZ —-extension ,

Pour chaque naturel n, désignons par I‘n Hunique sous-—groupe

fermé dlindice {" dans T , et notons Kn son corps des invariants ,
Comme L. est la réunion des K , le groupe de Galois T" = Gal (L/K) est
Ia limite pr~0Ject|ve des quotlents ]_"/1‘ et les groupes de cohomologie
(I‘ E ) associés aux S unités de L stidentifient aux limites induc-

tives des groupes finis H (I‘/I‘ i ) (cf, [CF], Ch, V, §2.,4).
n

Le £ -groupe des S-classes de diviseurs C&LS_ étant lui aussi la limite

inductive des ¢ -groupes C@i attachés aux sous-corps K n de degré
n

fini, nous pouvons déduire la suite exacte des S -classes ambiges pour
l'lextension procyclique L/K des m&mes suites écrites pour ses sous -
extensions cycliques Kn/K . Une simplification apparait alors : Les
places ramifiées dans L/K [|'étant totalement dans I_/Kn pour n assez
grand , il ne peut y avoir ramification qu'aux places au-dessus de £
I'indice de ramification dtune place modérée étant nécessairement fini
car borné par la { -partie du degré résiduel du corps de base , En
outre , le m&me argument montre que les places réelles ne peuvent se
complexifier dans une Ze -extension , L'extension des diviseurs y est

donc toujours injective, ce qui dispense de distinguer suivant la parité

de £ .

En résumé , pour chaque caractére £ -adique irréductible ¢
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du groupe A, et indépendamment de la parité de £ , la suite exacte des
S-classes ambiges ( théorémes 12 & 13 ) prend la forme limite :
S

1—»Cap5 (r, 8 )RamL/K’Cp rce ST/JL/KCQ ]

L/K, o1 cpx ¥

2
”"'qox(r g )—»nm 6K/<$Kﬂ??n)cp—’1,

ol le groupe

S = .S i o
Cal:>l_/K ’ cp_ Ker JI_/K représente la ¢-partie de la S-ramification,

= Coker a’, est la - partie de la S-ramification ,

Ram S
L/K, o L/K

et oll la limite inductive & droite est prise pour le systéme inductif don -
né par les applications normes J
Cela étant :

n+1/n *

PROPOSITION 111, 1,19,~ Dans une Z, -extension L dtun corps de

nombres K , métabélienne sur un sous~-corps F , le quotient Ram =
ST, .S L/K
.BL /.BK du £-groupe des S-diviseurs ambiges du corps L , par le
sous-module des S-diviseurs de K , estun Z, [A]-module divisible
(*),
L Xy
p ERNS P

ol p parcourt I'ensemble des places de F , n'appartenant pas as et

de corang fini

(sauvagement ) ramifiées dans L/K . Autrement dit , nous avons

S
Ram (@, /zZ )® Z& [Ade >,
|_/K b€ R\S( gL/t xp
si e X désigne |'idempotent de |'algébre Z [A] associé a I'induit Xp =
p
lndﬁ 1 A a A du caractére de la représentation unité du sous-groupe
p p

de décomposition A _de la place p dans |'extension abélienne K/F .
En particulier, pour chaque caractére { -adique irréductible ©
du groupe A, le corang de la g-composante du module Ram LS_/K est

donné par llidentité :

(*) Nous appelons corang d'un Ze -module M le rang de son dual de

Pontrjagin Homze (M, Qe/ZQ ) .
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S
crg Ram = (e, % X, ) e
L/K, o pER S P

Démonstration : L'extension L/K étant non complexifiée aux places
réelles, il n'y a pas d'inconvénient a identifier les diviseurs de K avec
leurs images dans .9’ ; ce qui Justlfle la notation .‘BSF/.‘B Cela posé ,
le £ -groupe des dIV|seur~s ambiges 3 est engendré par Ies diviseurs
étendus de K , et ceux construits sur |es produits ambiges de places

ramifiées , lesquels sont divisibles dans 3’]1:: Si p est une place de F

qui se ramifie dans L/K , le sous—module.%'l_ engendré par les places

de L au-dessus de ps'écrit , comme Ze [A]-module :

%L(p)=Q£[A/Ap] Lr rb] ,

si " est le sous-groupe de décomposition de p dans L/K . Son sous -

groupe ambige est donc :

$L(p)r=QL[A/Ap]’—“QQEA]eXp;

d'oll le résultat annoncé , le sous-groupe étendu de K s'écrivant :

%K(p)=Z£[A/Ap]—N—Z£[A]eXp.

Revenons maintenant sur la suite exacte des classes ambiges :
Le groupe CapE/K est finiS, puisque contenu dans C@ S ; nhous venons
de voir que le quotient Ram L_/K est divisible et de corang fini ; et le
méme résultat vaut pour les deux groupes de droite (1“ 6 ) et
_l_i_rﬂb(di/dﬁ ﬂ')’(n) , qui sont des quotients du produit tensoriel
(*)

GES

S
R=(®,/Z) ) e, E

K
. 2 Sy _ ~S S
i1 H(T, 6|_)—(EK/]V@L ,

A S -Nn S
ol ver={t" " exe(®, /2, )®ZKX| xENn(EKn)} :
iy Hm_ (é'i/é'iﬂﬂn)=@§/©§ﬂml_/l< ,
[g]

ol M= (LT ex €(@/Zy) @y KX | x €0, (K1) ]

(*) On notera que le sous-groupe de torsion de Ei (i.e. le groupe des
racines de I'unité de K ) est tué dans le produit tensoriel par le groupe

divisible @, /Z, .
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ST

L sont donc de corang fini

Les deux groupes HT( T, £E ) et CL

Par suite :

THEOREME 11, 1,20, - Dans une Z, -extension L d'un corps de nom-

bres K , métabélienne sur un sous-corps F , la g-composante du ¢
groupe des S-classes ambiges est donnée, pour chaque caractére 12
adique irréductible ¢ du groupe abélien A= Gal (K/F), par la suite
exacte de le -modules de cotype fini :
S
>

S 1 S ST,.S
1-Cap /i, o7 x| Ty 8L ~Rem e o~ (R /UL @ g

2 S s, S
“Hg (T, gr)-lec /e n mL/K)cp—w .
*
En particulier , la ¢-partie de la codimension ( du £ -groupe des
S-classes ambiges est donnée par la formule :
. ST S S
codim C2 = { 2 >-n +
L,o w’pep\sxp L/K, ox IL/K, ox

otl R est I'ensemble des places ( sauvagement ) ramifiées dans |'exten-

sion procyclique L/K ; nE/K 0 est la py-partie de la codimension du
H

S S S
— 1 1 1 . ' --
¢ -groupe divisible (S,‘K/@K n ERI /K 3 et g /K, 0X est donné par It
dentité :

s .2 s o s
/K, ox - codim Hch(I‘, é'l_) - codim Hcpx(l“,é?'_) .

DEFINITION 111, 1,21.- Nous disons que la quantité QE/K X

. 2 S . S . .
codim H qu(I‘, SL) - codim H (T, 61_) est la qYX-partie du quotient

de Herbrand généralisé attac
clique L/K .

_8—.

X
é

J

aux S-unités dans |'extension procy -

*%k
Calcul du quotient de Herbrand dans le cas procycligue (**) o

Il repose tout entier sur le lemme suivant :

(*) Nous appelons codimension d'un Z, -module J la dimension de son
dual de Pontrjagin : codim z, M= dimme (@, ®ZZ Hom z, (M, @y /2, ).
(**) Le calcul du quotient de Herbrand des S-unités , dans un cadre
moins général , a été effectué par Iwasawa dans [lw6] par une méthode
complétement différente, qu'on peut regarder comme duale de celle dé -

veloppée dans [Ja4] , qui fait intervenir la théorie des genres ,
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LEMME Il1,1,22,~- Soient 1 — A -+ B C > 1

une suite exacte courte de Z [T ]-modules discrets , et
1 > d > 3 > C

la suite exacte obtenue aprés produit tensoriel par Ze .

Si les conditions suivantes sont réunies :
(i) Le groupe C est un Zyp -module de torsion, dont le sous-

r est de cotype fini ;

groupe invariant C
(ii) Le sous-groupe dr est dlindice fini dans Br;
alors les quotients de Herbrand généralisés ¢ (T, a) et (T, B) existent

simultanément et sont égaux .

Démonstration : Considérons la suite exacte de cohomologie :

1oql gl aelHl(T, @) ~H(T, 8) ~H' (T, ¢) =H2(T, @) - H3(T, B)
~H2(T,c) .
Dans celle-ci , le quotient Br/dr est fini par hypothése ; et le groupe
Hz( T, C) est nul, puisque C est de torsion, Enfin, le dual de Pontrjagin
e’ = Hom . (c,®, /2, v) du groupe C est un ) -module compact , dont

le quotientzinvar‘iant r ¢ = Hom z, (C”,T y @y /Ze ) est de type fini sur
z, , Clest donc un A-module de type fini, ce qui entrafne en particu -
lier que son quotient r ¢ et son sous-groupe invariant avr ont méme
dimension , ou , ce qui revient au méme , que leurs duaux respectifs
GI‘ et ra= H! (T, ¢) ont méme codimension finie ,

Ainsi dans la suite longue obtenue , les groupes H]( T, d) et
H](I‘, B) dlune part , Hz(l“, a) et Hz(

simultanément de cotype fini, Lorsque c'est le cas, 1'égalité des quo -

T, B) dtautre part, sont-ils

tients de Herbrand s'obtient tout simplement en écrivant que la somme

alternée des codimensions des termes de la suite est nulle ,

THEOREME 111,1.23,- Lorsque & est le caractére associé a un idem -

potent central de Italgébre de Galois A [ A] (i.e, lorsque & est un ca -
ractére £ -adique du groupe A= Gal(K/F) , contenu dans le carac-
tére régulier, et stable par translation de x ), la d-partie du quotient
de Herbrand généralisé attaché aux S-unités dans l'extension procy -

clique L/K est donné par la formule :
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S =
QL_/K’Q_(@, pez'S 5po'1>.

Dans celle-ci, x  désigne comme plus haut l'induit A du caractére de la
représentation unité du sous-groupe de décomposition de la place p dans
I'extension abélienne K/F ; et llentier § _est égal & 0 si p est compléte-

ment décomposée dans I'extension procyclique LL/K , et & 1 sinon ,

Démonstration : lL.e caractére § étant associé a un idempotent central ,
la §-partie du quotient de Herbrand des S -unités n'est autre que le
quotient de Herbrand de la §-partie du groupe é’f . Il peut donc se
calculer a I'aide du lemme , par passage & la limite inductive a partir
du théoréme de représentation de Herbrand , qui nous assure I'exis -

tence dlune suite exacte courte de Z [T ]-modules discrets :

S
] - M 6|_ > T > ] ’
dans laquelle 7T est un Z -module de torsion , et ) est donné par I'iso-

morphisme :

y=| ez ([Tt 1[s/s, /2 |@ © z[r/T)10s/8,1].
[plw P ) [pesm)(w P o]
ot T~ = lim I‘/I‘n est le dual de Pontrjagin du groupe T, et I‘p comme

n
A . sont les sous~-groupes de décomposition de la place p respective -
ment dans l'extension procyclique L/K et dans |'extension abélienne
K/F . Aprés produit tensoriel par Z, et localisation, nous obtenons

donc la suite exacte courte :

S
s >
' g S, s 3 '
ol @@ estun Z, -module fini , et 772@ est donné par |lisomorphisme
<§, Xp>]°

PES ;5 pfo

Et , dlaprés les calculs du lemme 15, nous avons directement :

(8, 1)
(Qe/Ze )

(8, %, (g,1) .
méz[pﬁozg[rv] Pz, ]@[ @ ze[(r/:rp)]

r
HI(T, m) = 1im H;(l“/l‘n, m") o~

z 6p<@,xp>

T
2 = |i 2 Ny o GS; o
& Hé(l“,??z)—l:qm H(T/T,, 7 )“@e/ze)p p| )

Cela étant , comme mg a méme rang que é'i 5 et comme les deux
y
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groupes de cohomologie H ;( T, é’f) et Hg( T, é‘f) sont de cotype fini
( en vertu du théoréme 20 ) , les conditions du lemme sont bien véri -

fiées , et le quotient de Herbrand cherché est donné par la formule

S S
ql_/K,§=g(1“,£|_’é)=q(T, m§)= (8%, pes.zp*m 5po" )
=<§, Z 6 X _]> )
pes PP

Le théoréme 23 ci-dessus conduité dlintéressants critéres de
non trivialité pour les groupes CZ o Ainsi, lorsque llensemble S
contient les places du corps F qui se ramifient dans la tour LL/K , le
groupe Ram E/K est nul , et la S-capitulation Cap E/K slidentifie au
groupe de cohomologie H (T, é'L) Dans ce cas , ce dernier groupe
étant nécessairement fini, le deuxiéme groupe de cohomologie H (1" 5|_)
est parfaitement connu : clest un Z, -module divisible de cotype fini ,
dont la codimension est alors égale au quotient de Herbrand :

Lﬂ< <;p§S p[A'Ap]> P

Plus généralement, lorsque S ne contient pas nécessairement
les places de F ramifiées dans la tour L/K , la S-capitulation Capf/K
estseulement un sous- groupe de H (I“ a ) . Mais, m&me dans ce cas ,
,87),

la finitude du groupe H ( ol de I'une de ses composantes, ap-

porte une information intéressante :

PROPOSITION 111, 1,24,- Conservons les notations du théoréme 20 ,

Alors :

(i) Si le groupe Hcle(P, 65) est hul , pour un car‘;ctér‘e -
adique irréductible ®de A, il en est de m&me du groupe Cap L/K, 0 ;
autrement dit , la restriction aux g-composantes de ['homomorphisme
dlextension C&S e CEE est injective .

(ii) Sl le groupe H (I‘ é? ) est fini, pour un caractére L~
adique irréductible pde A, Ia cp composante du { -groupe CE des S -

classes de diviseurs du corps L contient un facteur direct nsomor‘phe

au groupe Ram E/K , quiest un Z!Z -module divisible de codimension
(o, L Xy e
p eER S P
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Démonstration : La premiére assertion est immédiate , le groupe

S . 1 S ,
Cap L/K, o étant contenu dans H (T, él_) en vertu de la suite exacte

X
des classes ambiges , Pour établir la seconde, il suffit de remarquer
que , sous la condition H! (T 65) fini , I'image (.&S 1“/.BS PS Ty

) oYX YL ’ L K" L

s S - . ST, .S S
du groupe divisible Ram L/K, qodans le quotient ( C€ L /JL/K ce K ) ¢

est un groupe divisible isomorphe a RamS « En particulier le
L/K ® !
ST ’
sous-groupe de C¢ Lo’ engendré par les classes des S-diviseurs

)
ambiges , est alors un Z, -module divisible de codimension

S
codim Ram = (o, 2 YO
L/K, @ p ERNS p

LLa propositionobtenue donne directement des critéres simples

de non trivialité du € -groupe des S-classes , Ainsi :

SCOLIE Ill,1.,25.- Supposons que le corps K soit une extension qua -

dratique totalement imaginaire d'un sur-corps totalement réel de F , et
que le caractére Y agisse trivialement sur la conjugaison complexe ,
Alors :

(i) Si L est la Z, -extension cyclotomique de K , le groupe
H :px( T, 61_) =H :p( T, 6]_) est nul pour chaque caractére £ -adique
irréductible imaginaire ¢ du groupe A .,

(ii) Si L estune Z, -extension non cyclotomique de K ,
le groupe H :PX( T, 6’L) est nul pour chaque caractére ¢ -adique irré -
ductible imaginaire ¢du groupe A, altexception éventuelle d'un carac-
tére de dimension 1 lorsque K contient les racines £ —-iémes de ['unité ,

auquel cas il reste cependant fini ,

Démonstration : Lorsque K/F admet une conjugaison complexe |,
contenue dans le noyau de X , la composante imaginaire du tensorisé
- ‘2 . . T
6L_ Z€ ®Z EI_ du groupe des unités est stable pour llaction de ,
et se réduit a son sous-module de torsion, u,_ . Cela étant :
- SilLest la Z -extension cyclotomique de K , nous
- 1 2
avons trivialement H' (T, Uy )=H (T, =1,
- Si L n'est pas la Z) -extension cyclotomique de K ( ce

qui ne peut advenir qu'en contradiction avec la conjecture de Leopoldt),
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. . 1 _
fe groupe M estun Z, -module fini , Il vient donc HQPX(I‘, “L)_ 1,
sauf , peut-&tre , pour ©x = w, ol west le caractére de llaction de A
sur W, , lorsque i est non nul, Dans ce cas encore , H:U( Ty, ) est

fini , comme quotient de [ .

Application, - Soient K une extension quadratique totalement imaginaire
d'un corps F totalement réel , £ un nombre premier impair , et L la
ZQ -extension cyclotomique de K , Alors la composante imaginaire ct I__

du £ —-groupe des classes d'idéaux de L contient un Z(l -module divi -

sible isomorphe a (Qe /ZQ ) Sy , ol 92_ est le nombre de places de K
(*)

au-dessus de décomposées dans K/F .
Remarque,- Il n'est pas nécessaire de supposer que le caractére oY

n'est pas représenté dans le groupe 55 pour conclure a latrivialité du
groupe H pr( T, (SE) . La proposition 18 en fournitune excellente il -
lustration . Reprenons I'exemple ci-dessus , et supposons totalement
ramifiées dans la tour cyclotomique L/K les places au-dessus de L
décomposées dans l'extension quadratique K/F‘ . Dans ce cas nous
avons encore H ] (T, é‘f) = 1, pour chaque caractére imaginaire ¢ du
groupe A etchaque partie S de I'ensemble des places de F au-dessus
de £ , En particulier , la composante imaginaire Capi/K de la S-

., (**%)
capitulation est alors réduite a 1 .

c.— Analyse de la formule obtenue ; critéres de trivialité pour les groupes

S
Ct L *
Réunissant les théorémes 20 et 23 , nous obtenons :

THEOREME I11,1.,26,.- Sous les hypothéses du théoréme 23 , la codi -

mension de la §-partie du { -groupe des S-classes ambiges de divi-

seurs est donnée par la formule :
X ST N S
codim C¢ = (3, Z &, X% -1)-n .
L,? yEsurR PP/ L/K, @
Dans celle-ci , R est Ilensemble des places ramifiées dans l'extension

procyclique L/K ; llentier § b est égal a 0 ou 1 suivant que la place p

(*) Ce résultat est dii & Gold [Go,]

(**) Autre résultat de Goid (op. cite)
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est complétement décomposée ou non dans L/K ; le caractére x _ est

~

I'induit & A de celui de la représentation unité du sous-groupe de dé -

composition de p dans K/F ; et I'indice nE/K 5 est la codimension de
’
. e S /.S
la §~partie du £ —groupe divisible (EK/@K nso L/K *

En particulier , le ¢ —groupe Ct ST

est fini si e eme i
) L,d fin i et seulement si

est réalisée I'égalité (*

)
= (@, z 5. % )-1).
"L/K,8 b ESUR P p>

ST _
(%, v 6pxp>+qL/K é—nL/K @; et , dlaprés le théoréme
peR\S 3 )

s _ o
23 : QL/K’(@‘ (8%, pEZS épxp-l Y ; dlou le résultat ,

Démonstration : D'aprés le théor&me 20 , nous avons codim CL

Le critére ainsiobtenu (la finitude du £ -groupe ambige Cg Eré’
H

qui se lit sur I'indice normique nE/K é) est évidemment une condition
)
nécessaire pour que le groupe C{ L3 soit lui-mé&me fini , Cependant
H
cette condition n'est nullement suffisante , le groupe C@ Eré
?

&tre fini sans &tre nul, mais non le groupe CQE 5° Plus précisément :
b

pouvant

PROPOSITION I1i1,1,27,- Soient , comme plus haut , L une Z; -ex -

tension dtun corps de nombres K , métabélienne sur un sous-corps F ,
et & le caractére € —~adique du groupe abélien A= Gal (K/F ) attaché a un
idempotent central de Italgébre A[A] . Les assertions suivantes sont

équivalentes :
S

du Q—groupe des S-classes de
L,?

(i) La &-composante Cl

diviseurs du corps L. est finie ,

(ii) La &-composante Ct E 5 du e—groupe des S-~classes de
b
diviseurs du corps L est triviale ,
(iii) La &-composante C{ E ]‘; du sous -groupe ambige de C E 5
b ?

est triviale ,

Démonstration : L'équivalence des deux premiéres assertions est bien

(*) Ltindice nE/K E qui mesure le comportement normique des unités,
peut se calculer, dans certains cas, sous la conjecture d'indépendance
2 —adique exposée au chapitre Il, Ce pointestdéveloppé dans la section 2
qui suit ,
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connue pour les ¢ —groupes de classes d'idéaux au sens ordinaire (cf.,
par exemple , [Go ] ) . Elle provient simplement du fait , donné par le

corps de classes , que , pour h assez grand , la norme arithmétique
N induit une surjection naturelle de la % -composante ct S
n+1/n Kn+1 , &

du £ -groupe des S-classes de diviseurs de Kn dans celie Cei

+1 ¢

n’
S

est fini, ['homomorphisme dlex-
L,?

de Kn: Si donc Ct

. s
—Ilr:n C€K 5

n H

tension jE/K identifie Cﬂi % avec Ct E, 5 Pour chaque n assez
n n

grand ; dans cette identification ltopérateur norme /n correspond

n+1

a 'élévation A la puissance £ -iéme ; et sa surjectivité prouve que le

S est divisible donc trivial , puisqulil est fini ,

L, @ . S .

Inversement , si le groupe Cl L. 3 n'est pas nul , le quotient
?

groupe C¢€

ce>

K 5 est non nul pour n assez grand ; comme il est

S
Ca
el
fini, il contient au moins une classe non nulle c, invariante par T (cf,
[Se], Che IX, §1 ) . Cela étant , si o, estun diviseur de K re -
présentant cette classe , son étendu & L ne capitule pas dans Cl E ,

et engendre une classe ambige de C¢ E x D'ot |'équivalence des deux
’

derniéres assertions ,

COROLLAIRE Ill, 1,28, - Conservons les mémes notations , et suppo -

sons réunies les trois conditions :

S
(i) Ram =1, i.e. (&, X X, =03
L/K, 8 pERS P ’
(i) ctS =13
K,? ?
(i) & 3=1 e (8, I_x -1)=0 (ouSestla
réunion de S et des places a I'infini ) (*) .

Alors le ¢ -groupe des S-classes de diviseurs de L a une §-compo -

sante triviale : CCE’ 5 1.

Démonstration : 11 slagit évidemment d'établir la trivialité du { -groupe
* o, . S — S S — S

(*) La condition requise @K, 5= | (oli@g = (@, /2, ) ®, Eg ) est

légérement plus faible que celle 6K 5 1 (ol é'i = ZQ ®ZEK ), qui
H

fait intervenir les racines de ltunité contenues dans K ,
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sT
L,?9
rectement de la suite exacte des S-classes ambiges donnée par le théo-

ambige Ce sous les trois conditions énoncées, Or cela résulte di-

réme 20 , En effet , le groupe Ram est nul par hypothese ; le
2 S . . .S S
groupe H (I>( T, 5L_) cog;me quotient de (SjK 59 et le groupe JL/KCQK, 3
K. §°* Dlol la conclusion annoncée , la traduction
y

en termes de caractéres des conditions (i) et (ii) résultant des calculs

S
L/K,d

comme image de Ct
qui précédent ( cf, proposition 19 et théoréme 23 ) .

Ce résultat est essentiellement bien connu dans le cas parti -
culier suivant ( cf, [Gi 4 ]): F est le corps des rationnels ; K un
corps abélienimaginaire de degré étranger 3 { ; L estla z, -extension
cyclotomique de K ; et , si K+ est le sous-corps réel maximal de K ,
les places de K+ au-dessus de £ ne se décomposent pas dans K/K+ o

Plus généralement :

PROPOSITION I11,1,29, - Soient £ un nombre premier impair , et L une

Z, -extension d'un corps de nombres K , métabélienne sur un sous -
corps F ., Supposons que K soit une extension quadratique totalement
imaginaire d'un sur-corps totalement réel K+ de F , et que le carac -
tére ¥ agisse trivialement sur la conjugaison complexe , Alors , pour
chaque caractére £ —adique imaginaire $ du groupe A= Gal (K/F) , la

1 : et le m&me résultat vaut

condition C{ = 1 entrafne CL ;

K, L,s
encore pour les ¢ —groupes de S-classes , si S est contenu dans l'en -

semble S(€ ) des places de F au-dessus de £ :
S S i

CEK’§=I = CQL,§>=
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ELEMENTS DE THEORIE DES GENRES

L.a théorie des genres pour les corps de nombres a une ori -
gine trés ancienne puisqulelle remonte en fait aux Disquisitiones
Arithmeticae de Gauss , Bien entendu , Gauss étudiait les formes
quadratiques, tandis que le point de vue actuel met |'accent sur |tarith-
métique des extensions abéliennes , Ce n'est qu'en 1951 , pourtant
que Hasse donna une interprétation du genre des corps quadratiques
basée sur la théorie du corps de classes , ouvrant ainsi la voie aux
développements ultérieurs ( cf, [Haz] ) . Peu aprés, lyanaga et Tama-
gawa s'intéressérent au cas absolument cyclique (cf, [IT]) , puis
Leopoldt' au cas absolument abélien général ( cf, [L_e2] , et [Ha4] ).
En 1959, Fr8hlich donna une définition du corps des genres attaché a
un corps de nombres arbitraire ( cf, [F—'r*]] ), qui est tout a fait géné-
rale , puisqu'elle s'étend sans grande modification aux extensions re-

*)

Clest précisément par |l'exposé de cette généralisation que

latives quelconques L/K de corps de nombres

nous ouvrons cette section , en nous plagant d'emblée dans le cadre
des groupes de S-classes de diviseurs , Auparavant, rappelons que
le calcul du nombre de genres pour les extensions relatives galoi -
siennes est d0 & Furuta ( cf, [l'—'u1 1) . Son résultat , qui vaut pour
les genres au sens ordinaire, a été précisé par Goldstein dans lecas
restreint, mais sous réserve d'abélianité de I'extension, Plus récem-
ment dlailleurs , Gurak a étendu & ce cas les résultats de Frd&hlich

sur la caractérisation du genre principal a partir des caractéres

d'Artin (cf, [Gu,]) .

* X . . .
(") Pour plus de détails sur le genre des extensions finies du corps
des rationnels, on pourra se reporter au livre d'Ishida consacré a

cette question ,
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1.- PRESENTATION DE LA THEORIE DES GENRES ,

a,- Définition du corps des S-genres , relatif & une extension finie de

corps de nombres ,

Nous conservons les conventions de |la section précédente ,
En particulier , pour chaque corps de nombres K , nous désignons par
Cce K Son groupe des classes de diviseurs ( qui s'identifie canonique -
ment au groupe des classes dlidéaux de ce corps, prises au sens res -
treint ) » Enfin, si S est un ensemble fini de places non complexes
dlun sous-corps K , nous nhotons SK I'ensemble des places non
complexes de K au-dessus de S , et CQE le quotient de Cerar le
sous-groupe C¢ K (S) formé des classes des diviseurs construits sur

les places de S Cela dit :

K .

DEFINITION 11,2, 1.- Etant donnés une extension finie quelconque de

corps de nombres L/K , et un ensemble fini S de places non complexes
du corps K , le corps des S-genres de ll'extension L/K est la plus
grande extension EE/K de L, qui est non ramifiée et S~ décomposée
(i.e. non ramifiée aux places finies et complétement décomposée aux
places au-dessus de S ), et qui provient par composition d'une exten-
sion abélienne de K ,

lLLe corps des S-genres E,S_/K est donc la sous-extension
maximale du corps des S-classes CE qui provient par composition
d'une extension abélienne de K , Le sous-groupe de CQE , qui lui
correspond par la théorie du corps de classes , est le S-genre princi-
pal Cce LS_/K ; son quotient %E/K =C¢ E/éi E/K est le quotient des S -~

genres ,

Remargues.-(i) Lorsque l'ensembie de places S est vide , le corps
EL/K est |'extension maximale de L, non ramifiée (aux places finies),
qui provient par composition d'une extension abélienne de K , Dans le
vocabulaire des classes dlidéaux , EL/K est le corps des genres au
sens restreint , Nous disons que CL/K est le corps des genres de

I'extension L /K , sans précision ,
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(ii) Lorsque S est I'ensemble des places réelles de K , le
corps (—:E/K est I'extension maximale de L., non ramifiée (aux places
finies) et non complexifiée (aux places réelles), qui provient par com -
position dlune extension abélienne de K , Nous disons que EE/K est le

corps des genres au sens ordinaire de l'extension L/K ,

Considérons donc une extension finie de corps de nombres

L/K , et notons EE/K son corps des S-genres, D'aprés la définition

ci-dessus , le corps CE/K est le composé de L etde la sous-exten -
X X S ab S ]
sion maximale CL_ de son corps des S-classes CL , qui est abé -

lienne sur K , En particulier , EE/K contient le corps des S-classes

CS de K , Si donc nous désignons par L% 1a sous-extension maxi -

K
male de L qui est abélienne sur K, nous obtenons le schéma de corps :

ce’
S
LiK
S T .
L LCK CLIK CL
l \——/’/
—
| S
Lah CSLaB
7 (23
LnCi Ci
@

Pour chaque corps de nombres F, désignons par JF le groupe
des ideles de F , par JF(S) le sous-groupe de ‘JF formé des idéles
unités en-dehors de S, et par UF le groupe des idéles unités , Cela
posé , puisque CLS_ ab est la sous-extension maximale de CE qui est
abélienne sur K , la théorie du corps de classes nous donne directe -

ment |!'isomorphisme :
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S ab - X =
GallC ] P /K) =3, /¥ Sab)K —JK/N

L L/K cl

J s )K"

1 8 X - X
D'un autre c6té , nous avons ¥ S/l_ (J S> L JL(S) L , par

CS ab /K(J

L C

L
définition du corps des S-classes CL . Il vient donc :
S ab o X
Gal(C~ /K) JK/]V'L/K(JL(S))K .

Cela étant , nous obtenons :

(JK(S): NL/K(JL(S)))

X Ve X ?
(K ﬂJK(S).K ﬂ]VL_/K(JI_(S)))

[C :C

S ab S
L K

1= (U (SR g (9 (SHKX) =

clest-a-dire , finalement :

(cSab, oSy png(p slp Cp/K, GRN

K
L (ES-
K *

Ly/K, (uqs>>

b ¢S U’ ‘Bln
EK nNL/K)

en notant K% le groupe multiplicatif du complété de K pour la place p,
et U _le sous-groupe des unités ; L %(3 le groupe multiplicatif du complété
de L pour la place P, et U _ le sous-groupe des unités ; Ei le groupe
des S-unités du corps K (au sens des diviseurs), et NI_/K le sous -
groupe de KX formé des &léments dont Ilimage diagonale dans J tombe
dans le sous-groupe normique NL/K L) .
Pour interpréter les différents indices intervenant dans la for-

mule obtenue , introduisons , pour chaque place non complexe p de K ,

le corps L = Ie B intersection des complétés de L au-dessus de p
By .
dans une mé&me cl8ture algébrique de K _, et notons LE; la sous-ex -

tension maximale de L b qui est abélienne sur K

p

DEFINITION [11,2,2,~ Etant données une extension finie L/K de corps

de nombres, et une place p de K, nous disons que le groupe de Galois

ab( L/K) = Gal (Lab /K ) de la sous-extension abélienne maximale L 3P
de llextension galoisienne locale L . = JIL ‘Ddu complété K . est le
Blp

groupe de décomposition abélianisé de la place p dans |'extension L/K ;
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et nous appelons groupe dlinertie abélianisé le sous-groupe d'inertie
122 (L/K) de Gal(L3® /K ).
p p . p ab ab

L'ordre du premier groupe g 0 (L/K)=1|D ) (L/K)| est le
degré de I'extension abélienne locale l_ab/K ; et celui du second

ezb(l_/K) = ||E;b(l_/K ) | est son indice de ramification .

Cela posé , la théorie du corps de classes local nous donne
les isomorphismes :
ab ab X X X X
D (L/K)=6Gal (L% /K )=k X[y L >=K my L
p (L o /% o/ e (S p/m WASY
PP p PPy
ab
et 12 L/k)=u_/ I ¥ (u >
L /K
b O TR TN
. . Z e X 1 N
En particulier , le groupe NI_/K K™ n NL_/K ( JI_) slinterpréte comme
['lensemble des éléments de KX qui sont normes dans chacune des exten -
sions abéliennes locales I_ab /K (ou, ce qui revient au méme , dans
chacune des extensions galoisiennes locales Lp/K ) . Nous disons

que N est le sous-groupe des éléments de KX qui sont normes lo -

L/K
cales partout dans llextension L/K .

Récapitutant ce qui précéde , nous obtenons :

THEOREME 111,2,3.-( Formule des S-genres ) - Soit L/K une exten -

sion finie quelconque de corps de nombres , Pour tout ensemble fini S
S =S
m 1 = .
de places non complexes du corps K, Itordre g /K [C' /K : L] du

quotient des S-genres de llextension L/K est donné par la formule

.S T ¢3P(L/k) T &2P(L/K)
S, K pes P p¢s P
L/K ™ el i (Eﬁ:l—:ﬁnNL/K)

Dans celle-ci, h‘;’ = [Ci : K] estle nombre de S-classes de diviseurs

a . . . .
du corps K ; LU est la sous-extension maximale de L_ qui est abélienne

*
sur K ; eab(L/K) est I'indice de ramification (*) de la sous-extension

p

(*) Conformément aux conventions de la section 1 , la ramification
nlintéresse que les places finies, Pour les places réelles , nous par -

lons , s'il y a lieu, de complexification ,
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b

maximale l_':; , abélienne sur K . du corps L _ = s et dib(l_/K)

NL ., ;
Blp P

est le degré de cette extension ; enfin ES est le groupe des S-unités

K
(*) - kX X
de K , et NI_/K =K™N NL/K(JL) est le groupe des éléments de K

qui sont normes locales partout dans |'extension L/K .

Applications .- (i) Lorsque I'extension S est vide , Itindice gL_/K est

le nombre de genres , Il est donné par la formule :

i e;b(L/K)

I - " b .
L/K ab ] ?
(LS : K] (EK.EKnNL/K)
h, est le nombre de classes de diviseurs , et E _ le groupe des unités
K ( **) K
du corps K .
(ii) Lorsque S estltensemble des places réelles de K, |'in -

dice correspondant gL_/K est le nombre de genres au sens ordinaire ;

il stécrit :
o I e3P(L/k) T a2 (L/k)
ord hK ) p ) [m p
9./ =~ T, ab ord ord
L :KJ (El 1 Eg ﬂNL/K)

h. estle nombre de classes d'idéaux , et E le groupe des unités au

K (*xx) K
sens ordinaire du corps K .

Remarque, - La définition du corps des S-genres, que nous avons donnée
plus haut , s'applique sans changement aux extensions infinies de corps
de nombres, Dans ce cas cependant, le quotient des S- genres peut étre
infini, et les calculs précédents ne sont pas fondés, De fait, laformule
des S-genres reste valable sous réserve que soientvérifiées les deux

conditions suivantes :

(*) 11 stagit des S-unités au sens des diviseurs , i,e, des S-unités au
sens des idéaux qui sonten outre positives aux places réelles n'appar -
tenant pas a S ,

(**) Lorsque L/K est abélienne, nous retrouvons ainsi la formule de

Goldstein (cf, [Gd ], the2.,1 ),

(***) Lorsque L/K est galoisienne, la formule obtenue est due a Furuta

(cf. [Fu] 7).
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(i) I1n'y a qu'un nombre fini de places de K qui se ramifient
dans L .,

(ii) Pour chaque place non complexe p de K, Itextension abé -
lienne locale I_ab/K est de degré fini ,

p p

b.~ La formule du produit pour le symbole de reste normique ,

Soit L/K une extension abélienne (finie) de corps de nombres ,

Si p est une place non complexe de K , le symbole de reste normique
(——'p—'—‘-ﬁi> , introduit par Hasse dans [Ha]] , est composé de I'in-

jection du groupe multiplicatif de K dans celui de son complété K | de
I'application de réciprocité locale (', L$/K ) associé & I'extension
locale L /K _ au-dessus de L./K , et de |'isomorphisme canonique du

groupe de Galois Gal(L zl5/K p) sur le groupe de décomposition D p(I._/K)
de la place p dans L/K . On sait que les symboles de Hasse (—TELI&)
sont directement reliés au symbole d'Artin global Q'é|ément (’x—;_l:&>

étant le symbole d'Artin C—‘-éi> de Itidéal g=y p-V-P(y) construit sur

un p-associé convenable y de x> , et que la formule du produit :

p p
est essentiellement la seule relation entre les divers symboles (—Jp—l_&>

a

attachés 3 une méme extension ( en ce sens que toute autre relation de
dépendance multiplicative lui est proportionnelle ).

Supposons maintenant que L/K soit une extension finie quel -
conque de corps de nombres , Dans ce cas , il est encore possible de
définir un symbole de reste normique pour chaque place non complexe p
de K , en introduisant les extensions abéliennes locales L_ab/K

p p

DEFINITION IIl,2.4.- Etant données une extension finie quelconque de

corps de nombres L/K , et une place non complexe p du corps K , nous

appelons symbole de reste normique généralisé , associé a la place p
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dans l'extension L /K-, Ilapplication (—'p—"'&> du groupe multiplica-

tif K* sur le groupe de décomposition abélianisé Dab(L/K) , compo -
sée de Iltinjection naturelle du groupe multiplicatif de K dans celui de
son complété K _, et de Ilisomorphisme de réciprocité (-, l_ab /K )

attaché i la sous-extension abélienne maximale I_E;)b /K b de I'extension

galoisienne locale n L )/K .
plp PP
Bien entendu , le symbole généralisé induit le symbole usuel
lorsque |'extension est abélienne , de sorte que , si Lab désigne la

. . . s ab
sous-extension maximale de L abélienne sur K , les restrictions a L

des symboles de reste normique généralisés pris dans L/K vérifient la

formule du produit :

s, L/K
() |

Le but de cette section est dtétablir la réciproque de ce der -

nhier résultat :

THEOREME I11,2, 5.~ ( Réciproque de la formule du produit ) - Etant

donnée une extension finie quelconque L /K de corps de nombres , les

familles (o )p appartenant a la somme directe @ Dab(L_/K) des grou-
p

pes de Galois attachés aux extensions abéliennes locales associées a
. . . . ab
L/K , dont les restrictions & la sous-extension abélienne globale L

vérifient la formule du produit 1] op l ab = 1, sont celles provenant
p L

par les symboles de reste normique généralisé d'un méme élément de K%,

En dlautres termes, les symboles généralisés (—'—L&>
P pEPI

induisent un isomorphisme canonique du quotient KX/NL/K sur la

somme directe restreinte @ D 2P ( L/K) .

p

L EMME 111,2,6,- Soient S un ensemble fini de places non complexes de

K . Les S-unités de K qui sont normes locales partout dans L/K sont

exactement celles qui sont normes locales partout dans lI'extension
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=S
I_/K

/K . De plus, les indices de décomposition d&;’b(l_/K) et ezb(l_/K),
attachés aux places non complexes p du corps K dans |'extension L/K ,

slinterprétent encore comme étant les or~dr~es respectlfs des groupes de

/K)etl ab /K )

. " - R
décomposition et dlinertie abélianisés D2 (C L/K

p T L/K

attachés a ces mémes places dans l'extension Cf./K /K .

Démonstration : Celarésulte directement de I'égalité des groupes dlideles

J. (S)=1x (J
L - S =S
CL/K/L oy

étant par hypothé&se non ramifiée et S- décomposée ,

(L_)> , ll'extension abélienne EE/K/L
/K

THEOREME I11,2,7.- ( Suite exacte des S-genres ) - Soient L/K une

extension finie quelconque de corps de nombres , S un ensemble fini
de places non complexes de K , puis EE/K le corps des S-genres de

Ilextension, CS le corps des S-classes de K , EK le groupe des S -

K
unités , et NI_/K le sous-groupe de KX formé des éléments qui sont
normes locales partout dans |'extension L/K . 1l existeune suite exacte

courte canonique :

S ,.S &S
1—E/EZNN bES , /K) C )
K/TK <p€S p o~ L/K > Cpgsp I_/K>

. Ga|(cf/?<b/c§)——>1 ,

cS /K
pL/K >’

de |la somme

ol I'application n estinduite par les symboles généralisés (

et 7 est la projection canonique (o ) pllo

L/K
directe des groupes de décomposition et dlinertie abélianisés sur le
groupe de Galois de |'extension abélienne CE/T?/CS .

Démonstration : L'application 1 est surjective, par maximalité du corps
des S-classes Ci ; et nest injective , en vertu du lemme 6 ; I'inclu -
sion Im n cKer mn'est autre que la formule du produit ; et I'exactitude
de la suite , qui constitue donc une réciproque partielle de cette for -
mule , résulte du calcul du nombre de S- genres effectué plus haut (cf.

théoréme 3 ) .
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Démonstration du théoréme 5 : Prenons S assez grand, i,e, contenant
les places ramifiées dans I'extension L/K , et suffisamment de places
pour engendrer les groupes de classes de diviseurs de L comme de K ,

S . .
Dans ce cas , le corps des S-classes C, coincide avec L , et son

L
sous-corps Ci avec K , La suite exacte du théoréme 7 prend donc la
forme :

ab ab
® D (L/K)— Gal(lL " /K)—> 1,
peES

et les S~-unités sont bien normes locales en-dehors de S dans |'exten-

S ,_S
1— EK/EK nNI_/K——»

sion L/K , Passant & la limite avec S , nous obtenons donc la suite

exacte courte attendue :

1 — KX/N —»@Dib(l_/K)-—rGal(Lab/K)—-—v 1
p

ce qui établit le théoréme 5 ,

L/K

SCOLIE 111, 2,8, - Dans une extension finie L/K de corps de nombres

les symboles de reste normique généralisés donnent naissance a la

suite exacte courte canonique :

. @Dab(L/K) ———Gal(l_ab/K ) — 1

1 — KX/N
D p

/K

Lien avec le théoréme de Moore ,- K étant un corps de nombres ( de

degré fini) , supposons donnée , pour chaque place non complexe d'un
ensemble fini S , une racine de llunité { dans le complété K ,
Notons u . le groupe des racines de I'unité du corps K, puis m pson
ordre, et m _celui du groupe uKPdes racines de |'unité dans K _, n
enfin un multiple commun non nul des m _ associés aux places de S ,
et , plus généralement , n Am . le plus grand diviseur commun de n
etde m .

Par le théoréme dl'approximation simultanée , nous pouvons
choisir un a dans K dont I'image dans le quotient K ;/ My K );m soit
exactement dlordre m _ ( par exemple , si p est ultr'amgtr-ique , en
imposant 4 a d'étre une uniformisante locale), et ce , pour chaque p
de I'ensemble fini S . Prenons un tel a, et considérons |lextension
L=K [T/—a- ]: sa sous-extension maximale Lab a pour degré m , et,
pour tout pde S, la sous-extension maximale I_ab de K p[%] , abé-

lienne sur K b a pour degré m b Si donc Gp désigne |'é1ément du
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groupe de décomposition Dzb(l_/K) défini par :

(o ~-1)

Ja P =gp,pourpES & op=l, pour p ¢S ,
(o, _-1) Mo, -1
m _/m
la relation [T¢ P = n:/—a-p P =T/-5<p P >,etle théo-

p

réme 5 nous montrent que la formule du produit
m p/m
ey =1,
p
est la condition pour que les ¢ _soient les symboles de reste normique
généralisés , dans I'extension L/K , d'un élément b de KX qui est nor -

me locale en-dehors de S, Lorsqu'elle est vérifiée, nous avons ainsi :

n—
Op=<b’ K[g/a:l/K> , pour chaque place p ;

donc , en particulier :

m_/m_An

(—‘—apb>mp=(;p,PourpES;et('a"'pL\ TP =1, pour p¢sS;

m

p

ce qui établit I'exactitude de la suite induite par les symboles de Hilbert
(5= (5 n,
p p /m p

KX®ZKX——“@HK /u& — uK/u&—’ 1.
p p p
Le résultat obtenu vaut pour tout n assez grand donc , finalement, pour
tout n non nul, Il est plus faible que le théor&me de Moore (cf, [CW ] ),
qui affirme I'exactitude de la suite pour n = 0, mais dont la démonstra-
tion fait intervenir un argument analytique de densité, Il suffit cepen -
dant & montrer qu'il n'est d'autre loi de réciprocité pour le symbole

/m

m
de Hilbert que la formule du produit I (—;—) p =1,
p
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c.- Comparaison du corps des genres et du corps des classes centrales ,

L'idée dlétudier les extensions centrales des corps de nom-
bres abéliens est due & Fr8hlich , qui signala le premier le rdle joué
dans ces questions par les multiplicateurs de Schur associés aux grou -
pes de Galois ( cf, [Fr‘2] ) « En fait, la notion d'extension centrale
peut se généraliser en |'absence de toute hypothése galoisienne , de

par l'existence de la norme arithmétique :

DEFINITION 111, 2,9.- Etant donnés une extensionfinie quelconque L /K

de corps de nombres , et un ensemble finl S de places non complexes
de K, nous appelons corps des S-classes centrales de l'extension L/K,
et nous notons CE/K , le sous-corps du corps des S-classes de L fixé
par le groupe dlidéles
S _ X
JN/K— 7L - JL(S) . LY,
ol ]VJL est le noyau dans JI_ de la norme arithmétique NI_/K .

Cette définition trouve sa justification dans la proposition sui -

vante :

PROPOSITION [11,2.10.,- Supposons |'lextension LL/K galoisienne, Alors

le corps des S-classes centrales CE/K de L/K estla plus grande sous-
extension galoisienne du corps des S-classes CE pour laquelle le
groupe de Galois Gal( CE/K/ L ) est contenu dans le centre de

S ) . S
Gal (CI_/K/K ) « Autrement dit, C est la sous-extension de CL

L/K
fixée par le sous-groupe C E/K de C E , image du groupe des S-
classes de diviseurs par I'idéal dlaugmentation de {lalgébre de Galois

Z[Gal(L/K)] .

Démonstration : Ilsuffitnaturellement de vérifier I'identité des grou -

I
G
& i 1 -
]V’JI_ . uLet Jl_ R UL, ol IG est I'idéal dtaugmenta
tion de I'algébre de Galois Z [Gal(L/K)] ., Or le quotient JL/UL du

groupe des ideéles par le sous-groupe des idéles unités s'identifie au

pes dl'idéles

L et les diviseurslde norme 1 sont précisé -
ment ceux contenus dans le sous-groupe DLG .

groupe des diviseurs D
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SCOLIE I11,2,11.- Soient LL/K une extension finie quelconque de corps

de nombres , et S un ensemble fini de places non complexes de K , Les
groupes dlideéles attachés par la théorie du corps de classes au compo-
sé avec L du corps des S-classes de K, au corps des S-genres de
I'extension L/K , et au corps des S-classes centrales de LL/K sont
respectivement :

(i)  pour le composé L.Ci , le groupe :

s*

Ik = Le €9 17 ple) €9y (S) oKk T

(ii) pour le corps cs le groupe :

L/K
JE/K—_- {r €\JL_ INL/K(I:) ENL/K(JL(S)).KX} ;

(iii) pour le corps c> le groupe :

L/K
JE/K= e ed | F s le) €n (9 (S). L))

THEOREME 11,2, 12.~ (Formule des S-classes centrales ) - Soit L/K

une extension finie quelconque de corps de nombres , Pour tout ensem-
ble fini S de places non complexes du corps K , le nombre hE/K

[CL/K
par la formule :

L ] de S-classes centrales de I'extension L/K est donné

»S I a®P(L/). T (L/K)

hs/ _ K pes P p ¢S p 5
L/K ab | ¢ S S * /Kt
(LS : K] (EtEg L_/K(L_))

. S S -
Dans celle-ci , h’K = [CK : K] est le nombre de S-classes de divi -
seurs du corps K ; Lab est la sous-extension maximale de L. qui est
abélienne sur K ; eab(L/K) est |'indice de ramification de la sous -
extension maximale Lzb , abélienne sur K b’ du corps L. = ‘15 ;

‘NP

et dab(L/K) est le degré de cette extension ; enfin Ei est le groupe
- rd — - X
des S-unités de K, et kL./K = (NL_/K : NL_/K( L")) estle nombre de
noeuds de |'extension L/K .
Démonstration : Consuder‘ons le quotient J /JS En associant
: L/K/YL/K *
! 1
ala clz;lsse de I'idéle ¢ € JL_/K celle de ['élément x ENL/K , défini
par x I_/K r) € NL/K (S)) nous définissons un isomorphisme :
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-S s S
I /YL K —NI_/K/NL/K(LX)(EK NN k) oe

Il vient donc :

S =S /=S S B ) s
[CL/K:CL/K]—(JL/K.JL/K)—(NL/K.NL/K(LX).(EKHNL/K))

(NL/K:]V'L/K(I_X))
S S Xy
(Eg NN Eg N7 (L)

L/K*

Et I'expression du nombre de S-classes centrales résulte de celle du

nombre de S-genres donnée par le théoréme 5 ,

Applications .- (i) Lorsque I'ensemble S est vide , I'indice h’L_/K est

le hombre de classes centrales , Il est donné par la formule :

T 2P (L/K)
P 0 €y
ab. 17 (e

b/ = AL/ *

) Xyy®
o K.EKONL/K(L ))

hK est le nombre de classes de diviseurs de K , EK est le groupe
des unités (au sens des diviseurs ), et kL./K est le nombre de noeuds
de I'extension L/K ,

(ii) Lorsque S estllensemble des places réelles de K, I'in -

- d iz
dice correspondant ne est le nombre de classes centrales dl'idéaux ;
L/K ;

Joe T e(L/K) L T a3 (L/K)
ho"d - K b p ple P i
AT (EQ‘:E&‘"HNL/K(LX) L/

h;d est le nombre de classes dl'idéaux , et E:;d le groupe des unités au

sens ordinaire du corps K ,

COROLLAIRE Ill,2.13.- Soient L une extension finie quelconque du

corps des rationnels , C-= EL/Q le corps des genres correspondant ,

et C = CL/Q
de Galois Gal( C/é- ) est isomorphe au groupe des noeuds K L/@ =

(
NL/Q/ ]VL/Q(L_X) .

(*) Cerésultat a été établi par Garbanati dans lecas ol L. estune exten -

le corps des classes centrales de L/@, Alors le groupe

sion galoisienne du corps des rationnels (cf, [Ga3] ) .
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Démonstration : Clest une conséquence immédiate de I'isomorphisme
établi ci-dessus :
re) [ N " X
Gal(C/C) JL/Q/JI_/Q NL/Q/ NL/Q(L )(Emﬂ NL/Q) ,
et du fait que la seule unité ( au sens des diviseurs ) du corps des ra-

tionnels est le nombre 1 ,

COROLLAIRE lil,2,14.- Soient L. une extension finie quelconque du

corps des rationnels , et C = CL/QIe corps des classes centrales as -
socié , Pour qu'un rationnel non nul soit une norme globale dans I'ex -
tension L_/Gl , il faut et il suffit qu'il soit norme locale partout dans

I'extension C/@ .

Démonstration : En |'absence d'unité rationnelle autre que 1 , nous
avons en effet :

x E]VI_/Q(I_X) & X ENI_/Q(UI_'LX) & X ENC/Q(JC) , comme annoncé,

Appendice : le groupe des noeuds ,- Le nombre de noeuds kL/K fut in -

troduit par Scholz ( cf, [Sz]) & l'occasion de I'étude de corps biqua -

(*)

galoisiennes de @ dans lesquelles le principe des normes de Hasse (i.e.

dratiques . Ces corps sont , en effet , les plus petites extensions

le fait que les normes locales NL./K soient exactement les normes glo -

bales NL/K
sons donnée une extension finie quelconque L/K de corps de nombres ,

(L*) ) peut se trouver en défaut : Pour voir cela , suppo -

et formons le diagramme commutatif associé a la norme arithmétique :

X -~

| —— L J_ c 1
NL/K NL/K ]VL/K
X . -

| — K I C 1.

Par le lemme du serpent , nous obtenons la suite exacte longue :

(*) En fait Scholz définit plusieurs groupes de noeuds associés respec-
tivement au groupe multiplicatif du corps , au groupe des unités , et au
groupe des classes d'idéaux, Il est d'ailleurs possible d'en définir bien
dlautres , On pourra consulter sur ce sujet ['article trés complet de

Jehne [Je] .
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1-yL —»NJL~NCL K /]V'L/K(L ) JK/]V'L/K(JL) CK/]VI_/K(C‘I_) 1.

Cela étant , la théorie du corps de classes global nous dit que le terme
de drorte C /NL_/K ) stidentifie au groupe de Galois G (I_/K) =
Gal (I_ /K) de la sous- extenSIOn abélienne maximale L° /K de L/K ;

et la théorie du corps de classes local interpreéte le quotient J / /K('J )

comme somme directe ®D° I_/K) des groupes de Galois respectlfs

p

Dab(L/K) = Gal ( Lab/K p) des extensions abéliennes locales asso -

ciées 4 L/K , La partie droite de la suite prend donc de la forme :

ce qui permet de retrouver la suite exacte courte du scolie 8 ,
Quant 3 la partie gauche , elle s'écrit encore :

— ) X : X
1 ZVL _*]V'JL_ ]VcL NI_/K/NL./K(L ) — 1 .

. . _ X
Elle interpréte donc le groupe des noeuds K L/K NL/K /NL/K (™)
comme quotient du groupe ]V'cl_ des classes dlideles de norme 1 par le
sous-groupe des classes des idéles de norme 1 ,
(i) Lorsque llextension L_/K est galoisienne , de groupe G ,

. 2o g=1 X
1 H 1
le noyau ]V'cl s'écrit aussi (G,CI ), et le noyau ]VJI stécrit de

méme H"(G,JL)sc;?)H"(Dp, L;), si Dp=Ga|(|_p/Kp) est le

groupe de Galois local associé a la place p . Il vient donc :

mCoker[ @ H (D Lg)——» H_](G,CL)J

p

K L/K

p’
=Coker~[® H‘3(Dp, Zz) — H_3(G,Z):| ’
p

via les isomorphismes cohomologiques du corps de classe ,

Ll_e dual de Pontrjagin KI_/K =3H°m(KL_/K , @/Z ) est donc
le noyau de I'application naturelle de H” (G, Z ) dans la somme directe
3] H3(D b’ Z ) . Clest I'interprétation de Tate , qui montre en particu-
p
lier que KI_/K est nul lorsque G est cyclique et , plus généralement ,

dés que Dp estégal & G pour au moins un p (cf, [CF ], Ch, VI, §11,4) ,

_2],8_



. 82

(ii) Lorsque llextension L/K est abélienne , le groupe
HY(G,Z) =HZ(G, @ /2 ) s'identifie au carré alterné G AG du groupe G,

De méme H3(Dp,Z)=H2(Dp,Q/Z) est isomorphe a DpADp . 1l

3

vient donc :
L/KkKer‘[G/\G-—-—»f(Dp/\Dp)] .

v

K

Clest I'interprétation de Razar (cf, [Rz]) ., Par exemple , si G est le
groupe de Klein z/2z2 xZ/22Z , le principe des normes de Hasse
vaut si D est égal a G pour au moins un G ; il est en défaut sinon,

Ainsipour L=@[,/p, ./ a1, p et g premiers congrus & 1 modulo 4 ,

vérifiant <§>= <§~>= 1, etK=a.

2.- EXPRESSION DE LA FORMULE DES GENRES EN TERMES DE REPRE -
SENTATIONS ,

a,- Etude du cas métabélien ,

Nous reprenons dans cette section les hypothéses de la sec -
tion 1, § 2 . En particulier , £ est un nombre premier , L une £ —ex -
tension cyclique de K , galoisienne sur un sous-corps F , et K/F est
abélienne de degré d étranger & £ ; le groupe de Galois Gal(L/F )
s'écrit comme produit semi-direct du £ -Sylow G = Gal (L/F) et du
quotient abélien A= Gal(F/K) ; I'homomorphisme de Adans Aut G, qui
définit le produit se factorise par un caractére {-adique ¥ dugroupe A,

conformément a Ilidentité :

(%) T9 'r_] = gX(T) , quels que soient 7 dans Aet g générateurde G;
et cette relation se traduit, dans i'algébre du groupe Z [Gal ( L/F)],

par llidentité de translation des caractéres :

* % e = pe , Vwo€ER (a),

(%) o X B =86 o ® z,

oll e cp= x ol 'r—] ) v est I'idempotent primitif de 1'algébre z, [A]
TEN

associé & un caractére £ -adique irréductible @ du groupe A, et 8§ =

1 z X('T-] ) [gX(T) - 1] est la résolvante de Lagrange construite

d
TEA
sur un générateur arbitraire g du groupe G ,

ol B
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Cela posé, fixons un ensemble fini S de places non complexes
de F , désignons par CL E le £ -groupe des S-classes de diviseurs du
X N . S
corps L, et intéressons-nous a son quotient des genres QI_/K . Une
simplification intervientici : LL'extension L/K étant supposée cyclique,
le § —~corps des S-genres EE/K coihcide avec le ¢ —corps des S-clas-

ses centrales CE/K , ce qui permet d'écrire directement :

S
S _ S G _ S S 6
qI_/K—ceL/ceL —C&I_/ceL

puisque la résolvante § engendre I'idéal dlaugmentation de I'algébre
Z [G] . Compte-tenu de Ilidentité de translation des caractéres rap -

pelée plus haut , il vient donc :

THEOREME 1, 2,15,- ( Formule de translation des S-classes ) - Soient

L une £ -extension cyclique d'un corps de nombres K , de groupe G ,
métabélienne sur un sous-corps F de K , dlindice relatif [K : F ]
étranger & { , puis ¥ le caractére du groupe de Galois A= Gal (K/F)
qui factorise le produit semi-direct G x A, et S un ensemble fini de
places non complexes de F , La résolvante de Lagrange 6§, construite

sur un générateur g du groupe G , donne naissance a la suite exacte

SG S ) S S

L, L,o L, X GL/K, ox ’
qui relie le ¢ —quotient des S-genres QE/K avec le sous-groupe ambige
Ce EG du € -groupe des S-classes de diviseurs du corps L , En parti-
culier , les ordres respectifs hS gs et as des ¢ -

’ L,o’ YL/K, @’ L/K, @

composantes respectives du Q-groupe des S-classes de diviseurs de L,
du ¢ -quotient des S-genres , et du e—sous-groupe ambige sont liés par

la formule de translation des S-classes :
hS aS
L,o _ “L/K, o
hS S *
L,ex  IL/K, X

Lorsque § estle caractére dlun idempotent central de Italgebre
de Galois (i.e. lorsque & estun caractére £ -adique de A, contenudans
le caractére régulier , et stable par translation de ¥ ), la formule des

S-classes conduit & Itidentité :
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S _ s
I/, L/K,s °

qui exprime ['égalité entre la & -partie du { -nombre de S-genres et
celle du £ -nombre de classes ambiges , En particulier , lorsque L est
abélienne sur F , I'expression du £ -nombre de S-genres , pour cha -
que caractére { —adique ¢, résulte directement des calculs effectués
dans la section 1I1 § 2,

A |'opposé, lorsque @est un caractére ¢ —adique irréductible
du groupe A, qui n'est pas stable par translation de x, la formule de
translation des S —-classes permet dlexprimer la § - partie du nombre de
S-classes de diviseurs du corps L , pour chaque caractére | de |lor -
bite de ¢, a partir de la seule p-partie de ce nombre et des nombres
de S-genres et de S-classes ambiges pour les divers caractéres de
I'orbite , Par exemple, si L est métacyclique sur F (i,e, si ¥ est le
caractére dlune représentationfinie de A, nous disposons ainsi d'un
procédé permettant de calculer le nombre de S-classes de diviseurs
de L., a partir de celui de I'une quelconque de ses sous-extensions I_A,
fixée par un relévement de A,

Il faut naturellement pour cela évaluer directement la -
partie du ¢ -nombre de S-genres pour chaque caractére £ -adique )
du groupe A , Partons donc de la suite exacte des S-genres , telle
qu'elie est donnée par le théoréme 7, Formant le produit tensoriel
terme a terme avec |'anneau 22 , nous obtenons lasuite exacte de Z) -
modules :

S .
p?sl p(CL/K/K)J

S S
—»Gal(cL/K/cK) -1 .
Dans celle-ci 6§ = Zf, ®Z Ei est le tensorisé du groupe des S-uni -

tés , et nL_/K = Z£ ®Z NL/K celui d; groupe des normes ( au sens
global comme au sens local ) ; D p(cl_/K /K ) est le groupe de décom-

position de la place p dans la £ -extension abélienne CE/K/K , et
S

PGk

S-genres de L/K (i,e, la { -extension abélienne maximale de K qui

est non ramifiée et S-décomposée sur L ) et Ci le { —corps des

/K ) son sous-groupe dl'inertie ; C L/K est le £ —corps des

S-classes de K (i,e, la £ _extension abélienne maximale de K qui est

non ramifiée et S-décomposée ) ,
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(*)

Cela étant, les propriétés galoisiennes du symbole de Hasse
montrent que la suite obtenue est méme une suite exacte de Ze [al-
modules pour Itaction naturelle du groupe A sur le terme médian donnée

par la formule :

o)T—(X(T)> Vreh

Il vient donc :

THEOREME I11,2, 16, - Soient L une € —extension cyclique d'un corps

de nombres K, de groupe G , métabélienne sur un sous-corps F de K

dlindice relatif [K : F ] étranger a L , puis ¥ le caractére du groupe
de Galois A= Gal(K/F) qui factorise le produit semi-direct G x A ,
et S un ensemble fini de places non complexes de F , La suite exacte

courte de Z, [ A]-modules

'*55/6§”WL/K"[P§SD (CI_/K/K):I [Pfés P E/K/K):]

-)GaI(CL/K/Ci) -1

conduit & la formule des S-genres :

(s XX ? (@, XXy
I a (L/K T e (L/K) P
gs/ .S pes ’ pds P
L/K, o K, o ( ¢
: P X S, S
[L:K] DR PRIy
Dans celle-ci , gI_/K est la ¢q-partie du £ -nombre de S-genres
S

dans Ilextension cycllque L/K , M est celle du € —nombre de S-

classes de diviseurs du corps K ; dp L/K) = | (D (CL/K /K) | est
l'ordre du groupe de décomposition de la place P dans L/K , et
= H _ 1 H .

e (L_/K) |1 (CI_/K/K) | est celui du sous-groupe dlinertie ; Xp
est Ilinduit & A du caractére de la représentation unité du sous- gr‘oupe
de décomposmon de p dans l'extension abélienne K/F ; enfin é'K =
Ze ®Z EK est le tensorisé £ -adique du groupe des S-unités ( au
sens des diviseurs ) du corps K ; et WI_/K = Ze ® NL_/K celui du

groupe des normes ,

-
(*) 11 s'agit en fait de I'identité (x_,p_l.ﬁ_) = T(%) T—l dont

on trouvera par exemple une démonstration dans [Gr-]o] .
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Démonstration : La suite exacte courte obtenue donne directement

() XX 7 (o, )
il dp(L/K) P XXy gep(L/K) P XXy

s Sy, _peES p ¢S
GaltC /e /) = 5. .S
® (8t 8 N7 k)

pour chaque caracteére z—adique irréductible ¢ du groupe A, compte -
tenu de I'action de A sur le terme médian rappelée plus haut , L.a for -

mule annoncée en résulte , en vertu de llidentité :

|Gallc 2 /K) |

S S _ S S
®

S
= S S P
—'GaI(CL/K/CK)|Cp [L:K]<cp’x>o

Il est instructif de comparer ce dernier résuitat avec |lex-
pression du £ -nombre de S-classes ambiges donnée par le théoréme

111,1,13, D'aprés le théoréme 15 ci-dessus , il vient ainsi :

COROLLAIRE I11,2,17,- Sous les hypothéses du théoréme 16, la for -

mule de translation des S-classes prend la forme :

Cooy X0 (o, X,
s s T oa(u/m) o0 e k)
Ié,cox - g,cox pes P ( >b45p

] o, 1 S *
hl_,cp hK,cp [L:K] . gcpx(e,al_)

Remarques, - (i) Prenons pour & le caractére d'unidempotent central de
Ilalgébre de Galois , LLa formule de translation des S-classes nous re -
donne alors I'expression du quotient de Herbrand des S-unités calculé
dans la section 1 ( scolie llI, 1,15 ) :
&, Xy 2

( (&, %,
0,0G,60)= T _a (L/K) PTLT e (L/K) P/l K]

(3, 1)
pes P pgs P )

(ii) Prenons ©quelconque , mais fixons S assez grand pour
annuler C£ E comme Cei . Dans ce cas, laformule du corollaire donne
directement |'expression du quotient de Herbrand QCpX(G’ é'f) « La

structure galoisienne du groupe des S-unités se régularise donc pour

S assez grand ,
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b.- Extension des résultats au cas procyclique : La formule des genres

pour_une Zl -extension ,

Nous reprenons ici les hypothéses de la section 1, § 3,2:
Le corps L estdonc désormais une Z, -extension d'un corps de nom-
bres K, de groupe de Galois T = yze , métabélienne sur un sous-corps
F de K, dlindice relatifd = [K : F ] étranger & £ ; etnous continuons
a noter Y le caractére £ —adique du groupe A= Gal (K/F ) qui factorise

le produit semi-direct I" x A, clest-a-dire que nous écrivons

TYT_]=YX(T), vTeEN |,
en faisant choix une fois pour toutes d'un relévement de A dans Gal(L/F).
Comme plus haut , nous notons

o=1 T x( X
TEA

la résolvante de Lagrange construite sur un progénérateur yde I', ce
qui nous permet d'écrire

r=2Z, My-10=2,06]
italgébre dl'lwasawa du groupe I', tout en conservant les raltions de
commutation

€% ®ox
pour chaque idempotent primitif de |'algébre semi-locale Z& [A] .

6, VwGRZﬂA)

L_es considérations de théorie des genres développées dans le
paragraphe précédent s'étendent alors sans difficulté au cas procy -
clique considéréici, L_'introductiondu ¢ -corps des S-genres n'appelle
pas de remarque particuliére: clesttoujours llextension maximale de L,
qui est non ramifiée ( aux places finies ) , complétement décomposée
aux places au-dessus de S , et provient par composition avec L d'une
§ -extension abélienne de K , La définition des symboles de Hasse
pour une extension infinie peut se faire comme suit : Si KcMc L

est une tour de corps de nombres (de degrés finis) , les restrictions a

M des symboles de Hasse <f"3—‘—‘-Z-K—> associés a L/K ne sont autres

que les symboles de Hasse (—;DM&-> associés & M/K , Par suite, si

L/K est une extension infinie de corps de nombres , L est la limite
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inductive de ses sous-extensions M de degré fini sur K, on peut donc

définir les symboles de Hasse associés & L/K comme limites projec -

tives des symboles finis (—T")—M-ZKD :
3 = K) i .PM K>

Cela posé , nous avons :

THEOREME 11,2, 18, - Etant donnés S un ensemble fini de places non

complexes dlun corps de nombres K , et L. une Zy -extension de K ,
métabélienne sur un sous-corps F de K , d'indice relatif d= [ K: F ]

étranger 3 £ , les symboles de Hasse associés a l'extension infinie
CS
L/K

s ,.S S s
1—»<sK/<sKnnl_/K-»[ ® DP(CL/K/K)]@[P?SIP(CL/K/K)]

/K induisent une suite exacte courte de Z, [ A)-modules :

PES

~ Gal ( /cS) .

L_/K

Dans celle-ci , 6 =Z, ® ES est le tensorisé du groupe des S -
K L "Z K

unités du corps K , et %L/K Z, ® Z< €N NKﬂ/K) celui du

groupe NL/K des éléments de KX qui sont normes locales partout (et

donc normes globales ) dans chacune des sous-extensions cycliques

Kn/K de L/K ; CE/K est le £ —corps des S-genres de |'extension
procyclique L/K , et Ci le € —corps des S-classes de K ; D I_/K /K)

est le groupe de décomposition de la place P dans I'extension abélienne

S S . .
- 1
Cl /K/K , et IP(CI /K/K) le sous-groupe dl!inertie correspondant ,

COROLLAIRE 11{,2,19.- Sous les hypothéses du théoréme 18 , la ¢-

partie de la dimension du { —quotient des S-genres de I'extension pro -
cyclique L/K est donnée , pour chaque caractére ¢ —adique irréduc -

tible ¢ du groupe A, par la formule :

s s
dim = (e, L 8. XX, -V - XY .
z, L/, o pERUS PN L/K

R est |'ensemble des places de F qui se ramifient (sauvagement ) dans

L/K ; Xp est I'induitd A= Gal (K/F) du caractére de la représentation
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unité du sous-groupe de décomposition de p dans L/K; 8 b est égal a 0
ou a 1 suivant que p est complétement décomposée ou non dans |lexten-
sion pr‘ocyclnque L/K ; VL/K est le caractére du £ [A]-module pro -
jectif ‘SK/&K n MK et x celui duSZe [ A]-module I'= Gal (LL/K) .

Autrement dit, le groupe ql_/K est somme directe d'un Z, [(al-
module fini , et dlun ZE [A]-module projectif de caractére :

x[pESUR 6pxp-—1J—vf/K .

Applications.-(i) Lorsque llensemble S est vide , la suite exacte des

S~ genres prend la forme :
’_*é'K/‘sK””l_/K P?RIP(CL/K/K)—*Ga|(CL/K/K)——>1 .
Dans celle-ci, & est le tensorisé du groupe des unités (au sens strict)
du corps K , etle terme médian est un Z, -module libre dont la dimen -
sion est égale au nombre ¢ de places de K qui se ramifient dans I_/K .
(ii) Lorsque S est l'ensemble R des places de F qui se ra-
mifient dans L/K , il vient :
‘_"‘SK/‘SK”"L/K'_“P?RD (CL/K/K)—-»Gal l_/K/c — 13
et le terme médian est encore un Z, -module libre de dimension ¢ .
(iii) Lorsque S estl'ensemble des places réelles de F, CE/K
est le £ —corps des genres au sens ordinaire , et la suite exacte faitin-
tervenir alors le tensorisé du groupe des unités , au sens ordinaire ,
du corps K :
otd

1——~6K /8y N7 e PE@RI (CL/K/K)-—’GaI(CL/K/CK)—*I.
*
Ici encore, le terme médian est un Z , -module libre de dimension ¢ ( ).

Démonstration du théoréme : L'exactitude & droite comme a gauche de la
suite courte proposée est immédiate : A droite, la surjectivité de llap -
plication T traduit la maximalité de la £ _extension abélienne CK sous

les deux conditions de non ramification et de S-décomposition ; a gauche,

*) On notera que les places réelles ne peuvent se ramifierni dans la

tour L/K , ni dans llextension S-décomposée CE/K /L .
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I'injectivité de m résulte de la caractérisation des symboles profinis et

de la définition du groupe ﬁL/K . Seule reste a montrer |lexactitude au

centre , i,e, que chaque famille (o p)p de la somme directe
[ ® D /K)] [ @ /K)]
PESP '—/K pgs" ‘-/K
qui vérifie la formule du produit [l GP =1 , provient , par |les symboles
|

de Hasse profinis, d'une S-unité généralisée ¢ € é’i . Or, nous savons
déja, par le théoréme 16 , que ce résultat est vrai a chaque étage fini
de latour L./K , autrement dit, qu'une telle famille étant donnée, nous
pouvons trouver , pour chaque naturel n , une S-unité généralisée
€ GK , qui vésrifie :
e ,C

G IS Y

= g ICS .
K WA K /K
Maintenant, le groupe 55 étant compact , la suite ( € )n €N posséde
une valeur d'adhérence ¢ - € 6? , qui est manifestement solution du
probléme posé ,

L'exactitude étant établie, considérons les différents termes
de la suite : Chacun des groupes D I_/K/K) et | ( I_/K/K) est
soit nul , soit isomorphe a Zy ;le ter*me médian est donc un Z, [al-
module projectif de caracteére

YO8, XX+ L XX, =X L 8. X

s ,,.S P
Son sous-groupe 6K/6K N %L/K est donc également Z,y [ A]-pro -
jectif , Et I'lexpression de la dimension du L - quotient des S- genres

slobtient alors en remarquant que dans la suite exacte courte scindée

1——~QE/K——>GaI(C /K) —> T —=1

S
L/K
e groupe T = Gal( (L/K) estun Z ] [ A]-module projectif de caracteére ¥,
et le terme médian est pseudo-isomorphe & Gal ( |_/K/CS)

SCOLIE 111, 2,20, - Conservons les notations des théorémes 111,1,19 et

11.2,18 L_'|somor‘phvsme naturel du tensorisé Q!_/Z'_ ) ®Zl di sur

le groupe @K Qf, /Z€ ) ® K induit un isomorphisme de Z, [ A]-

modules :
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(@,/2Zy )e, (o?K/cs ””L/K)“@ /&3 R /i e

En particulier , pour chaque caractére £ - adique irréductible ¢ du

gr‘oupe A, la g-partie (o, VE/K> de la dimension du quotient
S

‘gK/‘SK n%L/K est égale a celle nL/K, o de la codimension du

groupe @K /@K n mL/K .

. S, .S .
Démonstration : Le groupe GK/é'K N nl_/K étant sans Z, -torsion ,

nous avons bien :
(@, /Z, )®ZZ (652N N k) =@y /2y )®Zz 8p /(@ /2Zy) ®Zz(a§ N7 /!

S S
2®K/(Q£/ZQ )®ZE (é'K ﬂ?’ZL/K) .

Il stagit donc de vérifier que dans la description obtenue le groupe
@i N nL/K correspond bien au produit (Q(’,/ZZ )®ZE ( £§ n WI_/K) ,
ce qui est sans malice ,

La formule obtenue souligne la parenté entre |'expression de
la codimension du £ -groupe des S-classes ambiges donnée dans la
section 1 ( théoréme 111,1,20 ) , et celle de la dimension du ¢ ~-quo -

tient des S-genres obtenue plus haut ( corollaire 111,2,19) :

s s
di ceST= (o, i}
codimz, St o= (¥ pngSXP> /K, ox T IL/K, ox

S S
di = ’ - - ’] L]

Lorsque 3% est le caractére associé a unidempotent central de ['algébre

. . . ST . s .

1 =
A[A], I'identité codlmzt Cel P dlch G /K, 8 permet ainsi de
retrouver |'expression du quotient de Herbrand profini g §(1", 8 )

*
donné dans la section 1 ( théoré&me I11,1,23 ) (%) « En revanche, lors -

que & n'est pas central , |'écart entre les expressions obtenues se

X . S .
h 1 =
traduit sur les invariants lambda d'lwasawa du groupe @I lim C¢ Kn

par une formule analogue a la formule de translation des S-classes

) (1)

énoncée plus haut ( corollaire 17

(*) Clest la méthode employée dans [Ja4] .

(**) La formule de translation pour les invariants ) est exposée i la fin

du chapitre IV ,
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- Propriétés normiques des S—unités dans une Ze - extension ,

Nous nous proposons de précnser ici le caracteére \)E/K du
2 [ A l-module projectif é'K/é'K N %L/K . D'aprés ce qui précéde ,
en effet , nous disposons de deux majorations de VI_/K :
- la premiére , donnée par le théoréme 19, ci-dessus ,
provient des contraintes normiques décrites par les symboles de Hasse:

S
Vv < X % & x. -1
L/K [pesuRpp ]

- la seconde résulte directementdu caractére du Zyp [ A]-
module projectif 6§/uk ( cf, corollaire 111,1,23 ), puisque le sous -
groupe de torsion M de 5§ (i.e, le £ -Sylow du groupe des racines
de I'unité dans K ) est contenu dans le groupe des normes WL/K .Si S
est la réunion de S et des places a I'infini , il vient ainsi :

< 2 X.-1.

,S
L/K pes P

De fait , lorsque F est le corps des rationnels , nous allons montrer

que ces deux majorations déterminent complétement le caracteére VE/K .

THEOREME 111,2,21,- Soient L une ZQ -extension d'un corps abélien

K , métabélienne sur le corps des rationnels , et S un ensemble fini
de places de @, Notons « l'unique place a I'infini du corps @; ¥ le ca -
ractére { - adique du groupe de Galois A= Gal (K/®) qui définit le pro -
duit semi-direct Gal(L/@) =T x A ; puis, pour chaque place pde @,

¥ . 1'induit & A du caractére unité du sous-groupe de décomposition de p
dans Il'extension K/‘D; posons enfin § =0 ou 1 selonque p se dé -
compose complétement ou hon dans ['extension procyclique I_/K . Alors
le caractére du z, [ AJ-module projectif 6? /Gi N WL_/K des S-unités
modulo les hormes est donné , comme plus grand diviseur commun de

deux caractéres , par la formule :

VE/K=[ % xp—l}/\[ )} 8 xp-l]

Avant de démontrer ce résultat , tirons en quelques enseigne -

ments
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Le caractére VE/K étant ainsi connu explicitement ( du moins
dans le cas absolument métabélien ) , la dimension du quotient des S -
genres QE/K est donnée par le théoréme 19, Si, de plus, le corps K
est connu numériquement , i,e, si I'on sait expliciter un systéme fon -
damental de S-unités ainsi qu'une pseudo-base du {-groupe des S -
classes de diviseurs , il est méme possible de préciser le sous-mo -
dule de torsion QE/K ( il suffit de calculer des symboles de Hasse ) ,
L.e quotient QL./K est donc , de ce point de vue , entiérement effectéfl:
Il n'en est pas de mé&me , en revanche , du sous-groupe ambige C£ L
introduit dans la section 1 , Son étude , en effet , fait intervenir de
byl Tr 80,
qui gouverne la ¢-partie de la S-capitulation , ne se calcule pas

dans K ,

Lorsque L n'est pas absolument métabélienne , le théoréme

fagon essentielle lacohomologie des S-unités, etle groupe H

précédent est en défaut , par exemple parce que le plus grand diviseur
commun de la restriction de deux caractéres a un sous-groupe n'est
pas , en général , la restriction a ce sous-groupe du plus grand divi -
seur commun de ces deux caractéres , De fait , la décomposition du
groupe des S-unités 6? par les idempotents primitifs de I'algébre
z, [ A ] ne suffit pas , dans ce cas , & rendre compte des propriétés
normiques des S-unités , Cependant , si L est absolument galoisienne,
et si les caractéres £ -adiques irréductibles du groupe Gal(K/@) re -
présentés dans le quotient ai/uK le sont une seule fois dans le carac-
tére régulier, les résultats d'indépendance de la section Il, 1 condui-
sent a une expression explicite du caractére VE/K , tout a fait ana -
logue & celle donnée ici , mais faisant intervenir cette fois les ca-
ractéres { - adiques du groupe fini , éventuellement gauche, Gal(K/@),
Cela dit , commencons par établir un lemme préliminaire (qui

ne dépend pas de |'hypothése F = @) :

LEMME I1l,2,22,- Soit p une place de S qui est presque compléte -

ment inerte dans llextension procyclique L/K , et S'=5Suy {p} «

Alors :
(i) e caractére ¥ _ est stable par multiplication par ¥

(ie€e X _(X=-1)=0), Autrement dit , la restriction de X au sous -
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groupe de décomposition A _de p dans I'extension abélienne K/F est
*
le caractére unité , ce qui stécrit : Xl Aﬁ) =1 (*) .
||) Les caractéres des Z, [ A]-modules § /é'K n M/
et ‘SK /£K nﬁL_/K sont liés par Ilidentité :

s _. S .,
VL/K T YL/ T Xy e

Démonstration : En une place non ramifiée P de K, le sous-groupe du

groupe procyclique D L/K /K) , engendré par le symbole de Hasse

x, CL/K /K N
( > > d'un élément donné x de K” |, ne dépend que de la P-

valuation de cet élément ., l_'application induite

S/csK — ©® D /K)

LK
Plp /

est donc presque surjective , Ilimage des S-unités étant dlindice fini

dans le groupe .&K(S) . Comme le caractére du Z’z [ A]- module
({pl}) est connu ( clest I'induit xp du caractére unité du sous-

groupe de décomposition A p) , ainsi que celui de la somme P L/K/K)

Plp

( clest le translaté XXde précédent ) , 1'égalité des degrés entrafne
celle des caractéres et Ilinjectivité de I'application considérée , D'ol

les deux assertions du lemme .

Démonstration du théoréme : Par application récurrente du lemme |,
NoOUs pouvons nous ramener au cas ou les places de S sont soit com -
plétement décomposées , soit presque totalement ramifiées dans I'ex -
tension procyclique L/K , La formule A établir s'écrit alors :

T X =1 DAX(X, 1)

S
\) a=
L/K b ESU fa} P J 2

Distinguons deux cas :

]er‘ cas : Si S ne contient pas { , I"application de semi-loca -

lisation & envoie le tensorisé aK ZL ®Z i du groupe des S-unités

(*) L'assertion contraposée " X( A ) #1 = p complétement décomposée
dans L/K , si p ne divise pas € ' a été établie indépendamment par
Carroll et Kisilevsky ( cf, [CKZ:I) par une voie complétement diffé -

rente ,

-231-



1. &S

dans le groupe 'Z’(L = @ 7,( des unités principales semi-locales du

1]e
corps K , Le groupe %, ( ou plutdt son quotient Uy /“e par le sous -
groupe des racines semi-locales de I'unité ) est un Zz [ A]- module
de caractére régulier , Cela étant, d'un cbté les résultats d'indépen -
dance de la section 1 du chapitre Il ( cf, théoréme l,1,12) permet-
tent d'affirmer que , sous les hypothéses d'abélianité énoncées

I'image de ai dans ?,(2 /ue est un Ze [ A]- module de caractére

[ ) X, -1 ] AX . o Et, dlun autre cdté la théorie du corps
ey
pESU {=}
de classes local affirme llexistence d'un épimorphisme canonique
Yy —1 = @ lI(L/K) de 'L(e sur la somme directe des groupes
e

dlinertie attachés aux places au-dessus de L dans |'extension procy -
clique L/K , épimorphisme ayant pour noyau le sous-groupe 'z,('e de Uy
formé des éléments de ?’(8 qui sont normes a chaque étage fini de la
tour L/K , Maintenant , comme chaque caractére ¢ -adique irréducti-
ble du groupe A est représenté une fois et une seule dans le caractére
régulier , le quotient é’i/éi N nL/K = g <$§ )/ s é'i) n 'L('L est donc

un Zl [ A]-module de caractére

= [ 1A X, ]/\XX [ T x—l]Axxg;

L/x <p€SU{} P ) "3 t Lyesufe} P

ce qui établit dans ce cas le résultat annoncé ., Plus précisément , en

vertu de I'inégalité déja connue VE/K 3[ P Xp - IJ AX(x -1),
pES U {«}

nous obtenons , comme attendu :

S [ ) h

v = z X 1J/\XX=[Z x—lJ/\x(x—l),

LKL pesuey P ' ‘pesufs} P '

et, en outre, la condition nécessaire : [ 2 X, - ]] AX=1 .
pESU{=} P

- Si X n'est pas le caractére unité , cette derniére éga -
lité s'écrit encore :
X AX=0 , VpeSU =]
Elle exprime que la restriction & A _ du caractere y n'est jamais le
caractére unité, dés que la place p est complétement décomposée dans

I'extension procyclique L/K ,
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- Si x est le caractére unité , il vient seulement :
Xp/\1=0 , VpeES~{=}
IIn'y a donc pas dans ce cas de place finie de @ qui soit compléte -
ment décomposée dans L/K .

2°M€ cas : Si S contient ¢ , écrivons S'=5S {8}, et fai-

sons choix de I'une des places | de K au-dessus de 4 ; fixons m assez
o L L7

grand pour avoir simultanément 1~ ¢ PK et D (L/K) <1y (L/K)

puis , prenons x dans le tensorisé &K = Zz ®p KX engendrant I'idéal

Lm

17 , et x, dans le complété K%, norme locale dans la tour L/K , de

|

mé&me valuation que x , Cela posé , le sous-module é’ 5> de 5% engen -~
St

dré par £K et par les conjugués de x , qui est d'mdlce fini dans di ,

s'envoie non canoniquement dans '“a au moyen de IThomomorphisme s

défini par z, [ AJ-linéarité & partir des identités :

' ~
s(e)=gle), pour eEé‘i ; 8(x)=( ,x,..., >E u ='L(2.
Ten/a 1’
Le corollaire 11.1.27 nous dit alors que Itimage s 55) est e produit de

u ) etdtun z, [A]-module de caractére [(

-l> A Xre’g:l -,

ol | est soit le caractére nul , soit I'un des facteurs irréductibles du

pES U {=} *p

caractére XL . Maintenant , comme nous avons pris le soin de choisir

Xy comme norme locale, |'application s factorise comme plus haut les
symboles de Hasse , et nous obtenons, par le méme argument, |'iden -
tité

VL/K C 2 - 1) Xrag] - ﬂ AXXy e

- Si Xy et X X sont étrangers , autrement dit si X ne di-

PESU ) Xy

vise pas XL , le caractére {§, qui divise Xg 2 n'est pas représenté dans

—1>/\X(Xe—l),

XXg o et nous obtenons , comme attendu :

VE/K'—' z ']>AXXJZ (

pésu{d p€SU{x} “

puisque tous les ¥ _ sont alors étrangers a X .

- Sinon, ¥ divise Xy et X est stable par translation de ¥,

1l vient alors :
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o =2 Xpm DA%, [Aalxxg-91=] I x 1] aDxo-d.

pESU{=} pES U {=}

Et comme nous avons a priori VE/K < 7 X _1> N XX, - ),
peSU{=} P
le caractére | ne peut &tre que ¥ ; dl'ol le résultat annoncé ,

Au passage, nous avons démontré la réciproque du lemme 22 ,

SCOLIE 111,2,23,~ Soient L. une Z£~extension d'un corps abélien K ,

métabélienne sur le corps des rationnels , et ¥ le caractére £ -adique

du groupe de Galois A= Gal (K/@) qui définit le produit semi-direct
Gal(L/@) ~T x A, Le comportement dans la tour L/K des places de K
au-dessus dlune méme place p de Q est déterminé comme suit :

(i) Si p vaut { , les places au-dessus de p sont presque
totalement ramifiées dans L/K ,

(ii) sSi p est la place a 1'infini , les places au-dessus de p
sont complétement décomposées dans L /K ,

Dans tous les autres cas :

(iii) ou bien le groupe de décomposition A _ de p dans Ilex-
tension abélienne K/@ est contenu dans le noyau de i, auquel cas les
places au-dessus de p sont presque totalement inertes dans L/K ;

(iv) ou bien la restriction de X a A_ n'est pas le caractére
unité , auquel cas les places au-dessus de p sont complétement dé -

composées dans la tour L/K ,

Remarques, - (i) Lorsque X n'est pas le caractére unité (i.e, lorsque
L n'est pas abélienne sur @), Itidentité x A X = 0 vaut pour la place
A I'infini : Le corps K ne peut , en effet , posséder une Z; -exten -
sion associée au caractére %, si X est représenté dans le Z, [A]-
module des unités £K/“K , ie€, si ¥ divise (Xoo_ 1) .

(ii) En revanche , lorsque ¥ est le caractére unité ;| il est
trivialement contenu dans le caractére induit X, et I'égalité X A X=0
est donc en défaut pour la place a I'infini , Dans ce cas , L esﬂ né -
cessairement la Ze —extension cyclotomique de K , L.e scolie redonne
alors le fait bien connu que les places ultramétriques de K sont fini -

ment décomposées dans la tour cyclotomique .
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COROLL AIRE Iil,2,24,- Sous les hypothéses du théoréme 22 , le ¢ -

quotient des S-genres de |'extension procyclique L /K est composé di-
rect dlun ZIL [ A]-module projectif dont le caractére XE/K est donné
par la formule :
S 3
XL_K=x(x—1)—x( -1) A L x.-1),
ot S' est la réunion de la place & 'infini et des places de S qui ne sont

pas presque totalement inertes dans la tour L/K .,

Démonstration : Désignons par Si le sous-ensemble de S formé des
places p qui sontpresque totalement inertes dans L/K ., D'apreés le co -

rollaire 19, le caractere XS est donné par la formule :
L/K

S _ IS
><|_/K SVL/K T XT L XXt XX~V X

ERUS Tp X%y pES;

N .S
—pezsxp+X(Xf~ 1) VL/K

D'un autre coté , le théoréme ci-dessus nous permet d'écrire dans

xp+( p--l>/\x(x2—1).

Dol le résultat annoncé ,

tous les cas :

S
Vi/K T

pES p €S'

Applications, - (i) Si L est la ZQ - extension cyclotomique de K , les

places ultramétriques autres que { sont presque totalement inertes dans

L/K . Le caractére XE/K ne peut donc prendre que deux valeurs :

- Lorsque S ne contient pas 4 , il vient :
xL/K= XL/ = (X, S1IAX = X A X
si _)-(m= X rte = xoodésigne le supplémentaire du caracteéere X ® L'égalité

XI_/K =0 a lieu lorsque K est totalement réel ( auquel cas im est nul),
ou bien lorsque K est une extension quadratique imaginaire d'un sous -
corps K , totalement réel si les places au-dessus de { ne se décompo -
sent pas dans K/K , (auquel cas Xy et x sont étrangers ) ,

- l_or~sque S contient € | il vnent tout simplement XL/K =0,
et le groupe QE/K est donc fini ; clest le résultat de semi-simplicité de

Greenberg [Gb] J.
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(ii} Soit L l'unique Zz, -extension dlun corps quadratique
imaginaire K, qui est prodiédrale sur @,

- Si 4 est décomposée dans K/@, le caractére XE/K vaut
1, lorsque S est vide ou réduit a la place a I'infini , et nul dans tous
les autres cas ,

- Si L n'est pas décomposée dans K/@, le caractére XE/K

est toujours nul , Clest le résultat de Gillard [Gi1] .
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CHAPITRE IV

STRUCTURE DES ) [A]-MODULES

REPRESENTATIONS 4- ADIQUES ASSOCIEES

AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES
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V.

STRUCTURE DES A[ A] - MODULES

L'introduction de I'algébre formelle A= 2Z, [[y-1]] dans la
théorie des corps cyclotomiques est due a Jean-Pierre Serre , De
fait , les théorémes de structure sur les A-modules de type fini per -
mettent de clarifier substantiellement [larithmétique des Ze -exten -
sions , et conduisent ainsi & des démonstrations simples des résul -
tats essentiels d'lwasawa sur cette question ,

Nous nous proposons ici d'étendre ces théorémes de struc-
ture au cas plus général ol I'anneau des scalaires est une algébre de
groupe A [ A] & coefficients dans |'anneau d'lwasawa A= Z, [[y-1]],
le groupe A étant supposé abélien , dlordre étranger a £ , et muni
d'une action par conjugaison sur le groupe procyclique I = yz2 . Les
résultats proposés s'organisent en deux volets largement indépen -
dants : Le cas abélien , d'une part qui correspond a l'action triviale,
et reléve des méthodes de I'algébre commutative , en particulier des
résultats de Serre ; le cas métabélien , dlautre part , qui correspond
3 une action non triviale , et s'obtient par passage a la limite a partir
des techniques classiques des algébres a produits croisés ,

Auparavant , nous introduisons la notion de suite paramétrée

de Zz [ A ]J-modules finis , qui joue un réle essentiel dans |'étude

arithmétique développée plus loin ,
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1.- PRESENTATION DE L'ALGEBRE D'IWASAWA GENERALISEE A[p] .

a,- Position du probiéme ,

L.'algébre d!'lwasawa classique /A estl'algébre des séries for-
melles & une indéterminée 7 [[ T1]] sur I'anneau des entiers { - adiques,
Clest un anneau local , d'idéal maximal It= £ A+ T"A, complet pour la
topologie Ti-adique , et régulier de dimension 2 , Les idéaux pre-
miers principaux d'un tel anneau sont de deux types (cf, [Sa2] , P.60)

- I'idéal € A , d'une part , engendré par ¢ |,

- les idéaux premiers P (T) A engendrés par les polynd -
mes irréductibles distingués de I'anneau Z, [rl.

Enfin , les A -modules de type fini sont entiérement classifiés a pseu-

*
( prés : chaque classe de pseudo-isomorphie dans

do-isomorphisme
la catégorie des A\ -modules noethériens contient un unique module qui
slécrit comme somme directe d'exemplaires de A et de quotients /\/pn,
ol p estunidéal premier principal de j ; un tel module estdit élémen -
taire ,

L'introduction de llalgébre A dans |'étude des corps cycloto -
miques est dle & Serre (**) (cf.[Se, ]): SiK estune Z; -exten -
sion d'un corps de nombres K , i.e, une extension abélienne de K ,
dont le groupe de Galois T = Gal (K oo/K) est isomorphe a Z, , il
existe , pour chaque naturel n , un unique sous-corps Kn de K - de

degré En sur K, Son groupe de Galois I‘n = Gal (Kn/K) est isomor -

phea 2 /4 Nz , et la limite projective des algébres de groupe
A= lim Z, [I‘n]
est , par définition , I'algébre dllwasawa construite sur le groupe T,

Le choix d'un progénérateur arbitraire y du groupe T permet, en effet,

de décrire ). comme algébre de séries formelles en ['indéterminée

T
(y-1), I'anneau obtenu

étant en fait indépendant du choix de I'élément v, Le théoréme de
structure rappelé plus haut permet alors de démontrer facilement le

résultat essentiel d'lwasawa , qui peut s'énoncer comme suit :

(*) Un pseudo-isomorphisme estun morphisme & noyau et conoyau finis,
(**) Dans les premiers articles sur la question ( [lw3] , [lw4 1),

Iwasawa ne considére que des T -modules ,
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Théoréme fondamental, - Soient X un A -module de type fini , noté ad-

-

ditivement , et X _ le quotient X/ vy _X , avec v _ = Z‘Q Y . si
n - n n
k=0
tous les Xn sont finis , il existe trois constantes entiéres A, pet vy ,
X
avec A 20et >0, telles que Itordre ™" de X, soit donné , pour n
assez grand , par la formule :

n
xn=u + An+ v,

Naturellement , lwasawa s'intéressailt avant tout au cas ol
><n est le ¢-groupe des classes d!idéaux du corps Kn , et clest dans
ce cadre bien précis qu'il a formulé son théoréme , Dans la forme
abstraite donnée ci-dessus le résultat s'applique cependant & bien
d'autres groupes, sous la condition qu'ils soientreprésentables comme
quotients finis X/ an associés & un A-module noethérien , En
revanche , certains modules classiques ne sont pas de cette forme:
Par exemple |le quotient d'exposant 2" du - groupe des classes infi -

(*

s'écrit pas comme quotient X/ \)nx d'un A-module noethérien X ;

nitésimales dn du corps Kn est bien un groupe fini , mais il ne
malgré tout , son ordre est donné asymptotiquement par une formule
analogue a celle présentée dans le théoréme fondamental ( mais {ais-
sant intervenir un invariant supplémentaire p) . Nous donnerons plus
foin une forme plus générale du théoréme fondamental , permettant de
rendre compte de ce type de situation .,

Ensuite , il peut &tre intéressant d'étudier ce qui se produit
lorsque la Z(, - extension considérée Km/K est galoisienne sur un
sous-corps F de K , par exemple lorsque K est abélien sur F , de
degré relatif d = [K: F ] étranger avec 4 , Cette situation se ren-
contre naturellement lorsque , ¢ étant impair , le corps F ne contient
pas les racines { - idmes de I'unité, et que |'on désire cependant faire
appel & la théorie de Kummer : L'extension cyctotomique K . » engen-
drée sur K par les racines dlordre { -primaire de I'unité , est une

Zt - extension du corps K=F [Q2 ] ; elle est abélienne sur F ; et le

(*) D'aprés les résultats de la section 11,2, le groupe @ s'identifie
au groupe de Galois Gal (Mn/Kn) de la 4 - extension abélienne 4 -ra-

mifiée maximale de Kn .
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degré relatif d = [K: F ] divise (2-1)=[@ [QQ ]J: @], Dans ce cas,
on retrouve les invariants de F a partir de ceux de K en faisant appel
4 la décomposition semi-locale de I'algébre de Galois Gal(K/F ),
Mais il peut arriver aussi que la ZZ - extension considérée K co/K ne
soit pas abélienne sur le corps de base F , Par exemple , si F est le
corps des rationnels , et K une extension abélienne imaginaire de @ ,

de degré d divisant (£ - 1), I'exactitude de la conjecture de L_eopoldt
pour K permet dlaffirmer qu'il existe exactement (-(2—1 + 1> Z, -ex -

tensions de K qui sont galoisiennes sur Q : la Z, -extension cyclo -
tomique , qui est associée au caractére unité , et Ies% ZZ -exten -
sions galoisiennes mais non abéliennes sur @, qui sont associées aux
(*) du groupe A=Gal(K/@) .

Dans ce cas, les A-modules étudiés sontaussi des ry [ AJ-modules,

caractéres £ -adiques imaginaires

et la rencontre de ces deux structures se traduit par des congruences
significatives sur leurs invariants d'lwasawa (cf, [Gi, ], [CK;]) .
Pour bien comprendre Ilorigine de ces congruences , il est alors né -

cessaire d'étudier les groupes concernés en tant que A [ A ]-modules,

b.- Définition de ltalgébre d'lwasawa généralisée ,

Dans tout ce qui suit , nous adoptons les conventions sui-

vantes :

Conventions , -

(i) { est un entier premier ,

(ii) I‘X A est un groupe profini , noté multiplicativement,
produit semi~-direct d'un sous-groupe procyclique T, isomorphe a Z,,
et d'un groupe abélien A, dl'ordre d étranger a £ ,

(iii) L'homomorphisme de Adans Aut I", qui définit la loi de
groupe sur le produit I“XA , sefactorise par un caractére £ - adique ¥
du groupe A, ce que traduit llidentité de conjugaison :

'rY'r_1 - .YX(’I')

(*) Les caractéres imaginaires absolument irréductibles sont ceux qui

prennent la valeur (=1) sur la conjugaison complexe ,

-246-



oll Y est un progénérateur arbitraire de T", et T un élément quelconque

de A,
(iv) H=Ker % est le noyau du caractére ¥ , etm=( A: H)
son ordre , qui divise d A(2 -1) ,

Cela étant , nous posons :

DEFINITION IV, 1,1.- Nous appelons algébre d'lwasawa du groupe

profini TX A, et nous notons Y= A[A], l'algébre & produits croisés
du groupe abélien Asur I'anneau d'lwasawa A= 2Z, Ly-1]J]1 , tordue
par Ilidentité :
- T
T'YT]=YX( ), VTEA.,

Lorsque ¥ est le caractére unité du groupe A, l'algébre AA]D
est I'algébre abélienne de A a coefficients dans I'anneau A , Dans tous
les autres cas , A [ A] est une algébre gauche , isomorphe au produit
tensoriel ZE My-11 ®za Z, [ AJmuni de la multiplication non com-

mutative induite par lfidentité :

x(T)

(y'em)(y®1)=vy'y @ T'T

Pour traduire commodément l|'identité de conjugaison qui dé-
finit la multiplication dans 'algébre A [ A ], il est naturel dlintroduire

1'élément résolvant :

p=d T oy X g,
TEA

1l vient , en effet :

PROPOSITION IV,1,2.~ La résolvante § attachée aunprogénérateur

arbitraire du groupe T satisfait la congruence :
(i) eEy—l(mmHy—HzA),
ainsi que la relation de commutation :
(i) Ter '=x(rt)le, vrTeEn.
Elle est égale & (y-1) , lorsque X est le caractére unité ; et , dans
tous les cas , elle permet d'écrire I'algébre d'lwasawa Ze Ly-11

sous la forme A= 2Z, (fell.
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Démonstration : Si r estune racine de l'unité dans Zl , la formule du

bindme nous donne |'identité :
o]
K
v -1 =[1+(y-1)1" 1= 2 (E)(y— 1) .
k=1
Il vient donc :

_ 1 -1 x(7) _ 1 -1y x(TY k
b== L X (n[y -1]=(y-1)+ 2 |5 Z x(1") (y-1)",

ce qui établit la congruence annoncée ,

Enfin, si T est un élément quelconque de A, nous avons:

A d cEh

x(T) 8,

z x(o (7 YX(O) o1 = (1) Y ox(e T [YX(OT)—I ]
€

ce qui achéve la démonstration ,

COROLLAIRE IV,1,3,- Le centre C de l'algébre X est l|lalgébre
Z2 [[ "] [H] du sous-groupe H = Ker X de A, & coefficients dans

I'anneau des séries formelles z, e™1 , ol m est |'ordre du carac-
tere ¥ .

L.'algébre tordue = A[ A ] est un C-module libre de dimen-
sion m2 ; elle contient A [H] comme sous-algébre commutative ma -

ximale ; A [H] est de dimension m sur le centre C ,

Démonstration : D'aprés la proposition 2, tout élément x de I'algébre
z, [[vy-1]] s'écrit comme série formelle en la résolvante §, i.e,
x= 7 X ek . La condition x € C se traduit donc par I'identité
k €N
- k - k
LX) ek=x= Tx 1! =Zxk¢e 7! =L x X (7) g* , pour tout T de A,
clest-a-dire xk( Xk('r) -1)=0, VT1€A, soit encore X, =0, pour

k 20 (modm ) ., D'ol la caractérisation du centre ,

c.—- Décomposition semi-simple de |lalgébre ¥,

Désignons par R-FZE ( A) le semi-groupe des caractéres des

Z, [ A]-modules noethériens et projectifs , par RZ ( A) le groupe
L
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des caractéres virtuels du groupe A sur l'anneau Z, , L'ordre d du

groupe abélien A étant supposé étranger a £ , I'anneau RZ (A) est
L

Y

muni d'un produit scalaire a valeurs dans Zy

(o, ¥ = z cp(T“l) g(T) s
TEA

oY BN

et & chaque caractére £ -adique irréductible ¢ de A correspond un
idempotent primitif de Ilalgébre Z, [A] :

1 -1
e == L olT ).
¢ dTEA

Dans la décomposition semi-locale Z, (A= @ z, [A]e "

¢€R; (A)
Y

de llalgébre de groupe Ze [ A], chaque facteur isotypique Zcp =

Zz, [Ale cps'identifie a I'anneau local des entiers d'une extension cy-
clotomique non ramifiée de @, , qui a pour degré [z : Z, 1 le de -
aré dcp= (@, © ) du caractére @ , En particulier , tout Zy [A] -
module noethérien sans Z;, -torsion est somme directe d'exemplaires
de Zcp’ donc Z, [ A]-projectif,

Malheureusement , cette décomposition semi-locale de l|tal -
gébre ZL [ A] ne se reléve pas toujours en une décomposition d'al-
gébre de N[ A]: la décomposition a droite par les idempotents primi-
tifs e induit bien une décomposition de l'algébre ¥ comme module a
gauche sur elle-méme :

¥ = @ | L , avec = =A[Ale ,

¢6R2a(m @ ¢ ¢
mais les relations de commutation (ii) montrent que cette décomposi-
tion n'est pas compatible avec la structure d'algébre dés que X est non
trivial, Plus précisément, Ilidentité (ii) se traduit ici par une trans -

lation des caracteéeres :

PROPOSITION IV, 1.4,~ Les idempotents primitifs ecp de Ilalgébre

zy [ A], associés aux caractéres € -adiques irréductibles du groupe

A vérifient 1lidentité de translation :

(iii) pe =ce B .
¢ eX
En particulier, les idempotents centraux primitifs de 'talgébre £ = A[A]

sont les idempotents associés auxinduits a A des caractéres ¢ ~adiques

irréductibles du noyau H du caractére ¥ .
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Démonstration : Nous avons immédiatement :

fbe =

¢

al-—

Toe(r) e =4 T eln)x(nrle=ey o, pour
TED TEND

chaque caractére { -adique irréductible ¢ de A, et , plus généra -
lement :

ge g,

3 %8y
sieg =é T &(7) 1| est I'idempotent de Ilalgébre Z, [ Ar]lassocié
TEALND

3 un caractere { -~adique % de R; (A) , contenu dans le caractére
régulier (i.e. & une somme finie disjointe de caractéres irréductibles),
Les idempotents centraux sont donc ceux qui vérifient |lidentité
e5=© TR clest-a-dire les idempotents associés aux caracteres ¢ ,
contenus dans le caractére régulier , et stables par translation de X.
Les caractéres & qui sont stables par translation de x sont évidem-
ment les caractéres { -adiques nuls en-dehors de H ; ce sont les
" multiples " de I'induit & A du caractére unité du sous-groupe H, En

effet , dans la décomposition absolument irréductible du caractére ¢,

la condition d'invariance & x = X exprime |'existence d'un caractere o,

a valeurs dans une extension de Z, vérifiant |'identité
d=c(1+ X+ .00 + xm_1 )=0. 1|_A_| . Il vient en particulier r‘esl_A1 d =

m., r*esﬁ| ¢, etla restriction de ¢ a H estdonc un caractérede RZ (H),
€

COROLLAIRE IV,1,5.- Dans la décomposition irréductible

r= @ A ‘ re 5 de l'algébre ¥, les idempotents centraux
3 €Ind J(RZ (H)

primitifs e 5 sont associés aux caractéres { -adiques ¢ du groupe A
qui sont induits par les caractéres { -adiques irréductibles du noyau H,
Les facteurs isotypiques ¥ _= YL e 5 s'identifient aux algebres tordues

@
e = 1 2 .
Ay ®ZZ [H] zy [2], ob M= Z4 [([6]] est Ilalgébre des séries

formelles sur llextension non ramifiée Z _ de Ze associée au carac-

®

tere £ -adique irréductible ]E' Resf1 3 , Ce sont des algébres gauches

de dimension mz sur leur centre Z 5 L em]] , qui contiennent les A 5

comme sous-algébres commutatives maximales ,
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Cela étant, le plan d'étude des A[ AJ] - modules est clair :

- déterminer d'abord la structure et les propriétés des
A 5 modules ;

- étendre ensuite les résultats obtenus au cas des 2@—
modules ,

Comme la somme directe des algébres locales j . ( lorsque $ parcourt

9
I'lensemble des induits & A des caractéres £ - adiques irréductibles de
H) est I'algébre abélienne j [H] du groupe H & coefficients dans I'an -
neau d'lwasawa A= 2Z, [[68]], la premiére étape n'est autre que 1'é -

tude du cas abélien x=1 ,

2.- STRUCTURE DES A[A] - MODULES DANS LE CAS ABELIEN ,

Nous supposons dans cette section que X est le caractére uni-
té, clest-a-dire que A [ A ] est Ilalgébre abélienne du groupe A a coef-
ficients dans l'anneau d'lwasawa £, ([6]], oi 8=y - 1 est la résol -

vante construite sur un progénérateur arbitraire du groupe I' =2, .,

a,- Parameétres attachés & un A [ A ]-module noethérien ,

Lorsque llalgébre A [ A ] est abélienne , la décomposition di -

recte Z, [A] = @ ZE[A] e cpde I'algébre du groupe Z, [A],
eR_ (4)
2y
comme somme directe dlanneaux locaux complets de valuation discréte

Z , se propage enune décompositiondirecte A\[A] = @ Z [[e]]
) ire ®
pER 5 (A)

de I'algébre A [ A], ol chaque facteur isotypique A cp= Zcp[[e]] est un
anneau local complet régulier de dimension 2, et un A-module libre
de dimension dcp= [Zcp: z, 1=<op, ©).

Si donc X estun A[ AJ]-module noethérien ( noté additive -
ment ) les résultats de Serre ( cf, [Se, ], § 5) permettent directe-
ment d'affirmer que chaque composante isotypique X = ecpx est

®
seudo - isomorphe , en tant que | -module noethérien , & une somme
p ’ ®
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Iv.10

directe finie de /\cp—modules élémentaires irréductibles ; ce qui s'écrit :

P s t m_.
X ~pPe[ &%)y A e[ ey /P! .
¢ ® [i=0 CP/fCP" CP] [J-=0 CP/ ACD]
Dans cette formule, les (f . ). _ forment une famille décrois-
®, | |—0,...,scp

sante de polyndmes distingués de I'anneau Zcp[e] (ordonnée par divisi-

bilité), et les (m .)._ sont des entiers naturels non nuls,
©,J J—O,...,tcp

La pseudo-décomposition est d'ailleurs essentiellement unique sous les

conditions énoncées, Autrement dit :

THEOREME 1V, 1,6,- Tout A[A]-module noethérien X est pseudo-iso-

morphe & une somme directe finie de p[A]-modules isotypiques élémen-
taires., Plus précisément, pour chaque caractére {-adique irréductible
¢ du groupe A, il existe un unique triplet ( pcp’ s , tcp) d'entiers natu-

de polyndmes
©
distingués de ltanneau ch [y-1], et une unique suite décroissante

rels, une unique suite décroissante (f . ). _
®, | i=0, ¢e0e,8

(m .)._ d'entiers naturels non nuls, tels que la ¢p-compo-
Cp7J J—O, s e, tCD

sante X = ecpx du module X soit A[p]-pseudo-isomorphe a la somme

directe :
Po N ) (e 74 )
X ~p @ @77 R AR CH G I WV 2 A S W
® ¢ i=0 @ fCP1' P j=0 @ ®
L'entier p est la dimension dimA X du p -module X , et le polynd-
Cpt @ @ ® ®
m . s
me Pcp= Mo, e 17 S ; estle polyndme caractéristique de son
j=0 i—_-o y

sous-module de p -torsion,
®

DEFINITION IV, 1.7.- Nous appelons paramétres dlun p[AJ-module

S

noethérien X les caractéres f-adiques du groupe A définis a partir des

invariants d'lwasawa des composantes isotypiques de X par les formules

p=2p ® 5 M=ZHU_ ©® , € A=T X o,
o ¢ o ¥ o ¢
oll, pour chaque caractére {-adique irréductible ¢, les entiers p , kcp’

et u mesurent respectivement la dimension dimA ch de la cp-composante
©
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W, il

s
de X, ainsi que le degré ¥ ¥ deg y . etla g-valuation L % m
i=0 @ ! j=0 @

du polyndme caractéristique de son sous-module de A -torsion,
®

L'algébre p étant elle-méme un pA-module libre de dimension
d = <q, >, Un calcul direct montre ainsi que les invariants classiques
d'lwasawa d'un A[pJ-module noethérien X, considéré comme p-module,
ne sont autres que les degrés respectifs des parameétres de sa p[A]-

structure, Ainsi,

dimAX=§pdimA AZ°P=§CZP e dcp=deg 0,
et un résultat analogue vaut pour les parametres ) et (|,
Cela dit, sous la forme générale donnée ci-dessus, les caracte-
res p, U, et ., associés a un A[A]-module noethérien, sont caractéri-

sés par le résultat fondamental suivant :

THEOREME IV,1.8.- Théoréme des paramétres,- Soit X un A[Al-
module noethérien de parameétres p, L, et A. Si vn= £n+ ]A+ wnA dési-
gne I'idéal de I'algébre d'lwasawa p\ = ZL[[Y_ 11], engendré par ['élé-

+1

n
et le polyndme W, = (yt -1), il existe un unique caractére
xcp
4-adique virtuel y du groupe A, tel que l'ordre 2 N de la (-composante

n
ment Jf

du quotient X/vnx soit donné, pour chaque caractére f-adique irréduc-

tible ¢, et tout n assez grand, par la formule :

x® = <p, >+ 1)L+ <y, @>2"+ <, o>n + <y, o>

La démonstration de ce résultat fait |'objet de la section qui

vient :

b.~ Etude de la filtration d'un A[A]-module noethérien associée aux idéaux v e

PROPOSITION 1V, 1.,9.- Pour chaque naturel n, désignons par
v, = Ln+ ]/\ + ) A Ilidéal de llalgébre p = ZLEEY_ 17]] engendrée par |'élé-
+1

n A Nk
ment £, et le polyndome W, =YY - 1. Alors :
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V.12

(i) Les idéaux (vn)nEN forment une suite exhaustive stricte-

ment décroissante dlidéaux dlindice fini de I'algébre d'lwasawa
Z -1 = Z .
LJLy-11 4L
(i1)  Un p[A]-module compact X est noethérien si et seulement

s'il existe un n pour lequel le quotient x/vnx est fini ; auquel cas les

quotients X/vnx sont tous des ZL[A]—moduIes finis,

(i1i) Un p[AJ-module noethérien X est fini si et seulement si

fes sous-modules vnx sont nuls pour n assez grand,

Démonstration : L'assertion (i) est sans malice : D'un cdté, comme w_ est

égal & y-1= 9, I'idéal v, est précisément |'idéal maximal M de |'algebre

A ; et Ilidentité (y{‘n— Nt = (y'{*n-‘— " 1) + L(y"vn— 1)P(y), ol P est un poly-
néme convenable de Iltanneau Z[y] montre, par une récurrence évi-
dente, que /N est contenu dans la puissance (n+ 1)-iéme de I'idéal M,
D'un autre cdté, un calcul immédiat donne

n+1

N
(h:v))= [(Z/¢4 (h+1)e”

z)[r,]1|=1
ce qui établit (i), Les assertions (ii) et (iii) résultent alors du fait que

les idéaux (Vn) forment une base de voisinages de 0 dans |'algébre

neilN
compacte ZL[[Y_ 117,

Cela étant, le théoréme 8 résulte dlune suite de cinq lemmes

et du calcul de I'indice (Y : v, Y) lorsque Y est élémentaire :

LEMME IV,.1.10.- Soient Z une extension finie non ramifiée de Z ,

1
et # un polyndme distingué de |'anneau Zcp[y— 1]. Pour chaque naturel
n assez grand, il existe alors deux polyndmes a et bn dans ch[Y— 1]

- n
qui vérifient 1 AT VT DEL _y(hga )+ b g, Liéiément
k=0 “n n n

(1 +Lan) est inversible dans Acp'

*
Démonstration (*) ¢ Raisonnons dans |lanneau quotient Zcp [y-1 ]/fch [y=-17.

(%) Ce résultat peut &tre regardé comme une généralisation de [Se,l] , 85,

th, 8 (iii) ; cf, aussi [Or], lemme p. 18.
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Si e est le degré du polyndme £, nous avons (y-1 )€ =0 (mod 1), et

n—] - n—]
-1 =(y-1)4

donc y =0 (mod 1), dés que n est assez grand,
- ,n-1
Cela étant, il suit y4

=1

—

— — N — —_
mod 2), puis y4 =1 (mod .{,2), et enfin :

1 —=kgnN — -
v 4 1 yk’t‘ = ¢4, (mod 4,2) ; ce qui est le résultat annoncé,
k=0

LEMME IV,1,11.- Soit Y =T @®P un p[AJ-module éiémentaire, somme

directe de son sous-module de p-torsion T et dlun sous-module projec~

n+1

tif P ., Pour chaque naturel n, posons anY =4 Y N wnY. Nous avons

n-n n w Nn-n N
' =Te P, avec 3T =4 © 3°T et a”P=——-w” L © 3%,
4]
(o]

pour n_ assez grand, et tout n plus grand que Ny e

Démonstration : Tout A[A]-module noethérien et projectif P étant fac-

teur direct d'un module libre, nous avons immédiatement

anF’ = £n+ IF’ N wnP = .Ln+] wnF’, par un argument de factorialité (les
facteurs locaux ) de llalgébre A[A] sont des anneaux réguliers donc
® n UJn n-n N
factoriels) . En particulier, il suit 3 P = o L © 3°, comme an-
g]
noncé, ©

Considérons maintenant le sous-module de torsion T, Ses fac-
teurs indécomposables, en nombre fini, sont de deux types : des quotients
de la forme A\ /Lm A , d'une part ; des quotients de la forme Acp/fAcp’
avec f distingué dans Zcp[Y_ 1], d'autre part, Désignons par S la somme
directe des seconds, Pour n assez grand, nous avons {,nT = LnS , et donc
anT = anS. Appliquons maintenant le lemme 10 a chacun des facteurs

indécomposables de S, Pour n assez grand, disons n = n,, nous obte-

nons 1 S =15, dol :
w
n
n-n n +1 W
Ss="Tlspnus=1 °1° sn—=y sS=
n W n
n, o
n—no no+1 n—no no
=4 4 Sﬂwn Sl=1 0 S
o

ce qui est le résultat attendu,
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V. 14

LEMME 1V,1,12,- Soient Y un p[A]-module élémentaire, et X un sous-

module d'indice fini, Pour chaque caractére {-adique irréductible ¢ du
groupe A, la suite ((anch: anxcp))nEIN des ¢p-parties des indices

(v : 'X) est stationnaire.

. . tor .
Démonstration : Désignons par Y le sous-module de torsion de Y, et

tor

notons pr la projection canonique Y - Y/Y . Nous avons :

n . Jh n g] ] n
(3 Yp:dY +a><cp)_(pr(a ch).pr(a xcp))

tor
n
(

n ©®
AY 13X )= =
) ) (anYtor‘ + anx . an>< ) (anYtor*: anxtor‘)
3 ® © © ©

n+ 1 ) U+

D'un c6té, le lemme 11 nous donne pr (d Y

lal
=4 r{dyY );
N p o
Wn + 1

ar1+1

et comme nous avons trivialement pr ( ch):) 2 pr (a”xcp), le numé-

n
rateur, qui va donc décroissant pour n assez grand, est stationnaire,

D'un autre cdté, nous avons an+ ! Yz;)'” = an th;)'" et

an+ ! Xt°r= EA an xtor , POUr N >=n_ par une extension facile du lemme 11,

n tor I"o tor
puisque Loch et £ X

sont annulés par un méme polyndme dis-
n
tingué f Ech[Y' 1]. Comme la multiplication par ¢ © a tué le sous-module

n

de ZL—torsion de Ytor" la multiplication par 4 est injective sur ¢

et le dénominateur est stationnaire pour n = No ®

o Ytor
©

LEMME IV,1,13.- Sous les hypothéses du lemme 12, la suite
((v.Y v X))
n ¢ N o

naire,

nEN des @p-parties des indices (VnY: an) est station-

Démonstration : Dans la suite exacte courte de pA[A]-modules finis

n+1

N n n+1
0 -3V d X = (4
CP/ ®

Y /2 X )elw Yo/ X )->v Y /uX -0,
cp/ (4] nm/ncp ncp/hcp

les termes médians, qui vont décroissant, sont stationnaires, Le résultat

annoncé résulte donc directement du lemme 12 précédent,

LEMME 1V,1,14,- Soient X un p[A]-module noethérien, et Y llunique
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*
A[ A)-module élémentaire auquel il est pseudo-isomorphe ( ). Pour cha-
qgue caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A, la suite des quotients

((ch: vnxcp)/(ch: vnch))nEN est stationnaire,

Démonstration : Prenons un pseudo-isomorphisme t de X dans Y, et con-

sidérons la suite exacte courte :

14
0 —=>N—-—>X—>VY —>C—0,

Le noyau N et le conoyau C étant finis, choisissons n, assez grand pour

avoir NNy, X=0, et v, C=0, i,e, vnth(X). Pour chaque n =n_,
o o

nous obtenons alors la suite exacte

0 — -1 t(VnY)/an —_ X/vnx —_— Y/VnY —>» C —>» 0 ; et pour chaque

caractére t-adique irréductible ¢ du groupe A, la p-partie de |lordre
du terme de gauche, qui est donnée par la formule

-1 . - .

( t(Vnch) : vnxcp) |Ncp I(Vnch : vn-,:(xcp) ), est constante pour n assez

grand, en vertu du lemme 13,

c.- Suites paramétrées de ZL[A]—modules finis

DEFINITION IV, 1,15.~ Nous disons qu'une suite (X ), de Z [A])-
modules finis est paramétrée par les caractéres f-adiques virtuels

P=Z P, M=2 W o, A=S% A o, et v=3% v ¢, lorsque, pour

SRS © @ v Y ©
chaque caractére t-adique irréductible ¢ du groupe A, l'lordre 4 M de
la ¢p-composante Xn = e Xn du module ><n est donnée asymptotiquement

’
(**x) .

par la formule
xrcf=<p,cp>(n+])Ln<H,CP>-Cn+ <A, >Nt <v, p>=
+1 N
=d (o n" "'+ A"+ an+Ey ),
© Py Mo o Vo

Remarque, - L.'entier x:‘p étant toujours positif, le caractére p interve-

(*) Si X n'est pas de torsion, il n'existe pas toujours de pseudo-isomor-
phisme de Y dans X,

(* *) Cette définition est plus restrictive que celle de [Jasl.
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nant dans la définition est toujours positif, Il en est de méme du carac-
tere | si p estnul, et du caractére ) si p et | sont tous deux nuls,
En revanche, il peut arriver que les caractéres )\ ou | ne soient pas

+ 5 R .
dans RZ (p), dés lors que le caractére dominant y est, Des exemples
2

sont donnés dans la section 2,

Compte tenu du lemme 14, le théoréme 8 résulte de la propo-

sition suivante :

PROPOSITION 1V,1,16,- Soient Y un A[A]-module élémentaire, et

Yn .
2 "' lordre du quotient Y/VnY.

<
S
I

(i) Pour Y =) , il vient: d (n+1)2".
® ®
(i) Pour Y = Acp/z,m My ilvient: y =d mg"=<mo, >4,

(iii) Pour Y = ) , il vient : =d (h-n_)de +
ol Tl Y= dgn-ng)deg f+y,

<deg f. 0, cp>n+<c'te Py P>

Démonstration : Distinguons les trois cas :

(i) Pour Y = Acp’ nous avons Y/VnY ’*(Zcp/&n-l-]

n ZCP) [r”]’
avec T = /v =z/4"z ; dou
_ n
yn—(n+1)dcp4 .
(ii) Pour Y = Acp/,r,m Acp’ et n+1 >m, nous avons :

o m . N .
Y/vnY (ch/x, ch) [1,,]; dtob:

_ n
yn_ mdcp'{z .
(iii) Pour Y = Acp/fAcp’ le lemme 10 nous montre que pour n
n-n
assez grand, disons n zn_, nous avons vV Y = % °v v ; dlol @
o n No
n-ng
(Y:v Y)=(Y: vnov) (vnoY: Z vnoY) ;
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et v, Y, qui est d'indice fini dans Y, est un Zcp—module libre de dimen-
o

Odcp

c
sion deg, f. Notons % , avec coElN, I'ordre du Zcp—module fini

Y/9, Y. Nous obtenons, comme attendu :
o
y =y +d (n-n)deg f=d [ndegf+cte] avec c¢'®= ¢ - ndeg f
cp ['e) cp ) o L]

N n
o}

Dans le théoréme 8, le choix de la famille (vn)nEN est suggéré
par la théorie de Kummer, Néanmoins, d'autres choix sont possibles, com-

me le montre le résultat suivant :

THéORéME IV,1,17.- Soit X un A[A]—module noethérien de parameétres
p,u, et X\ dans R; (p). Pour chaque entier relatif k, et tout n assez
L

grand, désignons par k= &n+k A+ U I'idéal de I'algeébre d'lwasawa
b

A= ZL[[Y_ 1]] engendré par 1'élément »{,n+k et le polyndme W, = y'{'n— 1.
La suite des quotients (X/vn , kX)n est alors une suite paramétrée de
ZL[A]—modules finis, de paramétres o, u+(k-1)p, A, et s Pour un
caractére f-adique virtuel convenable Vi du groupe A,

En particulier, les parameétres p et )\ sont indépendants du

choix de k ; il en est de méme du paramétre , si X est de torsion,

Démonstration : Ce résultat s'établit exactement comme le théoréme 8 ;
il suffit pour cela de reprendre les lemmes 11 a 14, en remplagant vn
par v ., (= {,n+] par Ln+k . La différence provient de la proposi-
tion 16 (i), En effet, pour Y = Acp’ il vient :

n
n+k d (h+k)4

Zcp) [T, ], dlob : (Y:v, Y)=1 ¢ ,

Y/vn’kY =(ch/4;
ce qui conduit a la formule :
k k
yn,k= <, cp>(n+1){, + <(k - I)Qp, >4 .
Lorsque le module X nlest pas de torsion, le choix de k dans

I'étude des quotients X/vn X modifie donc le paramétre .
’

Le lien entre ce dernier théoréme et les résultats classiques de

la théorie d'lwasawa est donné par les deux propositions suivantes,
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PROPOSITION 1V, 1,18,- Soit X un pA[A]-module noethérien et de tor-

sion, de paramétres et A, Si les modules quotient Xn= x/wnx sont
finis, alors :

(i) Il existe un caractére j{-adique virtuel vy, tel que la suite

(X)) soit paramétrée par les caractéres p=0, pu, A, et v,

nN"neN

+k

(ii) Pour chaque entier relatif k fixé, les sous-modules .{,n ><n

sont deux a deux isomorphes pour n assez grand,

Démonstration : Il suffit naturellement de faire la démonstration lorsque

X est isotypique,

(i) Supposons donc X isotypique de caractére ¢, et considé-
rons les quotients finis X/wnx. Nous pouvons écrire :
(X: wnx) = (X: vnx) (an: wnx) . D'aprés le théoréme 8, le résultat annon-
cé sera donc établi si nous montrons que le groupe vnx/wnx est constant

pour n assez grand, Or nous avons an/wnX ="t % + wnX)/wnX =

n+1 n+1

D%/ IR

XN mnx) = X/3'X ; et, pour n assez grand, la multipli-

+ . .
! tue le sous-module de Z -torsion, Nous ne restreignons

cation par .{,n
donc pas la généralité en supposant X sans Z -torsion, clest-a-dire
(en vertu du théor&me de structure rappelé en a) d'indice fini dans un
A -module élémentaire de polyndme caractéristique 7 distingué dans

Zcp[y— 1]. Cela étant, d'aprés le lemme 10, nous obtenons

n-n
= o o *
wnx 1 wnox, pour n zn_, diods :
N+ 1 r‘—no r‘o r“o—'-l r'10
vnx/wnx =4 X/4 3 X =4 X/d °X ~v X/wn X,
o o
comme annoncé,
(i) 1l vient de méme : Ln+kxn —”—.{,n+kx/(.{,n+k>(ﬂ wnx) =~
n+k n-ns r‘o+k
~p " "X/4 (4 XNw X), dou:
o
A+ Kk no+k no+k no+k
LTUX = X/(2 XNuo X =1 X
o o

comme attendu,

PROPOSITION IV, 1.19,- Soient X un A[AJ-module noethérien et de

torsion, de paramétres y et A, et Y un sous-module d'indice fini, Sup-
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W
posons choisi un entier naturel m, tel que les quotients Xn= X/Fn- Y

X . m
soient finis, pour chaque n =m, Alors :

(i) 1l existe un caractére {-adique virtuel y tel que la suite

(xn)an soit paramétrée par les caractéres p=0, u, A, et v,

+k

(ii) Pour chaque entier relatif k fixé, les sous-modules {,n Xn

sont deux & deux isomorphes pour tous les n assez grands,

Remarque : Ce dernier résultat peut &tre regardé comme une généralisa-
tion de la proposition 18 ci-dessus, qui correspond au cas Y = wmx. I
a l'avantage de pouvoir s'appliquer, pour un choix arbitraire de Y, lors
méme que les quotients X/wnx ne sont pas tous finis, ce qui a lieu lors-
que certains des polyndmes caractéristiques f des p-composantes de X

admettent des facteurs cyclotomiques (i,e, des diviseurs de la forme

w
—-%)—t—l, pour un n dans N), En effet, pour m assez grand et n 2m, les
n w
polyndmes -(;n— sont étrangers a tous les 'fcp’ et les modules quotients
w m
Y/—n- Y sont donc finis,
w
m
Démonstration : lci encore, nous pouvons supposer X isotypique dans

la démonstration,

W W
(i) L'égalité (X :—=2v¥)=(X:YNY :—=Y) permet de ne consi-
¥m “m
dérer que le cas X =Y, Cela étant, notons Km le noyau de IR dans VY,

tie i i i -

et Z le quotient Y/Km . La suite (Kn)nEN , suite croissante de sous

modules dlun p[A]-module noethérien, est stationnaire ; nous avons donc

K = K_ pour n assez grand, disons n >n_, D'apreés la suite exacte
n ! o

n+1
courte canonique

w W,
0 —>K /LK —>Y/—=Y —>y Y/oY—>0,
m wm n (l)m m n

W
I'indice (Y : == Y) se scinde en deux facteurs :

%m
“h Y
- le premier, (K_:—K )=(K_ t:=—K_ )=
m° W n ) n
W, W, y M m o "
=(K :—2K W—2K :—-K ) stécrit encore (K k)=
n W n " w n m n
m o 'm o m o m
wno wno n-n_ wno
= . — . . — ' 2 : 4
(Km. K )1 - K, t2 m K, ), dlaprés le lemme 10 appliqué
m o m o m o
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au module Km annulé par le polyndme distingué W, o Dans la formule obte-

%

o . S . X
nue, le module — K |, qui est d'indice fini dans Km , est somme directe

m o
d'un module fini et dlun Z -module libre de dimension deg fm’ si

= fm 'fr'n est la décomposition du polyndme caractéristique de Y comme
produit d'un polyndme distingué fm divisant une puissance de U et dlun

polyndme f;q étranger 3 u_.

_ . = . 1 :
le second facteur (u)mY : wnY) (me : wnZ) slécrit encore

(Zz: w 2)
4] - . - A - = 1
__—)'(Z : wmz . Comme il est fini, le polyndme caractéristique fm du /\Cp_module

Z est étranger a tous les w, ; et I'indice (Z : wnZ) est donc donné par la

proposition 18,

Récapitulant le tout, nous obtenons le résultat attendu,

(ii) Tout comme pour la proposition 18, nous obtenons pour n

w,
assez grand, disons n 2n_: ,{;n+k>(n 2.{,”+kX/(Ln+kX ﬂan— Y) =
m
n+k n-ng no+k wno no+k no+k wno n0+k
=" %/ (0 ° Xn—=—=v)=¢ " X/(47 Xn—==VY)=20" X,
m m

ce qui achéve la démonstration,

3.- STRUCTURE DES A[A]-MODULES DANS LE CAS METABELIEN .

Nous supposons ici que X n'est pas le caractére unité, Nous
notons H son noyau dans A, et m = (A : H) son ordre, qui divise d et
(L-1). Dans ce cas, llalgébre T = p[A] est somme directe d'aigébres

gauches Z®= Aq) ®ZL[H]ZL[A]’ de dimension m2 sur leurs centres res-

pectifs C§= Zé[[em 1], et qui contiennent les A@ comme sous-algébres

commutatives maximales, En particulier, si F@= QQ((e”)) désigne le

corps des fractions de Italgébre Cé, le tensorisé F@ ®C Zq) est une al-
o

gébre simple centrale sur FQ , qui contient Qé((e)) comme Sous -corps

commutatif maximal,
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a,~Description des Y-modules projectifs de type fini .

Dans |'étude préliminaire (§ 1, c) nous avons distingué deux sor-

tes d'idempotents dans |'algébre ¥y,

- les idempotents primitifs e =-(]; Y go(fr_])rr, qui sont asso-
TEA
ciés aux caractéres Jl-adiques irréductibles ¢ du groupe A.

- les idempotents centraux primitifs e§= Y. e , qui sont asso-
0|8
ciés aux induits A A des caractéres f{-adiques irréductibles du sous-
groupe H,
Les premiers gouvernent la décomposition de 3 comme module sur elle-

méme, les seconds sa décomposition d'algébre,

PROPOSITION I1V,1,20.- L'algébre 7= p[A] est somme directe d'un

nombre fini dtalgébres gauches 2@ de dimension m2 sur leurs centres

5 ; chacune des algébres commutatives C§ est un anneau

local complet régulier de dimension 2, En particulier, tout }-module

respectifs C

projectif de type fini est somme directe essentiellement unique de Y-

modules projectifs indécomposables de type fini,

(i) La décomposition de I'algébre Y, comme module sur elle-

méme, est donnée par :

= -@ Zecp= @_ [ @ e 7.
R (1) seindl (R (1)) @l
Z H Z
1 1
(ii) Pour chaque caractére § € Ind2 (Rirr(H)), il existe m
H ZL )

classes dlisomorphie de Z@—modules noethériens projectifs et indécompo-~
sables, si Mg désigne le nombre de caractéres l-adiques irréductibles
© intervenant dans la décomposition de § ; elles sont représentées par

les m_-modules ¥ .,
® ®

Démonstration : Le fait que tout Y-module noethérien X s'écrive de facgon

essentiellement unique comme somme directe d'indécomposables résulte di-

*
rectement du théoréme de Krull-Schmidt (%) appliqué a chacune des com-

(*) Pour plus de détails sur le théoréme de Krull-Schmidt, on pourra

consulter [Re], p. 88.
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posantes locales X _: llalgébre T_ est un module de type fini sur son cen-

¢ ®

tre C@ ; et "anneau Cé est local, complet et noethérien, Bien entendu, si

X est projectif, il en est de méme de ses facteurs directs,

(i) L.a décomposition directe de ¥ est immédiate ; il suffit
donc de vérifier que les modules Y e sont indécomposables, Et cela résulte
du fait que, pour chaque Zé—module projectif noethérien et indécomposable

I, le tensorisé Fg 8 | est somme directe d'exemplaires de Qé((e) ).
$
(ii) D'apreés ce qui précéde, il reste a montrer que deux modules
vye et Ye, , associés a des caractéres distincts, ne sont pas J-isomor-
phes, Ce probléme ne se pose, dlailleurs, que lorsque @ et | sont deux

facteurs irréductibles d'un méme caractére %€ lndlﬁ( ;r (H)), Cela étant,
L

supposons qu'll existe un tel isomorphisme 7, et notons )\eq,,, avec

A= Y A o' ezé[[e]], I'image de ecp' D'un c6té, nous aurions )A€ Z [[9]] ,
i€EN

3%
{e€Ce >‘o€ Zé, puisque f est un isomorphisme ; et dlun autre ew }\e¢=

e fle )= fle. e )=0, dloli A_= 0 : une contradiction,
dff ® 7 ® °

¥

SCOLIE IV,1.21.~ Les y-modules noethériens qui sont I-projectifs sont

exactement ceux qui sont C-projectifs (i,e, projectifs sur le centre

C = ZL[[em]][H] de I'algébre ),

Démonstration : Le résultat sera acquis si nous montrons que tout 7-
module X, noethérien et C-projectif, est un facteur direct de son tenso-

risé X2= PN ®C><. Or cela est clair, puisque la suite exacte canonique

0——>Kerp——>xz.=§.>.x—>0,

définie par p(o®x) = gx, est scindée par I'application :

T e (rx).
TEA

g|xl—%é

PROPOSITION IV, 1.22.~ Tout idéal projectif de |'algébre Y s'écrit

comme somme directe indécomposable dl'idéaux principaux
m

2
i=1

I = @

@Elndﬁ| (R'Zr"‘ (H))
)

., avec lé,i=2x§’i=2§x§’i.
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Dans cette décomposition, chaque idéal | est soit nul, auquel

®,i
cas 'élément X5 i est nul, soit isomorphe a |'un des ms modules ch pour
)
¢ irréductible contenu dans §, auquel cas Itélément X5 i est invariant
’
par multiplication & gauche par ecp; nous disons alors que x@ ; est iso-
2

typique de caractére (.

Démonstration : D'aprés la proposition 20, tout idéal projectif | de ['al-
gébre ¥ s'écrit comme somme directe d'idéaux indécomposables princi-

paux | =yx =Y x =5y e =3ye , Cela étant, les relations d'orthogo-
® @ O ®

nalité des idempotents donnent immédiatement e xcp= 0, pour § # ¢, i.€.

]

Xx =e x , comme annoncé, Enfin, pour chaque caractére §¢ Ind'_A_l(R (H)),

® ® Z,
le nombre de facteurs l@ i intervenant effectivement dans la décomposition

)

est majoré par llentier mé, puisque chacun d'eux est un /\é-—module libre de

. . m (%)
dimension — .

Mo

THEOREME 1V,1.,23,- Tout Zé-module noethérien sans /\Q—tor‘sion est con-

tenu comme sous-module d'indice fini dans un Y_-module projectif, Autre-

&
ment dit, tout Y-module noethérien, dont les §-composantes sont sans A@’

torsion, est pseudo-isomorphe & un I-module noethérien et projectif, Nous

disons qu'un tel module est quasi-projectif,

Démonstration : D'aprés le théoréme de structure établi dans le cas abé-
lien (th, 6), pour tout /\é—module noethérien et sans torsion X, il existe

un A@—module libre L qui contient X comme sous-module dlindice fini,

b

Tout le probléme consiste donc a montrer que si X est un ¥ _-module, il

$

en est de méme de L, Désignons par C_= Zq)[[em 1] le centre de llalgébre

¢

- Q@( (8™")) son corps des fractions, Puisque X est d'indice

fini dans L, le produit tensoriel F§®C L, qui contient L de fagon cano-
)

Z@’ et par F

nique, s'identifie au produit F§®C X ; clest donc un Zé-module. Reste a
¢

vérifier que L est stable pour |'action de Z@. Pour chaque élément T de A,

le conjugué LT de L contient XT= X comme sous-module dlindice fini ; le

(x) On prendra garde au fait qu'un module indécomposable donné ¥ peut
ainsi &tre représenté plusieurs fois dans la décomposition d'un idéal I,

ce qui ne peut arriver lorsque | est égal a .
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sous-module L'= ¥ LT de F§®C L engendré par L est donc une exten-
TEA ®
sion de L qui est d'indice fini (L': LL). A son tour L' est contenu comme

sous-module dl'indice fini dans un §; a—modu!e libre L", inclus dans

= L, et isomorphe & L, Cela étant, si h est |'endomorphisme de

s ¥c,
L" qui envoie L" sur L, le déterminant det h est nécessairement inver-
sible puisque Ilindice (L": L) est fini, Autrement dit, h est inversible,
et L est égal & L", donc & L': Le module L est bien stable pour I'ac-

tion de Y. ; comme il est Aé—libr‘e, il est Zq)—pr*ojectlf en vertu du scolie

&
21 ; enfin, il contient X comme sous-module d'indice fini,

COROL LAIRE 1V,1,24,- Tout y-module noethérien est pseudo-isomorphe

3 la somme directe d'un S-module noethérien et de torsion (i,e, dlun y-
module noethérien dont les §-composantes sont de Aé—tor‘sion) et dlun Y-

module noethérien quasi-projectif,

Démonstration : 1I suffit naturellement de faire la démonstration lorsque X

est un Zé—module noethérien, Dans ce cas, le sous-module de Cé—torsion

T de X, qui est encore son sous-module de Aé-tor‘smn est annulé par
une punssance finie P® de son polyndme car*actémstaque Pecz [e ]. Com-

son noyau T = Ker P€ dans X est donc un Y _-

me P est central dans Y 5

é H
module, En particulier dans la suite exacte courte canonique

0—> T —> X —>VY=X/T —>0,

le terme de gauche T est un Y_-module noethérien et de torsion, et celui

$
de droite Y = X/T est un ¥_-module noethérien quasi-projectif, Cela étant,

&
dlaprés le théoréme 23 ci-dessus, Y est contenu comme sous-module d'in-
dice fini dans un Zq)—module projectif L = @p Z@ y. . Faisons choix d'un

i=1
polyndme distingué f€Z [e ], étranger au polyndme caractérlsthue P,

annulant l_/Y Pour chaque naturel n, la multiplication par f est alors
un Zé—endomor‘phisme de X, dont le noyau Nn est un sous-module fini de
T. Comme X est noethérien, la suite (N ) neN est stationnaire, et nous

a

avons donc N _=N= () Nk pour tout n assez grand, Quittes a quotien-—

keN
ter X par le sous-module fini N, ce qui revient a faire un pseudo-isomor-

phisme, nous pouvons donc supposer désormais que la multiplication par f

est un monomorphisme de X, Dans ce cas, X peut &tre regardé comme un
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1 1

sous-module de son tensorisé f X =7 'C ®C@ X ; et son sous-module

&

de torsion T est alors contenu avec un indice fini dans celui f—]T de
f_lx. Cela posé, pour chaque i =1,,..,p, NOUsS avons fyiE Y, puis-
que f annule le quotient L/Y . Faisons choix d'un X isotypique de X

au-dessus de fyi : Nous définissons ainsi, par linéarité, un Y _-morphis-

me de fFL dans X, Ce morphisme se prolonge de fagon unique En un Z@'
morphisme g de Y dans f-lx (Si y appartient 3 Y, nous avons

7y € fL, et il suffit de poser gly) = f_ls(fy) ). Cela étant, Ilapplication
x > (x - g(x),x) estun Zé-pseudo—isomor‘phisme de X dans

f_lT @Y . T@®(X/T) ; ce qui achéve la démonstration,

Classification des Y-modules noethériens,

Intéressons-nous maintenant aux Zé—modules noethériens sans

condition de projectivité, Un tel module X est en particulier un Ai—mo—
dule de type fini, pseudo-isomorphe comme tel a une somme directe finie
de quotients de /\q) par des puissances d'idéaux premiers principaux,

Pour rendre compte de la Y. ~structure du module X, il est naturel| de

&
remplacer les idéaux premiers principaux de |'algébre A§ par des sous-
modules projectifs convenables de |'algébre Zq;'

LEMME IV,1,25,~ Pour chaque caractére {-adique irréductible ¢ du

groupe A, les sous-modules projectifs maximaux de |'idéal Zcp= hX ecpde
Italgébre 3 sont de trois sortes :

(i) Ltidéal LZCD, isomorphe a ZCp’ engendré par |'uniformi-
sante {4 de l'anneau Zcp'

(ii) Lvidéal ¢ Zcp’ isomorphe a Zcpx’ engendré par la résol-
vante o,

(iii) Les idéaux T e fe , isomorphes a Zcp’ associés aux

polyndmes distingués irréductibles de valuation nulle de I'algébre gau-

m@ ) m@ m@
he Z , d I hi e ¥ ~(Z =2 .
che cp[e ] ans Il'isomorphisme @ ecp L[A]ecp fe *11 §[[e 1]

Démonstration : Considérons un sous-module | d'un idéal indécomposa-

ble & = Zecp de |'algebre Z@. Si lcpeSt projectif, le théoréme de structure
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établi plus haut (proposition 22) nous permet d'écrire | = Zéewx, pour
un caractére J-adique irréductible { (représenté dans §) et un x dans
v ; et 'inclusion I c ¥ nous donne alors immédiatement | = Zéed]xecp.
Ecrivons x comme série formelle x = 7, X e' a coefficients dans |'al-
i€N . .
gébre Z{,[AL Les identités de commutation eLI! e' = e' e et les rela-
L

tions dlorthogonalité entre idempotents nous montrent que seuls intervien-
nent dans les produits e xe les termes X; e' pour lesquels le caractére
‘l’X_I est égal & . Si donc | s'écrit cpx—a, avec a€{0,1, ..., (mé— 1)1,

nous pouvons factoriser ea, et écrire e xecp= ea’ecpy ecp’ avec

¥
m m
y € (ZL[A]ecp)[[e @J] =Zcp[[e Q]]. Utilisant alors le théoréme de prépa-

ration de Weierstrass dans un cadre non commutatif, nous concluons que

Itidéal 1 est engendré par un élément de la forme g% ¢He fecp’ ou le
m

. . . o} N
roduit e e correspond, dans llisomorphisme e Ye =2 6 “11, a
P cpf o , o> %o Cp[[ 1
un polyndme distingué de valuation nulle de I'anneau Z [§ Qj. Bien en-
tendu, | est maximal, parmi les sous-modules projectifs de ¥ , si et
seulement si |'élément obtenu eo‘L“e fecp est irréductible, ce qui con-

duit 4 la classification énoncée,

LEMME IV,1,26,- Tout idéal lcp de l'algébre Y, contenu dans |'idéal Zcp’
est un sous-module dl'indice fini d'un idéal projectif pcp= v M eqecpf ecp

de I'algébre 7,

Démonstration : L'idéal | est engendré par un nombre fini de généra-

teurs Xpreees X, que le théoréme de préparation de Weijerstrass per-
M O
met de choisir sous la forme X, = 2 B lfi e , avec fi distingué de valua-
tion nulle dans I|'algebre gauche Zcp[e]. Posons |y = inf M o= im‘k a3
i=1 i=1
et prenons pour f' le plus grand diviseur commun des fi’ regardés comme

polyndmes formels en Ilindéterminée g, L'idéal I' = & gM g© f'e contient

I comme sous-module dlindice fini, S'il n'est pas projectif (i.e.q)si f'
Mg

n'est pas dans Zcp[e 1), posons e‘JIUJ 6%7'e = M ea‘fll;ecp’ pour chaque

caractére {-adique irréductible | associé a ¢ li.e. de la forme (p’x_ , pour

Kk=0,1000, (m@— 1)) ; et remplagons ' par le plus grand diviseur com-

mun j‘" des f‘L : Nous obtenons un nouvel idéal I'C;J= PN L“ eaf"ecp, qui
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contient I' comme sous-module d'indice fini, Itérant le procédé, nous

m C..s Cette

. . . . . . 52 11
fabriquons ainsi une suite croissante d'idéaux 't i
suite est stationnaire, ce qui veut dire qu'au bout d'un nombre fini de

transformations hous tombons sur un polyndme distingué J qui est dans

m
Z 6 2]. Llidéal P =T 44 g% fe est I'idéal cherché.,
¢ ¢ ©’

DEFINITION IV, 1.27.- Pour chaque caractére f-adique § € lndél(Rgr (H)),

nous appelons §_-module éiémentaire toute somme directe finie d'exem-
P 3

plaires des modules suivants :

@—modules projectifs ¥ = Zie ,

associés aux m _-caractéres {-adiques irréductibles 0 représentés dans §,

(i) Les Zé—modules projectifs ¥

(ii) Les quotients T /eaz des modules précédents par leurs
sous-modules respectifs engendrés par les puissances de la résolvante 0,

(iii) Les quotients ¥ /L“Z , correspondant aux puissances LM
de I'uniformisante &4 de I'anneau des scalaires Zcp= ZL[A]e .

(iv) Les quotients ch/z ecp‘fecp’ associés aux polyndmes distin-

m
gués de valuation nulle de I'algébre gauche Z [§ q>] =ecp X ecp'
®

Cela posé, llobjet de cette section est dl'établir le résultat fon-

damental suivant :

THEOREME IV, 1.28.- Tout Y-module noethérien est pseudo-isomorphe

3 un Y-module élémentaire, De plus, ce dernier module est unique aux deux

réserves suivantes preés :

(i) Deux modules élémentaires T /Luch et Z‘U/LHZLIJ’ associés

4 deux caractéres distincts ¢ et | représentés dans un méme caractére

$ ¢ IndﬁI (R;P(H) ), sont pseudo-isomorphes,
1

(ii) Le mé&me résultat vaut pour deux modules élémentaires
ZCP/Zecpfe et Zw/Zewfew, associés a deux caractéres distincts ¢ et {,

représentés dans un méme caractére %€ Ind'g (R;:(H) ).

Démonstration de I'existence : Dlaprés le corollaire 24, nous ne restrei-
gnons pas la généralité en supposant que X est un Zé—module noethérien
et de torsion, Cela étant, pour chaque idéal premier principal pé du centre

C@ de |l'algeébre Y

5 désignons par x% le sous—-module spectral de X asso-
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cié a pé, clest-a-dire |'ensemble des éléments x de X qui sont annulés

par une puissance de pé . Nous avons les résultats suivants :

(i) L'intersection X _ des >(p , lorsque p¢ parcourt l'ensem-
¢
ble des idéaux premiers principaux de |talgébre Cé, est le plus grand
C .-sous-module fini de X ; c'est évidemment un ¥_-module,

% &

(ii) La somme (non directe) des x% est égale a tout X, puis-

que celui-ci est de torsion,

(iii) Le groupe Xy se réduit & X, pour presque tout Py, en fait
)

dés que p ne contient pas le polyndme caractéristique P de X (pour sa

structure de 4 [[e J]-module),

En partlculler, comme la surjection canonique @ X —> X
pg>P Ps

est clairement un Z@ -pseudo-isomorphisme, il nous suffit de faire la démons-

tration dans le cas ol X est annulé par une puissance finie p d'un idéal

premier principal de l'algébre C_= Z [[e 7], Deux cas se presentent

&
alors :

1.- Ltidéal pé est engendré par un polyndme distingué irréduc-

tible de valuation nulle F’Q de I'anneau Z [e ]. Dans ce cas, la pseudo-

décomposition de X comme A@—module est de la forme :

><~OA/P

e = > =, >0
I_] avec g e] ez ..26n .

@ ’

En effet, si x € X est un élément d'ordre maximal (pour la structure de

/\é—module de X), et fez@[e] le polynéme distingué qui engendre son

annulateur, les conjugués xT de x (pour T€ A) sont encore d'ordre maxi-
mal, et leurs annulateurs respectifs sont engendrés par les polyndmes
rf7 =77, donnés par £7(8) = F(x(c)6). Le polyndme 7, qui est inva-
riant par conjugaison, est donc dans le sous-anneau Z [em] ; clest

3

Pé=p ', Plus généralement, si nous écrivons X ~ @ /\§/f¢ A@

i=1
(avec f@ . € f@ , 2 [e], pour i =2,...,n) la pseudo-décomposition de

X comme /\@—module I'egallte X = X7 et I'unicité de cette décomposition

nous prouvent que les polynomes f@ ; sont invariants par conjugaison,
’

donc de la forme = P pour un entier g., comme annoncé, Ce point
@ i b p
’

@ H
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acquis, faisons choix dlun sous-module j . -élémentaire Y = @
’ $ $
i=1

par un de ses multiples

X, =
[

N
e” a
i=1 ° '

gx, (pour un g de Z@[em] étranger a Pé), nous pouvons supposer que

e.
/F’QI A@ de X, Quittes a remplacer x

Y contient tous les conjugués xT de x. L'un au moins des éléments iso-

. (pour ¢ irréductible divisant $) étant d'ordre maximal

P® (sans quoi X, = L e X serait annulé par P~ 1), choisissons-en
|8
un y1 et considérons le T-module Zy1 = Zcpyl , qui est contenu dans VY,

typiques e x
®

Le noyau | de la surjection canonique de ¥ sur T Yy est un idéal pro-
jectif de ¥ ., Dans le cas contraire, en effectp, il serait contenu comme
sous-module strict dlindice fini dans un tel idéal, et le quotient 3 /I
isomorphe a Zcpy], contiendrait un sous-module fini non nul, ce q&pi ecgt

exclu, puisque Y est Zq)-—libr‘e par construction, Ainsi | est de la forme
m
Zcp[e]‘fcp’ pour un polyndme distingué f de ['anneau ch[9 $7, et nous

avons d'aprés ce qui précéde : Zcp[e]fcpnzé [em] = le Zq)[em].

En particulier le sous-module Zcpyl est somme directe d'un nombre fini

e
d'exemplaires de A@/Pél A@' L'existence de la pseudo-décomposition
attendue s'obtient alors trés simplement par récurrence sur l'entier n :
Dans la suite exacte courte 0 — ¢ y, —> X —> X'= >(/Zcpy1 — 0,

I'hypothése de récurrence permet de faire apparaftre un sous-module
nt
Zé—élémentair‘e ® Y_y. dlindice fini dans le quotient x! ; et il suffit
j=2 ¢
alors de relever les v; dans X, en des éléments isotypiques de méme

ordre, ce qui est toujours possible en raison de la maximalité de Vi

2,- Ll'idéal pq) est engendré soit par |'uniformisante ¢, soit

m
par la résolvante g .

Dans ce cas encore, |'étude de X comme Zé—module se déduit de sa pseu-
do-décomposition comme /\é—module, a partir des isomorphismes de A@'

modules

u u m/mé o o m/mé
ch/z, zcﬁ(A@/& Aé) , 'ch/e chk(/\é/e Aé)

et de la classification des sous-modules projectifs de Zcp donnée plus haut,

Démonstration de l'unicité : Compte tenu du résultat d'unicité déja connu

pour la pseudo-décomposition d'un /\é—module noethérien, les seuls points
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A vérifier sont les suivants :

(i) Deux modules projectifs Zcp et ¥ , associés a des carac-
teres {-adiques distincts (mais contenus dans un m&me caractére

3 € Ind'ﬁ (R;P(H)) ne sont pas pseudo-isomorphes : Nous savons déja,
1

par la proposition 20 (ii) que deux tels modules ne sont pas isomorphes,
Comme tout /\@-—pseudo—isomor‘phisme dlun A§—module libre dans un autre

est bijectif, notre assertion en résulte,

(ii) Deux quotients ¥ /902 et Z /9 Z‘lf’ associés a des carac-
téeres f-adiques distincts (mais contenus dans un méme caractére

S

§e Ind2 (R'PP(H) ), ne sont pas pseudo-isomorphes : Quittes a quotienter
H ZL

si nécessaire, nous pouvons nous limiter a |'étude du cas o= 1, Cela
étant, le premier module Zcp/ez , isomorphe a ZL[A]ecp—'chp est annu-
Ié par l'lidempotent e ; tandis que |le second ¥ /6 2‘1” isomorphe a

Z [p]e, =2 est engendré par cet idempotent, Le seul T-morphisme de
Z®/82mdans Z,
pas un pseudo-isomorphisme,

/6%, est donc le morphisme nul, qui n'est évidemment

(iii) En revanche, deux quotients 3 /tH 5 et Z /M Zw ou

U

encore deux quotients Zcp/z Jet
t-adiques ¢ et { contenus dans un méme caractére § elndA (R'PP(H))

/wa, associés a des caracteres

sont toujours pseudo-isomorphes, En effet, ¢ slécrit q;x , pour un q

dans N, et la multiplication a droite par ea, qui a I'idempotent

ecp= e 0(associe 11élément ecpea= 6‘1911!, induit, par passage au quotient,
v X

un y-pseudo-isomorphisme de Y /,{,“Zqo dans Zdj/,{,“z11J (respectivement

de Zcp/chf dans lel/zllff.

Paramétres attachés & un Y-module noethérien ,

DEFINITION IV.1.29,- Un Y-module noethérien X étant donné, intro-

duisons sa pseudo-décomposition :

. t n .
X ~ ® @[Zwo(emz/ew’za@p@ma/éw”z&
seind® (R”"‘(H)) K 1 i=1

@(@@z/Zf )]
i=1 @
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les deux termes de gauche sont définis de fagon canonique, et les deux

S

termes de droite a translation prés du caractére { par une puissance
m
de X ; enfin, les 'fcp ; sont des polyndmes en |'indéterminée ¢ q>.
)
Nous appelons parameétres du y-module X les caractéres frac-

tionnaires définis par les formules :

(i) p=Zp o avec p:—.L. Z $ r
o @ ® Mg k=0 X
1 mq)—l ¢ X—k
(i) u=7%u e avee p =g- z L n
0 $ k=0 i=1 oYX i
LMt ek
(iif) A=1% A o, avec ) =—— z T ®X  deg s x *
® ® " k=0 i=1 oY i
-k
m_-1 Sk @ -k .
+ 7 @ T ®X sup{[_.c’;x._z.L__]’O}_
k=0 i= ¥

Les deux premiers sont des éléments du groupe HL lndfi (RZ (p)) ;5 le

troisiéme est de fagon naturelle somme d'un carac'?ér*e fractionnaire induit
(i,e. dans -m—]- lr\d'_A_I (RZ (H))) et d'un autre caractére de A,
$

Conformément au théoréme de paramétrage énoncé dans la sec-
tion 2 §a (théoréme 8), ces trois caractéres mesurent la croissance
avec h des quotients X/vnx associés au Y-module X, Leurs restrictions
4 H sont, en effet, des caractéres J-adiques de H ; et il est facile de
voir que ce sont les paramétres de X, au sens de la définition 7, pour

sa structure de pA[H]-module :

PROPOSITION 1V, 1,30,- Les restrictions au sous-groupe H des trois

parameétres o, u, et A, attachés & un I-module noethérien X, sont les

paramétres de X dans R_, (H), pour sa structure de j[H]-module,

=)
Ainsi, pour chaque idempotent central primitif eé de I'algébre
v, les résultats établis dans le cas abélien nous renseignent sur la crois-
sance avec n des j-composantes respectives Xé n= eéxn des diverses
?

- n de quotients finis de Xn introduites dans la section 2,

suites (xn)n
o
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Mais ils ne nous disent rien sur les gp-composantes de ses quotients, deés
que plusieurs caractéres {-adiques irréductibles ¢ du groupe A sont re-

présentés dans un méme caractére induit § ¢ Ir\dI_A_| (R'Zm;(H) ), puisque,

dans ce cas, les p-composantes X = e X ne sont pas des ZL[H J-mo-~

® ®
dules. En revanche, il est toujours possible de regarder les ch comme

~ m
modules sur les algébres abéliennes C_= Zé[[e QIJ. [l vient alors :

¢

LEMME IV.1.31.- Soit X un Y-module noethérien élémentaire et indé-

composable,

(i) Si X est projectif, i.e, X =% pour un {|&, chacune de

ses p-composantes ch= ecpx (pour | &) estun Cé—module libre de di-

. m
mension —
m

(ii) Si X est un quotient Zw/{,“zw, pour un || 3%, ses gp-compo-
~ m/m
santes (pour | &) sont toutes qu—isomorphes au produit (CQ/LHCQ) ¢,

m/mé

~(a A~
xcp (c@/x, cé) .

(iii) Sa X est un quotient Z /Z J, pour un q;[@ avec f distin-

gué dans Z [0 @], les - composantes X (pour cp| §) sont sommes di-

5 ol h est Ie polyndme dnstm—
m

gué de l'algébre Z [e q)] défini par Z [e Q]HZ [e éjf hZ [e @]

rectes d'exemplaires du quotient c /hC

ch=(C§/hC§)

(iv) Si X estun quotient £ /8%%., pour un y| %, ses ¢p-com-

v

posantes pour ¢ = wxs (avec g=0,1, ...,(mé—l)) sont données par le
C@—isomor‘phisme:
a-B
- m@[mé I m/m
X =(C_/o c.) .
P % $

Démonstration : Lorsque l'entier mé divise strictement {'ordre m du carac-

~ m
tere y, l'algébre Cq): Z@[[e Q]] contient strictement la $-composante
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m m

C._= ZQ[[em]:l du centre C de y. Néanmoins, !'identité e § ¢ 0 e ,

)
pour ¢ divisant ¢, montre que les ¢-composantes d'un s-module X sont

encore des 5 -modules, Pour X =% =5e et p= \pr, avec

¢ o R v
ge {0, 1,...,(m§— 1)}, il vient ainsi :
X =e yve = QBe e , et la sous-algebre e, Te iso-
o Ty BV T e A
m@ ~
morphe & llalgébre gauche Z [g ], estun Cé—module libre de dimen-
sion LR . Les quatre assertions du lemme en résultent,

¢

LEMME IV.1.32.- Pour chaque naturel n, la résolvante

n n
z T—])[YX(T) vy ], construite sur le générateur y'ﬁ du groupe

TEA
1“& , engendre {l'idéal wn/\ de Italgébre p, et vérifie les relations de con-

=1
N,
jugaison :
-1_
TO,T = x(1)8,, Vr€EA.

En particulier, pour n = no, le quotient en/en est contenu dans

le centre C de l'algébre Y, ©

n
Démonstration : 1l suffit de remplacer vy par y{’ dans la proposition 2,

Nous pouvons maintenant énoncer |'analogue du théoréme 8 pour

le cas métabélien :

THEOREME IV, 1.33.- Théoréme des parameétres,- Soit X un module

noethérien sur llalgébre gauche ¥ = A[A], de parametres p, u, et ).

~ 0
Si v, = {,n-H A + == ) désigne |'idéal de I'algébre d'lwasawa p = ZL[[y— 17]

8
° +1

engendré par ['élément Ln et le quotient des résolvantes en/eo, il

existe un unique caractére g-adique virtuel y du groupe A, tel que llordre
xe
') " de la p-composante du quotient X/'V7n>( soit donné, pour chaque carac-

tére f-adique irréductible ¢, et tout n assez grand, par la formule :

o] n
;nCP= <p,cp>(n+1)ir?l—;—]+ <u,cp>-{;;—]+ <)\,cp>n+ <V, P>
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Démonstration : Le lemme 32 nous assure que le quotient X/fvvnx est
un Y-module, Cela étant, la suite de lemmes établis dans la section 2
§ b nous permet de ramener la démonstration du théoréme au cas ou X

est un module élémentaire, D'apreés le lemme 31, quatre cas se pré-

sentent donc :
(i) Pour X =% , et ¢p= B, le quotient X /v X estun
¥ =X, o o

n
Zcp/.t,n+ ! Zcp-modu|e libre de dimension -i‘-n—q:—l. Comme ZcpeSt une exten-
&

sion non ramifiée de degré dcp= <, > sur ZL’ nous obtenons bien le

résultat annoncé,

(ii) Pour X = Zw/{,kzw, et o= q;XB, le quotient ch/; X

n o
est égal a X /-e—”x pour n assez grand ; c'lestun Z /.{,kZ -module
o n_q ® ®
libre de dimension -"‘-m—— ; d'oli, ici encore, le résultat annoncé,

(iii) Pour X = ij/fzq!, et o= ‘1’XB’ la ¢p-composante X est

®
un Z -module libre qui a pour dimension le degré deg f du polyndme f
m

(regardé comme polynéme en |lindéterminée § ¢) ; il en est de méme

pour chacun de ses sous-modules d'indice fini ;n cho Cela étant, le

lemme 10 nous donne v_X =} ovn X, pour n >n_, dlot, comme
attendu :
~ ~ ~ n-n_ ~
(X :v.X )=(X v X Nv, X :¢ U, X )=
© N  No e Moo o o
~ n-n
=(X 19, X NZ :1 °z )degf.
© o U ® 0

(iv) Pour X = Z‘w/eazw, et = q;XBavec g€ {0,1,...,(m§—1)},

la décomposition de X comme somme de ses p-composantes fait intervenir

a -8
M3

la partie entiére de la quantité . Ceci explique la curieuse définition

de I'invariant ) dans ce cas,

SCOLIE 1V, 1.34,- Soient X un y-module noethérien et de torsion, de

paramétres | et ), et Y un sous-module dl'indice fini, Supposons choisi

un entier naturel m, tel que les quotients Xn= X/—e-n- Y soient finis, pour

. m
chaque entier naturel n >m, Alors :
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(i) Il existe un caractére {4-adique virtuel y du groupe A
x®
tel que l'ordre 4 " de la ¢p-composante du groupe Xn soit donné, pour

chaque caractére f-adique irréductible ¢, et tout n assez grand, par

la formule :

n
xP= <>+ < o0+ <y, oo

(ii) Pour chaque entier relatif k fixé, les sous-modules

&n+k ><n sont deux a deux Y-isomorphes pour tous les n assez grands,

Démonstration : Identique & celle de la proposition 19 ,
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REPRESENTATIONS 4- ADIQUES

ASSOCIEES AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES

Nous explorons dans cette section les relations de dualité
exposées dans le paralléle entre lathéorie de Tate et celle de Kummer,
mais en les regardant cette fois du point de vue de la théorie d'lwasawa ,

Notre propos est de montrer comment les paramétres asso-
ciés aux A[ A]-modules classiques construits sur les groupes de
classes , de radicaux ou de symboles qui expriment ces dualités se
déduisent en fait les uns des autres par des formules complétement
explicites ne faisant intervenir que des invariants galoisiens simples
des extensions concernées , L.a notion-clé de cette étude est celle ,
introduite plus haut , de suite paramétrée , qui permet de ramener la
démonstration des identités annoncées a |'étude asymptotique de cer-
tains modules finis définis & chaque étage fini de la tour cyclotomique,
Le résultat essentiel , que résume le tableau publié en appendice ,
est que tous les parameétres rencontrés s'obtiennent a partir de deux
seulement d'entre eux (*) : Les invariants d'lwasawa M et )\c asso -
ciés au groupe de Galois ¢' de la 4 -extension abélienne non ramifiée

4 - décomposée maximale de la tour cyclotomique construite sur le

corps considéré ,

(*) Encore I'invariant Mo lui-m&me est-il conjecturalement nul ,
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0.- PRELIMINAIRES .

Nous considérons, dans tout ce qui suit, le schéma de corps
suivant : Un nombre premier 4 étant fixé , nous notons { une racine
primitive 4-iéme de I'unité , et K/F une extension abélienne de corps
de nombres , contenant { , de degré d étranger & 4 , par exemple
«=rrc1 )

que sous-extension cyclique de degré " de la tour cyclotomique

. Pour chaque naturel n, nous désignons par F _ I'uni-
n

Fm/F ; puis nous posons Kn = K.Fn. La réunion K o= K.Fm des
corps Kn est donc la tour cyclotomique sur K, D'un cdté, son groupe
de Galois T = Gal (K oo/K) est un groupe profini isomorphe a Z L
que nous écrivons T = YZE , en faisant choix d'un générateur topo -
logique arbitraire vy ; d'un autre cdté , le groupe A= Gal(K co/Fm)
est un groupe abélien , d'ordre d , isomorphe par restriction au
groupe de Galois Gal (K/F) ; leur composé Gal(K OO/F) est ainsi le
produit direct de T par A,

L'ordre d = [K : F] du groupe A étant inversible dans Z L
nous savons qu'a chaque caractére 4 -adique irréductible @ de A cor -
respond un idempotent primitif de I'algébre ZL [A] , donné par la

formule :

7 cp('r—I)'r
€

et que le facteur isotypique associé Z cp= ZL[A] ecp s'identifie a
I'anneau local des entiers d'une extension cyclotomique non ramifiée
de QL , qui a pour degré [Z cp: Z L] le degré dcp du caractére o,
En particulier , tout £ ) [A]-module noethérien sans Z L—tor*sion est
somme directe d'exemplaires des Z o donc Z L[AJ -projectif .

( A) des caractéres virtuels du groupe A sur

Z,y
Ilanneau Z 2 est la Z -algébre construite sur le semi-groupe R +Z£ (A)

L.e groupe R

des caractéres des £Z L[A]—modu|es noethériens et projectifs , Clest

un Ze—module libre , qui a pour base I'ensemble RZ( A) des carac -
£

téres 4 -adiques irréductibles du groupe A, Il est muni canoniquement

d'un produit scalaire :

(*) Pour 4=2 , hous supposons en outre que K ( et donc F ) contient

les racines quatriémes de [unité ,
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1 -1
(p,4>=3 2 olt ) ylr)
TEAD

pour lequel les caractéres irréductibles sont deux a deux orthogonaux,
de carré scalaire (o, ) = dcp , ainsi que d'une involution naturelle
qui peut se définir comme suit : Pour chaque naturel n, désignons par
M le groupe des racines d'ordre 4-primaire de ['unité contenues
dans le corps Kn , et introduisons la réunion "JL-__ fim M des Mp
ainsi que leur limite projective pour les applications normes :

TL= lim My
L.e groupe T»L est , par définition , le module de Tate de l'extension ;

clest un Z L [A]-module projectif , et un Z L—module libre de dimen -
sion 1. Si w désigne le caractére qui lui correspond , I'application
* .
X+ % définie par :
y* = @ x”

( avec la convention x_1 (7)= X(T—] ) , pour tout T de A) est une in -

1

volution du groupe RZ (A), appelée involution du miroir : Nous di-

sons que w est le caractére cyclotomique , et que x* est le reflet du

caractére Y .

1.- ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA 4-EXTENSION ABELIENNE
NON RAMIFIEE 4 - DECOMPOSEE MAXIMALE DU CORPS K o

a.- Définition du groupe c'.

Désignons par C 'm le L-corps des 4 -classes de Hilbert de la
tour K - i.e. la L-extension abélienne maximale de K - qui est non
ramifiée et ot les places de 4 se décomposent complétement , L.a no -
tion dlextension non ramifiée , complétement décomposée en un en -
semble fini donné de places S, étant de caractere fini ( cf, [Se1 ],
§ 2), le corps C'oo est la réunion croissante des {-corps des 4 -
classes de Hilbert respectifs le‘ des corps Kn , et le groupe de
Galois c' = Gal(C LO/K oo) slidentifie ainsi , via l'isomorphisme du
corps de classes , & la limite du systéme projectif ( pour les applica-
tions induites par la norme arithmétique ) :

1 . 1
Cc' = lim Obn
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des {-groupes de f-classes de diviseurs des corps Kn , lee, des
quotients O{;;\ des 4 -groupes de classes de diviseurs des corps Kn’
par leurs sous-groupes respectifs ‘S:n = C&n( 1) engendrés par les

places au-dessus de 4 ,

DEFINITION IV,2,1.- Par ' nous entendons le groupe de Galois

Gal(C 'OD/K oo) de la t-extension abélienne non ramifiée 4 -décompo-
sée maximale du corps K - ® Le groupe C' slidentifie & la limite pro -
s : ' .

jective lim C.{,n des 4 -groupes de classes de diviseurs des corps Kn ;

clest un A [A]-module noethérien et de torsion , dont nous écrivons

Yo,
0

p_ =0, M et >‘c les parameétres dans R

c Z

Naturellement , le premier probléme de la théorie d'lwasawa
consiste & retrouver les groupes O{,;‘ a partir de leur limite projec -
tive ¢' . Rappelons ce résultat classique ( cf, par exemple [Se1] ) :
Désignons par Kn I'intersection de K _avec le 4 -corps des 1 -
classes de Hilbert C(') de K=Ko ({ de sorte que Kn est la sous -ex -
tension maximale de K o qui est 4-décomposée sur K ), puis , pour
chaque naturel n = Ny > introduisons le 4 -corps des 4 -genres C Lo/n
de |'extension procyclique K oo/Kh (i.e, ['lextension abélienne ma ~
ximale de Kn , qui est non ramifiée et 4 -décomposée sur Km) .
Le quotient des 4 -genres Q;] =nGa| (C 'w/n/K oa) = G'/@' Wn , plus
grand quotient de ' fixé par ¥ | estun Z L[A] -module noethérien,

qui admet un quotient isomorphe a O{,:‘ : Sous la condition n = N,

en effet , I'extension 4 -décomposée ‘Cr'w/Kn est disjointe de la tour
cyclotomique Km/Kn , et le groupe des 4 -classes OL;1 s'identifie
par conséquent au groupe de Galois Gal (K oc,CI;/K oc)) , qui est bien
: 1
un quotient de qn .
Reste a évaluer le groupe Gal(C :D/K cocr"l) , ou son quotient
Gal(cC' n/K ooCr',‘) . Un argument de projectivité ( cf, [lw6 ], th.8;
[~}
[Or ], prop. 4.3 ; [Se]] , th.4 ) montre que , dés que Kn contient
le composé Km des sous-corps de décomposition des places de K au-
| I 1 1
dessus de 4 dans la tour K oo/K , le sous-groupe Gn = GaI(Cm/Kan )
w
de ¢! , qui fixe K .C:“ , est |'image par l'opérateur norme -u-)—n—de
o
m
Lo - 1 ' . .
celui am , qui fixe K m.Cm . Comme Gm contient évidemment le sous-~

groupe des 4 -genres c'¥n de I'extension K eo/Km , il vient ainsi
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u)r\/wm_ ' Wm wn/wm
=c'/(c' Te)

LI 1 -t !
cr. =c'/e=c'/c
ce qui est le résultat attendu ,

Le groupe C vérifie , en effet , les hypothéses de la propo -
sition IV, 1,19 ; prenant pour r la 4 -valuation de l'ordre du {-Sylow
Mo du groupe des racines de I'unité dans K , nous pouvons donc

*
énoncer

(*) Le théoréme 2 qui suit est essentiellement bien connu , au moins
dans le cas ol K est égal A F [ ] , pour lequel les représentations

L -adiques irréductibles sont de degré 1 , L'introduction des quotients
| l Ln+r~
cL. ./, ,

sultats obtenus , est due a [Ja9] .

indispensable & I'interprétationkummérienne des ré-
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THEOREME [V, 2, 2.~ Les caractéres Me Al étant fixés par la dé-

finition 1, il existe un unique caractére virtuel Ve du groupe de Ga-

lois A= Gal(K oo/Fm) , tel que pour chaque caractére { -adique ir -
¢! (n)

r éductible ¢ de A, et tout n assez grand , l'ordre 4 ¢ de la ¢ -

composante du 4 -groupe CJ,;l des f-classes de diviseurs du corps Kn
soit donné par la formule :
n
C'cp(n)=<}.lcy Cp>{4 +<}\c7 Cp>n+<Vc,CP>o
Nous disons que la suite (C'{’rlw )n €N est paramétrée par les carac-
téres pc=0, Mg o >‘c’ et v, .

SCOLIE IV.2,3.- Il existe un unique caractere virtuel ;c < Ve du
groupe A , tel que pour chaque cara~ctér~e 4 -adique ir réductible ¢ de
e!' (n)

A, et tout n assez grand, l'ordre 4 ¢ de la ¢g-composante du quo -
[aR 1

tient OLA/O&;] ‘ soit donné par la for mule :

S = (g, )47+ (A, oin+ (Do, @) .

Démonstration : D'aprés la proposition IV, 1,19, les g-composantes
des sous-groupes CL;‘LMP ont un ordre constant pour n assez grand,

Dans la formule obtenue , la quantité Ln+r* mesure |lordre
du 4 -Sylow M du groupe des racines de |'unité contenues dans le n -
iéme étage Kn de la tour cyclotomique K co/K . Clestaussi |'lexposant
de la 1 -extension abélienne kummérienne maximale du corps Kn .
Convenons d'écrire % _ = (v""Tz/2z) ®5 K':( le radical kummé-
rien associé , A chaque {-extension abélienne L de K correspond

un sous-groupe de ce radical , défini par I'identité :

_ -n-r Rm-r—
Rad(L /K )= {2 ex, €% |K [Vx,lcL 1,
et caractérisé par I'isomorphisme du miroir :
Rad(l_n/Kn) mHom(Gal(l_n/Kn) y My ) e
En particulier , lor sque Ln est la 4 -extension abélienne

maximale non r amifiée et 4 -décomposée C'; de Kn , ilvient :
n-+r
' o~ ! ~ ! |&
Rad(C [ /K,) =~Hom(CL , u_ ) =Hom (e, /ot y dp) e

-284-



V. 43

COROLLAIRE IV, 2.4.- La suite (@:;‘ )n N des radicaux kummériens

Rad(C:\/Kn) des l-extensions abéliennes maximales non ramifiées

et 4 -décomposées des corps Kn est par amétrée par les reflets res -

pectifs p§= o, u* A¥ L et Gé" des parameétres attachés aux quo -

c’ "c
n+r
tients O{,;‘/OL;"{’ : Pour chaque caractére {-adique irréductible ¢
~1
¢! (n)
du groupe A, et tout n assez grand, llordre { ® de la -

composante du groupe CS,;‘ est donné par la formule :

~

' — — O -
Cp (n) = (wuc],cp>4bn+(wkcl,cp>n+<wvc1, ©) .

Remarque : Supposons 4 # 2 , Lorsque ¢ est le caractére unité , la
p-composante du r adical (E;1 = Rad ( C;/Kn) est le sous-groupe des
r adicaux de 6:;1 constr uits sur les éléments de Fn . La formule qui

lui correspond s'écrit encore Eép(n) = {w, uc){,n +(w, >‘c n+ (w, Gc> .
Si ®w n'est pas le caractére unité (i.e, si F ne contient pas lesra -
cines 4-iémes de |'unité ) , les quantités significatives ( w, M Y et
(w, >‘c Y ne sont pas définies dans F—"m : Dans ce cas , pour obtenir
le radical de la plus gr ande extension kummérienne de Kn qui provient
par composition d'une 4-extension abélienne non ramifiée 4-décom -
posée de Fn , il convient de former non pas la composante de @;\ as-
sociée au caractére unité 1 , mais celle associée & son reflet w= 1 ¥

(Ie caractere cyclotomique).

b.,- Comparaison avec le groupe des classes au sens ordinaire ,

Nous savons que , pour chaque naturel n , le L-groupe C.{"',l
des ! -classes de diviseurs du corps Kn s'écrit comme quotient du 4 -
groupe des classes de diviseurs au sens ordinaire CLn , par le sous-
groupe , disons £n , engendré par les classes dans C»{,n des idéaux
pr emiers de Kn au-dessus de 4, Les groupes C&n donnent lieu na -
turellement & une description tout & fait semblable a celle des groupes
C>{4r'1 . En particulier , leur limite projective C= lim C,{.n est un
A [A])-module noethérien et de torsion , qui admet ¢' comme quotient,
Sid'ailleurs m désigne I'indice du composé Km des sous-corps de dé-
composition des places de K au-dessus de 4 dans la tour K oc/K , le
sous-groupe &= _lim £, qui définit le quotient c'=¢/$, est évi-

demment fixé par le groupe de Galois 1"‘L = Gal (K oo/Km) , donc
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annulé par le polyndme W, = Y'Lm - 1 o En particulier , pour chaque
caractére {-adique irréductible ¢ du groupe A, les polyndmes car ac-
téristiques des ¢g-composantes respectives de C et ¢' ne difféerent donc
que par des facteurs cyclotomiques ( savoir les diviseurs de W dans
Zcp[Y_] ], ou, ce qui est la méme chose , dans Zé[y—l 1) s

sont , de ce fait , divisibles par les mémes puissances de 4 ,

PROPOSITION IV, 2,5.- L_e gr oupe de Galois ¢= Gal(C cO/K m) de la

l-extension abélienne maximale non ramifiée C de la tour K est un
[e0] [= 4]

A [A]-module noethérien et de torsion , isomorphe a la limite projec -

tive lim Cl _des 4 -~groupes de classes de diviseurs des corps K .
— N n

Ses parameétres dans R+Zg( A) sont donnés par les formules p=20 ;
M= Mg s A=A 7 )\& , ol AL est l'unique parameétre non nul du sous -
module &= Jim £, qui définit le quotient c'=c/s.

La détermination du parameétre >\»{, pose le probléme de I'in -
terprétation des facteurs cyclotomiques dans la décomposition irré -
ductible des polyndmes caractéristiques respectifs Pc et Pc' des
(-composantes respectives des | [A] -modules C et ¢'. Pour chaque

caractére {-adique ¢ de A, écrivons donc :
L
Pc'cp(y—l)= ¢ Qc'qo(y—l)Rccp(y—I)
la décomposition dans Z cp[ v- 1] du polyndme caractéristique de la ¢~

composante du gr oupe @', comme produit d'une puissance de 4, d'un

polynéme cyclotomique Qc' , et d'un polynédme distingué Rc étran -

ger i tous les w, Le polyndme Qc' a m@mes facteurs irréductibles
~ *

que le polyndme caractéristique chcp du quotient a"cp/c'cpw (*) o

Ecrivons de méme :
Mo
Pccp=»£ Qc¢(y—l)Rccp(Y—1)
la décomposition du polyndme caractéristique Pc , Ici encore, le

facteur cyclotomique (lc cpa mémes facteurs irréductibles que le poly-

nome car actéristique Qic o du quotient @cp/aﬁm . Nous avons :

(*) Le quotient ¢'/c'Ym/Wm giant fini ( cf, démonstration du théo -
w
réme 2 ), Pc' est étranger A tous les In__ (pour n2>m}) ,
m
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THEOREME IV.2,6, - Pour chaque naturel n assez grand, la quantité

d ,deg (c' mesure la p-par tie du groupe de défaut de la conjecture
decp Gr oss dczms le corps Kn . Par suite , les polyndmes caractér is-
tiques Pc' associés aux ¢p-composantes du A [A] -module c' sont
étrangers a chacun des polyndmes cyclotomiques W, si et seulement si
cette conjecture estvérifiée 3 chaque étage fini assez grand de la tour
cyclotomique , ce qui a lieu en particulier dés que le corps K est

absolument abélien .

Démonstr ation : Fixons n >m ( autrement dit , supposons les places
au-dessus de 4 sans décomposition dans la tour K m/Kn) , et consi -
dérons le quotient des genres Q;‘ =c'/c' Wa D'un coté , le théo -
réme de structure des A [A]-modules nous montre que pour chaque
caractére 4 -adique irréductible ¢ , la cp—composant(i du groupe q;}
est un Z -module qui a pour dimension le degré deg Qec! du polyndéme
ac' (*) Cf) D'un autre cdté , la suite exacte des L—genre;p( cf, théo -

réme I11,2, ), quis'écritici:

' 1 ~ 1 1 1
1— 8. /e, N0, — 1 ?LDIn(cm/n/Kn) G, L, 1,
n

nous prouve, puisque le groupe C‘/L;1 est fini, que la dimension sur Z

de la ¢q¢-composante de q;‘ estencore celle de la g-composante du quo-
tient :

e b, (', /K )|/ (8') ,
[Inl'{/ In oo/n n] bCLo/n/Kn N

ot le numérateur est la somme directe des groupes de décomposition
n’
somme restreinte aux famiiles (o, ) qui vérifient la formule dupro-

|
duit ll_[ Oy = 1 ; et le dénominateur est |'image , par les sym-
I 14 'n
n

des places de Kn au-dessus de 4 dans l'extension abélienne C'm/n /K

[
,Cw[n/K
I

n

n) , du tensorisé 6r'1=2 ®, E!'

boles de Hasse ( 1%z B

du groupe des {-unités de Kn . Et comme nous ne nous intéressons

(*)Si M estun Z -module noethérien , nous écrivons dim Zo Mcp

Q ®., M , en notant Q le corps des fractions de Z2
Q P L @ ® ®

pour dim
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qu'aux dimensions , nous pouvons reécrire tout aussi bien cette iden-

tité sous la forme :

dim_ g "¢ - dim ([ ® D, (K _/K )]/I; (6')>e“p
ch n ch Inl‘b 1, e N Km/Kn n

~ - e
= d.mgcp([ In(?LQL®ZLDln(Km/Kn)J / me/Kn(QJ&ZE;\D A
Il reste alors a reconnafitre dans cette derniére expression le groupe
de défaut de la conjecture de Gross , Pour cela , remarquons que,
pour chaque place In de Kn au-dessus de 4, le groupe de décompo -
sition DI (K oo/Kh) s'identifie canoniquement au groupe de Galois de
I'extension cyclotomique locale au-dessus du complété Kn, [ clest-
3-dire , via I'isomorphisme du corps de classes local , a un quotient
de KX
N

[ e Pour transformer ce quotient , prenons la norme
)

, puis le logarithme 4 -adique Log, . Composant le tout,
Ko /mL L

nous obtenons un isomorphisme naturel :

@, 3, D, (K_/K ) =@, .
4L 'n

Dans la description obtenue , la formuie du produit

®@Q,e, D, (Koo/Kn) — Q, 2, Gal(Km/Kn) devient I'ap-
1,14 L n 2
plication diagonale &) QL —_— QL ; et I'image dlune 4-unité ¢ dans

1,12
chaque facteur Q& est le nombre Log£o ]VK /<D. (e) =
n, I 2
n

TrKn , /QLO I_og&e « Nous retrouvons bien la description du

n

groupe de défaut de la conjecture de Gr oss donnée au chapitre 1,2 ;

2§ c.

DEFINITION IV.2.,7.- Nous disons que le car actéere

8 = ). ( deg Qc') est le caractére de défaut de la conjecture

Gr oss
de Gross dans la tour cyclotomique K w/K . Son degré deg § =

Gross
( 6Gr~oss ’ GGross Y est le défaut de la conjecture de Gross a chaque
étage fini assez grand de la tour cyclotomique ,

-288_



V.47

COROLLAIRE IV,2,8.-Dans une tour cyclotomique , le défaut de la

conjecture de Gross est majoré par |!invariant lambda d'Ilwasawa as-

socié aux groupes de 4 -classes CL_ . Plus précisément , on a I'iné -

(*) |

1
n
galité entre caractér es

6

‘Gross =)\

~

Démonstration : Cela résulte directement des inégalités deg Qc:'cp <

deg P c! pour chaque caractére .
o’ ®

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le para-

metre AL défini dans la proposition 5 , Pour chaque caractére 4-a-

dique irréductible ¢ du groupe A , la participation de ¢ dans A
(Ayr @) N
Q.e. la quantité =3 ()\L, cp)/ est égale au degré du quo-
(v, 9) ®
Qlc
tient —£ , Sous la conjecture de Gross , elle se réduit donc aude-
Qc'
®

~ *k
gré du numérateur (lc (**) , qui mesure la dimension sur Z2 de la
¢-partie du quotient des genres Qn = C';/aw"‘ (pour n2>m ), Par le

méme argument que plus haut , cette quantité s'écrit encore :

¢ P T ]/ >ecr>
dim = dim @1, (K KJ)I/} (8.)
ch n ch L] 1 e n Km/Kn n

- e

= di Py N o

= dimg C[ R, %z I (Kco/Kn)J/ b/ (®u8z BT
® InIL 4 n o’ N 1

si lI (Km/Kn) désigne le sous-groupe dlinertie de la place In dans

I'extension procyclique K m/Kn , et é’n = ZL ®Z En fe tensorisé du

gr oupe des unités de Kn . Et , comme Il (K oo/Kn) est dlindice fini

(*)Ce résultat est le pendant du théoréme de Gillard sur le défaut de
la conjecture de Leopoldt cité plus loin (cf, 2§ b)) .

(**) Dans ce cas , onh a méme 5c = Qccp , puisque le module & est
annulé par le polynéme cyclotomique U Clest le théoréme de semi-

simplicité de Greenberg .

-289-



fv.u8

dans DI (K oo/Kh) ( puisque les places au-dessus de £ sont presque
totalement ramifiées dans K oo/Kn ), le @, -espace vectoriel

(K oo/Kn) n'est autre que @

L
Q0,1 1%z D (Koo/Kn).Pr‘enanta
nouveau la norme locale NKn,ln /Q puis le logarithme Log X nous
sommes ainsi ramenés a étudier le sous-module de la somme restreinte
1 GF,{,QL engendré par les images (Tr~Kn I /mLo LogL € )I Mdes uni-
n

?

tés de K,
n

THEOREME 1V,.2.9.- Supposons réunies les trois conditions suivantes :

(i) La conjecture de Leopoldt est vérifiée dans la tour cy-
clotomique Km/K .

(ii) La conjecture de Gross est vérifiée dans la tour cyclo-
tomique K oo/K .

(iii) L'extension abélienne K/F admetune conjugaison com -
plexe (i,e, K est une extension quadratique totalement imaginaire
d'un sous-corps totalement réel de F ) ,

Convenons alors de dire qu'un caractere 4 -adique du groupe
de Galois A= Gal( F/K) est réel lorsque ses facteurs absolument ir-
réductibles prennent la valeur +1 sur la conjugaison complexe ; qu'il
est imaginaire lorsqulils prennent la valeur -1,

Cela étant , le caractére >\L du groupe A, associé ala suite
(£n)n €N des sous-groupes respectifs des {-groupes declasses des
corps Kn , engendrés par les images des places au-dessus de L4, est

égal & la partie imaginaire du caracteére q;L = ) 9 XI , somme des

1|2
induits & A des caractéres des représentations unités des sous-grou -
pes de décomposition dans K/F des places de | de F au-dessusde 4,
comptés avec une multiplicité 9 égale 4 leur indice de décomposition
dans I'extension cyclotomique K m/K :

A,=U, = L g, X, e
) y) IlLII

Et les paramétres du A [A]-module C= lim Obn sont donnés par les
formules :

p=0; H=uU_ 5 A=A FU, .
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Remarque : LLes conditions (i) et (ii) sont essentielles pour la démons-
tration du théoréme 9 ., La condition (iii), en revanche, est purement
technique et destinée a faciliter le calcul du paramétre )\L « Elle peut
&tre ainsi remplacée par une condition de méme nature , mais por -
tant cette fois sur les places au-dessus de 4 (cf, scolie ci-dessous),

On notera qu'elle suppose que 4 soit impair ,

Démonstration : Les trois conditions énoncées se propageant le long
de la tour cyclotomique , ce n'est pas r estreindre la généralité que
de supposer les places au-dessus de 4 sans décomposition dans Km/K

La somme restreinte & Q£ est alors un QL [A] -module de caractére
|4

tp&- 1, image par la trace semi-locale Tr*'L = (TrKI/QL) I |{'

dans I'algébre semi- locale

du

novau K , de la trace globale Tr

L Kp/ @y
K L= QL ®QK . Maintenant , par la conjecture de Leopoldt , les lo-

garithmes 4 -adiques des unités de K engendrent la composante réelle
du noyau KL , et le sous-module de @ QL engendré par les images
1|4
des Iogamthmes des unités de K est donc un Q [A] -module de carac-
téere \j;L—l . Il vient ainsi :
u—(“ 1)—(“—1)—“ ,

ce qui , compte-tenu de la proposition 5, conduitau résultatannoncé,

SCOLIE 1V, 2,10, ~ Supposons réunies les conditions (i) et (ii) duthéo-

réme 9, ainsi que la condition :
(iii)' Les places de F au-dessus de {4 ont méme décomposition
dans I'extension abélienne K oo/F . Dans ces conditions, le parameétre

A, du groupe £ = lim .S:n est donné par la formule :

t n
My = t[rLAxw=gL(xL/\xm)
ol Xy (respectivement xm) est la somme % X ( respectivement

14

. X . ) des induits & A des caractéres des représentations unités des
ple
sous-groupes de décomposition dans K/F des places de F au-dessus

de 4 (respectivement a I'infini), et X = Z x. = 2 (X -¥%x.), la
" ple P ple P

somme des supplémentaires des ¥

p L]
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LY

Démonstration : ldentique & celle du théoréme 9, |'hypothése xm/\_)-(oo=

est remplacée par Xy A?(& =0,

COROLLAIRE IV,2,11.- Si K est un corps abélien imaginaire , et F

un sous-corps de K, le parameétre )\ , est donné par la formule :

AT U ATy

En particulier , I'égalité }\‘L =0 a lieu si et seulement si les

£

places au-dessus de 1 dans le sous-corps réel maximal K+ de K ne se

décomposent pas dans |'extension quadratique K/K+ .

Capitulation et structure des groupes de classes ,

0

Les théorémes de paramétrage appliqués au groupe C = lim C«t,n

montrent que , pour chaque entier relatif k et chaque caractére 4{-a-

dique |rréduct|ble ¢ du groupe A, les gp-composantes des sous-grou -
n+

pes C«L'{‘ ont un ordre constant , pour tout n assez grand , Ce ré -

sultat peut , en fait , étre sensiblement précisé :

PROPOSITION IV, 2,12,- Soit q >deg u un majorantde |linvariant mu

d'lwasawa du groupe C, Pour chaque naturel n assez grand , I'homo-
' i -
morphisme d'extension j h+1/n de OL dans C»{, n+1 induit un 2Z L [A]
isomorphisme canonique du sous- groupe O& sur le sous - groupe
!\ﬂ
CL'L_H En particulier , pour chaque entner* relatif k fixé, les grou -
nek

pes CL'{’ sont Z L [A]-isomorphes dés que n est assez grand ,

'f/q

Démonstration : Considérons le A[A]-module X =¢C . Pour chaque
caractére 4-adique irréductible ¢ du groupe A , le polyndme carac -
téristique de la g-composante de X est un polyndme distingué p de
I'anneau Z cp[ y-17], car il est étranger a 4 d'aprés le choix de q ,
En particulier , le sous-module de Z -torsion, disons T , du mo-
dule xcp est donc fini , Si chne se réduit pas & T , le polyndme pcp
est non trivial , et I'une de ses puissances annule T , de sorte que
la puissance immédiatement supérieure , disons fcp , annule ch ;

sinon , prenons pour fcp nl'importe quel polyndme distingué annulant

Tcp' Dans les deux cas , fcp annule X o * Cela étant , pour chaque n
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assez grand , la ¢p-composante du groupe O{,:q , qui est I'image de X
par |'application norme ]Vn , estun Z cp[Y_ 1]-module annulé par fcp’
et le lemme 1,10 appliqué a chaque ¢-composante du groupe Of;n_H
nous prouve que l'image de ce groupe par la norme algébrique

) -1
- N+l _ k4 L .
Vot1/n = Tw § Y est le sous-groupe Ct7 . . Il vient
n k=0
donc :
n+l/n(OL St/ n+1/n(& B vn-l-]/n(c'{’n+l)= Clom

ce qui est le résultat annoncé ,

- - *
THEOREME 1V,2,13 *)

module noethérien et de torsion ¢ = lim C&n est nul , les assertions

.- Lorsque le paramétre | _ attaché au Al AD-

suivantes sont vérifiées pour n assez grand :

(i) Llapplication naturelle ]Vn du groupe ¢ sur le f-groupe
des classes CLn induit un Z 1 [A] - isomorphisme du sous -groupe de
Z L—tor‘sion T de Csur le sous-groupe Capn de C&n for mé des classes
de diviseurs de Kn qui capitulent dans K - ®

(ii) Le sous-module Capn estun facteur direct du £ -groupe
des classes C&n .

(iii) Pour chaque caractére 4 -adiqueirréductible ¢ dugrou-
pe A, il existe une famille ( Qysoees a>\tP) dlentiers relatifs , et une
a ) dlentiers naturels , tels que la décomposi-

+1 eoe )
Ao t1 Ne e .
tion élémentaire du Z cp—modu|e C{,n“’ s'écrive :

famille ( o

c¢¢~(o°pz/4, z><@

%
z /4 'z > .
i=1 |—>\ +1 @ ¢
Dans la décomposition obtenue , le terme de dr*oute mesure la capitu -
lation Cap 2‘9 , et le terme de gauche I'image C&i“" de C&:" dans C»{,iq’;
Ilindice A est la dimension sur Z de la p-composante du gr oupe C,
et I'indice " la dimension sur Fcp= Zcp/L Zcpde la - composante du

quotient G/G %,

(*) Ce résultat précise dans le cas cyclotomique considér é ici, celui

plus général , obtenu en collaboration avec Grandet ( cf, [GJ ] ) .

L'hypothése u = 0, est vérifiée dés que K est absolument abélien ,
c

d'aprés un théoréme de Ferrero et Washington ( cf, [(FwW1]).
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SCOLIE IV,2, 14.~ Sous les hypothéses du théoréme , la limite pro -

jective des groupes OL?\‘P est un Zcp—module noethérien isomorphe a la

somme directe :

e Paz ep®<|9x¢’+]z /1 2 >
¢

leur limite inductive est un Zcp-—module divisible de corang A
e A
c ¥ =(a /z )%,
@ ® o

Démonstration : L.e parameétre p étant supposé nul , pour chaque ca -
ractére 4-adique irréductible ¢ la p-composante ch= cSedu groupe

profini ¢ est un Zcp—module noethérien de la forme :

A
c =z P@T
® ® ©’
oty T estun Z -module fini , Désignons par F =2 /4 Z le corps
résiduel de l'anneau 2 : notons u = dimF c / &@cp; faisons choix
[
d'une pseudo-base (X, ..., X ) de ¢ , et écrivons :
1 M 0
(@‘p2x> (@ P z/L'z xi>,
i=1 i=A +1 ®
®
avec ak +1 2 00 2 OLK >0
® ®
la décomposition élémentaire du Z -module C ,
m
Fixons m assez grand pour avoir Tc&p =1, puis considérons le quo-

A
mi + 3 % q )
tient (d'or‘dr‘e 2 ¢ i=1 ' > )

c/c ®®Z/&Zx> e 0 2 4 Zx>
® CI—I P Cl— o +1 @ ¢

m ¢
Puisqu'il est fini , les quotients C&n/OLn , dont il est la Ilimite

projective , lui sont tous isomorphes pour n assez grand , Ecrivons

donc :
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e
ct P=1_(c (Ifalcpz v (x. )> <I'E-D}\;p+lz /&'z v, x)>

Nous obtenons :

m

(ct, /CL (Elcpz /™ z zv X )> Q.‘éx;pﬂch/& chzvn( ID

m

m
et I'égalité des indices (C&s"" : O&: S ) = (ch: Gfp ) nous prouve
que toutes les sommes sont directes :

CL/C)?.‘L)CP (@CPZ /4" I AC > (@ ® ch/x, z ]V(XD

i=1 |—>\cp+l
m
£
=Cc /C .
CP/ ®
& CX.i
En particulier , le sous-groupe Cp =0 % z /v 2 /U (x.)=
©N oy +9 o’ TnTi
®

v, (T ) est donc un sous-module pur , clest-a-dire un facteur direct

du 4 -groupe des classes OL €¢ . Nous allons voir que Cp o, N est
?

exactement la @-partie de la capitulation Capn . Pour cela , fixons n

assez grand , faisons choix d'une pseudo-base (xn 17000 X " )
e , . ? H @

du Zcp—module CLn“’ , et écrivons :

o&‘P—(ck“pz/L” z %, > (o ® z/&izmxn,i>

i=1 i= A +]
Z ese = >m =2 Q > hee = Q
O(n, 1 o , A n, A +1 %
avec ¢ P ®
xn’i=]v'n(xi),pour'|=)\cp+1,..., ch,
la décomposition élémentaire correspondante , les conditions sur les

m
L. étant imposées par la décomposition du quotient (OLn/O{,: )e‘V
’

Par surjectivité de la norme , et compte-tenu de I'isomorphisme ca -
nonique C /CL = CL

n+1 / L:H "'@/6& nous pouvons relever les

X, ; enun systeme de générateurs de ca® +1 , et écrire :
e ch n+1 o
“n (81 “ /L ZCPxn*" > (9>\ +1ZCP/‘L prxn’fl,i>
®
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Nn+l/n(xn+1,i)=xn,i pour 'chp
avec
Xo#1,i = Fpgg (%) 5 pour T >0
OLn+l i
’ 1 L4
en notant 4 I'lordre de xn+1,i dans C{’n+1 .

Cela posé , faisons choix d'un multiple distingué fcp du po -

lyndme caractéristique Pccp, annulant ch , et appliquons le lemme

' - rd = N
1.10, L'égalité entre opérateurs Vi+1/n (1 + Lan+1/n) , ou
W
- il est la norme algébrique , nous prouve que les x
Vh+1/n W aue, P 9 n+1, i
sont , & l'action prés d'un inversible de |'algébre de Galois , les
étendus des x . .« En particulier, nous avons donc « <14+ a .,
n, i n+1,i N, i
pour i =1,.., A . Mais ce résultat n'est compatible avec I'identité
n+1 |/ }CL | = ‘L<>\’ LR 1% Ao , que si nous avons effective -
! = T = i H !
ment ['égalité an+],i 1+ an,i , pour i =1, ..., ch , ainsi qu'une
somme directe :
o T %n,i "o
?
( ® z /4' chxn+l > ( © z /4’ Zcpxn+l,i>

i=1 i= A +1

Procédant alors par récurrence , nous pouvons fabriquer , pour cha-

que i =1, .., n_, une famille projective (xn’ i )n > ng de classes
de diviseurs , possédant les propriétés suivantes :
1) Les éléments x.| = lim x_ . forment une pseudo-base
e Tny

du groupe profini ch

- (e

i=1

X°P2x> (@ ® z/Laiz x:>

i= A +1 ® P

Les ) premiers sont libres , les autres de torsion , d'ordres res-

pectifs 4% .

2) Pour chaque n =n_ , les éléments X, 0= ]V'n(xi') for -
ment une pseudo-base du Z -module Of,e“’ . ’
LLes )\ premiers sont d'ordres respectifs {,n+ ai, pour un OLi dans
Z : les autres d'ordres respectifs &ai , indépendant de n ,

H
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Cela étant , I'homomorphisme d'extension | +l/ envoie le
groupe CJL ©¢ sur le sous-groupe CL'{’fl‘* de OL§11 , et le sous —groupe
CPcp, =N, (T ) de O& sur le sous-groupe CPcp,nH = Nn+l(Tcp) de
CLnH En partlculler , les éléments de CLi‘p qui capitulent dans C{,;“_"]
forment un sous-groupe dlordre [C&f‘“’ I/ ]CL:\'f]“’ | = d“" Mo~ Ao ) ;

of
ce sont les éléments d'ordre 4 de la somme Cp = @ "o z /2'z x
PNy w @ A
®
Plus généralement ceux qui capitulent dans C& +k sont les éléments
de »{, —-torsion du sous-groupe Cp . Et les éléments de C4 CPqun
capitulent dans C4 _ €4 sont donc exactement les éléments de Cp P o, n .

Enfin , comme la restriction au sous - groupe CL" =
®1 ¢z /Ln+ %i Zcpxn i de I'homomorphisme dlextension jn est in-
{= )

L. e . e X - N

jective , le groupe CLO:P = |lim Ctn“’ slidentifie par conséquent ala
. . ~, € .

réunion croissante des groupes C »{,n‘f’ ; ctest un Zcp—module divi -

sible de corang kcp .

PROPOSITION IV, 2,15,- Pour chaque ensemble fini S de places de

Q@ , désignons par Obf le L-groupe des S-classes de diviseurs du
corps Kn (i.e. le quotient du £{-groupe des classes de diviseurs de
Kn par le sous-groupe Obn(S) , engendré par les classes des divi -
seurs construits sur les places au-dessus de S ) ,

(i) Si S ne contient pas 4 , le groupe GS = lim C&f est
un A [A]- module noethérien et de torsion , qui a mémes parameétres
que le groupe C= lim C.{,n o

(ii) Si S contient 4, le groupe eS = Jim C{,f est un

p——
A [A]- module noethérien et de torsion , qui a mémes parameétres que
| !
le groupe ¢ = Jim CLn . '
Dans tous les cas , le paramétre p estcelui Me du groupe C.,
En particulier , sous la condition Me = 0, tous les groupes Cabf vé-

rifient les assertions du théoréme 13 et du scolie 14 ,

Démonstration : Si S ne contientpas 4, la loi de décomposition dans

une tour cyclotomique montre que les places de K au-dessus de 4 sont
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finiment décomposées dans Km/K . En particulier , les groupes

Ci, (S) (respectivement Of,;\ (S)) ont un ordre borné indépendamment

de n , 1l vient donc :
) GS ~C et Gﬁ' S. C';S u 7“’} ~c! , comme annoncé,
En fait, il est facile de voir qu'il n'y a qu'un nombre fini de groupes GS

distincts pour une ZL—extension donnée : En effet, lafamille des sous -
modules ( @(S)) posséde un plus grand élément dans |'ensemble noethé -
rien des sous-modules de C; ce qui revient a dire qu'il existe un ensem-
ble fini de places, disons T, tel qu'lon ait C"/S = CT des que S contient T,
Dans le cas, considéré ici, de la Z{l—extension cyclotomique d'un corps
de nombres T est simplement I'ensemble des places au-dessus de { ,
D'aprés le corps de classes local, en effet, les places de Kmétrangér‘es
3 4 sont complétement décomposées dans toute 4 -extension de Kmotl elles
ne se ramifient pas , de sorte que nous avons identiquement :

GS =¢' , lorsque S contient 4 , GS =¢c , sinon,

2.- ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA {4- EXTENSION ABELIENNE
1- RAMIFIEE MAXIMALE DU CORPS K .

a,- Définition du groupe « .

Désignons par M _ la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée ma-
ximale du corps K ' et notons & = Gal(M oc’/K m) son groupe de
Galois . L'extension M - est évidemment la réunion des 1 - extensions
abéliennes 4-ramifiées maximales Mndes sous-corps de degré fini
Kn de K o » €t nous disons que Mn estle 4-corps des 4 -classes in-
finitésimales de Kn , en accord avec les résultats du chapitre I, 2 ,
qui interpr &tent le groupe de Galois dn = Gal (Mn/Kn) comme quo-
tient du tensorisé .8;1 =Z 1%z Drl1 du groupe Dr'1 des diviseurs de K
étrangers a 4, par le sous-module P: des diviseurs principaux-in -
finitésimaux , image dans le sous-module P;‘ =Z L®Z P; des divi -
seurs principaux étrangers a £, du sous-groupe infinitésimal }c: du
tensorisé Hr): =Z L®Z K:‘( . Autrement dit :

DEFINITION IV,.2,16.- Par ¢ nous entendons le groupe de Galois

Gal (M oo/K oc)) de la L-extension abélienne 4-ramifiée maximale du
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corps K o qui s'identifie 3 la limite projective Jim dn des 4 -grou -
pes de 4-classes infinitésimales _&;\/P: des corps Kn . Le groupe &
est un A [Al-module noethérien , dont nous notons p_, u_ , et A
: + a a a
les paramétres dans R (n) .
Zy

a
Ke M., Mo
. o \\\\\\\\\_—d/ P2
e —— - ,// ",,/"
al 0.
N /// a n
S
a‘ﬂ
Ka
La tour cyclotomique K oo/K étant
{-ramifiée , pour chaque naturel n le
i< corps des 4-classes infinitésimales Mn

est la sous-extension maximale de M -
qui est abélienne sur K . Le groupe de Galois d;‘ = Gal (Mn/K co) ,
plus grand quotient de @ fixé par Fn , est ainsi le quotient des 4-
genres infinitésimaux @/a¥ de I'extension procyclique K OO/K ; et
le groupe & = Gal (Mn/Kn) est donc isomorphe , comme Z , [A]d-

module , & la somme directe :

7 -1 ea' =1t ea/a "
g} N N !
puisque 1“n se releve dans dn , par un argument de projectivité . En
particulier , si r désigne , comme plus haut, la 4 -valuation de |'or-
dre du groupe des racines de I'unité dans K , il vient :

Ln+r‘ vn P
ala srn/rmred/a ;

dloli, d'apreés le théoréme 1,17 :
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n+r
. b3
PROPOSITION IV,2,17.- La suite (dn/dn )n N

N+ T .
d'exposant 4 T des groupes de {-classes infinitésimales des corps

des quotients

Kn~est paramétrée par les caractéres p_, u_ + (r-1 )~pa y Ayt 1,
et v, » pour un caractére { -adique virtuel convenable Va du groupe A,

Autrement dit , pour chaque caractére 4-adique irréductible

n+r
L

n

¢ de A, l'ordre La (n) de la gp-composante du quotient dn/d
est donné asymptotiquement par la formule :

an) = (o s X1 £ 4 (-1 o, 327+ O+ 1, @dn+ (v, 0

COROLLAIRE IV,.2,18,- La suite (ERn)n €N des radicaux kummé -

riens Rad(Mn/Kn) , associés aux l-extensions abéliennes {-ra-

mifiées maximales Mn des corps Kn , est paramétrée par les carac-
N * ¥* *® ¥* e
teres p ', W, T (r-1) pa s Ay tw, etvr, reflets des précédents

dans |'involution du miroir ,

Nous sommes maintenant en mesure d'exprimer les para -
métres du groupe & & partir de ceux du groupe c' . Convenons de
désigner :

-par X = Y X. , la somme desinduits & A des caractéres

@ p lco p
des représentations unités des sous-groupes de décomposition des
places & I'infini du corps F dans |'extension abélienne K/F ;

-par |, = > gy Xy lasomme des induits & A des carac-

12
téres des représentations unités des sous-groupes de décomposition
des places | de F au-dessus de 4 dans K/F , comptés avec une mul-
tiplicité g égale au nombre de places de K au - dessus de chacune

dlelles , Cela posé , nous avons :

THEOREME 1V, 2,19, - Les paramétres Py s Mg €t Ay du groupe de

Galois ¢ de la 4 -extension abélienne L -ramifiée maximale Meo du

corps K sont donnés , en fonction de ceux Me et )\C du groupe de
(o]
Galois ¢' de sa sous-extension non ramifiée 4-décomposée maxima-

e c'm , par les formules suivantes :

(ii) pa=p§=wu;1
(1) A, =raF+ (v, -1 =0+ 0y -1

a

©
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Pour établir ce résultat , nous nous appuyerons sur |e lemme :

LEMME IV, 2,20, -
(i)  La suite (“n)n c N des 4 -groupes de racines de ['uni-

té des corps K est paramétrée par les caractéres p=0; u=0 ;

Sws VET We Ln+r‘
(ii) La suite (En/En )n EN
unités de K, est paramétrée par les caractéres p=x_; U= (r-1) Xo 3

ol En est le groupe des

A= 1;v=r{w-1) (*)
w=1,V w \ ¢ Ln+r‘
- - 1
(iii) La sune(En/En )nGN
des 1 -unités de Kn , est paramétrée par les caracteres p= X _;

= (i) x5 A=t (4 =1) s v=rlu+(4,- 1], i

!
, ol En est le groupe

Démonstration du lemme : L'assertion (i) résulte directement de la

définition du caractére cyclotomique w, le groupe M étant un Zw—mo—
dule d'ordre JLn+P . L'assertion (ii) provient du théoréme de repré -
sentation de Herbrand , qui nous dit que le produit @ ®Z En est un
@ [ Al -module de caractere Ln X ™ 1 . L'assertion (iii) s'obtient de
méme , le produit @ ®, E;] étant un Q[ A]-module de caractére
Ln Xt q,&_. 1, dés que Kn contient le composé Km des sous-corps
de décomposition des places de K au-dessus de { dans I'extension

Koo/K .

Démonstration du théoréme : La suite exacte de dualité (i) duthéoréme

11.2.,13 s'lécrit :

n+r

N 4 _
11— € =E JE — R Rad(Mn/Kn)——>

!
N n rc&n Te

Ln+

Le terme de gauche est paramétré par le lemme 20 (iii) : le terme mé-
dian , par le corollaire 18 ; et le terme de droite par le scolie 3 .

Ecrivant que la somme alternée des parameétres est nulle , nous obte-

nons

(*) On notera que le paramétre A= w - 1 n'est pas dans R; (b)),

lorsque F ne contient pas ( .
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* = 8 * o=

o X +0 (0¥ =x,,

¥r(r-1p¥* = (r-1) + ¥ =

Mg r Pa r X o Me Mg = He

« . dloll /{ «

Aytw =w+(w£-1) + A xa=xc+(“-1)
vy = rlo+ (y,-1]+ v _ | .\):=§c+r[w+(¢£—l)]
ce qui conduit bien au résultat annoncé , les caractéres X et l]!L ,

sommes d'induits de caractéres unités , étant égaux a leurs pseudo -

inverses respectifs X;] et ‘J’ll .

Etude du sous-groupe de torsion ¢,

DéFINITION IV.2.21.- Par & nous entendons le sous-module de A -

torsion du groupe de Galois ¢ = Gal (M c,D/K m) de la 4 -extension abé-
lienne 4 -ramifiée maximale du corps K - ® Clest un A [AJ- module
noethérien de paramétres 0, My o et ka . Nous notons Z  SOn corps

des invariants ,

Le sous-module de A-torsion G du groupe ¢ permet de dé-
crire , pour chaque naturel n, le sous - groupe de Z L torsion du
groupe des {-classes infinitésimales du corps Kn . En effet , dans
la décomposition directe :

LN W,

a. =T € a/a ,

n
le sous—-groupe de torsion & n de dn slidentifie & celui du sous-grou-
pe d;‘ = d/dw“ , donc , finalement , au sous -groupe de torsion du
quotient 6/ G Wn | Ainsi, tout comme pour la suite (C&;w)n €N la
détermination des parameétres associés a la suite (G n )n c N Pose le
pr obléme de I'interprétation des facteurs cyclotomiques dans la fac -
torisation irréductible des polyndémes caractéristiques respectifs Pa
des ¢p-composantes du module G . Ecrivons donc :
*

Pa (y-1) L““pQ (v-1)Ra (vy-1)
acpy- = acp'y— acpy_

la décomposition dans Z cp[ y-11]du polyndme Pa _comme produit d'une

puissance de 4, d'un polyndme cyclotomique Qa 0’ et d'lun polyndme
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distingué Ra étranger a tous les w; . Fixons m' assez grand pour
que Qa © ait mémes facteurs irréductibles que le polyndme caracté -
ristique Qacp du quotient & /& ¥’

(x) @@
Cela posé , nous avons :

THEOREME 1V, 2.22. - Pour chaque naturel n assez grand , la quan -

tité d , deg 5a mesure la ¢p-partie du groupe de défaut de la conjec-
ture de Leopoldt dans le corps Kn . Par suite, les polyndmes ca -
ractéristiques Pa o associés aux ¢p-composantes du A [A]-module &

N

sont étrangers a chacun des polyndmes cyclotomiques W, si et seule -
ment si cette conjecture est vérifiée & chaque étage fini assez grand
de la tour cyclotomique , ce qui a lieu en particulier dés que le corps

K est absolument abélien ,

Démonstration : Le groupe de défautde la conjecture de Leopoldt dans
le corps K est le noyau é‘: , dans le tensorisé & _ -z, ®Z E, du
groupe des unités , de |'application de semi—localisation 5n =, 'z,(n=
@ '2,( 4 valeurs dans le groupe des unités principales du complété
|L n
semi-local de Kn . Clest évidemment un Z L[A]—module projectif .
Pour déterminer son caractére , disons 6 , hous allons évaluer de
deux fagons celui du groupe de Galois & /G .
- D'un cdété , puisque la défmltlon des polynomes Qa o estin-
dépendante du choix de I'entier m', pour chaque n > m' le quotient
d /6 du groupe d d/dw par son sous- module de torsuon G

est un Z [A]-—module projectif de caractére L Pa + 2. deg Qa cp.cp .
n ®
De l'isomorphisme dn /Gn 31“'{' @dr"/csn , nous concluons aussitdt

que le groupe & _ /Gn est lui-méme un ZL[A]-module de caractére

,{,np +I+Zde95a .cp=&nx*+1+2deg{2a « P .
a © ® e © ®

(*) Ce résultat est di essentiellement & Gillard ( cf, [Gi2 1, th, 1),
qui I'énonce en termes de rangs , Sous la forme proposée ici , il est

le pendant exact du théoreéme 6 ,
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- D'un autre c6té , nous avons directement dn N'L(n /s 6n)
par la théorie du corps de classes (cf, Ch, 1.2, 1§d) donc
Q& ®, A, =~ Q& ®5 un/QL ®5 s 6n) . Dans cet isomorphisme , le
numérateur s'envoie isomorphiquementsur le groupe additif Q»{,®¢LKn
par action du logarithme : c'est un QL[A]—module de caractére
{,n (F: @] Xfés' Quant au dénominateur , son caractére vaut exacte -

n . X
ment (4 x_-1 ) - 5 ,npunsque le produit QL ®5 E, estun QL[A] -
module de caractére 4 X ™ 1.

Egalant les deux expressions obtenues, nous en déduisons

_.n 3 . .
5,= 4 [X ¥ %, - [F: @ ) Xrég] + 2 deg QacpCp ;
®
ce qui établit le théoréme , en vertu du lemme :

LEMME IV.2,23,- La somme ¥ _+ X ¥ est égale & [F: @] x .

Démonstration : Désignons par r. (respectivement c ) le nombre de
places réelles (respectivement complexes ) du corps F , Si p est

complexe , nous avons Y = Xfés donc Xp + X"; =2 % . Si p est

réq

+XE = Xy T WX, =X
. " pT Fp~ Tyt tp
gue w agit non trivialement sur le sous-groupe de décomposition A

p

réelle , il y a ramification , donc ¥ , puis-

reg

. * _ *y - = .
[l vient donc X _+ X = leof X + Xp) (re+ ZCF) Xp g [F:@] Xr &g
comme attendu ,
DEFINITION IV, 2.24.- Nous disons que le caractére § =
L.eopoldt

% (deg ﬁacp) ¢ est le caractére de défaut de la conjecture de L.eopoldt

¢
dans la tour cyclotomique K m/K . Son degré <6I_eopoldt , 6I_eopoldt>

mesure le défaut de la conjecture de Leopoldt a chaque étage fini assez

grand de la tour cyclotomique ,

COROLLAIRE IV, 2,25, -~ Dans une tour cyclotomique , le défaut de la

conjecture de Leopoldt est majoré par I'invariant A d'lwasawa associé
*

aux groupes de {-classes Cat,r'1 (*) . Plus précisément , nous avons

I'inégalité entre caractéres :

3*
5 L_eopoldt = >‘c

(*) Enoncé en termes de rangs, ce r ésultatestdl a Gillard (cf, [Gizj,
the 2) .
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Démonstration : L.a majoration triviale deg Qacp < deg Pacp donnant

seulement |linégalité :

= * -_—
6L_eopoldt = >‘a }‘c + wl ¢L 1,

il est nécessaire de procéder autrement : Nous savons par le théo -
réme 22 que , pour n assez grand , le groupe 6:: des unités infinité -

simales du corps Kn est un ZL[A]—module projectif de caractere

5 n o 5 Leopoldt

0

*
K m[f/@:]/K - ") . Elle est non ramifiée aux places étrangéres a

. Considérons donc l!'extension abélienne

4 ( puisque son radical est représenté par des unités ) et compléte -

ment décomposée aux places divisant 4 ( puisqu'il est représenté par

des infinitésimaux)., Son groupe de Galois Gal(K 00( f/@:)/K c>0) est
donc un quotient du groupe ce'=Gall(cC LO/K co) . Mais c'est aussi un

. . X * _ 3% .
Z£[A]—module projectif de caractére 6 6Leopo|dt . Il vient donc
8 ¥ <A, i.e, &

* ,
s omme anno .
Leopoldt c Leopoldt As » comme annoncé

Remarque : Le fait que le défaut de la conjecture de l_eopoldt soitbor-

né dans la tour K oo/K prouve que le groupe de défaut é': est constant
(=]

n+1"’
en vertu de ['égalité des rangs ; et c'est aussi un sous-module pur de

@
6n+1 !
2 -iéme d'une unité infinitésimale de K, donc 4 -décomposée ; ce

pour n assez grand , En effet , d:estalors dlindice fini dans ¢
sans quoi l'extension Kn+l /Knseraitengendrée par la racine
qui n'est pas ,

COROLLAIRE IV, 2,26,- La suite (8n )n N des radicaux kummé -

riens Rad ( Zn/Kn) des composées Z n des ZL—extensions des corps
*
L eopoldt

K est paramétrée par les caractéres X _, (r-1) X Wt 8

3*
et r{w+ 6|_eopoldt) *

Démonstration : Pour chaque caractére 4-adique irr éductible @ de A,

(n)

écrivons 4 %® I'ordre de la p-composante du radical 8n . Cela po-

sé , pour n =m , nous savons déja que le groupe de Galois & /Gn =

GaI(Zn/Kn) est un ZL[A]—module projectif de caractére

(*) c'est-a-dire la plus grande {-extension kummér ienne de K 00dor\t

le radical est représenté par des unités infinitésimales .
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a} 3¢ ' . . .
' xo* 1+ 6L__eopo|dt . De I'isomorphisme canonique :
Rad(Zn/Kn) =Hom(Ga|(zn/Kn), “n) ,
donné par la théorie de Kummer , nous déduisons donc la formule

~ - N * .
ch(n) <4/ Xw+w+6LeOp0|dt’cp>(n+l) ’

ce qui est précisément |'assertion du corollaire .,

COROL LAIRE 1V, 2,27, - Supposons vérifiée la conjecture de Leopoldt
n+r

dans la tour cyclotomique K co/K . Alors la suite (GH/G: )n €N
gntr

des quotients dlexposant des sous-groupes de torsion Gn est

paramétrée par les caractéres O, IJ:; , }\:; + w( q;'&_]), et \';;“ + wf q;&_]),

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat :

)

. p . n
la premiére en évaluant directement |'ordre Lt ( de la p-compo -

n+r
sante du quotient G n/ Grf , pour un caractére #%-adique irréduc -
tible arbitraire ¢ ; la seconde en écrivant que &t (n) est encore |'or-
dre de la g-composante du sous-groupe de .{,n+r—tor'sion {mrgn =

Pl dn du groupe dn .

Premiére démonstration : L'isomorphisme de dualité

£n+r‘ &n+r~
8n = Hom ( dn/dn )/ ('Gn/gn ), un) hous conduit immédiate-
ment a l'identité a (n) - %t (n) = z »(n), ol cp* est le reflet du carac -
tére ¢ . Cela étant , I'indice a (n) est donné par la proposition 17
et I'indice Ecp*(n) par le corollaire 26 ; d'ou le résultat annoncé

~

tcp(n)= (uﬁ,cp)&n+ <>\:;+ w(tlJL—l),cp)n+ (\7::+r~w(ku—l),cp> .

Deuxieme démonstration : D'aprés la proposition 11,2,6 , la suite

exacte de dualité (ii) du théoréme 11,2,13 s'écrit , pour n assez

grand :

——— JR—— L ]
1 (I (?Luln>/“n i Ln+r~ dn - (sn Rad(cr\/Kn)'__-_}]'
n

11 vient donc :
t (n) = (uwl Vo1 ), o)+ Sép*(n) , et I'indice Eép*(n) est donné par le

Y

corollaire 4 ; d'oli , & nouveau , le résultat,
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c.- Capitulation pour les gr oupes Gn , et application a la X -théorie,

n+r
Le corollaire 27 montrant que la suite (‘Gn/G 4 ) €N
. n+r . n . ? .
des quotients de 4 - torsion des groupes Gn est paramétrée , il

est naturel d'attendre un résultat analogue pour la suite (En)n €N
elle-méme , Pour I'obtenir , nous allons comparer les groupes b n
avec les quotients des genres %/Gw" associés au sous-module de A-
torsion © du groupe de Galois @ = Gal (M oo/K m) . Sous la conjecture
de Leopoldt , il est facile de voir , en effet , que le groupe 6 estla
limite projective des groupes ‘Gn : D'un cdté , les groupes G n étant
finis , leur limite projective MGn est bien un sous-module de tor -
sion de @ , donc un sous-module de © , D'un autre coté , sous la
conjecture de Leopoldt, les quotients G/ Wa' sont finis , et contenus
dans d; = d/dw“ , donc dans le sous-module de Z{l»tor‘ sion & noJ
ce qui prouve en retour que & est contenu dans la limite projective
des & n o L'identité ainsi obtenue :

G =
n'entr afhe pas cependant I'égalité :

%, = 8/e"

puisque rien n'assure que |'application norme ]Vn de €& dans © n soit

lim &
“— " n

, pour chaque naturel n ,
une surjection , De fait , la théorie du corps de classes , qui inter -
préte le quotient Gn/]Vn(‘G) comme groupe de Galois de |'extension
abélienne (Mn nz OE,)/Z n » montre que ce défaut de surjectivité me -
sure la partie de la torsion de dn qui est absorbée par les Z L ex -
tensions lorsqu'on monte la tour cyclotomique ., Par la théorie de
Kummer , le groupe dual (Gn/]vn(G )) = Hom(‘Gn/Nn(G ), Q&/Z &)
slidentifie au noyau de |'application naturelle :
R (K ) — Ry(K ),

— v ——
ol }?Z(Kn) = 'Gn est le dual de Pontr jagin du groupe © " s; J?Z(K oo)
celui du groupe & ; il correspond donc a une capitulation .

Pour I'évaluer , partons de la description du groupe a/e

donnée par la théorie d'lwasawa , Les théorémes de structure de la

(*) Les groupes _ﬁz(Kn) sont définis au chapitre 1,1, 2§b .
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section 1 nous prouvent que le quotient Q/% , qui est sans Z &—tor*-

sion , est contenu avec un indice fini dans un A [A]) -module projec -
tif P , ce que nous pouvons écrire :

| — /6 — p —> F —> 1, pour un module fini J .,

S

Comparant cette suite exacte a elle-m&me , par action de |'opérateur
n

W = y'{‘ -1, puis formant le diagramme du serpent , nous obtenons la
suite exacte :
W, w w

—— P/Pn N

T
n — 3/3 " — 1,

] — 3 — a/eda

gui nous prouve , puisque le quotient P/ Pw” est Z 1 [A]-projectif
que le groupe 31"“ s'identifie canoniquement au sous-groupe de Z b
torsion du quotient @/® a® . Naturellement , pour nh assez grand |,
w, annule ¥ , et 31““ est égal a & .,

Cela étant, dans la suite exacte courte canonique :

n n

U.)n wn W w
1—>%aq "Ja "—a/a " ——a/Ba @ — 1

le terme de gauche sq¥n /dw” =B/ Wn  gtant fini sous la conjec -
ture de Leopoldt , le sous-groupe de torsion du terme de droite , qui
est isomorphe 3 ¥ , est l'limage dans le quotient ale a¥ du sous -
groupe de torsion G n de d/dw"‘ . Par restriction aux sous-groupes
de torsion , nous obtenons donc la suite courte :

W
]——A—E/%n——L—bé —»3——»]

n ’

qui nous prouve que le groupe de défaut cherché est précisément 3 ,

Il vient donc :

THEOREME [V, 2.28.- Sous la conjecture de Leopoldt, la limite pro-

jective des sous-modules de Z &—torsion & n des 4 - groupes de clas -
ses infinitésimales dn des corps Kn est le sous-module de A-torsion
% de la limite projective des dn ; clest un A [A]-module noethérien et
de torsion, de paramétres U:;’ et )\:;+ w ( M" 1) . De plus, il existe
un parametre f-adique virtuel Vg du groupe A, tel que , pour chaque
caractére f-adique irr éductible qpde A, et tout n assez grand, l'or -

dr e {,t (n) de la p-composante du groupe Gn soit donné par la formule :

b = (ouZl, @) e unl ol - 1) @it (v e
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SCOLIE IV. 2,29, -~ Supposons la conjecture de Leopoldt vérifiée dans

la tour Km/K , et n assez grand , Alors :

(i) Le quotient %n/]vn(G) est isomorphe au groupe J dé-
fini ci-dessus

(ii) Le noyau de |'homomorphisme naturel
]?z(Kn)L—i— J?Z(K m)& est isomorphe au dual de & ,

Cette derniére assertion est |t'analogue pour les groupes

ﬁz(Kn) du résultat de Coates sur les noyaux réguliers HZ(K )

" Lde

2
la X -théorie (cf [Col, § 4, th, 7T ). Considérons , en effet, le
tensorisé & = 'ﬂ' ’ ®z d du groupe & par le carré tensoriel Ti de

1 = |i
llopposé du module de Tate;*;[r& lim M oo

l_es résultats du chapitre | montrent que le dual de Pontrjagin |,

disons & "o du groupe -ﬁz(Kn),{; est le sous-groupe de Z L—tor'sion
du quotient des genres I a= d/dw'" associé a ¢ . Bien entendu ,
¢ ¢
et w( A;] + ( 1]1&- 1)), le groupe @ est, Iui, un A [A]-module noe -

comme & est un \ [A]-module noethérien de paramétres X, WH

thérien de paramétres w 2 X o w ™! u;] et w ! ( k;] + ( lj;& - 1)k Son
sous-module de A -torsion E n'est autre que le tensorisé T i ®Z (&)

de celui de @ , et , comme expliqué dans le chapitrel , le résultat
fondamental de la théorie du K montre que son polyndme caractéms -
tique est étranger aux w , Si donc 3 désigne le tensorisé 'ﬂ'& ®Z &
du groupe ¥, les mémes arguments que plus haut conduisenta la suite

exacte :

Gt

]-——>€/=‘Zn E—n —_—1

qui redonne , par passage aux duaux , la suite exacte de Coates :

v r
= - g
1 3 Ry(K )y === Ry(K ), — 1.
En particulier , le théoréme 9 de [Co] peut &tre précisé

comme suit :

(*) section 2,82 .
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THEOREME IV, 2.30.- La limite projective des duaux de Pontrjagin

C) n des noyaux réguliers R (Kn )& des corps K est le sous-module
de A -torsion % dutensorisé @ = 'ﬂ'i Z, d du groupe a= Gal(M /K

par le carré de |'opposé du module de Tate, Le groupe [ est un /\[A:l—
module noethérien et de torsion , de parameétres w"] Ll;] et

w k;] + (y 1" 1)), et la suite ( }?Z(K )L)n eN et paramétrée
par les caractéres wu_ , w( Aot ( 11’4‘ 1)), et V. » pour un carac-
tére {-adique virtuel Vi du groupe A . Autrement dit , pour chaque
caractére t-adique irréductible ¢ du groupe A, et tout n assez grand,

I'ordre .{,r (n)

de la p-composante du module ]?2 ( Kn )L est donné par
la formule :

rein) = Caug, )2+ Cod tuly,-1) eont (v @) .

SCOLIE IV, 2.31. - Soit n un entier naturel assez grand ., Alors

(i) L.e quotient En/]vn(z) est isomorphe au tensorisé

§='ﬂ'& 23 du groupe & .
(ii) Le noyau de [' homomorphisme naturel

Ry(K ) = Ry(K ),

est isomorphe au dual de ? .

Enfin , un résultat de paramétrage vaut encore pour les quotients
&n+r
Rz(Kn)L/ﬂz(Kn)

, b
PROPOSITION 1V, 2,32, - La suite ( J?Z(Kn)&/ }?Z(Kn)}c )n €N

) + . .
des quotients d'exposant /Ln T des noyaux réguliers est paramétrée

par les caractéres 0, wu_ , w)\c+w(¢b—l), et ‘”GCJ""‘”(M“L

Démonstration ;: Les théorémes de dualité du chapitre | conduisent a

(%),

{'isomorphisme canonique

hy 5 Rp(K ), =1 85 FRy(K ), ,

2 2
ol —ﬁz(Kn){, est le dual de Pontrjagin du groupe Gn , et —Lln I'opposé
e ' - - - .
de Mo Cela étant, d'aprés la proposition 27, la suite ( )Ln+r~ G n)n EN

(*) c§, sechion 2, 4 8a & corollare 1.2.31.
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des sous-groupes de .{,n+P -torsion des groupes &, est paramétrée
1 1
+ r - .
wl( 2o )

Les parameétres associés a la suite (p,n ®Z ﬁz(Kn){)n eEN ~
1 A

(up, ®ZLR2(Kn)L)n ¢ py Sont donc exactement u ., A+ (¢ L ),
et ;c +r( QJL— 1) ; ce qui conduit au résultat annoncé ,

. - -1 ~_
par les caractéres wu_ , wh_ *+ w(\j;&— 1), et w Ve

3.- ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA }-EXTENSION HILBERTIENNE
MAXIMALE DU CORPS K o

a,~ Définition du groupe ¥ .

Pour chaque naturel n , désignons par Hn la 4 -extension
hilbertienne maximale du corps Kn , i.e. la composée des 2 -exten-
sions cycliques de Kn , qui se plongent dans une {-extension cycli -
que de degré arbitrairement grand , Le corps Hn , qui contient évi -
demment la composée Zn des Z L—extensions de Kn , est contenu ,
en revanche , dans la 4 -extension abélienne L -ramifiée maximale Mn’
puisque la condition de plongement qui définit Hn exclut toute ramifi -
cationh en-dehors de % ( Le degré d'une {-extension cyclique totale -
ment ramifiée en une place p étrangére a & est borné , en vertu du
corps de classes local , par sa l-partie du nombre de racines de
I'unité dans le complété p-adique du corps de base) . Plus précisé -

*
ment , la théorie du corps de classes global ( montre que Hn est la
sous-extension de M " fixée par I'image Gal(M n /H n) dans Gal(M n /K n )

de la somme directe u = @ u des l-groupes de racines de

114 I
1'unité des complétés de Kn pour les places au-dessus de 4, Sous la
conjecture de Leopoldt ;, le théoréme 1,1,18 conduitainsi a I'isomor -
phisme :

Gal(M, /H_) = 1./,
clest-a-dire 3 la suite exacte de £ 1 [A]-modules finis :

(*) ef. Chova , 28b
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1 E:’! ~ %ﬁ Hn/“n 1

ol G,'—, = GaI(Hn/Zn) désigne le sous-groupe de torsion de ¥ _
GaI(Hn/Kn) , et 6n=Gal(Mn/Zn) celui du groupe «@_ =
GaI(Mn/Kn) .

Maintenant , l'ordre du groupe
Gn étant donné par le théoréme 28,

nous obtenons :

THEOREME IV, 2. 33. - Sous la conjecture de Leopoldt, la limite pro-

jective des sous-modules de Z &—torsion G;\ des groupes de Galois
respectifs un = Gal (Hn/Kn) des 4 -extensions hilbertiennes maxi -
males Hn des corps Kn est le sous-module de p -torsion ' de la li -
mite projective H des groupes Hn ; clest un )\ [A]-module noethérien

et de torsion , dont les parametres p::*

et }\:; sont les refiets de ceux
du groupe ¢' dans I'involution du miroir .

En particulier , pour chaque caractére {-adique irréduc -
¢! (n)

tible ¢ du groupe A, et tout n assez grand, llordre 4 de la ¢ -

composante ’6"’1 est donné par la formule :

tlp(n): (wu;],cp>)tn+ (wk;], p)n+ (v -(r - l)w(wé—l), e

Démonstration : Laformule finale résulte directement du théoréme 28,
~ +
puisque le quotient “n/“n = @ My /un estun (2Z/ L7 zZ) [A] -
n
n

module projectif de caractére w( { 2 1) , dés que n est assez grand
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( pour n =m , I'extension cyclotomique Kﬂ/Km est non décomposée
aux places au-dessus de 4, et tous les groupes locaux My ont bien
méme ordre Ln+r‘ que le groupe global Mn ) . Reste & vérifier quela
limite projective des 6;\ slidentifie au sous-groupe de | -torsion du
groupe de Galois ¥ = Gal (H oo/K co) associé ala réunion H codes corps
H ., Pour cela, il suffit de remarquer que Hn est le corps des gen-
res associé a H - dans ll'extension procyclique K m/Kn : En effet |
pour chaque k dans N, la norme semi-locale Nn+k /n de Mtk dans
H est une surjection ; et H , qui est la sous-extension maximale de
M fixée par |'image de p dans Gal (M /K , est aussi la sous -
extensmn maximale de Hn+k qui est abéllenne sur Kn (*) , ce que
nhous pouvons traduire par I'identité :
wlo=w/w,

en désignant par H"q le groupe de Galois Gal ( Hn/K oc) . Cela étant ,
comme d'un cbté les groupes Gn sont finis , leur limite projective
lim %;‘ est bien un sous-module de torsion de § , donc un sous-mo -
dule de &' ;et, d'un autre c8té , les quotients & '/ &'% | qui sont
finis sous la conjecture de Leopoldt ( puisque le polyndme caractéris-
tique du sous-module &' de G est alors étranger a tous les w, )
étant contenus dans 31;1 =}¥/¥ w“,ils sont bien dans son sous-module de

torsion 6;‘ , ce qui prouve en retour que % ' est contenu dans la li -

mite projective des G;‘ .

Le comportement des groupes 6:1 est donc exactement paral-
léle a celui des groupes Gn . Comme celui-ci , il admet une inter -
prétation simple en termes de X -théorie , les noyaux hilbertiens
Hz(Kn) venant , ici remplacer les noyaux réguliers R (K ) .

2 ’ 2 n 1
Enoncons sans démonstration I'analogue du théoréme 30 :

THEOREME V. 2.34.- La limite projective des duaux de Pontrjagin

’:(_;"‘1 des noyaux h||bert|ens H (K I’\)L des corps Kn est le sous-mo -
dule de A -torsion 6 du tensomsé H= -U-L # du groupe de Galois
(*) Pour plus de détails , voir le chapitre 1,2, 1 §b ol sont expo-

sés les éléments du corps de classes utilisés ici .
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W= Gal(Hm/Km) par le carré de |'opposé du module de Tate ,

L.e groupe &' est un A [A]-module noethérien et de torsion , de pa -
5 -1 =1 -1, -1 .

ramétres w  p_ etw  A_ , et la suite (Hz(Kn).{,)n c N ©St para-

métrée par les caractéres WU wxc , et v, , pour un caractere -

adique virtuel convenable Vi du groupe A .

Autrement dit , pour chaque caractére Z-adique irr éductible

h (n)

© du groupe A, et tout n assez grand, l'ordre ¢ de la p-com -

posante du module Hz(Kn) est donné par la formule

2

hcp(n)= <UJLJ.C, Cp>'{/n+ <w>\.c, CP>n+ <Vh1 CP) .

SCOLIE IV, 2.35.- Sous la conjecture de Leopoldt , la suite
1 i Ln+r‘ n+r
(Gn/Gn ) des quotients d'exposant 4 des sous-groupes de

torsion des groupes un est paramétrée par les quatre caractéres 0,

(";, )\:;, et §,_, ol ;h estun caractére 4-adique virtuel dugroupe A,

Démonstration : Nous savons , par le théoréme 33 , que le groupe
¥=Gal(H cx)/K oo) est un A [A]-module noethérien de parameétres xi,

IJ:; , et )\é" . D'aprés les théorémes de paramétrage établis dans la
n+r
. . . 1 1 4
section 1 (cf. th.1V,1,17) , la suite des quotients ( J{n/un )n €N
est donc paramétrée par les caractéres xi , p:; +(r-1) Xi, k:_f , et

;h , pour un caractére virt%ﬁrconvenable Gh du groupe A. En par -
. . X 1 )
ticulier , la iulte ( Hn/}.{n ) )n ¢ lN*eSt , iHe , paramétrée par I:s
- 3#* . .
caractéres X7 , uZ+ (r-1) Xo, wt A, ety . Parmi ceux-ci, X _,
(r-1) xi, w , et 0 mesurent , en vertu du lemme 26 , et sousla
/ Ln+r
conjecture de Leopoldt , la part de Jin/un qui provient des Z 2"
#*

extensions de Kn . Restent donc 0, ué" , )\c

,et Gh , qui corres -

n+r
pondent aux quotients E;\/G:ﬂ t ; ce qui est le résultatannoncé .

COROLLAIRE IV, 2.36.- Sous la conjecture de Leopoldt , la suitede
Hz (K n)

terme général u_ ® -ﬁz(Kn)L 21-1“ ®5 est paramétrée

L L

5 ~ %
par les caractéres 0, Me o }\C, et v .

L

Démonstration : Rappelons que nous avons défini par _ﬁz ( Kn)L le dual

(*)

de Pontrjagin du groupe 6;1 , et que I'isomorphisme canonique

(*) cf, Chap, 1.2, 3§ b.
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(sous la conjecture de Leopoldt) T ®ZL Hz(Kn)L =, ®ZL Hz(Kn)L

est établi dans le chapitre 1,2 (théoréme I, 2, 52 ) . Cela dit, les quo -
n+r

X - = 4 X

tients ﬁ"z( Kn )L/ Hz (K n )L sont les duaux respectifs des groupes

&n+r~ Gn

et le corollaire résulte immédiatement du scolie 35,

Paralléle entre les conjectures de |_eopoldt et de Gross ,

Nous avons vu que le défaut de la conjecture de Gross dans
la tour cyclotomique K oo/K est 1ié & la présence de facteurs cyclo -
tomiques dans la décomposition irréductible des polyndmes caracté -
ristiques respectifs des composantes isotypiques du groupe de Galois
e = Jim Ob;\ de la 4-extension abélienne non ramifiée &4-décomposée
maximale C'mdu corps K _; et que, de fagon semblable , le défaut de
la conjecture de |_eopoldt dans K Oo/K est |ié & la présence de fac -
teurs cyclotomiques dans la décomposition irréductible des polyndmes
caractéristiques respectifs des composantes isotypiques du sous-mo -
dule de A-torsion & du groupe de Galois @ = _lim dn de la 4 -extension
abélienne 4 -ramifiée maximale M mdu corps K o ® Ainsi présenté, le
paralléle entre les conjectures de Gross et de Leopoldt reste cepen -
dant imparfait , puisque les groupes & et a' n'ont pas la méme taille,
'invariant lambda du groupe & étant , en général , strictementplus
gros que celui du groupe ¢' . Pour ajuster la comparaison, ilconvient
de remplacer le groupe & par son quotient &', étudié plus haut .,

It vient , en effet :

LEMME 1V, 2.37.- En toute hypothése , il existe une suite exacte
courte de A [A]-modules :
] ——> @ T >/'[r - & G! 1,
1 e b v

ol TL est le module de Tate , 1 _ parcourt les places de Km au-

dessus de { , et le terme de gauche est un Z &[A]— module projec -

tif de caractére w( QJL- 1) .
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Démonstration : 1l est facile de voir que le lemme est vér ifié sous la
conjecture de Leopoldt , Dans ce cas , en effet , la suite exacte

courte qui définit le groupe 6;‘ ( cf, théoréme 1,2,25) :

] —> & u, )/ u—2=5 !
( L In> n n
stécrit , a la limite :
] — ®TL>/TL-_—’G—->G'_—* 1 ;

np

ce qui est précisément le résultat annoncé ,

Les choses sont un peu moins simples lorsque la conjecture
de Leopoldt est en défaut
I'application naturelle < @ My >/un ———sﬁn , donnée par la

Iz T
n
théorie du corps de classes , n'est pas , en général , injective ; et

nous avons seulement une suite exacte longue :

© © ‘ ol | -
1—->«/6n/un6n—>(ITLuInD/un-—*Gn S 1,
n

ol 6: désigne le groupe des unités infinitésimales du corps Kn , et

/&? son radical dans le tensorisé X X = ZL ®5 K: . Mais , comme
les seuls éléments divisibles du groupe }{X ZL®Z K X sont les
racines de ['unité ;| le seul fait que le défaut de la comecture de
Leopoldt (i,e, le rang du Z L—module é;:) soitborné dans la tour cy -
clotomique K oc’/K montre que les quotients “/é:/“n é‘: restent bor-
nés lorsque n croit ; et nous obtenons encore , par passage ala

limite projective , la suite exacte courte :
| — OT)/'I]’ lim® —— 1imB' — 1 .
e n -— N

Maintenant , les deux quotients %/ lim & _ d'une part , et ‘6'/ lim&'
- N -— N
d'autre part , mesurent ['un et |'autre le groupe de Galois relatif des

Z . -extensions en excés dans la tour cyclotomique : ce sont deux

2

ZL[A]—modules projectifs de méme caractére : §

Leopoldt
1l vient donc , comme plus haut :
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— —.g—.—, %'——. . |
1 1(TLT’“>/V" 1 7

ce qui établit le lemme ,
Cela étant , nous pouvons résumer les diverses interpréta -

tions des conjectures de Gross et de Leopoldt développées plus haut

(section 1, §b , et section 2, §b) de la manigre synoptique suivante :

interprétation cyclotomique de la conjecture interprétation cyclotomique de la conjecture (
de Gross de Leopoldt ‘
i
Soit ¢' = Gal (C;/Kw) le groupe de Galois de la Soit 8' = Gal(H /2 ) lesous-module de -
L-extension abélienne nonramifiée 4-décomposée ma- torsion du groupe de Galois de la {-extension hilber -
ximale C;du corps K _; clestun A[A)-module noethé - tienne maximate H _ducorps K 3 clest un A [A] - ‘
rien et de torsion de parameétres : module noethérien etde torsion de parametres : 1
Pour chaque caractére 4 -adique irréductible Pour chaque caractére l-adique irréductible
¢ du groupe A, écrivons : @ du groupe A , écrivons :
Pc'(v-1) = ¢He Qc'(Y-I)Rcw(Y-I) Pa'(y-1) = ¢He Oa'cp(y—l)Raw(y—l) |
la décompositiondans Z('O[Y-]] du polyndme caracté - la décomposition dans Zcp[y_lj du polyndme caracté -
ristique de la g-composante de ¢' comme produit ristique de la g-composante de G' comme produit
dlune puissance de &, d'unpolyndme cyclotomique(') , d'une puissance de &, d'un poiyndme cyclo(omique( '),
et d'un polyndme distingué étranger a tous les w; et d'un polyndme distingué étranger a tous les w; 3
te polyndme Qc'cpa les mémes facte:xrs irréductibles le polyndme Oa'cpa les m&mes factiurs irréductibles
que le polyndme caractéristique fc! commun aux que le polyndme caractéristique Ra' commun aux
p-composantes des quotients c'/c' Wa pour chaque n p-composantes des quotients c,'/t,' Wn pour chaque n
assez grand , L.e caractére : assez grand , Le caractére :
GGross = L (deg SC 'cp)cp 6Leo::poldt = L (deg ?)a ;p)q)
est le caractére de défaut de la conjecture de Gross est le caractére de défaut de la conjecture de L_eopoidt
dans la tour cyclotomique K /K , Il vérifie trivia - dans la tour cyclotomique K Q/K . 1l vérifie trivia -
lement la majoration : lement la majoration :
6Gr‘oss = )‘c 6Leopo|dt = >‘::
En particulier, la conjecture de Gross est vérifiée En particulier, laconjecture de Leopoldt est vérifiée
dans la tour cyclotomique K ,,/K deés que l'invariant dans la tour cyclotomique K o/ K dés que llinvariant
fambda du groupe ¢ estnui , lambda du gr oupe o' estnul ,

(*) i.e. d'un polyndme dont les facteurs irr éductibles sont cyclotomiques ,
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c.- Inégalités du miroir ( 4 impair ) .

Nous supposons , dans cette section , que le corps F est to-
talement réel, et que ses places & I'infini ont méme sous-corps de dé-
. . + . .
composition , disons K, dans |'extension abélienne K/F , Dans ce
cas, il est naturel d'écrire chaque caractére 4-adique y du groupe A
+ - - - . ..
comme somme yx + X d'un caractére réel et d'un caractére imaginai-

re, en posant :

DEFINITION IV, 2, 38. - Lorsque le corps K est une extension quadra-

tique totalement imaginaire d'un sur -corps K+ de F totalement réel ,

le groupe de décomposition commun Amdes places a I'infini de F dans
K/F est le groupe dlordre 2 , engendré dans A par la conjugaison
complexe , Nous disons alors qu'un caractére 4 -adique irréductible o
du groupe Aest réel lorsqu'il est représenté dans le caractere x _ ,

qu'il est imaginaire dans le cas contraire ; et qu'un caractére virtuel
quelconque ¢ est réel lorsque ses facteurs irréductibles sont réels |,

qu'il est imaginaire lorsqu'ils sont imaginaires, Les sous-groupes de
RZQ(A) , engendrés , le premier par les caractéres irréductibles
réels, le second par ceux imaginaires , sont deux sous-groupes sup-

plémentaires , images |'un de l'autre dans I'involution du miroir,

Cela posé , fixons n assez grand , et considérons le schéma
de corps oli sont représentées la 4-extension hilbertienne maximale
Hn du corps Kn , la composée Zn des Z L—extensions de Kn , etla
1 —extension abélienne non ramifiée 4 -décomposée maximale C;\ de Kn:

H
n

!
n

..
-~

n n

/ch
Z
n
z
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Nous avons :

LEMME 1V, 2,39, - Supposons que l'extension K/F posséde une conju -

gaison complexe (i,e, que K soit une extension quadratique totalement
imaginaire d'un sur -corps totalement réel de F ) , Alors :

(i) Sous la conjecture de L.eopoldt , le groupe de Galois
Gal ( z, n C';/Kn) est totalement imaginaire ,

(ii) Sous la conjecture de Gross , le groupe de Galois

Gal(H_/z _c!) est totalement réel .
n N n

Démonstration : Lorsque I'extension abélienne K/F possé&de une conju-

gaison complexe F , les idempotents orthogonaux e,= -%( 1+ 1) et
e =‘%(l - 7) permettent d'écrire chaque Z L [A]-module comme

somme directe d'un module totalement réel et d'un module totalement
imaginaire , Cela étant :

(i)  La conjecture de Leopoldt dans le corps K affirme
que la partie réelle du groupe de Galois Gal(Zn/Kn) se réduit au
seul groupe Gal (K c>°/Kn) . Comme la tour cyclotomique K oc,/Knest
totalement ramifiée aux places au-dessus de 4 dés que n est assez
grand , il vient par ailleurs : C; nK_= Kn ; et donc
Gal((z | ﬂc:‘)/Kn)-l- = Gal(K _ ”CA)/Kn ) =1, comme annoncé ,

(ii) D'aprés la théorie du corps de classes (cf, Ch, 1.1 ,
28§b ) le groupe de Galois GaI(Hn/C;‘ Zn) s'identifie au quotient

n /u , ol W = @ est le groupe des racines de
n,t/ Mn, 2 n, IL“In
n

X

n, 4 |

son radical dans le produit M &6;_' L ol 6n 1 est 1'image dans
’ ’ 3

X . . [ 1 .
}(n 2 du tensorisé 4 -adique an = Z L ®Z En du groupe des 4 -uni-

)
tés de Kn . L.a conjecture de Gross dans le corps Kn affirme que la

I'unité dans le complété semi-local X associé a Kn , et WJH 1
H

restriction de |'application de semi-localisation aux composantes ima-
ginaires détermine une injection de 6:1_ dans }{;( 1 . Il vient alors
’
= - i ! T = 'l -
‘/“n,»{,_ =Wy, g0 feee GaI(Hn/Cn Zn) 1, ce qui est le résul

tat annoncé ,

Passons maintenant & la limite , et considér ons le schéma de

corps :
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He

broupa teel seus la Lon\ccture de Giess
de pafamelies : + N
[ \ €S, Pd , Ad

%

paraméltres de o’ )

AN

b
O x

Z

’
ZoNCos
[ . g M
Gfoupe i\\ﬁc\:){hcx((g sou, la (oﬁjev c , de parameties l
-fure de Leopolat | de porametres AC
Mg 5 A4
Ke
. ' 1
Dans celui-ci , les groupes (C = GaI(Cm/K ) et &' =
(=]

Gal (H cQ/Z w) sont les images |'un de |'autre dans I'involution du mi-
roir : le premier est un A [A]-module noethérien et de torsion de pa -
rametres Me et >‘c ; le second , de parameéetres l-l:; et kg « Enfin, les
deux groupes Gal(H /z C')etGal(lz n c') /K ) sont respec-
[=e] [o0] (o] o] w® (o]
tivement réels et imaginaires, l'un en vertu de la conjecture de Gross,
I'autre en vertu de celle de Leopoldt, Ecrivant donc u; et )\-Id- les pa-
ramétres ( réels ) du premier , puis u; et K; ceux ( imaginaires ) du
second , évaluant ensuite de deux fagons différentes les paramétres
du groupe Gal((z C')/z ) =aGal(c'/(z nc')) , nous obte -
o (o] [o0] ] «w© «©

nons sans peine les équations :

- - + 5 +_ - 3 +
He ~ Mg T M¢ Me © Me ~ My
et
- - _ Lt + _ - +
Ae = Ag = Ag e = A¢ A

ce que nous pouvons résumer sous la forme :
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- + - + - + 3 -
Mg~ Mg =HMg=Hg 20 Ao = he Thg=hrg =0

THEOREME 1V, 2.39. { Inégalités du miroir ) - Lorsque |'extension

K/F posséde une conjugaison complexe (i.e, quand K est une exten-
sion quadratique totalement imaginaire d'un sur-corps totalement réel
de F ), si les conjectures de Gross et de Leopoldt sont vérifiées
dans la tour cyclotomique K cm/K , les paramétres Me et >‘c du groupe
de Galois ¢' = Gal(C 'OO/K w) de la 4-extension abélienne maximale C'oo

non ramifiée et 4 -décomposée du corps K mvér‘ifient les inégalités du

miroir :
- + 3 - + 3t
= et = .
Me = He >‘c Xc
Remarque 1,- Comme nous l'lavons vu , les conjectures de l_eopoldt

et de Gross ne concernent en fait que les invariants lambda , L'iné -

ez - +
galité Me zpc*

res , De fait, Ilinvariant mu du groupe C coincide avec celui du

vaut donc encore en i'labsence de ces deux conjectu -

groupe C dont C' est le quotient (cf, 1 §b), et I'inégalité obtenue

H; > “:* n'est autre que la traduction en termes de caractéres de
- + . .

celle bien connue deg He > deg Me entre les invariants mu d'lwasawa

du groupe C .

Remarque 2, - En revanche , les groupes C et ¢' nlont pas méme pa -

ramétre lambda , D'aprés le théoréme 9 , en effet , sous les hypo -

théses précédentes , le paramétre lambda du groupe C est donné par
la formule :  A(C) = Aot A, = Aot q;z (ol ¢L est le+c*ar‘actér~e

défini dans la section 2 § a ), L'inégalité obtenue )\; > )\c est donc
plus forte que celle bien connue deg( k; + L];l) > deg )\"C' entre les
invariants lambda d'lwasawa du groupe C ,

S

Application & une conjecture de Coates ,

Supposons, comme plus haut , que K soit une extension qua -
dratique totalement imaginaire d'un sur-corps totalement réel K+ de F,
et que les conjectures de Leopoldt et de Gross soient en outre véri-

fiées dans la tour cyclotomique K w/K . Dans ce cas , les calculs qui
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précédent permettent de résoudre complétement une conjecture avan -
cée par Coates sur la description kummérienne du corps K
©
Considérons les trois extensions abéliennes {4 -ramifiées sui-

vantes du corps K o’

Eﬂ‘a
K oo[ JE' ] , engendrée par les racines dlordre {-primaire
des L-unités de K

K oo[ f/—E‘Z ], engendrée par les racines d'ordre 4-primaire
des unités de K3

Z o fixée par le s;ous—module de A-torsion & du groupede
Galois @=Gal(M _/K ) (*)

LL,es inclusions suivantes sont bien connues :

chKoo[{’/—E] cKm[‘%/—F:.Z-"] cM_ .

Rappelons brigvement comment les obtenir : Comme K - [ ZA/ E'] contient

o

évidemment K [ AB/E] , et que I'extension K w[f/-é' 1/K L est 4-ra-

- , : - 7
mifiée , il suffit de vérifier que Z est contenue dans K oo[ JE ]

autrement dit , que Gal{ M Oc’/K oL f/‘é‘ ]) est un A-module de torsion,
Pour voir cela , introduisons les radicaux kummériens :

R = { U X € (QyfTy)®, K | Yy, (x) = 0 (mod £7) | Vpe Pl étrangere d ¢ } ,
puis :

= | (" x € (@/7)®,Ke| xc B} = (@/7)®,E

et considér ons le groupe CI, défini par la suite exacte courte cano -

nique de A [A]-modules :

1 - @ > R > CL | .
Une vérification immédiate montre que |'application qui , a ['élément
1™ @x de %, associe la classe cA{ g?(x)) de I'idéal Y/ (x), induit un
isomorphisme naturel du groupe C{ sur le 4-groupe des classes di -
déaux du corps K ( On notera que |'appartenance a % assure que

I'idéal principal est une puissance »{,m—iéme en-dehors de 4 , et que

(*) Sous la conjecture de Leopoldt dans K o’ |lextension Z - est la

réunion U Zn des composées des Z , -extensions respectives des

n €N

corps K n e

£
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les idéaux de K mconstr‘uits sur les places au-dessus de 4 sont des
. k .. X

puissances {4 -iémes pour tout k ) . Revenons maintenant aux groupes

de Galois ., D'aprés !'isomorphisme fondamental de la théorie de

Kummer , nous obtenons donc :

Gal(M_/K _[¥E 1) = Hom(ct, ko) = Hom (lim 4, )
N

~ Jim Hom(CL_, ”JL) ,

D e
n

par un argument classique de la théorie d'Iwasawa ( cf, [lw6] , §5,

th, 11 ) . Désignons par C{,: le reflet Hom(C»{,n , ”‘lL) du groupe C&n,
puis par e® = lim Ob: la limite projective des groupes ainsi définis,
n

e groupe obtenu ¥ est alors un A [A]-module noethérien , qui est

; 5 +
de j)-torsion , et dont les parameétres dans RZ ( A) sont les reflets

L

de ceux de ¢ = lim Obn dans I'involution du miroir , Nous disons que
n

c* est le reflet du groupe ¢ = Gal(C w/K co) étudié plus haut ,

e ]
Le groupe de Galois Gal (M 00/K oo|:'LA/E' ]) stévalue de la

mé&me facon : La suite exacte courte canonique (ol §' = (QL/Z&) ®, E'

. : . i
est le radical kummérien de |'extension K oo[ JE']/K oo)

1 —— @' R > ! — 1

montre que le quotient ct = ER/@' slidentifie au 4-groupe des 4 -

classes d!idéaux de K o’ €, par suite , que le groupe de Galois

Gal(Mm/Km[%/Tz"]) ~ Hom (CL, )

. . P _ g s
est pseudo-isomorphe au reflet ¢' " = lim CL lim Hom(C&n , M &)

du groupe ¢' = GaI(C:D/K oo) .
Enoncons ces résultats qui précisent un théoréme classique

d'lwasawa ( cf, [IW6] , §8, th, 16) :

THEOREME 1V, 2,40, - Soient K L=K [ " &] la Z&—extension cyclo -

tomique construite sur un corps K contenant les racines 2 4 -iémes de

l'unité , et M _la L-extension abélienne 4-ramifiée maximale de K .
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(i) Il existe un pseudo-isomorphisme canonique du groupe

e
de Galois Gal (M _/K m[L,/E 1) =Hom(CL, Ju,) dans le reflet e¥=
. #* . - .
Ir|1m CL” du groupe de Galois ¢ = Gal (C oc/K ) de la ¢-extensionabé-

lienne non ramifiée maximale de K ,
[+o]

(ii) 1l existe un pseudo-isomorphisme canonique du groupe

de Galois GaI(Mm/Kw['{;/ELo])=Hom(CL', ]PL) dans le reflet

' *= qim C’v,:,ee du groupe de Galois ¢' = Gal(C ;/K L) dela t-ex -
n

tension abélienne non ramifiée 4-décomposée maximale du corps K o
En particulier , lorsque K est abélien sur un sous-corps F
de degré relatif d étranger & 4, de groupe de Galois A, les paramé -

tres associés 3 Gal(M c,Q/K ol YEJ]) (respectivement &

GaI(Mm/Koo['f;/E'] )) dans R (A) sont les reflets dans Ilinvo -
4

lution du miroir de ceux associés & Gal(C oo/K co) (respectivement a

GaI(C'w/Koo)) .

COROLLAIRE IV, 2.41.- Supposons que |[!'extension abélienne K/F

admette une conjugaison complexe (i.e, que K soit une extension qua -
dratique totalement imaginaire d'un sur —corps K , totalement réel de
F ), et que les conjectures de Leopoldt et de Gross soient vérifiées

dans la tour cyclotomique Km/K . Le groupe de Galois

GaI(Kw[f/E]/Zm) est alors un ZL[A]—module projectif et un
A [A]-module noethérien paramétré par le seul caractere :

A= w(wi-l) .

c o>
En particulier , I'égalité Z2 =K oo['%/_E_:l a lieu si et seule-
ment si ‘J!-; est le caractére unité , c'est-a-dire lorsqu'il n'existe
qu'un seul idéal premier au-dessus de L dans le sous-corps réel ma-

ximal de K .
©

Démonstration : Un argument classique de la théorie d'lwasawa (cf.
au’.l
[lw6] , §6.3) montre que le groupe de Galois Gal (K [ JE 1/ K 0o)

ne posséde aucun sous - A -module fini non nul , L'égalité

o

K m[ ‘E‘/_L:__-:I = Z o 2 donc lieu sous la seule condition que les parameétres
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<

du groupe Gal (K - [ {’/E 1/ 2 Gc,) soient nuls , Or ceux-ci sont connus
par le théoréme 40 . En effet , les paramétres du groupe © =

Gal (M oo/Z C>o) sont donnés par le théoréme 19 ; et ceux du groupe C =
Gal(Cw/Kw) par la proposition 5 et le corollaire 11 , sous les
conjectures de Leopoldt et de Gross ., Il vient donc:

r *

R
(i) Pour © |
L
A= akrwly,-1)
hH'_‘H*
(ii) Pour 6*1
_ —yE -
| A (x+“) N wi,

D'ol le résultat annoncé ,

a
L'identité 2 o K m[ LA/ E ] constitue la conjecture de Coates,
qui I'a établie dans le cas ol il n'existe qu'une seule place au-dessus

de 4 dans le corps K ( cf, [Ca] 1) . Un premier contre-exemple a

été donné par lwasawa, Le fait que |'égalité Z e K oo[ ,\/E ] ait lieu,
lorsque K est absolument abélien , sous la condition nécessaire et
suffisante qu'iln'y aitqu'une seule place au-dessus de { dans le sous-
corps réel maximal de K a été prouvé dans [Jag] (§ 5, th, 15) .,

Une démonstration de ce résultat a également été donnée indépendam-
ment par Wingberg ( cf, [Wi]) & I'aide des théorémes de dualité glo-

bale de Poitou-Tate ,
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TABLEAUX DES CARACTERES

Nous donnons ci-dessous les paramétres des principaux mo -
dules rencontrés dans la section 2,

Les notations sont donc celles de la section précédente .
En particulier 4 est un nombre premier , K une extension abélienne
d'un corps de nombres F , contenant les racines l-iémes de [tunité ,
de groupe de Galois A , de degré d étranger air;et K - est la Z r
extension cyclotomique de K , Le groupe Aest identifié a son reléve-
ment canonique dans Gal (K cD/F) .

Les paramétres dont il est question ici sont tous des carac -
téres du groupe A a valeurs dans |'anneau Z &des entiers 4-adiques,
Tous s'expriment en fonction de cing caractéres de base définis
comme suit :

(i) Le caractére cyclotomique w est le caractére de l'ac-
tion de A sur les racines de |'unité : c'est le caractére du module de

Tate T qui est la limite projective des 4-Sylow des

L= Iqum M o

groupes de racines de |'unité attachés aux sous-corps Kn de degrés
finis sur K ,
(ii) Le caractére & I1'infint X_= L X, est la somme
ple
des induits & A des caractéres des représentations unités des sous -
groupes de décomposition des places A NMinfini de F dans |'extension
K/F .

(iii) Le caractére de 1a 4-décomposition ¥, = ZI 9y Xy

I
est la somme des induits & A des caractéres des représentations unités
des sous—-groupes de décomposition des places de F au-dessus de 4,

chacun compté avec une multiplicité égale a |'indice de décomposition

de la place en question dans la tour K °c>/K .
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(iv)

Enfin , les deux parameétres )\ et y sontles paramétres

construits sur les invariants d'lwasawa des 1 -groupes de .- classes

de diviseurs des corps Kn (i.e, des quotients respectifs O{,;l des 4-

groupes C.{,n de classes de diviseurs des corps Kn , par les sous-

groupes correspondants engendrés par les images des places au-des-

sus de &) ., Ces parameétres sont notés Ao €t u_ dans la section 2,

a,- Caractéres associés aux suites paramétrées de ZL[A] -modules finis,

Conformément & la définition 1V, 1,15

nous disons qu'une

suite (X _) de Z ,-modules finis est paramétrée par les carac -
n‘n €N L
teres 4 -adiques virtuels p=2 p ©, H=L M _®, A= L A _® ,
® ® @ © o
et v=7 v_@, lorsque, pour chaque caractére 4 -adique irréduc -
® o ®
. X
tible ¢du groupe A, llordre 4 de la gp~-composante Xn cp= e cpxn
’
du module xn est donné asymptotiquement par la formule :
n N
xrcf= (p,o) (nt1) 27+ (u, o)t + (A, pdn+ (v, ).
TABLEAU |
Modules Définition Paramétres
paramétrés c by "
Hn o Mn est le L-groupe des racines de |‘unité dans Kn 0 w 0
En/En En est le groupe des unités du corps Kn X, w -1 0
'zh?l h .
E\/Eq E) est le groupe des {-unités du corps K . wt { -1 ) 0
f
OL'[\ C{n est e {-groupe des L -classes de Kn 0 Y 9
Gal(Cr'1 /Kn) C,f\ est la {-extension abélienne maximale d'exposant £™"'| 0
Rad(C,!‘ /Kn) de K_ qui est non ramifiée et {-décomposée w - UJLl-'
GallMp /K ) M, estia {-extension abélienne maximale d'exposant o wx wx e w(wL-l ) wu—‘
RadMp /K ) de K _ qui est L-ramifiée X, A+ owH( “_1) u
GallHp /Kp) H, estia composée des L-extensions cycliques d'expo- |u s T4 wu-'
Rad(Hn/Kn) sant lfmde Kn qui sont cycliquement plongeables X At w
GallZz ,/Kp) Z,, est la sous-extension d'exposant t"de 1a wy 1
Rad(Z ,/K,) composée des Z -ex!ension‘s de K Xo w
Lﬂf
Un Un, €St le noyau dans K;/K: des symboles {( Lm"'} X w
GaliMp/Z ) 4:m}?z(Kn) est le sous-groupe de L-torsion du noyau wx TV + wl V- ) wu-‘
RadM, /2 5) dans K,(K ) )‘+(‘-€-') u
¢N'F2(Kn) des symboles réguliers attachés aux places de K 0 | wr+ wl ¥,-1 ) W
GallHn/2Zp) &""HZ(KF\) est le sous-groupe de £ '-torsion du noyau wk_‘ um"'
Rad(Hn/Zn) dans Kz(Kn) A u
p""HZ(Kn) des symboles de Hilbert attachés aux places de K wi Wy
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b.- Caractéres associés aux A[A]-modules noethériens en présence d'une

conjugaison complexe ,

Nous supposons ici que 4 est impair et que |'extension abé-
lienne K/F admet une conjugaison complexe (i,e, que K est une ex-
tension quadratique totalement imaginaire d'un sur-corps totalement
réel de K ), Nous écrivons ¥ = X+ + X~ la décomposition canonique
d'un caractere l-adique du groupe A en ses composantes réelles et
imaginaires ,

En accord avec la définition IV,1,7 , nous notons A [A] =
@ ) I'algébre semi-locale du groupe A a coefficients dans ['anneau
d'clpwasawa AN=2Z L [[y-11]]), et nous appelons paramétres d'un A (a]-
modules noethérien les trois caractéres /. -adiques :

p=L P, ® ML g e et A= A ®

® ® ®
oli , pour chaque caractére ¢ -adique irréductible wde A, les entiers
naturels p , 4, et A sont les invariants d'lwasawade la g~compo-
sante de X regardée comme j -module : |'entier p est la dimension
sur A du module X ; les enctpier*s A et u sont respectivement le
degré et la 4 -valuation du polyndme caractéristique Pcp €Z o [y-1]

de son sous-module de A cp—tor‘sion o

TABLEAU 11
Parameétres
A [A)-modules Définition
P A "
Gal(Mm/Km) M'”-nteJNM"es' abélienne {-ramifiée maximale sur K _ WX N W('L-” wu!
. . ; . -1 -1
GallH _/x ) H_ nLeJNH est hilbertienne maximale sur K _ wX w X *u
Gal(z O/K m) * |2 Y Zn est composée des ZL-extensions des corps Kn wX 0 0
- neN
GallK f/E /K )| %% |E est le groupe des unités des corps K ; (yh-1) 0
- AR ° group p - wX wly,-
Gal{C /K ) *x |C = |J C _ estabélienne non ramifiée maximale sur K ] Aty u
© © neEN n ® 1
o
Ga!(MQ/K Q{./E J| ** |E_ est le groupe des unités de K "} wl\+ t;)_‘ uu.l.I
Gai(C L/K ») C :. est la sous-extension {-décomposée maximale de C 0 A n
e ' ; -1 -1
Gal(Mm Q/K w./E w) E' est le groupe des {-unités de K 0 yA Wi
(*) L'astérisque repeére les modules pour lesqueis le calcul de |'invariant lambda fait intervenir la

conjecture de Leopoldt ,

{#+) t a double astérisque repere ceux pour lesquels le mé@me calcul fait appel en outre X la conjecture de Gross ,

Nota .- Ces résultats contredisent |la conjecture de Coates ( cf, [Co|]) , qui postule |'égalité de 2 et de
on L]

K IYE D,
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