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Résumé. Nous nous intéressons aux formules de translation du genre à la Riemann-Hurwitz obtenues par
plusieurs auteurs pour les corps de fonctions ou les Z`-extensions cyclotomiques de corps de nombres. Nous
prouvons en particulier que toutes ces formules, y compris celles énoncées à la Chevalley-Weil en termes
de représentations, résultent identiquement pour des raisons purement algébriques du calcul arithmétique
d’un quotient de Herbrand convenable qu’il suffit de mener dans le cas cyclique de degré premier. En
appendice, nous montrons qu’elles valent encore pour certaines extensions non galoisiennes.

Abstract. We are interested in Riemann-Hurwitz formulas about the genus or the Hasse-Witt invariant
of function fields and the minus part of the Iwasawa lambda invariant of cyclotomic Z`-fields. We prove
that all these formulas (including the Chevalley-Weil ones in terms of Galois representations) do follow
by purely algebraic arguments from the arithmetic computation of a convenient Herbrand quotient in the
cyclic case of prime degree `. In the appendix, we show how our proof is still valid in certain non-Galois
cases.

Introduction

On sait, depuis les travaux essentiels d’Iwasawa sur les corps cyclotomiques, qu’il existe des
analogies remarquables entre `-groupes de classes des corps surcirculaires 1 relatifs à un premier
donné ` et les `-groupes de classes de diviseurs d’un corps de fonctions, l’exemple le plus éclairant
étant probablement le parallèle formel rigoureux entre la formule de translation de Kuz’min-
Kida sur l’invariant λ− des corps surcirculaires et le célèbre théorème de Deuring-Šafarevič, qui
généralise la classique identité de Riemann-Hurwitz sur le genre des corps de fonctions.

Sous leur forme la plus élémentaire, ces deux résultats peuvent, en effet, s’énoncer respective-
ment comme suit :

Formule 1 (Kuz’min [Ku], Kida [Ki1]). Soit N/K une `-extension cyclique élémentaire de
corps surcirculaires à conjugaison complexe (en ce sens que K est une extension quadratique
totalement imaginaire d’un sous-corps totalement réel K+ et que N provient, par composition avec
K, d’une `-extension cyclique élémentaire totalement réelle N+ de K+) satisfaisant la conjecture
d’Iwasawa (µK = µN = 0). Dans ce cas, les invariants λ− attachés aux `-groupes de classes
imaginaires sont liés par l’identité :

λ−N − δ = [N : K](λ−K − δ) +
∑
p−

(dp(N/K)− 1).

Dans celle-ci dp(N/K) = [Np : Kp] désigne le degré local ; la sommation porte sur les places de K+

décomposées dans K/K+ ; et δ vaut 1 ou 0, suivant que K contient ou non les racines 2`-ièmes
de l’unité.

∗Sém. Théor. Nombres Paris 1989–1990, Prog. in Math. 102 (1992), 141–162.
1. Un corps surcirculaire est la Z`-extension cyclotomique d’un corps de nombres.
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Formule 2 (Deuring [Deu], Šafarevič [Ša], D’Mello & Madan [DM]). Soit N/K une `-
extension cyclique élémentaire de corps de fonctions d’une variable sur un corps des constantes
algébriquement clos de caractéristique arbitraire p. Dans ce cas, les codimensions λ0N et λ0K des
`-groupes de classes de diviseurs de degré nul attachés à N et à K sont liés par l’identité :

λ0N − δ = [N : K](λ0K − δ) +
∑

p (dp(N/K)− 1),

où dp(N/K) = [Np : Kp] désigne encore le degré local ; la sommation porte sur toutes les places
de K ; et δ vaut 1 ou 0, suivant que K contient ou non les racines 2`-ièmes de l’unité.

Et le même résultat vaut identiquement lorsque le corps des constantes k n’est plus un corps
algébriquement clos mais la Z`-extension d’un corps fini Fq.

Dans l’un ou l’autre cas les hypothèses faites excluent toute possibilité d’inertie (é l’exception
notable des places au-dessus de ` dans le cas surcirculaire) et les degrés locaux dp(N/K) se ré-
duisent aux seuls indices d’inertie ep(N/K) (ce qui redonne les formulations plus traditionnelles
de ces résultats), sauf dans le cas surcirculaire où la formule de Kuz’min diffère sensiblement de
celle de Kida pour les raisons exposées dans [Ja6] sur lesquelles nous reviendrons plus loin.

Sous cette forme élémentaire, les résultats énoncés contiennent en fait le cas le plus général,
puisque toute `-extension (galoisienne) s’obtient évidemment par empilement d’extensions élémen-
taires. Plus précisément, ils peuvent alors s’énoncer en termes de représentations à la Chevalley-
Weil, comme suit :

Formule 1bis (Iwasawa [Iw2], Jaulent [Ja6]). Soit N/K une `-extension (galoisienne) de corps
surcirculaires à conjugaison complexe (en ce sens que K est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un sous-corps totalement réel K+ et que N provient, par composition avec K, d’une
`-extension (galoisienne) totalement réelle N+ de K+) satisfaisant la conjecture d’Iwasawa (µK =
µN = 0). Dans ce cas, le caractère χ−N de la représentation galoisienne associée au Q`-espace
vectoriel Q` ⊗Z`

X−N construit sur le Z`-module des formes entières X−N := HomZ`
(C`−N ∗,Z`) sur

le dual de Pontrjagin C`−N ∗ := HomZ`
(C`−N ,Q`/Z`) du `-groupe des `-classes imaginaires du corps

N est donné par la formule :
χ−N − δ 1G = (λ−K − δ) RégG +

∑
p− IndGDp

(AugDp
),

où RégG désigne le caractère régulier de G = Gal(N/K) ; 1G est le caractère unité ; IndGDp
(AugDp

)

est l’induit du caractère d’augmentation du sous-groupe de décomposition 2 Dp ; la sommation porte
sur les places de K+ décomposées dans K/K+ ; et les indices λ−K et δ sont définis comme plus haut.

Formule 2bis (Gold & Madan [GM3]). Soit N/K une `-extension (galoisienne) de corps
de fonctions d’une variable sur un corps des constantes algébriquement clos de caractéristique
arbitraire p. Dans ce cas, le caractère χN de la représentation associée au Q`-espace vectoriel
Q`⊗Z`

XN construit sur le module des Z`-formes XN := HomZ`
(C` 0N ∗,Z`) sur le dual de Pontrjagin

C` 0N ∗ := HomZ`
(C` 0N ,Q`/Z`) du `-groupe des `-classes de diviseurs de degré nul attaché à N est

donné par la formule :
χN − δ 1G = (λK − δ) RégG +

∑
p IndGDp

(AugDp
),

où RégG désigne le caractère régulier de G = Gal(N/K) ; 1G est le caractère unité ; IndGDp
(AugDp

)
est l’induit du caractère d’augmentation du sous-groupe de décomposition Dp ; la sommation porte
sur les places de K+ décomposées dans K/K+ ; les indices λK et δ sont définis comme plus haut.

Enfin, ici encore, le même résultat vaut identiquement lorsque le corps des constantes k n’est
plus un corps algébriquement clos mais la Z`-extension d’un corps fini Fq.

Nous nous proposons d’expliquer ici pourquoi ces diverses formulations, les unes en termes
de codimension, les autres en termes de caractères, se déduisent les unes des autres de façon
élémentaire en dépit de leur apparente hiérarchie, et d’en donner une démonstration algébrique
succincte qui vaille dans chacun des cas considérés et indépendamment de la parité de `.

2. Contrairement à Dp, le caractère IndG
Dp

(AugDp
) est indépendant de la place au-dessus de p.
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1 Un peu d’histoire

La situation originelle est évidemment celle des corps de fonctions ou, pour parler le langage
de la géométrie, celle des surfaces de Riemann complexes : sous sa forme primitive, le théorème
de Riemann-Hurwitz (cf. [Hur]) affirme, en effet, que si X est un revêtement à ` feuillets d’une
surface de Riemann compacte connexe Y , ramifié en d points P1, . . . , Pd, d’indices de ramification
respectifs eP1

, . . . , ePd
, le genre gX de X est donné en fonction de celui gY de Y par la formule :

2gX − 2 = `(2gY − 2) +
∑
Pi

(ePi − 1).

Plus généralement maintenant, si N/K est une extension séparable de degré fini ` de corps de
fonctions d’une variable sur un corps algébriquement clos k, la formule précédente pour les courbes
algébriques complètes non singulières, disons X et Y , respectivement associées à N et à K, s’écrit
encore :

2gX − 2 = `(2gY − 2) + degRX/Y .

oé RX/Y :=
∑
P∈X long(ΩX/Y )PP est le diviseur construit sur le faisceau des différentielles rela-

tives ΩX/Y ; et la quantité long(ΩX/Y )P est égale à eP − 1 en tout point où la ramification est
modérée, mais strictement plus grande sinon.

Lorsque maintenant ` est un nombre premier différent de la caractéristique p, le double du
genre 2g n’est autre que la codimension sur Z`, disons λ, du `-groupe C` 0 des classes de diviseurs
de degré nul du corps considéré ; et, la ramification étant alors automatiquement modérée, la
formule de Riemann-Hurwitz prend bien la forme (2) de l’introduction. Pour ` = p, en revanche,
la situation se complique du fait des possibilités de ramification sauvage d’abord, et parce que la
codimension λ du `-groupe C` 0 n’est plus le double du genre mais l’invariant de Hasse-Witt de la
courbe associée. Dans ce cas, la formule (2) a été établie d’abord par Deuring en 1936 (cf. [Deu])
sans condition sur `, mais dans le cas particulier où l’extension N/K est (totalement) ramifiée,
puis par Šafarevič en 1952 pour ` = p dans le cas non ramifié. Quelque vingt ans après, Subrao
(cf. [Su]) a produit une preuve valable pour ` = p indépendamment de la ramification et, deux ans
plus tard, Madan (cf. [Ma]), reprenant les idées de Deuring, a montré que les erreurs manifestes
contenues dans son article pouvaient étre aisément corrigées pour aboutir à une démonstration
unifiée des différents cas.

D’un autre côté, l’étude des Z`-extensions de corps de nombres a été inaugurée par Iwasawa
dans une longue série de travaux publiés entre 1958 et 1973, dont l’article [Iw1] constitue une
première synthèse. Le point essentiel qui nous intéresse ici est que sous la conjecture d’Iwasawa
(qui postule que les `-rangs des groupes de classes attachés aux étages finis d’une Z`-extension
restent bornés lorsqu’on monte la tour), le `-groupe des classes d’idéaux (au sens ordinaire) d’une
telle Z`-extension est un Z`-module divisible de codimension finie dont l’arithmétique présente des
analogies troublante avec celle des `-groupes de classes des corps de fonctions. Malheureusement,
la conjecture d’Iwasawa n’est établie à ce jour que pour les Z`-extensions cyclotomiques des corps
abéliens (c’est-é-dire, en fait, pour les Z`-corps absolument abéliens ; c’est le théorème de Ferrero
et Washington) et l’on sait qu’elle peut être en défaut lorsqu’on considère des Z`-extensions non
cyclotomiques ; ce qui justifie amplement que l’on se restreigne ici au cas des corps surcirculaires
(i.e. des Z`-extensions des corps de nombres).

C’est dans ce contexte que Kida, en 1981, publia une formule reliant les invariants λ des `-
groupes de classes imaginaires (et cette restriction est essentielle, comme nous le verrons plus
loin) dans une `-extension (galoisienne) de corps surcirculaires à conjugaison complexe, identique
à celle (1) donnée plus haut, si ce n’est qu’elle ne fait pas intervenir les places au-dessus de `
(cf. [Ki1, Ki2]). Deux ans auparavant cependant, mais dans un article passé inaperçu (cf. [Ku]),
Kuz’min avait produit une formule analogue pour les `-groupes de `-classes (i.e. pour les quotients
de `-groupes de classes au sens ordinaire par leurs sous-groupes respectifs construits sur les places
au-dessus de `). Ultérieurement, Wingberg (cf. [W2]) montra qu’un résultat semblable valait encore
pour les `-groupes de classes infinitésimales (au sens de [Ja4]) des corps surcirculaires totalement
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réels. De fait, comme expliqué dans [Ja6], les résultats de Jaulent (cf. [Ja5]) montrent que les
paramètres d’Iwasawa attachés à ces différents groupe se déduisent aisément les uns des autres
par des formules standard ne faisant intervenir que des invariants galoisiens simples des corps
considérés. Nous avons choisi ici la formule donnée par Kuz’min, d’une part parce que c’est celle
qui préserve le mieux le parallèle avec les corps de fonctions, d’autre part parce que d’autres
considérations (notamment l’existence discutée dans [Ja7] d’un accouplement de Weil) suggèrent
que ce sont bien les `-groupes de `-classes des corps surcirculaires qui correspondent le mieux aux
`-groupes de classes de diviseurs de degré nul des corps de fonctions.

Bien antérieurement à ces travaux sur les corps surcirculaires, la formule de Deuring et Šafarevič
avait été réinterprétée en termes galoisiens : dés 1934, en effet, Chevalley et Weil avaient déterminé
le caractère de l’action du groupe de Galois d’un revêtement sur l’espace des différentielles de
première espèce et généralisé par lé-même la formule de Riemann-Hurwitz en un théorème de
représentation (cf. [CW]). Peu après le résultat de Kida, Iwasawa montra donc dans le même esprit
que la formule obtenue par celui-ci pouvait également s’écrire en termes de caractères, ce qui en
constituait d’ailleurs une nouvelle démonstration (cf. [Iw2]). Transposée dans le cadre légèrement
différent des groupes de `-classes, c’est la formule (1bis) telle qu’énoncée par Jaulent 3 en 1986 (cf.
[Ja6]). La même année, Gold et Madan montraient qu’il en allait de même dans le cas des corps
de fonctions et généralisaient le théorème de Deuring et Šafarevič en déterminant explicitement le
caractère de la représentation modulaire donnée par le `-groupe des classes de diviseurs de degré
0, ce qui, traduit en termes de représentations `-adiques, conduit à la formule (2bis) (cf. [GM3]).
Simultanément, ils produisaient une preuve unifiée de l’ensemble de ces formules (cf. [GM2]), trés
voisine de l’une des démonstrations données indépendamment dans [Ja6]. Enfin, tout récemment
Wingberg (cf. [W2]) a prouvé qu’une identité de représentations analogue s’applique également
aux groupes de Selmer de certaines courbes elliptiques à multiplication complexe.

Pour compléter ce tour d’horizon, sans doute faut-il dire un mot des méthodes analytiques dont
nous avons peu parlé jusqu’ici. Les preuves analytiques de la formule de Kuz’min-Kida reposent
évidemment sur la correspondance établie par Iwasawa entre fonctions L et invariants λ. La plus
ancienne est celle obtenue par Gras (cf. [Gr2]) pour les corps absolument abéliens, qui utilise les
fonctions L `-adiques de Kubota-Leopoldt. L’étude du cas général est l’œuvre de Sinnot (cf. [Sin])
et repose sur la notion de pseudo-mesure `-adique introduite par Serre. Tout récemment, Gold et
Madan (cf. [GM4]) ont appliqué les méthodes de Sinnot dans un cadre non abélien pour généraliser
les résultats de Rück (cf. [Rü]) sur les corps de fonctions ; nous y reviendrons en appendice.

2 Réduction algébrique au cas cyclique élémentaire

Dans chacun des deux cas fondamentaux considérés, des considérations arithmétiques per-
mettent d’associer à un corps K un Z`-module divisible de codimension finie, que nous noterons
C` 0K ou C`−K suivant le contexte, à savoir :

— le `-groupe des classes de diviseurs de degré nul C` 0K , si K est un corps de fonctions d’une
variable sur un corps algébriquement clos ou sur la Z`-extension d’un corps fini ;

— le `-groupe des classes de `-diviseurs, i.e. le le quotient du `-groupe des classes de diviseurs
au sens ordinaire par le sous-groupe construit sur les places au-dessus de `, si K est un
corps surcirculaire (i.e. la Z`-extension cyclotomique d’un corps de nombres).

En fait, dans ce dernier cas, on est amené à se restreindre à la composante imaginaire du
`-groupe des `-classes et cela pour deux excellentes raisons : d’abord, parce que la composante
réelle étant conjecturalement nulle, l’intérêt d’une formule de translation pour les classes réelles
n’est pas évident ; ensuite et plus concrètement, parce qu’on est de fait dans l’incapacité d’établir
une telle formule, faute de maîtriser convenablement la cohomologie des unités.

Le cas ` = 2 étant particulier, disons un mot rapide sur la définition des groupes C`−K : lorsque
le corps considéré admet une conjugaison complexe τ (i.e. lorsque K est une extension quadratique

3. Page 146, après correction de l’erreur de signe manifeste contenue dans l’énoncé de [Ja6].
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totalement imaginaire d’un corps surcirculaire totalement réel K+), celle-ci permet de définir deux
idempotents orthogonaux

e+ := 1
2 (1 + τ) et e− := 1

2 (1− τ)

de l’algèbre Z`[Gal(K/K+)]. Si ` est impair, ceux-ci ont leurs coefficients dans l’anneau Z` et tout
Z`-module galoisien M s’écrit canoniquement comme somme directe

M = M+ ⊕M−

de ses composantes réelle M+ := Me+ et imaginaire M− := Me− ' M/M+. Si ` vaut 2, on
pose simplement M− := M/M+, ce qui, appliqué avec M = C`K , définit dans tous les cas un
Z`-module divisible de codimension finie.

Cela fait, à chacun des modules C` 0K (resp. C`−K ) on sait associer canoniquement un Q`-espace
vectoriel V 0

K (resp. V −K ) de dimension finie λ 0
K (resp. λ−K ) et un Z`-réseau X 0

K (resp. X −K ) de V 0
K

(resp. de V −K ) tels qu’on ait :

C` 0K ' V 0
K/X

0
K resp. C`−K ' V −K /X −K .

Il suffit, en effet, de prendre pour X 0
K le module des formes linéaires entières HomZ`

(C` 0K∗,Z`)
sur le dual de Pontrjagin C` 0K∗ := HomZ`

(C` 0K ,Q`/Z`) de C` 0K et pour V 0
K le Q`-espace vectoriel

Q` ⊗Z`
X 0
K construit sur X 0

K ; auquel cas les isomorphismes de dualité donnent, comme attendu :

V 0
K/X

0
K ' Q`/Z` ⊗Z`

HomZ`
(C` 0K∗,Z`) ' HomZ`

(C` 0K∗,Q`/Z`) ' C` 0K .

Si maintenant N/K est une `-extension (galoisienne) de groupe G, le module divisible C`N (et
donc l’espace associé VN ) est canoniquement un module galoisien. Plus précisément dans ce cas,
l’extension des diviseurs de K à N induit par passage au quotient un morphisme naturel à noyau
et conoyau finis du `-groupe des classes C`K dans le sous-groupe des points fixes C`GN de C`N ; puis,
par la construction précédente, un isomorphisme canonique du Q`-espace VK sur le sous-espace
fixe V GN de VN , ce qui permet d’identifier VNG = VK à V GN . Autrement dit, les espaces V satisfont
la théorie de Galois.

Ce point acquis, il est facile de voir que, pour calculer le caractère de G associé à VN , il suffit de
déterminer les dimensions respectives des sous-groupes des points fixes V HN = VNH pour tous les
sous-groupes H de G, c’est-é-dire finalement les codimensions respectives des Z`-modules divisibles
C`L pour chaque sous-extension L/K de N/K : en effet, l’égalité de deux caractères se lisant sur
les éléments du groupe G, et la valeur d’un caractère en un élément donné de G se calculant dans le
sous-groupe cyclique engendré par cet élément, ce n’est pas restreindre la généralité que raisonner
dans le cas trés particulier où G est cyclique, disons d’ordre `m. Or, dans ce cas, la décomposition

Q`[G] ' Q`[X]/(X`m − 1) '
m⊕
i=0

Q`[X]/(φ`i(X)) '
m⊕
i=0

Q`[ζ`i ]

de l’algèbre Q`[G] comme produit de corps cyclotomiques montre que le caractère régulier

RégG =
∑m
i=0 χi

est la somme dem+1 caractères irréductibles de degrés respectifs degχi = ϕ(`i) pour i = 0, . . . ,m.
Par suite, si M = Mm est un Q`[G]-module de caractère

χM =
∑m
i=0 niχi,

et Gk l’unique sous-groupe d’indice `k de G (pour k = 0, . . . ,m), la décomposition

χMk
=
∑k
i=0 niχi,

du caractère du sous-module Mk := MGk des points de M fixes par Gk, les équations aux dimen-
sions qui en résultent

degχMk
=
∑k
i=0 ni ϕ(`i),
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montrent que les m+ 1 entiers ni (pour k = 0, . . . ,m) sont entièrement déterminés par les dimen-
sions respectives dimQ`

Mk = degχMk
des m+ 1 sous-espaces Mk.

Appliqué au problème qui nous intéresse, ce résultat nous dit alors que la validité des formules
(1bis) et (2bis) se vérifie en constatant qu’elles conduisent aux bons degrés pour toutes les sous-
extensions L/K de N/K, ce qui résulte clairement des formules (1) et (2) par empilement de
`-extensions cycliques élémentaires.

Reste donc à établir les formules (1) et (2) dans le cas cyclique élémentaire.
Or, si G est un groupe d’ordre `, on sait par un résultat de Rosen (cf. [Ro, Ja2, Ja3]) que tout

Z[G]-module noethérien Z`-projectif s’écrit de façon essentiellement unique comme somme directe
de Z[G]-modules indécomposables sous la forme :

M∗ ' Z`α ⊕ Z`[ζ]β ⊕ Zl[G]γ .

Une autre manière d’énoncer ce résultat consiste à dire par dualité que tout Z[G]-module de
cotype fini Z`-divisible s’écrit de façon essentiellement unique comme somme directe de Z[G]-
modules indécomposables sous la forme :

M ' (Q`/Z`)α ⊕ (Q`[ζ]/Z`[ζ])β ⊕ (Q`/Z`)⊗Z`
Z`[G]γ .

Un calcul immédiat montre alors que l’on a :

MG ' (Q`/Z`)α+γ ; H1(G,M) ' F`α ; H2(G,M) ' F`β .

En particulier :
(i) α+ γ = codimZ`

MG est la codimension du module des points fixes MG et
(ii) β−α = dimF`

H1(G,M)−dimF`
H2(G,M) = q(G,M) est le quotient de Herbrand dimen-

sionnel du module M .

Maintenant, le caractère du Q`[G]-module V associé à M est donné par l’identité :

χM = α 1G + β AugG + γ RégG = (α+ γ) RégG + (β − α) AugG ;

c’est-à-dire finalement :
χM = codimZ`

MG RégG + q(G,M) AugG ;

d’où, en termes de degrés :

codimZ`
M = ` codimZ`

MG + (`− 1) q(G,M).

Revenant alors aux formules de Deuring-Šafarevič et de Kuz’min-Kida citées dans l’introduc-
tion et prenant pour M le groupe C` 0N (respectivement le groupe C`−N ), nous voyons que tout
le problème consiste en fin de compte à évaluer le quotient de Herbrand dimensionnel corres-
pondant q(G, C` 0N ) (resp. q(G, C`−N )) dans une `-extension cyclique élémentaire, ce qui relève de
l’arithmétique des corps de fonctions (resp. des corps surcirculaires).

3 Étude arithmétique du cas cyclique élémentaire

De façon générale, le calcul du quotient de Herbrand d’un Z`[G]-module repose sur deux lemmes
de Herbrand (cf. [Her]) que l’on peut énoncer dimensionnellement comme suit :

Lemme de Herbrand. Soit G un `-groupe cyclique élémentaire. Alors :
(i) Pour toute suite exacte courte 1 → D → N → Q → 1 de Z`[G]-modules, les quotients de

Herbrand des trois termes sont définis dés que deux d’entre eux le sont, auquel cas on a
l’identité :

q(G,D)− q(G,N) + q(G,Q) = 0.

(ii) le quotient de Herbrand dimensionnel d’un Z`[G]-module fini est nul.
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Du point de vue théorique, ces deux résultats montrent clairement que le quotient de Herbrand
d’un Z`[G]-module M ne dépend que de la classe de ce module dans un groupe de Grothendieck
convenable, que l’on laisse le soin au lecteur de préciser. Du point de vue pratique, l’assertion (i)
interprète le quotient de Herbrand d’un quotient Q = N/D comme différence des quotients de
Herbrand respectifs de son numérateur N et de son dénominateur D ; et l’assertion (ii) permet
de remplacer, chaque fois qu’on le souhaite, un module donné par un autre qui lui est pseudo-
isomorphe (ce qui réduit à néant les difficultés particulières survenant pour ` = 2 dans le cas
surcirculaire).

Or, dans chacun des deux cas fondamentaux qui nous intéressent , le `-groupe des classes étudié
se présente de façon naturelle comme un quotient :

(i) Si N est un corps de fonctions d’une variable sur un corps des constantes k qui est algébri-
quement clos ou Z`-extension d’un corps fini), le `-groupe C` 0N est, par définition, le quotient
du tensorisé D` 0N := Z` ⊗Z D

0
N du groupe des diviseurs de degré nul par son sous-groupe

principal P` 0N := Z` ⊗Z P
0
N .

(ii) SiN est un corps surcirculaire à conjugaison complexe τ (extension quadratique totalement
imaginaire d’un sous-corps surcirculaire totalement réel N+), le `-groupe des `-classes de
diviseurs C`N est le quotient du tensorisé D`N := Z` ⊗Z DlN du groupe des `-diviseurs 4

de N par son sous-groupe principal P`N := Z` ⊗Z PlN ; et le le `-groupe des `-classes
imaginaires est, par définition, le quotient C`−N := C`N/C`1+τN ' D`N/D`1+τN P`N .
— si ` est impair, 2 est inversible dans Z` et, comme τ est l’identité sur D`N+

, l’opérateur
norme NN/N+

= 1 + τ envoie surjectivement D`N sur D`N+
;

— si ` vaut 2, la montée dans la Z2-extension cyclotomique ayant épuisé toute possibilité
d’inertie aux places étrangères à 2, la norme est encore surjective de D`N dans D`N+ ;

En fin de compte, dans les deux cas, il vient :

C`−N ' D`N/D`N+P`N ' (D`N/D`N+)/(P`N/(P`N ∩ D`N+)).

Or, le groupe P`N/(P`N∩D`N+
), qui mesure la capitulation dans l’extension N/N+, est fini

sous la conjecture d’Iwasawa : en effet, son exposant est borné par le degré 2 de l’extension
et son rang par la codimension de C`N+ (bien entendu, il est nul pour ` impair). Raisonnant
à pseudo-isomorphisme prés, nous écrirons donc, sans plus de précaution :

C`−N ∼ (D`N/D`N+
)/(P`N/(P`N+

).

Ce point acquis, examinons successivement numérateurs et dénominateurs :

1er point : cohomologie des diviseurs

Le calcul du quotient de Herbrand des numérateurs repose tout entier sur le lemme :

Lemme 1. Dans une `-extension cyclique élémentaire L/H de corps surcirculaires ou de fonctions
la cohomologie des `-groupes de diviseurs relativement au groupe G = Gal(L/H) est donnée par
les formules :

(i) H1(G,D`L) = 1, dans chacun des deux cas fondamentaux.
(ii) H2(G,D`L) = F`t, où t est soit le nombre de diviseurs premiers ramifiés (dans le cas des

corps de fonctions), soit le nombre de premiers ramifiés mais étrangers à ` (dans le cas
surcirculaire).

Preuve. L’assertion (i) est exactement le théorème 90 de Hilbert ; l’assertion (ii) résulte de l’isomor-
phisme H2(G,D`L) ' D`GL/NL/H(D`L), puisque les hypothèses faites, qui excluent toute inertie
(en dehors de `), assurent la surjectivité de la norme : NL/H(D`L) = D`H .

Corollaire. Dans les deux cas fondamentaux étudiés, il vient ainsi :
(a) q(G,D` 0N ) = tN/K − 1, où tN/K est le nombre de ramifiés dans N/K.

(b) q(G,D`−N ) = t−N/K , où t
−
N/K est le nombre de diviseurs premiers de K+ qui sont étrangers

à `, ramifiés dans N/K et décomposés dans K/K+.

4. Un `-diviseur est ici un idéal de l’anneau des `-entiers de N .
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Preuve. Dans le cas des corps de fonctions, le `-groupe D` 0N des diviseurs de degré nul est le noyau
du morphisme degré deg : D`N → Z`. L’application directe du lemme à l’extension N/K donne
alors le résultat annoncé :

q(G,D` 0N ) = q(G,D`N )− q(G,Z`) = tN/K − 1

Enfin, dans le cas surcirculaire, l’application du lemme successivement aux extensions N/K et
N+/K+ donne bien :

q(G,D`N/D`+N ) = q(G,D`N/D`N )− q(G,D`+N ) = tN/K − tN+/K+
= t−N/K .

2e point : cohomologie des diviseurs principaux

Le point principal est ici que la cohomologie des diviseurs principaux est duale de celle des
"unités" :

Lemme 2. Dans une `-extension cyclique élémentaire L/H de corps surcirculaires ou de fonctions,
le groupe multiplicatif L× est cohomologiquement trivial. Le groupe des "unités" UL et le groupe
des diviseurs principaux PL ' L×/UL sont donc en dualité cohomologique.

Preuve. Ici encore, l’identité H1(G,L×) = 1 n’est autre que le théorème 90 de Hilbert. Quant à
l’identité, H2(G,L×) = 1, elle affirme simplement la surjectivité de la norme : H× = NL/H(L×).

Dans le cas des corps de fonctions sur un corps algébriquement clos, cette surjectivité résulte
du théorème de Tsen (cf. [La, Tse]) : un tel corps est, en effet, C1, ce qui implique que son groupe
de Brauer est nul (cf. [Ser], §7, Prop. 10).

Dans les autres cas (celui des corps de fonctions dont le corps des constantes est la Z`-extension
d’un corps fini, comme celui des corps surcirculaires), la surjectivité de la norme se vérifie locale-
ment par une manipulation élémentaire sur les symboles de Hasse (cf. [DM], Lem. 2 & [Ja6], Lem.
4).

Cela étant, la suite exacte courte 1 → UL → L× → PL → 1, qui définit UL, montre que la
cohomologie des groupes PL (qui est aussi celle de leurs tensorisés P`L) est bien duale de celle des
groupes UL.

Reste maintenant à préciser la nature des groupes UL.
(i) Dans le cas des corps de fonctions, les unités sont tout simplement les constantes non nulles.

Il vient ainsi :
H1(G,UL) = H1(G, k×) = `k

× ' F`δ−1

où δ = 2 ou 1, suivant que k contient ou non les racines `-ièmes de l’unité (i.e. suivant que l’on a
p 6= ` ou non), d’une part ;

H2(G,UL) = H2(G, k×) = `k× = k×/k× ` = 1

d’autre part, et tout est dit.
(ii) dans le cas surcirculaire, les choses sont plus complexes : les "unités" sont les unités de

l’anneau des `-entiers de L, c’est-é-dire ce qu’il est convenu d’appeler les `-unités. Et le lemme 2,
appliqué successivement avec L = N et L = N+, affirme que le quotient N×/N×+ est cohomologi-
quement trivial et que, par suite, la cohomologie de P`N/P`N+

est duale de celle de UN/UN+
.

Posons alors δ = 1 ou 0, suivant que N contient ou non les racines 2`-ièmes de l’unité (et donc le
groupe µ`∞ des racines de l’unité d’ordre `-primaire). Le lemme de Herbrand nous permet d’étudier
séparément le quotient UN/UN+

µδ`∞ d’une part, le sous-groupe µδ`∞/(µ
δ
`∞ ∩ UN+

) = µδ`∞/2
µδ`∞

d’autre part.
— Pour le second, un calcul direct donne :

q(G,µδ`∞/2
µδ`∞) = q(G,µδ`∞) = δ
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— Quant au premier, un argument de théorie de Kummer, joint au fait que les places au-dessus
de ` sont finiment décomposées dans une Z`-extension cyclotomique, montre que l’on a :

UN/UN+
µδ`∞ ' UÑ/UÑ+

µδ`∞

pour tout corps de nombres Ñ (de degré fini sur Q) assez gros contenu dans N (cf. [Ja6],
Prop. 7 pour ` impair, le cas ` = 2, étant sans malice). Associant alors à chaque unité x de
UÑ l’idéal principal (x) de IdÑ , nous obtenons un morphisme à noyau et conoyau fini du
quotient UÑ/UÑ+

µδ`∞ dans le sou-groupe du quotient IdÑ/IdwiN+ construit sur les idéaux
au-dessus de `. Du pseudo-isomorphisme obtenu

UÑ/UÑ+
µδ`∞ ∼

(
⊕l−d

Z[G]
)
⊕
(
⊕l−nd

Z
)
,

où la première somme porte sur les places de K+ au-dessus de `, décomposées dans K/K+,
qui le sont aussi dans N/K, et la seconde sur celles qui ne le sont pas, nous concluons :

q(G,UÑ/UÑ+
µδ`∞) = Σl−nd

q(G,Z) = −l−N/K ,

où l−N/K compte les places au-dessus de ` dans K+ qui sont décomposées dans K/K+ mais
non dans N/K.

Résumant l’ensemble de cette discussion, nous pouvons ainsi énoncer le résultat attendu :

Théorème 1. Dans chacun des deux cas fondamentaux, les quotient de Herbrand dimensionnels
respectifs du `-groupe des classes de diviseurs de degré nul et du `-groupe des `-classes imaginaires
sont donnés par :

(i) q(G, C` 0N ) = (tN/K − 1)− (δ− 1) = tN/K − δ, où tN/K est le nombre de places ramifiées et
δ vaut 2 ou 1 suivant que N contient ou non les racines `∞-ièmes de l’unité, lorsque N/K
est une `-extension cyclique élémentaire de corps de fonctions d’une variable sur un corps
algébriquement clos ou Z`-extension d’un corps fini.

(ii) q(G, C`−N ) = t−N/K − (δ− l−N/K) = (t−N/K + l−N/K)− δ, où t−N/K + l−N/K compte le nombre de
places de K+ décomposées dans K/K+ et ramifiées dans N/K, et δ vaut 1 ou 0 suivant que
N contient ou non les racines `∞-ièmes de l’unité, lorsque N/K est une `-extension cy-
clique élémentaire de corps surcirculaires à conjugaison complexe qui satisfont la conjecture
d’Iwasawa, de sous-extension réelle associée N+/K+.

4 Appendice : le cas non galoisien

Nous nous plaçons ici dans le cas où l’extension L/H considérée, supposée encore séparable de
degré `, n’est plus, en revanche, normale mais admet cependant une clôture galoisienne N/H à
groupe métacyclique d’ordre n` (avec n | (`− 1)). 5

Lorsque cette hypothèse est satisfaite, le groupe de Galois G = Gal(N/H) s’écrit comme
produit semi-direct de son `-sous-groupe de Sylow S, d’ordre `, par le sous-groupe cyclique T =
Gal(N/L), d’ordre n, qui fixe L ; et l’homomorphisme de T dans Aut(S) qui détermine la loi sur G
se factorise via un caractère `-adique χ du groupe T (à valeurs dans µ`−1 ⊂ Z`×) conformément
à l’identité :

τστ−1 = σχ(τ),

pour τ ∈ T et σ générateur arbitraire de S.

Dans ce contexte, Gold et Madan (cf. [GM4]) ont proposé une généralisation de la formule de
Kida que l’on peut aisément transcrire, à l’aide des correspondances entre invariants d’Iwasawa
données dans [Ja5], sous la forme suivante :

5. Cette condition, automatiquement remplie pour ` = 3, est évidemment restrictive pour ` ≥ 5.
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(i) λ 0
N = λ 0

L + `−1
n (λ 0

K + tN/K − δ), dans le cas des corps de fonctions,

(ii) λ−N = λ−L + `−1
n (λ−K + t−N/K + l−N/K − δ), dans le cas surcirculaire,

les notations étant celles du Théorème 1 et K = NS étant ce qu’il est convenu d’appeler l’arête
cyclique de l’extension étudiée.

Sous la forme (i), ce résultat a été établi par voie analytique par Rück (cf. [Rü]). Sous la forme
(ii), il peut également s’établir par passage à la limite à partir de la formule des classes pour les
extensions métabéliennes de corps de nombres établie dans (cf. [Ja1]) . Gold et Madan (op. cit.)
en donnent deux preuves indépendantes, l’une arithmético-algébrique, l’autre analytique.

Nous proposons de montrer ici que ce résultat, apparemment plus général, résulte encore du
théorème 1, pour des raisons purement algébriques où l’arithmétique n’a point part.

Tout comme dans la section 3, notre point de départ sera un théorème de structure pour les
Z`[G]-modules Z`-divisibles et de cotype fini : les résultats de Jaulent (cf. [Ja2, Ja3]) montrent que
tout Z`[G]-module noethérien Z`-projectif s’écrit de façon essentiellement unique comme somme
d’exemplaires des 3n modules indécomposables suivants :

(i) Les n modules Z`[S]eϕ, attachés aux idempotents primitifs

eϕ =
1

n

∑
τ∈T

ϕ(τ−1)τ

de l’algèbre semi-locale Z`[T ] ; lesquels sont Z`[G]-projectifs ;

(ii) Les n modules Z`eϕ ' Z`[S]νeϕ, images des précédents par l’opérateur norme ν := 1 +
σ + · · ·+ σ`−1 ; sur lesquels S agit trivialement ;

(iii) Les n modules Z`[ζ]eϕ ' Z`[S]eϕ/Z`[S]νeϕ, quotients des deux précédents.

Par dualité, nous voyons ici que tout Z`[G]-module qui est de cotype fini et Z`-divisible s’écrit
donc de façon essentiellement unique :

M =
∑
ϕMϕ

avec
Mϕ ' [(Q`/Z`)eϕ]αϕ ⊕ [(Q`/Z`)⊗Z`

Z`[ζ]eϕ]βϕ ⊕ [(Q`/Z`)⊗Z`
Z`[S]eϕ]γϕ

les entiers αϕ, βϕ, γϕ étant, comme plus haut, caractérisés par les identités :

αϕ + γϕ = codimZ`
MS
ϕ ; αϕ = dimF`

H1(S,Mϕ) ; βϕ = dimF`
H2(S,Mϕ) ;

qui donnent en particulier : βϕ − αϕ = q(S,Mϕ).

On prendra garde ici au fait que les composantes canoniques Mϕ ne sont nullement les ϕ-
composantes de M au sens usuel, c’est-à-dire les projections eϕM obtenues par multiplication à
gauche par les idempotents eϕ : en effet, le groupe G n’étant pas abélien, les eϕ ne commutent pas
à l’action de S. Plus précisément, si l’on désigne par

ϑ =
1

n

∑
τ∈T

ϕ(τ−1)σχ(τ) ∈ Z`[S]

la résolvante construite sur le générateur σ du groupe cyclique S (respectivement par θ la classe
de ϑ dans Z`[ζ] = Z`[S]/νZ`), un calcul facile montre que l’on a la décomposition directe :

Z`[S] =

`−1⊕
i=0

Z`ϑi
(
resp. Z`[ζ] =

`−2⊕
i=0

Z`θi
)
,

ainsi que les identités de commutation (pour tout caractère ϕ du groupe T ) :

eϕχϑ = ϑeϕ
(
resp. eϕχθ = θeϕ

)
.

Les relations d’orthogonalité entre idempotents conduisent alors, pour chaque couple (ψ,ϕ) de
caractères primitifs du groupe T , aux décompositions :
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(i) eψZ`[S]eϕ =
⊕`−1

i=0 Z` eψϑeϕ =
⊕`−1

i=0 < ψ,ϕχi > Z` ϑieϕi ;

(ii) eψZ`[ζ]eϕ =
⊕`−2

i=0 Z` eψθeϕ =
⊕`−2

i=0 < ψ,ϕχi > Z` θieϕi ;

(iii) eψ Z` eϕ = < ψ,ϕ > Z` eϕ.

Appliquant ainsi ce résultat aux modules Mϕ définis plus haut, nous obtenons :

codimZ`
(eψMϕ) =< ψ,ϕ > αϕ + `−1

n βϕ +
(
< ψ,ϕ > + `−1

n

)
γϕ

donc
codimZ`

(eψMϕ) =
(
< ψ,ϕ > + `−1

n

)
(αϕ + γϕ) + `−1

n (βϕ − αϕ) ;
c’est-à-dire :

codimZ`
(eψMϕ) =

(
< ψ,ϕ > + `−1

n

)
codimZ`

(MS
ϕ ) + `−1

n q(S,Mϕ) ;
puis, en sommant sur tous les ϕ :

codimZ`
(eψM) = codimZ`

MS
ψ + `−1

n

(
codimZ`

MS + q(S,M)
)
.

Appliquant enfin ce résultat en prenant pour M le `-groupe des classes C` 0N (resp. C`−N ), nous
déduisons du théorème 1 la formule suivante :

Théorème 2. Soit N/K une `-extension cyclique élémentaire de groupe de Galois S, métacyclique
de degré `n (avec n | (`− 1)) sur un sous-corps H, qui provient par passage à la clôture normale
d’une extension séparable L/H de degré `.

Alors, avec les conventions et notations du théorème 1, les codimensions respectives des ϕ-
composantes (C` 0)eϕ (resp. (C`−)eϕ) des `-groupes de classes sont données, pour chaque caractère
`-adique irréductible ϕ du groupe T = Gal(N/L) ' Gal(K/H) par la formule :

(i) λ 0
N,ϕ = λ 0

K,ϕ + `−1
n

(
λ 0
K + tN/K − δK

)
, dans le cas des corps de fonctions ;

(ii) λ−N,ϕ = λ−K,ϕ + `−1
n

(
λ−K + t−N/K + l−N/K − δK

)
, dans le cas surcirculaire.

Bien entendu, ce dernier résultat contient aussi bien les formules non galoisiennes de Gold
et Madan (que l’on obtient en spécialisant en ϕ = 1), que celles citées dans l’introduction (qui
correspondent, elles, au cas n = 1). Enfin, par empilement d’extensions élémentaires, il se généralise
sans peine aux `-extensions N/K de degré arbitraire. Plus précisément :

Corollaire. Soit N/K une `-extension (galoisienne) de groupe S et de degré `s, provenant par
passage à la clôture normale d’une extension séparable L/H de même degré `s, avec K/H cyclique,
telle que le groupe de Galois G = Gal(N/H) s’écrive comme produit semi-direct de son `-sous-
groupe de Sylow S = Gal(N/K) par le sous-groupe T = Gal(K/H), avec action fidèle de T sur
les quotients de Jordan-Hölder d’une suite sous-normale de S. Alors les codimensions respectives
des ϕ-composantes des `-groupes de classes sont données, dans les deux cas fondamentaux étudiés,
par les formules suivantes :

(i) λ 0
N,ϕ = λ 0

K,ϕ + `s−1
[N :L] (λK − δ) +

∑
p
dp−1
[N :L] ;

(ii) λ−N,ϕ = λ−K,ϕ + `s−1
[N :L] (λK − δ) +

∑
p−

dp−1
[N :L] ;

oé δ a la même signification que plus haut ; la sommation porte sur toutes les places p de K dans
le cas des corps de fonctions, sur celles du sous-corps réel K+ décomposées par la conjugaison
complexe dans le cas surcirculaire ; et l’indice dp étant dans l’un et l’autre cas le degré local en p
de l’extension N/K.
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