Classes logarithmiques des corps de nombres*

Jean-Francois JAULENT

Résumé. Nous définissons le £-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres par analogie avec
les classes d’idéaux et nous établissons les résultats de base de I'arithmétique des classes logarithmiques.

Abstract. We introduce the logarithmic /-class group of a number field as a cyclotomic analogue of the
ordinary ideal class group and we establish the fundamental results of the arithmetic of logaritmic classes.
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Introduction

Le but de cet article est de poser les définitions de base et d’établir quelques propriétés fonda-
mentales de 'arithmétique des classes logarithmiques dans les corps de nombres.

La motivation principale de l'introduction des valuations logarithmiques v, provient de la
théorie des symboles et, plus précisément, du désir de relier concrétement le noyau dans Ky (K)
des symboles de Hilbert attachés aux places non complexes d’un corps global K & un groupe de
classes effectif (i.e. algorithmiquement accessible aux méthodes numeériques). La formule explicite
obtenue ailleurs (cf. [4]) pour les ¢-symboles de Hilbert construits sur les racines £"-iémes de

l'unité contenues dans K (pour un premier ¢ donné), de la forme (%) = (") conduit, en effet,

a remplacer la valuation ordinaire v, & valeurs dans Z par une application U, & valeurs dans Z;,
dont la définition fait intervenir le logarithme /-adique de la valeur absolue de 1’élément x. La
notion de diviseur correspondante, que nous proposons d’appeler logarithmique, donne lieu & une
arithmétique voisine de celle idéaux mais plus proche par certains aspects de celles des diviseurs
des corps de fonctions, puisque 'invariant-clef de la théorie est finalement le /-groupe des classes
de diviseurs (logarithmiques) de degré nul, qui est fini sous les conjectures ¢-adiques standard.
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Index des principales notations

Notations attachées & un corps local K,

Rk, =lim Ky /prz” : le £-complété profini de K.
iy = Ry

vp : la valuation (au sens ordinaire) sur Rp, a valeurs dans Z.
Uk, = Ker v, le sous-groupe unité de R, .

Up : la valuation logarithmique sur Rp, a valeurs dans Zj.

Zlep = Ker vy : le sous-groupe des normes cyclotomiques dans R, .

: le /-groupe des racines de 'unité dans K.

Notations attachées a un corps de nombres K

Pl = P19 U Pi3 lensemble des places (finies ou infinies)

Tk = ;es R, : le f-groupes des idéles de K.

Ri = Ze @z K* : le sous-groupe des idéles principaux.

Uk = Hp Z/le : le groupe des idéles unités dans Jk.

Ex = Rk NUK : le f-groupe des unités globales.

Uy = Hp Zle‘u : le groupe des normes logarithmiques dans Jx.

Ex =Ry NUk : le groupe des unités logarithmiques.

Dl ~ Jx Uk : le f-groupe des diviseurs logarithmiques.

T % = le noyau dans Ji de la formule du produit.

Dl ~ T /17K : le £-groupe des diviseurs logarithmiques de degré nul.
Pl ~ Rk / Ex i le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux.
Clx = DUk /PL - le l-groupe des classes logarithmiques (de degré nul).

Quelques pro-/-extensions abéliennes de K

K*® : maximale Gal(K*/K) ~ Jx /RKk
K'™ : localement cyclotomique maximale Gal(K*/K) ~ Jk /ZI;( Ri
K¢ : Z-extension cyclotomique Gal(K¢/K) ~ Jx /T

K™ : non-ramifiée maximale Gal(K™/K) ~ Jk /Uk Rk

1 Valuation logarithmique sur un corps local.

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne un nombre premier fixé et Logy, le logarithme d’Iwasawa,

défini sur le groupe 1+ ¢Z; des unités principales de Z par son développement en série entiére
k
Logp, (1+a) = 3 (1" 4,
k>1
prolongé au groupe multiplicatif Z;* des inversibles de Z,; au moyen de I'équation fonctionnelle

LOng (.Ty) = LOng -+ LOng Y,
(qui impose évidemment la condition Logy, ¢ = 0 pour chaque racine de P'unité ¢ dans Z;) et
finalement au groupe Q; tout entier avec la convention Logy,, ¢ = 0. En particulier, si I'on convient
d’écrire © = w(x) < x > la factorisation canonique d’un élément x dans la décomposition directe
L) =pmy x (14+20Zy),
du groupe multiplicatif Z, comme produit de son sous-module de torsion p, (d’ordre 2 ou £ — 1)
et du sous-groupe principal 14 2¢Z;, on a Logy,, « = Logy, < z >, pour tout  de Z, . L’'image du
logarithme est le sous-module 2¢Z, de Z, ; son noyau le groupe p, des racines de 'unité dans Q.

Définition 1. Nous appelons degré (-adique d’un nombre premier p la quantité :

(i) degp = Logy, p = Logy, <p>, pourp#{;
(ii) degl =L, pourl+2 & degl=4, pourl=2.



Prenons maintenant un corps local K,, de degré fini d, = [K, : Qp] sur Q,; notons v, la
valuation associée; et désignons par | |, la valeur absolue f-adique principale qui est définie sur
K, par la formule (ou Np désigne la norme absolue de p) :

] < Np~ @ > pour pte,
e =
P < Nk, Q. (:r:)Np_””(x) >, pour p | L.
Considérons enfin I'application :
hp( -) = —Logy, | - |p/dp deg p = Logy,, NKp/@e( : )/dp degp
qui envoie le groupe multiplicatif K, dans un sous-Zg-module de Q. Le choix de l'indice d, au

dénominateur assure, pour chaque extension finie Ly/K, de corps locaux, la commutativité du
diagramme

x extension % Norme X
K} L K}

hpl lm lhp

ité Ly K
Qg Identité QZ [Lyp:Ky] Qé
de sorte que la quantité hy(z) = — Logy, |z|,/d, deg p est indépendante du corps local contenant

x dans lequel on le calcule. Nous noterons donc h, ’application de Q; dans @y ainsi obtenue, qui
est définie sur le groupe multiplicatif de la cloture algébrique de Q,.

Pour linterpréter arithmétiquement, introduisons le compactifié ¢-adique du groupe K g

Rrk, = im KX /KX ~ Uy, x w2t avec {UK" B He> pour p £
&f Uk, =1+p, pourpll
que nous écrivons U, W%E en désignant par 7, 'image dans Ry d’une uniformisante de K, et en
prenant pour sous groupe unité U, le £-sous-groupe de Sylow py, du groupe des racines de l'unité
dans K, pour p{¢; et le groupe 1+ p des unités principales de K, pour p | £.
Dans I'isomorphisme du corps de classes local,
— le groupe R, s'identifie au groupe de Galois Gal(K;"/K}) de la pro-f-extension abélienne
maximale de K,
— le sous-groupe unité Uy, au groupe d’inertie Gal(K}"/K,") qui fixe donc la Z-extension
non-ramifiée K" de Ky,
— et le noyau HKp = {x € Ry, | ||, = 1} de la valeur absolue f-adique principale au groupe
Gal(K}"/Ky) associé a la Zy-extension cyclotomique de K (cf. [3]).
En d’autres termes, ZjIKp est le groupe des normes cyclotomiques dans R, et 'application hy,
induit un isomorphisme de groupes topologiques du quotient Ry, /ZTIKp ~ Gal(Kg /K,) sur un
Zg-sous-module libre de Q, qu’il est facile de préciser :

Le our 4,
(i) Pour K, = Qy, le compactifi¢ Ry, s’écrit : Rg, = Ho P . P P#
(1+2Z) 07, pour p==~.
1
Et il vient dans tous les cas, en vertu de la Définition 1 : h,(Rq,) = Jog p Logry, [Rq,|p = Zs.
p

(ii) Lorsque K, est de degré d, sur Qp, la théorie du corps de classes nous donne le diagramme
commutatif :

Gal(K{/K,) +—— Rk, /Uy —— hy(Rk,) C Q

Tesl NKp /QPJ, dpl

Gal(Qg/@p) — RQp/an — hp(Ra,) = Zs

h,(R cdyhy (R K, :
B il viewt don + (R, 20) = (e RN — L e = 1861005

Autrement dit, hy(Rk,) est le Zg-module [K, : K N QS ™' Z. Ainsi :




Proposition 2. Soient p un nombre premier, @g la Z-extension cyclotomique de Q,, puis K,
une extension de degré fini d, sur Qp, et| |, la valeur absolue (-adique principale sur K,f.

(i) Pour tout x de K, la quantité hy(x) = — Logy, |z|p/dp Logy, p est indépendante de exten-
sion finie de Q, (contenant x) dans laquelle on la calcule.

(it) La restriction h, de hy, au groupe multiplicatif KX induit un Zg-morphisme du compactzﬁe
(-adique Ry, = L KX/KM de KX dans le groupe additif Qg, qui a pour noyau le groupe Z/{p

des normes cyclotomiques dans Ry, et pour image le Zg-réseau [K, : Ky N Q“] ' Zs.

On notera que le remplacement de la Z-extension cyclotomique Qf, de @, par la Z-extension
cyclotomique Qj (i.e. par la composée des Z,-extensions cyclotomiques de Q, pour tous les ¢
premiers) ne modifie en rien le Zy,-module [K, : K,N Qg]*lzg, puisque le degré relatif [K, N @; :
Ky, NQy] est étranger a .

Définition 3. Les notations étant celles de la Proposition 2, nous disons que :

(i) €, =[K, : KpN @;] est Uindice de ramification logarithmique de K, ;

(i1) fp Ky N (@C Qy)] est son degré d’inertie logarithmique ;

(iii) degp = fp degp est le degré (-adique de p ;

(tv) Uapplication v, = —Log | |,/ degp est la L-valuation logarithmique attachée a p.

Avec ces conventions, les résultats précédents peuvent se reformuler comme suit :

Théoréme 4. Soit K, une extension finie de Q. Ecrivons @‘I‘f (respectivement @;’,) la Z-extension
non ramifiée (resp. cyclotomique) de Q. Alors :

(i) La L-valuation logarithmique vy est un Zg-épimorphisme du compactifié £-adique Ry, de pr
sur le groupe additif Zy, qui a pour noyau le sous-module U, des normes cyclotomiques dans Ry, -
(i1) Pour chaque premier q # p, les degrés d’inertie au sens ordinaire f, et logarithmique f;

(respectivement les indices de ramification au sens ordinaire e, et logarithmique €,) ont la méme
q-partie. En particulier ils coincident dés qu’on a pt [K, : Q).

(tii) Pour p 1 £, la (-valuation logarithmique vy, est proportionnelle a la valuation ordinaire v, :

~ f g Anr AN
Vp = 2 vy = =+ v, = [K, NQy : KpyNnQpluy
f p €p
Preuve : Le point (i) résulte de la Proposition 2, puisqu’on a v, = €, hy. Et (ii) s’obtient en remar-
quant que, pour ¢ # p, la Zs-extension non ramifiée de Q,, est aussi sa Z4-extension cyclotomique.
Enfin, (iii) provient de I’expression explicite de la valeur absolue ¢-adique principale pour p 1 ¢ :

T = _Loglwl |p _ LOgIW Np _ & v [ Qnr QP]
b = = Up == Vp=—""= -
degp fp degp fp Kp ﬂQc Qp]

et lassertion (ii) affirme que le quotient des degrés est une puissance de p.

Up 5

Remarques.

(i) La définition des indices €, et fp est indépendante du premier /.

(ii) Une extension K, de Q, est logarithmiquement non ramifiée sur Q,, (en ce sens que I’on a
€p = 1) si et seulement si elle est contenue dans la Z-extension cyclotomique @C (de méme qu’elle

est non ramifiée au sens ordinaire si et seulement si elle est contenue dans (@“r) En particulier
toute extension logarithmiquement non ramifiée de Q,, est abélienne (et méme cyclique).

(iil) Si Ly est une extension finie de K, on définit de fagon immédiate I'indice de ramification
relatif e(Lg/K,) = Ly : Lep ﬂ@ng} et le degré d’inertie relatif f(Lm/Kp) = [Ly ﬂ@;KP D Ky
au sens logarithmique. On en tire comme dans le cas classique les formules de transition reliant
indices absolus et indices relatifs : epy = €14, /K,€p & [y = Ly /K, fo-



2 Groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres

Définition 5. Nous appelons £-groupe des diviseurs logarithmiques d’un corps de nombres K et
nous notons Dlg le Zy-module libre construit sur les places finies de K :

Dlk = Spepis, Le p.
Pour chaque diviseur logarithmique 0 = Zp Vp b, nous écrivons degy 0 = Zp vy deg p son degré

dans K. Nous notons enfin Dlk le sous-module des diviseurs logarithmiques de degré nul.
L’introduction du sous-module YAD/KK est motivé par le résultat suivant :

Proposition & Définition 6. Pour chaque place finie p de K, continuons a noter v, l'application
définie sur le tensorisé f-adique Rx = Z ®z K* du groupe multiplicatif K™ induite par la £-
valuation logarithmique associée a p. L’application Z¢-linéaire & valeurs dans DUy

divg | T Zpeplo Up(z) p

envoie Ry sur un sous-module PEK du_groupe DEK des diviseurs logarithmiques de degré nul.
Nous disons que le quotient CKK = DEK/PKK est le (-groupe des classes logarithmiques de K.

Preuve : L’inclusion ﬂK c Dl i résulte immédiatement de la formule du produit pour les valeurs
absolues (-adiques. Pour tout = de R, il vient, en effet (cf. [3], Prop. 1.1.8) :
degg divi(x) = > vp(x) degp=— > Logy, |z, = — Logy, HpePl% ||, = 0.
pePIg pEPIY

Le groupe crt k s’identifie au ¢-groupe des classes de valeurs absolues déja introduit dans [3]
indépendamment de toute définition des /-valuations logarithmiques : Désignons, en effet, par

jK — res RKp
le ¢-adifié¢ du groupe des idéles de K (i.e. le prodult restreint des compactifiés des groupes mul-
tiplicatifs de ses complétéi non com~plexes), puis notons respectivement Uy = Hp Uk, le sous-
groupe des idéles unités, Ux = Hp U, le groupe des normes cyclotomiques locales dans Jk et
Tk = {(zp)p € Tk | I1, [2plp = 1}, le noyau dans Jg de la formule du produit.

La théorie f-adique du corps de classes (cf. [3] ch. 1.1) interpréte alors le quotient

Ck = Ik /Rk
comme groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne maximale K** de K, et son sous-groupe
Uk Ri /R (respectivement Jx /R ) comme le groupe de Galois Gal(K* /K™) (respectivement
Gal(K® /K*®) associé a la sous-extension localement (respectivement globalement) cyclotomique
de K. Or ici, l'application divk induite sur Jk par les £-valuations logarithmiques identifie chaque
facteur Ry, /Uk, de Jx /Ui au Zg-module libre Zgp; le quotient Jg /Uy au £-groupe DIk des

diviseurs logarithmiques de degré nul; et le f-groupe des classes de valeurs absolues T K /Zj{K Ry
au f-groupe (Ui des classes logarithmiques défini ci-dessus. En particulier nous avons :

Théoréme 7. Dans la correspondance du corps de classes le £-groupe Clx des classes logarith-
miques de K s’identifie au groupe de Galois Gal(K'*/K¢) ot K€ est la Z¢-extension cyclotomique
et K' la pro-L-extension abélienne localement cyclotomique mazimale de K. La conjecture de
Gross-Kuz'min (pour le corps K et le nombre premier £) affirme donc la finitude du groupe Cly.
Et la dimension §x du Zy-quotient libre C€K/C€‘°‘ mesure le défaut de cette conjecture dans K.

Considérons maintenant une extension L/K de corps de nombres. Il est naturel de définir les
morphismes de transition entre Dl et DI en transportant par les ¢-valuations logarithmiques
les morphismes de transition entre Jx et Jr induits par ’extension et la norme arithmétique :

Proposition 8. Etant donnée une extension L/K de corps de nombres, regardons Dl comme
un sous-module de DLy, en écrivant p = Z‘mp eLm/K B pour chaque place finie p de K.

Et définissons la norme logarithmique en posant NL/K(‘B) le,/Kpp pour P au-dessus de p.



Les applications obtenues sont compatibles avec celles induites entre les sous-groupes principauz
Pl et Plg par Uextension et la norme en ce sens qu’on a les diagrammes commutatifs :

divy, degy, divy degp,

Rr 'DfL Ly Rr Z)eK Zy
lNL/K \LNL/K TTL/K TTL/K
divg deg;, divg deg
Rx Dl Zo Ry —X Dby —55 7,

Le {-groupe des diviseurs logarithmiques D/ s’identifie formellement au tensorisé f-adique
Zy ®7 Id du groupe des idéaux inversibles de ’anneau des entiers de K. Cependant I'inclusion
Dl C DLy, lorsque L est une extension de K, n’est pas induite par ’extension des idéaux
Idy C Idy, puisque les indices de ramification qui la définissent sont pris au sens logarithmique.
De facon semblable, la norme logarithmique n’est pas induite par la norme des idéaux.

En formant le produit des Dfx pour tous les £, on peut définir le groupe ﬁK = @pepl%z p
des diviseurs logarithmiques de K. Comme les indices locaux de ramification ou d’inertie pris au
sens logarithmique sont indépendants de £, les mémes formules que plus haut définissent donc les
morphismes de transition entre Dy et Dy, pour chaque extension finie L/K.

Preuve. Pour 3 au-dessus de p, il vient :
degK(NL/K‘B) = f(L‘B/Kp) degpp = (L‘B/Kp)fp deg p = fq3 deg p =deg; P; et :
degy p = degy, (Zm|pg(Lq3/KP)q3) Zamp e(Ly/Kp)f (L‘B/Kp) degg p = [L : K] degg p.
Cela étant, pour x € R C Ry nous avons :

Logp,, |z|g [Ly:Kp] Logry |2le . CLy /Ky Logry |zlp Logr., |2lp
ZB degp Zﬁ fl\p/xp degy p ¥ Z‘ﬁ degg p B Zp degy p p-

donc cﬁ/,(x) = diVK(JU). Et, de méme, N, (div,(y) = div.(N,«(y)) pour tout y dans R, par :

~ ~ I Logiy, || Logy,, [N ()] L N
Nun(DT(y)w) = = X BT = = 1 SR = - 1 gy,

de de - de
p gL B gx P ’ K P

Corollaire 9. L’ zmage degK(DﬁK) dans Zy du C-groupe des diviseurs logarithmiques DEk est le
Z¢-module 20K N QC : Q)Zy, ou QC désigne la Z-extension cyclotomique de Q.

Preuve. Dans le diagramme commutatif donné par le corps de classes, 'image degq(Dlg) est égale
a 20 7Zy. 11 vient ainsi : (20 Z, : degy (Dlk)) = [K NQ° : Q.

Gal(Q°K/K) — DEK/ZA)@K dei) degx (Dlx)
Jrestriction lﬁK/Q J, inclusion

Gal(Q°/Q) «=— Dlo/Dly —525 degy(Dly)

Remarques. Précisons quelques points :

(i) Lorsque L/K est galoisienne, G = Gal(L/K) opére sur D, par : (qu vy R)7 = pr Uyp%7.
On a alors les égalités : divy(z)? = div(x§) et deg; (0) = deg; (91), pour = dans Ry, et 9, dans
DYy, ainsi que les identités entre opérateurs sur DIy et Dy, :

NL/KO'LVL/K:[K:L] & TL/KONL/K:ZUQGO—-
(ii) Par passage au quotient, les applications logarithmiques de norme et d’extension entre

{-groupes de diviseurs logarithmiques induisent des morphismes de transition entre (-groupes de
classes logarithmiques qu'il est commode de continuer & noter Ny x et iy, /x-

(iii) Il peut étre intéressant a l'occasion de considérer le quotient, disons T)@f(, de Dl par le
sous-module construit sur les places contenues dans un sous-ensemble fini donné S de PI%. Dans

ce cas, I’application naturelle de R dans 17@?( sera notée aTv}g{. Son conoyau @f( est le {-groupe
de S-classes logarithmiques de K.



3 Structure du groupe des unités logarithmiques.

Définition 10. Pour tout ensemble fini S de places ultramétriqgues d’un corps de nombres K,
nous notons gf;, et nous appelons (-groupe des S-unités logarithmiques du corps K, le noyau
dans Ry = Zy ®z K* de I’homomorphisme ava( a valeurs dans le £-groupe ﬁei des S-diviseurs
logarithmiques de degré nul, c’est-a-dire le sous-module pur de Ry défini par :

Ef ={e € Rk | o) =0, VpgS).

Lorsque S est vide, nous écrivons Ex pour g?(, le £-groupe des unités logarithmiques.

La théorie f-adique du corps de classes donne du groupes c x une interprétation trés simple :
Proposition 11. Les unités logarithmiques d’un corps de nombres sont les normes cyclotomiques.

Preuve : D’aprés le Théoréme 4, les éléments de Ex sont, en effet, les idéles principaux qui sont
localement partout des normes cyclotomiques :

Ex =R NUx ={e=(cp)p € Ric | €y €Uy, Vp € P}
En vertu du principe de Hasse appliqué a I'extension procyclique K¢/K, ce sont donc les normes
cyclotomiques globales, i.e. les éléments qui sont normes dans chaque étage fini K,,/K de la tour.

Scolie 12.

(i) Lorsque S contient l’ensemble Ply (£) des places de K au-dessus de £, le pro-£-groupe é}% est
exactement le (-adifié 5 = 7y @z E5- construit sur les S-unités au sens ordinaire du corps K
(mais ce résultat est généralement en défaut pour S quelconque et, en particulier, pour S vide).
(i) Lorsque le corps K ne possede qu’une seule place | au-dessus de £, le pro--groupe Ex coincide
avec le U-adifié E; = Zy @ EY du groupe des L-unités de K :

Ex ={e €Ri | vp(e) =0, Vypt £}
Preuve. Le pro-f-groupe EIS( des S-unités au sens ordinaire est défini par la condition :

Ex ={e €Ri | vp(x) =0, Vp ¢S}
Maintenant, pour p { ¢, nous avons vu que v, et ¥, s’annulent simultanément (cf. Th. 4 (iii)).
Il en résulte que £5 coincide avec €2 dés que S contient Plx (¢). Enfin, lorsque Plx(£) est un
singleton {I}, la formule du produit nous assure que v((e) est nul dés que v,(¢) vaut 0 pour tous
les p # [; autrement dit, dés que Ex coincide alors avec Ef.

_ Ens’aidant de la premicre assertion du scolie, il est facile de déterminer le Zy-rang du ¢-groupe
Ex des unités logarithmiques a partir de celui, connu, du f-groupe des unités : Ecrivons, pour
simplifier, £ au lieu de £ = £2 lorsque S est ensemble Pl (¢) des places de K au-dessus
de ¢, et notons de méme C/ pour C/3- (respectivement CKIK pour /%) le quotient du f-groupe
des classes au sens ordinaire (respectivement logarithmique), par le sous-groupe construit sur les
places au-dessus de ¢. Remarquons au passage que 58}( g’identifie & un sous-groupe de (4, en
fait au sous-groupe de Cl} formé des classes représentées par un diviseur de degré nul, et qu’en
particulier il est fini. Cela étant, en comparant la suite exacte longue

divge

1= Ex = E 5 B 71— Clye — e — 1
(e

(o1t le symbole @ signifie que 'on se restreint aux diviseurs de degré nul) a celle classique

1—>5K—>6}(—>H (26 = g — e — 1
e
nous obtenons immédiatement 'identité entre rangs essentiels
rg Ex :rgEK—&—l—i—rg@K,

ou le premier terme rg x est donné par le théoréme de Dirichlet, et le dernier rg Clx par la
conjoncture de Gross-Kuz’'min. Ainsi :



Proposition 13. Le rang essentiel du (-groupe des unités logarithmiques d’un corps de nombres
K est la somme rig + cx + 0 des nombres de places réelles rx ou complexes ci et du défaut d
de la conjecture de Gross-Kuz’min dans K. Autrement dit, on a :

Ex ~ 1%
st i désigne le -groupe des racines de l'unité dans K.

rg+ck—+0
KXZZK K K7

Le cas des S-unités logarithmiques s’en déduit aisément : Pour tout ensemble non vide S de
places finies de K, la suite exacte logarithmique :

158 &3 T § Zyp— Clx — 5 — 1
pes

est évidemment a rapprocher de la suite exacte classique :

1= &g = &R — ] »™ — Clx — % — 1.
pes

Et, puisque (lk est fini sous la conjecture de Gross-Kuz’'min, il vient ainsi :

Corollaire 14. Sous la conjecture de Gross-Kuz’min, pour tout ensemble non vide S de places
finies de K, de cardinal sk > 1, les rangs essentiel des (-groupes £z et £R- des S-unités au sens
logarithmique et ordinaire coincident, et on a donc :

En ~ EP ~ g ¥ ZZK+CK+SK+1.

Tirons quelques conséquences galoisiennes des résultats précédents : Puisque les (-groupes & e
de S-unités logarithmiques satisfont trivialement la théorie de Galois (en ce sens que pour toute
extension galoisienne L/K de corps de nombres, et tout ensemble fini S de places finies, le sous-
groupe de gf fixé par Gal(L/K) est exactement gﬁ), la connaissance du rang enveloppe celle du
caractére. Nous pouvons donc énoncer sans, plus de calcul, ’analogue logarithmique du théoréme
de représentation de Herbrand :

Théoréme 15. Soit L/ K une extension galoisienne de corps de nombres satisfaisant la conjecture
de Gross-Kuz’min (pour le nombre premier £), et G son groupe de Galois. Alors :

(i) Le caractere du Qqg[G]-module multiplicatif Q; ®z, £ construit sur les unités logarithmiques
du corps L est la somme des induits ¢ G des caractéres unités attachés aux sous-groupes de
décomposition des places archimédiennes de K :

G
X&, = Zpengg Inde Ip,.

(ii) Pour tout ensemble non vide S de places ultramétriques de K, le caractere du Qq[G] module
Qr ®z, Ef construit sur les S-unités logarithmiques est donné par la formule :

G
Xgs = (ZpePl?@USX Inde 1Dp> - la.

Corollaire 16. Dans une (-extension cyclique L/ K de corps de nombres, le quotient de Herbrand
attaché au L-groupe des S-unités logarithmiques

4(G,E7) = |H*(G,&})|/|H' (G, &)
est donné, sous la conjecture de Gross-Kuz'min par les identités ou dy(L/K) = |D,| désigne le
degré local en p de Uextension L/K :
(i) q(G,E) = Tl dp(L/K), lorsque S est vide;

pePIE

(ii) q(G,EL) = [L:lK] [l dy(L/K), sinon.
PGPZ?(OUSK

Preuve : On sait, en effet, que le quotient de Herbrand attaché a un module galoisien dans une
extension cyclique ne dépend que du caractére de la représentation associée. On notera, enfin, que
dans la formule obtenue le degré local d,,(L/K) attaché a une place archimédienne p vaut 2 lorsque
celle-ci, réelle dans K, se complexifie dans L, et 1 dans tous les autres cas.



4 Formule des classes logarithmiques ambiges

Comme pour les ¢-groupes de classes au sens ordinaire, le probléme de la propagation de la
trivialité des ¢-groupes logarithmiques Cl ne se pose de fagon naturelle que dans le cadre des /-
extensions : Pour chaque extension L/K de corps de nombres, nous avons vu que le morphisme
d’extension 7, et la norme logarithmique ]\7,‘/,\, sont liés par lidentité entre opérateurs sur o K

Nyxolyx=|L: K],
de sorte que lorsque le degré [L : K] est inversible dans Zg, le morphisme 77,/ identifie Clx aun
facteur direct du ¢-groupe ay (plus précisément a I'image du projecteur ﬁ Lok © Npji)-
Dans une f-extension L/K, en revanche, I'application 7,/ x n’est plus généralement injective,

et il est alors possible d’obtenir des informations non triviales sur le ¢-groupe Cl1, a laide d’une
identité de points fixes analogue a la classique formule des classes ambiges de Chevalley. 11 vient :

Lemme 17. Soit L/K une extension abélienne de groupe de Galois G. La cohomologie des divi-
seurs logarithmiques principaux est liée a celle des unités logarithmiques par les isomorphismes :
(i) PL; /Pl ~ H'(G,Ep).
(it) HY(G,Ply) ~ Ker(H(G,EL) — H2(G,RL)).
En particulier, pour G cyclique, notant NL/K =Z¢®7 N, (L) le L-adifié du groupe des normes,
on obtient : HY (G, Ply) ~ (Ex ANL/x)/Npk(EL).

Preuve : Partons de la suite exacte courte qui définit les diviseurs logarithmiques principaux :

1—>gL—>RLaL>73/€L—>O.

Nous obtenons la suite exacte longue de cohomologie :

~ —~G —~ ~
(c:K — RK — 'PgL — Hl(G,gL) — Hl(G,RL) — Hl(G,’PKL) — H2(G,5L) — H2(G,RL),

et le groupe H'(G,R 1) est nul, en vertu du théoréme 90 de Hilbert ; d’out le résultat annoncé.

Lemme 18. Supposons toujours L/ K galoisienne de groupe G. Nous avons alors :

(i) DIS /Dl ~ @y Z1,/€y(L/K)Zy, ot p parcourt les places finies logarithmiquement ramifiées
dans Uextension L/ K.

(ii) HY(G,DtL) = 0.

Remarque. D’aprés le Théoréme 4 (ii), une extension quelconque L/K de corps de nombres ne
se ramifie logarithmiquement qu’en un nombre fini de places ultramétriques, & savoir :
(i) celles, étrangéres a [L/K], qui se ramifient modérément (au sens habituel) dans L/K ; et
(ii) celles, divisant [K/L], en lesquelles I'extension L/K n’est pas localement cyclotomique.
Aux places a l'infini, il n’y a pas de ramification : nous parlons, s’il y a lieu, de complexification.

Preuve. 1'égalité DIF = Dl + >-p €p(L/K)"'Z¢p nous donne (i) par passage au quotient. Et
(ii) n’est rien d’autre que la version logarithmique du théoréme 90 de Hilbert pour les idéaux.

Lemme 19. Soit K¢ = KQ° la Z¢-extension cyclotomique de K. Il vient :
— G —
(i) (DI /Dl)/(DLy, /D) =~ degy DIF [ degy Dlk.
(i1) (degyx Dlk :deg; Dlr)=[LNK°: K] =[L°: K]
(iii) HY(G,Dly) = deg; DIy / deg, DIF

(iv) HY(G, Dlr) = Zo/([L° : K\Zo + ¥, 1id coetd—7,).

Preuve. Partons de la suite exacte courte qui définit le sous-module des diviseurs de degré nul :

degy,

1—>Y§£L—>D€L—>degLD£L—>O



Prenant la cohomologie, et comparant la suite obtenue a celle analogue dans K, nous obtenons,
compte tenu de la condition H'(G,D/lr) = 0, la suite exacte & quatre termes :

1 — DIG /Dl — DIS /Dlx — deg;, DlL/ deg; Dl — H' (G, D) —
qui nous donne les isomorphismes :
(DUF /Dlxc) /(DI [Dlic) =~ degy, DI/ degy, Dic

et
HY(G, D) ~ deg; DI1/ deg; DI

Cela étant, nous avons d’aprés le corollaire 2.5 :

deg; Dl = [LN K : K|degy Dlk
si K¢ désigne la Zg-extension cyclotomique de K ; et par ailleurs :
deg, DI = [L : K]deg DI = [L: K] degy(Dlx + Y &(L/K) " Z p)
p

d’ou finalement :

[L:LNK deggp
ep(L/K) degy Dlk

deg; Dly,/ deg, DIF ~Zy/([L: LOKZe+» Zy),
P

comme attendu ; et chacun des quotients & droite est en fait un entier.

Compte tenu de ce résultat, il est naturel de poser :

Définition & Proposition 20. - Nous disons qu’un diviseur logarithmique 0 € Dlx d’un corps
de nombres K est {-primitif lorsque degy 0 est une Zg-base du module libre degy Dl .

Et nous disons qu’une £-extension L/ K de corps de nombres est primitivement ramifiée (au sens
logarithmique) lorsque la sous-extension L/LN K€ est totalement ramifiée (au sens logarithmique)
en au moins un diviseur primitif, ce qui a lieu si et seulement si est vérifiée la condition :

HY(G,Dly) = 0.
Lorsque c’est le cas, l’indice (’ZTEG : @VEK) est donné par la formule :
(DEG DEK) (Hp 'ép(L/K))/[LC : K.
Nous pouvons dés lors énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 21 (Formule des classes logarithmiques ambiges). Dans une extension galoisienne
L/K de corps de nombres, le sous-groupe /S des points fizes par G = Gal(L/K) du £-groupe Clp,
des classes logarithmiques est donnée par la suite exacte de Zg-modules finisot CapL/K désigne le

sous-groupe de Clx qui capitule dans cly, (i.e. le noyau du morphisme d’extension iy, /) :
0— C’apL/K — HY(G,EL) — DIG /Dl — S /i1, (Clx) — HY(G,Ply) — H'(G,Dly)

En particulier, si L est une £-extension cyclique primitivement ramifiée d’un corps K qui vérifie
la conjecture de Gross-Kuz’min, l'ordre du sous-groupe ambige Cﬁf est donné par la formule :

Il do(L/K) II ep(L/K)
pePIE pePIS,

ag| = —
7| = 1] LK Gr: Ex ONor)

Preuve : Partant de la suite exacte courte qui définit le /-groupe Cy = 73/51; / 7?&, prenant les
points fixes par G, et comparant la suite exacte obtenue avec celle définissant (/i , nous obtenons
le diagramme commutatif :
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O—>7%K /DVEK C~€K—> 0

|l f

0 PiS s GIS —s H\(Ply) —— H\(DLy)

Et le lemme du serpent nous donne alors la suite exacte attendue (compte tenu de 4.1 (i)) :

Capy i < PG [Pl — DIG /Dl — CLS [i(Clic) — H (PLL) — H'(DLy).

Or, lorsque L/K est une f-extension cyclique primitivement ramifiée, le groupe H 1(G,27€L) est
nul, et Passertion 4.1 (ii) nous permet de mettre la suite obtenue sous la forme :

— ~ ~G ~ ~G ~ ~ o~
C’apL/K — Hl(gL) — Dl /Dl — Cl; [t(Clg) — HQ(EL) — &k /€K QNL/K

En particulier, sous la conjecture de Gross-Kuz’'min, les groupes ¢l sont finis, et il vient donc :

I ex(L/K)

pEPIS,
[Le: K¢ (gK : gK ﬂNL/K)

d’ott le résultat annoncé, en vertu du corollaire 3.6.

C¥ | = |Clk| q(G,Er)

Remarques. (i) Lorsque L est une ¢—extension cyclotomique de K (i.e. lors-qu’on a L C K°), la
formule des classes logarithmiques ambiges se réduit a 1'égalité |C/¢| = |Clk]|.

(ii) En I'absence d’hypothése sur la primitivité de la ramification logarithmique, la suite exacte
du théoréme conduit seulement & un encadrement de |C/¢|. Plus précisément, sous la conjecture
de Gross-Kuz’'min, pour toute ¢-extension cyclique L de K, il vient ainsi :

l;ll dp(L/K) l;ll e (L/K)
- ~ Pl epie
G| > (G| e et
[Lc : Kc](gK &Kk QNL/K>
[T do(L/K) 11 ep(L/K)

pePIY pePIS,
[LC : KC](EK : gK QNL/K)

7| < 1] |H' (G, Dlc)].

(iii) Pour K fixé et |G| borné, les divers facteurs intervenant dans I'inégalité obtenue sont eux
mémes bornés, a I’exception de celui provenant de la ramification logarithmique Hp ep(L/K), qui
est arbitrairement grand avec le nombre de places ramifiées. Il en résulte par exemple que tout
corps de nombres K posséde une infinité d’extensions cycliques de degré ¢ pour lesquelles I'ordre
du £ groupe des classes logarithmiques est arbitrairement grand.

Corollaire 22. Soit L une (-extension cyclique d’un corps de nombres K qui vérifie la conjecture
de Gross-Kuz’min, et S un ensemble fini de places ultramétriques dont l'une au moins est primitive
dans L. Alors le nombres S-classes logarithmiques de L invariantes par G = Gal(L/K) est donné

par la formule : N
[[ dp(L/K) ]I ep(L/K)
. peSUPIE pes

[N = =
IL: K] (&% : 85 N Niyx)
Preuve : Comme dans le cas classique, il suffit de reprendre les calculs précédents en remplagant
classes par S-classes et unités par S-unités. Le quotient de Herbrand correspondant est alors donné

par le corollaire 3.7 ; et ’hypothése de primitivité permet de représenter chaque classe de DEE par
un diviseur logarithmique de degré nul. Il vient donc ici :

(Dl D) = (DL : D) = [[ & (L/K),
p¢S

ce qui conduit bien au résultat annoncé.
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5 Genre logarithmique et groupe des classes centrales.

Tout comme dans le cadre classiques des classes d’idéaux, et indépendamment des restrictions
de primitivité, la suite exacte des classes logarithmiques ambiges est rarement exploitable en dehors
du cas cyclique, puisqu’elle fait alors intervenir de facon non triviale la cohomologie des unités
logarithmiques laquelle n’est, en général, pas connue. Aussi n’est-il pas sans intérét de chercher a
obtenir un analogue de la formule des genres ou celle des classes centrales, valable lui pour toutes
les extensions finies, éventuellement non galoisiennes.

Introduisons d’abord le genre logarithmique :

Définition 23. - Nous appelons £-corps des genres logarithmiques attaché & une extension finie
quelconque L/ K de corps de nombres la plus grande pro-f-extension L' N LK™ du corps L qui est
localement cyclotomique sur L et provient par composition avec £ d’une pro-{-extension abélienne
de K. Le groupe de Galois Gl1, )i = Gal(L'NLK®* /L) est, par définition, le £-groupe des genres
logarithmiques de l'extension L/K.

La détermination du genre logarithmique d’une extension L/K reléve du corps de classes (-
adique. Considérons le schéma de corps :

L* —— LK — L[*NLK™ — L*
| |
L°N K™ LN K*
|
L°NK°* —— K"
K¢

Ecrivons N pour N, 1« la norme arithmétique attachée a 'extension L/K. Comme expliqué dans
la section 2, la Zs-extension cyclotomique L¢ = LK€ de L est associée au f-groupe d’idéles 7, et
la pro-f-extension abélienne maximale L' qui est localement cyclotomique correspond elle au /-
sous-groupe Uy Ry, Le formalisme du corps de classes assure alors que sa sous-extension maximale
L' N LK* qui provient par composition d’une pro-/-extension abélienne de K est associée au
saturé pour la norme ~!N(N(Uy, Rz)) du f-groupe d’idéles qui fixe LC.

De fagon semblable, comme pro-f-extension abélienne de K, I'extension cyclotomique K¢ est
associée & Jx, celle localement cyclotomique K™ & Ux R, et LN K™ a N (ﬂL)RK. 11 suit :

Gl : Nily) l‘_[di‘“(L/K) l;[ ey (L/K)
LNK™ : K* = (Ux R : NUL)Rg) = — KA AL _ Pl P
[ I = Ui Ric : NUL)R) (Ux "Ry : NUp N Rx) (Ex : Ex NN J2x)

L/K

si \V, L‘/"; désigne le sous-groupe de R formé des éléments qui sont normes locales partout dans

'extension L/K et si, pour chaque place p de K, on convient d’écrire d}’(L/K) et ey’ (L/K) res-

pectivement le degré et I'indice de ramification logarithmique de la ¢-extension abélienne maximale

L;b de K, contenue dans l'intersection Mgy, Ly des complétés de L aux places au-dessus de p.
D’ott I'expression du genre logarithmique, en vertu de I’identité :

—~ K'*: K¢
|gEL/K\:[Ll°ﬁLKab:LC]: [ ]

Llc Kab . ch
Le: K¢ L= )
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Théoréme 24. Dans une extension L/K, le genre logarithmique est donné par la formule :
I dr/E) T] aL/K)
|Cli| vePi pePI,

[Le: K¢ (Ex : Ex NN e

|@L/K| =

Dans celle-ci, Ex est le £-groupe des unités logarithmiques de K et Ex ﬁNL]‘}; le sous-groupe de
Ex formé des éléments de Ex qui sont normes locales partout dans l’extension L/K. Enfin, pour
chaque place p de K, les quantités dy>(L/K) et ey (L/K) désignent respectivement le degré et
lindice de ramification logarithmique de la £-extension abélienne locale L;b/Kp associée o L/K.

Remarques. (i) Contrairement a la formule des classes ambiges qui ne vaut que dans le cas
cyclique, la formule des genres ne requiert aucune hypothése sur la nature de lextension L/K.
Elle ne suppose pas non plus que K vérifie la conjecture de Gross-Kuz'min (pour le premier
) : lorsque celle-ci est en défaut dans K, la formule obtenue montre que @L /K est infini, et
le corps L ne la vérifie pas non plus. (ii) Pour K fixé (en particulier dés que Clx et Ex sont
donnés), la formule obtenue ne fait intervenir que les propriétés galoisiennes ([L¢ : K¢]) ou locales
(e (L/K), di’(L/K), (Ex : Ex ﬂNi"/CK)) de lextension considérée, et non ses propriétés globales.

Corollaire 25. Dans une £-extension abélienne L/K de corps de nombres, le genre logarithmique
est donné par la formule :

[I dp(L/K) 1] &(L/K)

pEPIY peEPIS,
[Le: K¢ (Ek : Ex NN[5)

1Glr x| = |Clx]

Preuve. L’hypothése faite entraine immédiatement les identités :
dy(L/K) =dy(L/K) et ey (L/K) = ey(L/K).

Le corollaire 5.3 ci-dessus nous donne ainsi une condition nécessaire de trivialité du ¢-groupe
des classes logarithmiques dans une /-extension abélienne de corps de nombres, qui généralise celle
obtenue dans le cas cyclique a ’aide de la formule des classes ambiges. Pour obtenir en retour un
critére suffisant, il convient cependant de remplacer le quotient des genres par un invariant plus
fin, le £-groupe des classes logarithmiques centrales, que nous allons maintenant introduire :

Définition & Théoréme 26. Nous appelons £-groupe des classes logarithmiques centrales attaché
a une £-extension (galoisienne) L/K de corps de nombres le plus grand quotient Gl = @L/@éc
du groupe Cly, sur lequel G = Gal(L/K) opére trivialement.
(i) La condition Gl = 0 caractérise les l-extensions L de K qui sont logarithmiquement
principale. En d’autres termes, on a : Clp,=0s 60, =0.
(ii) Le nombre de classes logarithmiques centrales est donné par la formule :

[I dy 11 & (L/K)

pePISE pePIs,

€Clp| = |Cl| ==
[Lc : KC](EK €k N NL/K(RL))

Ky (DUIE PLL  DESPLL),

ot ke = (N5« Nuyx(RL)) désigne le nombre de neeuds attaché a Uextension L/K.

Remarque. Le nombre de noeuds k7, /k est un invariant purement galoisien de I'extension L/K.
Par exemple, si G est abélien, il est égal & 'indice dans le carré extérieur G A G de G du sous-
groupe engendré par les Dy A Dy, lorsque D, décrit les groupes de décomposition des places de K.
En particulier, il vaut 1 dans le cas cyclique.

Preuve. L’assertion (i) est purement algébrique : si G est un ¢-groupe fini, I'idéal d’augmentation I
de Dalgebre f-adique Zy[G] est topologiquement nilpotent, de sorte que pour tout Z[G]-module
noethérien M, on a, en notations additives : M = 0 & M = Is M, en vertu du lemme de
Nakayama. Tout le probléme est donc d’évaluer le nombres de classes centrales.
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Ecrivons le pour cela comme produit de deux entiers sous la forme :
|GClL| = (Dly, - DEePLL) = (Dly, : DI PLL) (DL PLy - DS PLL).
Cela étant , en termes idéliques le premier facteur s’écrit encore :
(Dey, : DLePeL) = (Tr, : TEULRL) = (Jn: "N(NULRL)))(CHN(NULRL)) : TEULRL) ;
et nous retrouvons a gauche le nombre de genres [L*NLK™ : L] déja calculé. Pour évaluer la quan-

tité restante a droite, remarquons alors qu’en associant a la classe de I'idéle r;, € 1N (N (ZILRL))
celle de I'idele principal zx € N}% défini & une unité logarithmique prés par la condition

:L';(lN(xL) € N(QL),
nous construisons clairement un isomorphisme de Z,-modules
TIN(NULRL))/ T ULRE = N /N(Ri)(Ex NN k),
ce qui nous donne, en fin de compte, l'identité
*1N(N(Z{LRL)) : JI{GHLRL) = (NE?( : NRL)/(gK ﬂNLI%( €k N NRp),

qui fait intervenir le nombre de neeuds £, = (N Llj’,ﬁ : NRp) de 'extension, et conduit finalement
au résultat attendu compte tenu de ’expression du nombre de genres donnée par le Théoréme 24.

Corollaire 27. Sous les hypothéses du théoréme, le corps L est logarithmiquement principal si et
seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(i) |Cx|rrye 11 d@(L/K) TI €(L/K)=[L: K(€k : Ek N Nk Ri)
pePise pePIS,
(ii) DOCPL, = DUCPLL.

Remarques. La condition (ii) du corollaire est légérement plus faible que la condition de primi-
tivite H'(G,Dl1) = 1 déja rencontrée qui s’écrit elle : DS = DIIC.

En dehors du cas cyclique, ol s’applique le principe de Hasse, le calcul de I'indice normique
(gK :Exk NN /K RL) ne reléve pas des seules méthodes locales, mais fait intervenir effectivement
P’arithmétique globale de I'extension.

Corollaire 28. Soit L une {-extension d’un corps de nombres K logarithmiquement principal et
G son groupe de Galois. Si les trois conditions suivantes sont réalisées :
(i) L/K est logarithmiquement ramifiée en une place au plus, et la ramification est primitive
(en ce sens qu’on a Hl(G,ﬁL) =1);
(i1) Les places réelles de K ne se complexifient pas dans L ;
(11i) Le groupe des neeuds est trivial (par exemple si G est cyclique) ;
alors le corps L est logarithmiquement principal.
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