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Résumé. Nous définissons le 2-groupe des classes logarithmiques signées d’un corps
de nombres par analogie avec le groupe des classes d’idéaux au sens restreint et nous
établissons les résultats de base de 'arithmétique des classes logarithmiques signées.

Abstract. We introduce the signed logarithmic 2-class group of a number field as a cy-
clotomic analogue of the restricted ideal class group and we establish the fundamental
results of the arithmetic of signed logaritmic classes.

Introduction

Le /-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres a été introduit
dans [J1] en liaison avec les noyaux des ¢-symboles sauvages de la K-théorie.
On peut dire schématiquement que son interprétation via la théorie f-adique du
corps de classes (cf. [J2]) revient, par rapport & celle classique du ¢-groupe des
classes d’idéaux, a substituer la notion d’extension (localement) cyclotomique &
celle d’extension (localement) non ramifiée : pour chaque place finie p du corps
de nombre K considéré, le complété K, de K en p admet entre autres deux
Z¢-extensions remarquables, la non ramifiee K" et la cyclotomique Ky, qui
se trouvent coincider lorsque p ne divise pas ¢, mais différent substantiellement
dans le cas contraire ; et le passage du cas classique au cas logarithmique revient
a échanger leurs roles respectifs. En d’autres termes, la définition des groupes
de classes au sens logarithmique consiste & remplacer la valuation habituelle vy
définie sur le compactifié¢ R, de K, & valeurs dans Z, qui induit le plongement
naturel de Rx = Z; ®z K* dans le /-groupe des idéaux Zx = @ p?, par son
analogue logarithmique v, défini & partir du logarithme de la valeur absolue /-
adique attachée a la place finie p.

Lorsque ¢ vaut 2, il est possible d’affiner cette définition pour prendre en
compte la contribution des places réelles : on tombe alors sur la notion de
classes logarithmiques au sens restreint introduite dans [S2] par analogie avec
la notion habituelle de classes d’idéaux au sens restreint. Tout bien considéré,
il apparait cependant que cette derniére notion n’est pas totalement aboutie :
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s’il est vrai que c’est le concept d’extension localement cyclotomique qui est
au coeur de la théorie, il faut considérer que la notion de "signe" ne concerne
pas seulement alors les places réelles . Pour ¢ = 2, en effet, la pro-f-extension
cyclotomique K, [¢200] d’un corps local K, n’est pas toujours une Z,-extension :
cela est clair pour les places réelles, pour lesquelles K,[(o] = C est de degré
2 sur K; = R ; mais cela se produit aussi pour les places 2-adiques, ou il peut
arriver que la Zs-extension cyclotomique Ky de K, ne contienne pas les racines
quatriémes de l'unité, auquel cas Ki[i] est encore de degré 2 sur Ky, ce qui
se traduit par l’existence d’une fonction "signe" aux places 2-adiques. D’ou
lintérét , & I'image de ce qui a été fait dans [AJ] pour les corps de fonctions, de
généraliser proprement le concept de classes logarithmiques signées en cohérence
avec les correspondances données par la théorie 2-adique du corps de classes.

1. Fonction signe attachée a une place non complexe

Le nombre premier ¢ = 2 étant désormais fixé, nous utilisons dans ce qui
suit le formalisme de la théorie f-adique du corps de classes tel qu’exposé dans
[J2].

Rappelons qu’en chaque place non complexe p d’un corps de nombres K est
défini sur le compactifie 2-adique R, = lim K*/ Kp“" du groupe multiplicatif
K,* du complété de K en p une valeur absolue 2-adique, a valeurs dans Z; =
1+ 2Z5, donnée par la formule :

58y () si p est réelle,
|z |, =4 Np~»»@ pour p f 200,
Ni, /0, (z)Np~v»@)  enfin, pour p | 2.

Dans celle-ci, sg, (z) est la fonction signe attachée au plongement réel cor-
respondant a la place p ; Np est la norme absolue de Iidéal p ; et v, est la
valuation p-adique attachée & p.

La famille (| |,), des valeurs absolues 2-adiques lorsque p parcourt I’ensemble
des places non complexes de K peut ainsi étre regardée comme un morphisme
sur le 2-groupe des idéles J = [[,*° R, & valeurs dans Zy ; et il est bien connu
(cf. [J5], prop. 1.8.) que les idéles principaux, i.e. les éléments du tensorisé 2-
adique Rig = Zs ®z K* regardé comme sous-groupe de Jg, vérifient la formule

du produit :
VaoeRg H\x|p: 1.
P

Maintenant, la décomposition canonique Z5 ~ {£1} x (14+4Zs) ~ Fy®Zs
permet d’écrire tout élément = de ZJ comme produit de son signe e(z) € {+1}
et de sa composante "positive" e(x)x € 1+47Z5. Cette observation naive conduit
a étendre comme suit la notion de signe aux places non réelles :

Définition 1. Nous appelons fonction signe attachée a une place non complexe
p de K Uapplication & valeurs dans {£1} définie sur le compactifié 2-adique



Ry, = @K;/prn du groupe K, par la formule :
sgp(2) = e(| z [p),
ou € est la fonction signe canonique sur Z5 .

Il est commode de dire qu’une place est signée lorsque la fonction signe at-
tachée est non trivale. Les places réelles sont évidemment signées. Plus générale-
ment :

Proposition 2. Soit PlS l’ensemble des places signées du corps K. On a
pePlS < i¢K,.

Preuve. 11 s’agit de vérifier que la fonction signe sg,, est triviale si et seulement
si le complété K, contient les racines 4-iémes de 'unité ; ce qui est bien évident
pour les places a l'infini. Pour les places finies, distinguons :

Si p est impaire (i.e. pt2), il vient directement :

pgPlS & Np=1[modd] & icK,.

Si p est paire (i.e. p | 2), introduisons la 2-sous-extension maximale K, de
K, abélienne sur Qq, et observons que le groupe de normes (dans le compactifié
profini Ro de Q) associé a lextension abélienne Qs[i]/Q2 par la théorie (-
adique locale du corps de classes est (1 + 4Zy) 2%2. Nous obtenons donc :

iceK, & Q) cK,e (1 +47Z5) 2% > Nk, /0.(Rp) € sg,(Rp) = {+1},

comme annonce.

Corollaire 3. Nous disons que le corps K est signé lorsqu’il existe au moins
une place p de K qui est signée ; ce qui a lieu si et seulement si on a i ¢ K.

Preuve. Le théoréme de Cebotarev montre qu'un corps signé admet une infinité
de places signées : ce sont celles qui ne se décomposent pas dans l’extension
quadratique K[i]/K.

Nous supposerons implicitement dans tout ce qui suit que K est signé. En
fait, nous allons méme faire apparaitre une condition plus forte, celle de corps lo-
garithmiquement signé, en dehors de laquelle la définition des classes signées est
de peu d’intérét. Nous avons besoin pour cela d’introduire la notion d’élément
totalement positif (au sens logarithmique).

Définition 4. Nous appelons sous-groupe des éléments positifs de R, et nous
notons R;,", le noyau dans Ry, de la fonction signe sg,. Le 2-groupe R; est
donc d’indice 2 dans R, sip est signée ; il coincide avec R, sinon.

Le sous-groupe Zjl,f = U, N Ry (ot U, = {zp € Rp| |zplp = £1}) est le
groupe des unités logarithmiques positives dans Ry, ; c’est aussi le noyau dans
R, de la valeur absolue p-adique | |,.

Enfin, le produit Zj{; = Hp Zjl;' est ainsi le sous-groupe de Zj{K = Hp Zjlp
formé des unités logarithmiques (locales) positives.



Remarque. Aux places finies impaires, nous avons Z/N{p+ = Z/N{IJ ; aux places réelles,
U, =R, = {£1} et L{,f = R,‘f = 1 ; aux places paires mais non signées, U,f =U,
et Ry = R, ; enfin, aux places signées paires, il faut distinguer :

(i) pour i € Ky, le groupe Gal(Kg[i]/Ky) ~ R, JU,S est procyclique, isomor-
phe & Z,, ce qui permet d’écrire :

Ry :Z/N{p+ 7’2 et RS :[j{;r %2 avec Rp/Rf ~TFy et L?p/ljj ~1;

(ii) pour i ¢ K, le groupe Gal(Ky[i]/K,) =~ Rp/aj est bicyclique, iso-
morphe & Zs @ Fo, de sorte que l'on a : Z/N{p =< € > Zjlf, pour une unité
logarithmique €, ¢ L{;‘ dont le carré est dans L{p+ , puis :

Ry =U, 722 et R} =US 72, avec m, € Ry et Ry/R} ~Uy /U ~T, .
Notons que lorsque [K}, : Q2] est impair, il vient sg,(—1) = | — 1|, = —1, ce
qui permet de choisir ¢, = —1 et donne R, = {1} Z],f T2 avec m, € Ry Ce
choix est, bien entendu, impossible lorsque [K) : Q2] est pair.

Définition & Proposition 5. Nous appelons logarithmiquement signées celles
des places du corps K qui vérifient i ¢ K. L’ensemble PLSk des places de K
qui sont logarithmiquement signées est donc formé :

(i) des places réelles d’une part,

(ii) et de celles des places 2-adiques pour lesquelles le groupe de Galois
Gal(K[i]/Kp) n’est pas procyclique, d’autre part.

Preuve. Pour chaque place p de K, notons Ky l'extension locale associée a la
Zg-extension cyclotomique de K. Il s’agit de caractériser les conditions locales
i€ Kg. Or:

(i) pour p finie impaire, la condition i € K est automatiquement satisfaite ;

(ii) pour p infinie, nous avons Ky = K, et la condition précédente s’écrit
tout simplement K, = C ;

(iii) pour p finie et paire, enfin, il peut arriver que le groupe |[R|, =~
Gal(Ky[i]/Kp) ne soit pas procyclique (i.e. que |Ry|, contienne —1) ; ce cas se
produit si et seulement si on a i ¢ K{ .

Définition 6. Par groupe des signatures logarithmiques d’un corps de nombres
K, nous entendons le Fo-espace vectoriel défini par :

Sgli = Uk /Ut = @y Uy JUS = Gpeprsi Ry/ Ry

qui a pour dimension le nombre si de places de PLSk.

Lorsque sk n’est pas nul, nous disons que le corps K est logarithmique-
ment signé ; ce qui a lieu si et seulement si l'extension K°[i|/K° attachée a la
Zo-extension cyclotomique K¢ de K n’est pas localement triviale partout , en
d’autres termes si et seulement si I’élément i n’appartient pas a la 2-extension
abélienne localement cyclotomique mazimale K de K.



Il est alors commode de poser Uz, = {(uy), € Uk | [T, | up [p =+1} et
Sgly = Zj{f(/ljjg = ép z]p/z];r = épePLSK Rp/ Rp+
en indiquant par un tilde la restriction induite par la formule du produit.

Ezemple. Les corps quadratiques logarithmiquement signés sont les corps quadra-
tiques réels et les corps quadratiques imaginaires Q[v/—d] avec d # 1,2 [mod 8].

2. Construction du 2-groupe des classes logarithmiques signées

Rappelons que la valuation logarithmique v, attachée & une place finie p est
définie sur le compactifié 2-adique R, de K, par la formule :

Up(x) = — | @ [p/ degp,

ot degp est choisi de telle sorte que v, (R,) soit égale & Zo (cf. [J1], Déf 1.1).
Le noyau Zj{p de v, est, par définition, le sous-groupe des unités logarithmiques
de R, ; il coincide avec le sous groupe de torsion U, = p, de R, pour p { 200,
mais en différe généralement sinon.

Tes

Introduisons maintenant le 2-adifié Jx = o Ry du groupe des ideles de

K ; écrivons T x le sous-groupe des idéles de degré nul (i.e. 'image réciproque
de .{il} par l’application I 1 1p) s et notons Uk =[], Uy le sous- groupe des
unités logarithmiques locales. Le quotient

Dly = Tk [Ux = Dp Za Pp

est le 2-groupe des diviseurs logarithmiques (de degré nul) du corps K ; on peut
le regarder comme I’ensemble des combinaisons linéaires Zp vp p de places finies
de K a coefficients dans Zs qui satisfont la condition de degré Zp vpdegp = 0.
L’image 7,37;( dans Z,)vﬁK du 2-groupe des ideles principaux Rx = Z2 Qz K=
(considéré comme un sous-groupe de Jx) est alors, par définition, le 2-groupe
des diviseurs logarithmiques principauz. La condition de degré mise & part, le
quotient . o

Clix =Dl /Plx
peut étre tenu comme ’analogue logarithmique du 2-groupe des classes d’idéaux
du corps K. C’est le 2-groupe des classes logarithmiques du corps considéré. Il
est d’ailleurs fini sous les conjectures (-adiques standard (cf. [J1]) et s’interpréte
par la théorie 2-adique du corps de classes comme groupe de Galois Gal (K¢ /K¢)
attaché & la 2-extension abélienne localement cyclotomique maximale K'¢ de K
relativement a la Zy-extension cyclotomique K°.

Pour construire le 2-groupe des classes logarithmiques au sens restreint, il
est tentant de procéder par analogie avec le cas classique en remplacant sim-
plement le sous-groupe principal 7371( au dénominateur de ZZZK par le sous-
groupe 73@} engendré par les seuls éléments totalement positifs (au sens loga-
rithmique). Malheureusement la formule du produit pour les valeurs absolues



introduit ici une complication supplémentaire dont il est indispensable de tenir
compte scrupuleusement pour respecter la cohérence avec les isomorphismes du
corps de classes global. Précisons ce que nous entendons par 14 :

Définition 7. Dans un corps logarithmiquement signé K, nous disons qu’un
idéle de degré nul (z,), € Jx est :

(i) globalement positif, lorsqu’il satisfait la formule du produit pour les fonc-
tions signes sg,. Le groupe des idéles globalement positifs est ainsi :

Ti =A{(xp)p € Tk | I, s8p(zp) =+1} ={(zp)p € Tk | 11,1 25 [p =1}
Son sous-groupe unité (au sens logarithmique) est de méme :
Ui = Us N T7 = {(up)y € Usc | TT,s8p(up) = +1}.

(ii) logarithmiquement positif, lorsqu’il est d’image triviale dans le groupe
des signatures Sgflx. Le groupe des idéles logarithmiquement positifs est ainsi :
T ={(zp)p € Tk | sgp(wp) = +1 Vp € PLSk}.

Son sous-groupe unité (au sens logarithmique) est de méme :
Ui =Ug N j; = {(up)p € Uy | sg,(up) = +1 Vp € PLSk}.
(153) totalement positif, lorsqu’il P'est globalement et logarithmiquement. Le
sous-groupe des idéles totalement positifs est ainsi :
Tt =TJ5:n0 Tk ={(zp)p € T | sg,(zp) = +1 Vp € PLSk}.
En particulier, le groupe des éléments globauz totalement positifs est le noyau
R} =Rk N j; dans Rk du morphisme signature sgly a valeurs dans Sglg.

Remarques.

(i) On prendra garde que les idéles totalement positifs sont pris dans T, %, et
qu’ils vérifient donc la condition de positivité globale [, sg,(zp) = +1.
Les idéles principaux sont, eux, globalement positifs en vertu de la formule
du produit pour les valeurs absolues.

(ii) On a bien Ut C Uy et Rx C Jp mais non J;& C J, le quotient
Tk )Tt ~ T ) T;e ~ Gal(K°[i]/K®) étant d’ordre 1 ou 2.

(iii) Dans la correspondance du corps de classes, T & est le groupe de normes
attaché a la Zs-extension cyclotomique globale K¢ ; tandis que son sous-
groupe Uk Ry correspond & la 2-extension abélienne localement cyclo-
tomique maximale K. De fagon semblable, J}; correspond a la 2-extension
cyclotomique K€[i] et le sous-groupe Z/N{}‘(RK = ZjKRK N jf*( a ’extension
composée K'°[i].

Lemme 8. On a l'identité j}} = jl*(JFRK, d’ot I’isomorphisme entre quotients :
Tic[URic = Tt JULR.

Preuve. 1’égalité annoncée est une conséquence facile du théoréme d’approxima-
tion simultanée ; I’isomorphisme en résulte immédiatement puisqu’on a :

Frt N 7t _ p+

TN UFRK =R



Définition & Proposition 9. Soit K un corps de nombres quelconque.
(i) Nous appelons 2-groupe des classes logarithmiques signées le quotient

Clsk = Jp UfRk ~ T JULRE.
(i1) En termes de diviseurs, le groupe Clsk s’identifie d’une part au quotient
Clsi ~ Dilsk/Plsk
du 2-groupe des diviseurs logafivthmiques si'gnéi de degré nul 5[8;( = j;;/?jl;
par son sous-groupe principal Plsg = RKU;;/Z/[; ; et d’autre part au quotient
o ~x -+
Clsy ~ DUy /Ply
du 2-groupe des diviseurs logarithmiques globalement positifs ?EK = j;?'/l/{;;
de degré nul par son sous-groupe principal totalement positif Pl = ’R}Z/{;/Z/{;.
(143) Et la théorie 2-adique du corps de classes interpréte le groupe de classes
logarithmiques signées comme groupe de Galois relatif
Clsk ~ Gal(K'es /K°s)

de la plus grande pro-2-extension abélienne K'** du corps K qui est compléte-
ment décomposée sur K = K°[i] en chacune de ses places.

Preuve. Les isomorphismes énoncés résultent directement du Lemme 8. Cela
étant, comme expliqué plus haut, le groupe Jj fixe K ; et le sous-groupe
U Rk fixe K'°. Dot les interprétations annoncées.

Remarques. Nous n’avons pas fait ci-dessus d’hypothése de signature sur K :
(i) Pour i € K¢, on a banalenEIJlt j]*(j jK et ijg = L~{K, d’ou 'identité :
CZSK = CgK ;
et la notion de signe n’apporte rien par rapport a la construction de [J1].
(ii) Pour i € K'\ K°, en revanche, on a (Jk j[*() =2 et U = U, de
sorte que Clsk est alors d’indice 2 dans Clk, lequel est donc non trivial ici.
(iii) Pour i ¢ K'°, enfin (c’est & dire pour K logarithmiquement signé), on a
(JIk + J§) = 2 mais U, # Uk done Jx = JiUk, d’ou la suite exacte courte :
1—)@K_>%K_>52K_>1.

Plus précisément dans ce cas :

Corollaire 10. Dans un corps logarithmiquement signé, diviseurs logarith-
miques signés et diviseurs au sens ordinaire sont liés par la suite exacte courte :

1 —— Sgly —— Dlsg —— ﬁK — 1

H H H

1 —— U Uy —— Ty —— Jx/Ux — 1



En particulier, le noyau §;€K de la formule du produit dans le 2-groupe des
signatures Sgly s’identifie au sous-groupe de torsion de Dlsk ; et Dlk au
quotient Dlsi /Sgly, de sorte qu’on a (non canoniquement) :

Remarque. Méme lorsque les places 2-adiques ne sont pas signées, le 2-groupe des
classes signées Cls k ne coincide donc pas en général avec le 2-groupe des classes
logarithmiques au sens restreint EZ;S défini dans [S2], du fait de la condition
de positivité globale introduite dans la définition 9.

Comme dans le cas classique, le groupe des classes signées est un invariant
arithmétique plus fin que son homologue au sens ordinaire. Plus précisément, si
Ex = Rk NUK désigne le groupe des unités logarithmiques (globales) du corps
KetEL =R KN LNI;Q son sous-groupe totalement positif (au sens logarithmique),
on a une suite exacte canonique :

1—>§K/§It—>@K—>éz;K —>EéK—>l.
En particulier, il suit :

Proposition 11. Sous la conjecture de Gross généralisée, le 2-groupe EEK
attaché a un corps logarithmiquement signé K est un 2-groupe fini, d’ordre :

Clsx| = [Clx| (Sgly : sglx(Ex) ).
Et, pour tout corps logarithmiquement signé K, on a donc l’équivalence :
EZK =1 et
Clsg =1 <

K contient des unités logarithmiques de toutes

signatures a la formule du produit pres.

3. Formule des 2-classes logarithmiques signées ambiges

Comme pour les 2-classes logarithmiques au sens ordinaire, le probléme de
la propagation de la trivialité du 2-groupe des classes logarithmiques signées
se pose naturellement dans le cadre des 2-extensions (i.e. des extensions ga-
loisiennes L/K de degré une puissance de 2), ou ’on peut espérer relier ’ordre
du sous-groupe des points fixes dans Clsy, pour 'action de G = Gal(L/K) a
celui de Cls k par une formule explicite ne faisant intervenir que des invariants
arithmétiques simples de ’extension considérée, & I’image du classique résultat
de Chevalley sur les classes ambiges d’idéaux.

L’expérience montrant toutefois qu’'une telle formule est rarement exploitable
en dehors du cas cyclique, du fait de ’occurence de facteurs cohomologiques



difficilement calculables en toute généralité, et la formule du produit venant
apporter des complications supplémentaires par rapport au cas des idéaux, nous
n’hésitons pas dans cette section & faire quelques hypothéses simplificatrices,
quitte & renvoyer l’étude générale a la section suivante consacrée aux classes
logarithmiques centrales, dont la définition est plus directement reliée aux outils
habituels de la théorie du corps de classes.

Considérons donc une 2-extension galoisienne de corps de nombres logarith-
miquement signés L/K, et notons G = Gal(L/K) son groupe de Galois. Sous

I’hypothése de primitivité H* (G, DU %) = 0 (que nous discuterons plus loin), par-
tant de la suite exacte courte qui définit le 2-groupe Cls L= =Dt L /Pé 1 » pbrenant
les points fixes par G, et comparant la suite exacte obtenue avec celle définis-
sant CAEEK, nous obtenons le diagramme commutatif (o les fleches verticales
sont induites par les morphismes canoniques d’extension) :

0 BUh . BB Gk —— 0
L;lz/K ngZ/K clspx
0 —— 7’5’8267'  — ﬁzc  — EZE%’  — HI(G,ﬂz) — 0.

Formant alors le diagramme du serpent, nous obtenons immédiatement ’identité

entre ordres de groupes finis (avec |Ker1;lz/K\ = | Ker JlL/K| =1):
| Coker dl*% /K| |COk€I"]7lz/K| |CokerngsL/K| 1
\KerdlL/K\ \KerplL/K| |Kerclsy | |HY (G, PLL)|

D’ou la formule (ou les deux membres sont simultanément finis ou infinis) :

(D4;C : DEy,)

—Q —
|Clsy| = |Clsk| — —
(PLfC - Pef)

|H (G, PE}).

Cela étant, il vient successivement :

Lemme 12. Sous la condition de primitivité forte H'(G, 7762) = 0, lindice
(DZEG : DUy;) est donné a partir des indices de ramification logarithmiques
ep(L/K) par la formule :

(DS . DU%) = He,, L/K))/[L® : K.
Preuve. C’est le résultat établi dans [J1] (cf. Prop. 4.4), sous la condition

HY(G, 5&) = 0, qui exprime en termes cohomologiques la primitivité de la
ramification logarithmique.



Lemme 13. Lorsque l'extension galoisienne L/K est cyclique, les relations
entre la cohomologie des diviseurs logarithmiques principauz totalement positifs
et celle des unités logarithmiques totalement positives fournissent l’identité :

\HYG,PEE)| (kN Npx(RE)) - Noyx(ED)) (L9 EL) [HY(G,RY)

(Pe; @ : PL) [HY(G,EF)] (REC:R%)

Preuyve. Partons de la suite exacte courte qui définit le groupe PFL“ ; formons
la suite de cohomologie associée, et comparons la & la méme suite écrite pour
Pl}.. Le diagramme obtenu commence ainsi :

0 £t RL —— Pl —— 0
0 £rC RIC —— PUI¢ —— HYG,E) —— ...

Et le lemme du serpent nous donne la suite exacte longue :
0— EFC/EL — RECGIRE — PUEC Pl — HY(G,EF) — ...
.. — HYG,R}) — HY(G,Pl}) — H*(G,E}) — H2(G,Rf) — ...
Maintenant, si G est cyclique, il vient :
H*(G,Ef) = EF O NLyk(€]) et HA(GRE) = REC/Nyyk(RY).
ce qui permet de remplacer la seconde partie de la suite exacte précédente par :
- HYG,RY) — HYG, Ply) — (€1 N Ny (RE)) Ny (EF) — 1

Et le résultat annoncé suit, compte tenu de 1’égalité entre groupes de normes :
& s+ G
€k NNk (RE) = €L N Nk (RY).

Lemme 14. Toujours lorsque l’extension L/ K est cyclique, le quotient de Her-
brand attaché au 2-groupe des unités logarithmiques globales totalement positives
est donné, sous la conjecture de Gross généralisée, par la formule ;

oG, Ef) = [HXG.ENNHNG.ED) = [] do(L/E),
peEPIE

ot dy(L/K) = |D,| désigne le degré local en p de lextension L/K et p parcourt
lensemble Pl des places a Uinfini du corps K.

Preuve. Le groupe gzr étant d’indice fini dans <€~'L, il a le méme quotient de

Herbrand. Le lemme résulte donc directement du calcul de q(G,EL) effectué
dans [J1] (cf. cor. 3.7).
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Lemme 15. On a l’égalité :

IHl(G,RI)I _ |595LG\ — 9-IPLD} x|
(R:C:R}) 1Sglx| ’

ol PLD%/K désigne l’ensemble des places 2-adiques de K qui se dessignent
dans Vextension L/ K.

Preuve. Partons du diagramme commutatif (ot nous avons remplacé par 0 le
groupe de cohomologie H'(G,Rr) en vertu du théoréme 90 de Hilbert) :

0 —— Rj R Sglye — 0
| H [rtasn
0 —— R}C RS Sgtf —— HY(G,R}) —— 0.

Nous obtenons immédiatement les isomorphismes :
RIY/RE ~ Kersgly /et HY(G,R}) ~ Coker sgly,
d’otu I'identité attendue :

\HY(G,R})| _ |Cokersgly, | _ 1Sgle|
(R :R}) | Kersgly, /x| 1S9l k|

Convention. Convenons de dire qu’une place logarithmiquement signée du corps
K se dessigne dans 'extension L/K lorsqu’aucune des places au-dessus n’est
signée dans L. Ecrivons alors ’ensemble PLSk des places logarithmiquement
signées du corps K comme la réunion disjointe
PLSx = PLDL/KU PLSL/K

du sous-ensemble formé des places p qui se déssignent dans L/K et du sous-
ensemble formé de celles qui restent logarithmiquement signées dans L ( de sorte
que PLS% = PLD]‘?f/K U PLSZ‘?K est la partition naturelle de I’ensemble des
places réelles de K entre celles qui se complexifient dans L/K et celles qui se
décomposent complétement).

Cela étant, il vient :

Lemme 16. Avec les notations précédentes, on a :

Sgt, ~ @ TF[G/Dy); et ‘Sggg‘ = 2IPLDL
PEPLS,, i |Sglr|

o Dy est un sous-groupe de décomposition de la place p dans l’extension L/ K.

Preuyve. La définition du groupe des signatures logarithmiques nous donne :

Sgly, = @ Fo by, = @ ( @ IFa EL) = @ F2|G/Dy]

pLeEPLSL Pk €PLSL/k pLlpK pEPLSL /K

11



d’ou la premiére formule. II suit :

Sglf

12

@ Fo(Soec/p, P7); puis [Sglf| = 2/PESexl,
pEPLSL K

L'identité |Sgly| = 2/PL9%I donne alors le résultat annoncé.

En fin de compte, nous pouvons énoncer comme suit le théoréme fondamental
de cette section :

Théoréme 17. Dans une 2-extension cyclique L/K de corps de nombres loga-
rithmiquement signés, le nombre de 2-classes logarithmiques signées invariantes
par G = Gal(L/K) est donné, sous la condition de primitivité H'(G,Dl;) = 0,
par la formule :

Cloxe| l;[gp(L/K)

9lPLDE | [Les : Kes] (g;; : 5;; ﬂNL/K(RZ))

Cls§| =

ol PLD%/K est l’ensemble des places 2-adiques du corps K qui sont logarith-

miquement signées dans K mais non dans L , et e,(L/K) est Uindice de rami-
fication logarithmique de la place p dans lextension L/K.

Remarque. L’hypothése H'(G, 1762) = 0 est appelée ci-dessus condition de pri-
mitivité forte, car elle s’écrit encore (D¢ : DI};¢) = 1, de sorte qu’elle contient
bien la condition de primitivité faible (D1 : DII¢) = 1 introduite dans [J1].

4. Formule des 2-classes logarithmiques signées centrales

Pour aborder maintenant le cas des 2-extensions (galoisiennes) en toute
généralité, nous allons nous intéresser non plus au plus grand sous-groupe invari-

ant %f du groupe des classes logarithmiques signées, mais plutot a son plus
grand quotient G%L qui est invariant pour ’action du groupe de Galois G
de lextension L/K considérée. Contrairement au sous-groupe ambige @;f, le
quotient Gels 1 admet , en effet, une interprétation galoisienne particuliérement
simple, ce qui le rend plus accessible aux techniques classiques de la théorie du
corps de classes.

Bien entendu, si G est cyclique (et EEL fini), on a banalement :

— —G
“Clsy| = |Cls, |,

ce qui redonne la formule du théoréme 17, mais en général ces deux quantités
ne coincident pas.

Il est commode d’introduire d’abord le genre logarithmique signé :

12



Définition 18. Le 2-corps des genres logarithmiques signés relatif a une 2-
extension L/K de corps de nombres logarithmiquement signés est la plus grande
pro-2-extension L'* N LK de L qui est complétement décomposée sur L =
Le[i] = LK et provient (par composition avec L) d’une pro-2-extension abéli-
enne de K. .

Le groupe de Galois Glsp i = Gal(L'** N LK /L) est, par définition, le
2-groupe des genres logarithmiques signés de l’extension L/K.

Comme expliqué plus haut, la détermination du genre logarithmique signé

d’une 2-extension L/K reléve des méthodes du corps de classes 2-adique. Con-
sidérons, en effet, le schéma de corps :

s LKl ___ [les qALKe ___ [les
| |
Lo N K Lies A Kab
|
L5 A Kles _ fles
oS

Notons pour simplifier N la norme arithmétique Ny x attachée & 'extension
L/K. Comme expliqué dans la section 2, la 2-extension cyclotomique L =
LK< de L est associée au 2-groupe d’idéles J 7, et la pro-2-extension abéli-
enne L'** au sous-groupe U} Rp. D’aprés la théorie du corps de classes, leurs
sous-extensions maximales L N LK et L'** N LK% qui proviennent (par
composition avec L) d’une 2-extension abélienne de K sont donc respectivement
associées aux saturés pour la norme ~'N(N(J%)Rx) et “'N(N(U;)Rx) des
groupes précédents. En particulier, il vient ainsi :

Glsp i = Gal(L'n K®) /(LN K**)) = "'N(N(T)Ri)/ NN U )R,

et, par suite :

(T3 UERK)UERK - NUS)RK)

A(; _ 7% . r/+ — _ —
Glspk| = (N(T1L)Rk : NU)RK) (T : N(T5)R)

Dans la formule obtenue le facteur (j}} : ZJIJQRK) n’est autre que Clsk ; le
dénominateur (7% : N(J;)Rx) est égal a [L°* N K% : K] ; et le dernier
facteur s’écrit encore :

Uy : NUL)) I Nig i, (U)
(R N UL Re NNU)) (€ EF NNy U))

UfRK - NURk) =
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puisque l'intersection de Rx avec Ny, K(Z/{ ) est évidemment contenue dans le
sous-groupe 5?; des unités logarithmiques positives globales du corps K.

Lemme 19. Pour chaque place p du corps K, l'indice normique € ~“l’+(L/[()

(Z/{p : Nog/K, (U‘B)) est donné par la formule suivante (ou €2°(L/K) désigne
Uindice de ramification abélianisé de la place p dans l'extension L/K) :

(i) &N (L/K)= e (L/K) = 1, lorsque p est réelle ;
(i) &Y (L/K) = e (L/K), lorsque p est finie impaire ;
€gb(L/K), pour p paire non contenue dans PLDy /k,

(iii) & (L/K) = { 1
5 Egb(L/K), pour p paire contenue dans PLDy, k.

Preuve. Pour chaque place p de K et 3 arbitraire de L au-dessus de p, désignons
par L“b la sous-extension maximale de Ly qui est abélienne sur K.

Si p et réelle, nous avons trivialement Z/{;r =1, d’ou ~“b+(L/K y=1;sip
est finie mais impaire nous avons I/{ = Z/{p et U‘B = qug, d’ot directement :
U+ Npgyi, Uss)) = Uy = Ny, (Usy)) = U, : Nigv/k, (U)) = e (L/K)
par définition de l'indice de ramification logarithmique (cf. [J1]) ; enfin, si p est
paire, nous pouvons écrire (en abrégeant N Ly/K, bar N )

(Up : N (Usp)) (N Up) - N(Us5))
Uy : UT) ’

et (L/K) = (U - N(U)) =

Maintenant, I’indice (ﬁp : L?;r ) au dénominateur est égal & 1 ou 2 ; et le deu-
xiéme cas n’a lieu que si la place p estjogarithmiquement signée dans K. Dans
cette hypotheése, I'indice (N (Usp) : (L{m)) au numérateur n’est lui méme égal &
2 que si les places ‘B au-dessus de p sont encore logarithmiquement signées dans
L. En fin de compte le quotient (Z/Ip Ll+)/( (Up) - (Z/{+)) vaut donc 2 si p
est dans PLDy i et 1 dans tous les autres cas. Quant & l'indice (Z/~lp : N(ﬁq_g)),
c’est tout simplement €f’(L/K), comme plus haut.

Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 20. Dans une 2-extension L/K de corps de nombres, le genre loga-
rithmique signé est donné par la formule :

e L, & (1/1)
Les N EKab : Ko 2\PLD2/K|(§;§ : é‘}t N NL/K(Z;{VZF))

‘%L/Id =1

Dans celle-ci é‘;"; désigne le 2-groupe des unités logarithmiques positives de K
et , pour chaque place p du corps de base, 'égb(L/K) est lindice de ramifica-

tion logarithmique de la sous-extension abélienne mazimale Lgb/Kp associée @
lextension locale Ly [ K,,.
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Remarques.

(i) Contrairement a la formule des classes ambiges qui ne vaut que dans le
cas cyclique, la formule des genres ne requiert aucune hypothése sur la nature
de extension L/K. Elle ne suppose pas non plus que K vérifie la conjecture
de Gross (pour le premier 2 : lorsque celle-ci est en défaut dans K, la formule
obtenue montre que % /K est infini, et le corps L ne la vérifie pas non plus.

(ii) Pour K fixé (en particulier dés que Clsx et Ex sont donnés), la formule
obtenue ne fait intervenir que les propriétés galoisiennes ou locales de I’extension
considérée, et non ses propriétés globales.

Corollaire 21. Dans une 2-extension abélienne L/ K de corps de nombres loga-
ritmiquement signés, le genre logarithmique signé est donné par la formule :

|EZ§K| Hp gP(L/K)
[Le: K¢] 9PLD? ] (EL EE NN UD))

Glsp | =

Preuve. Seule reste a vérifier I'égalité [L°° : K] = [L¢ : K], qui résulte du fait
qu'on a i ¢ L€, puisque le corps L est réputé logarithmiquement signé.

Le corollaire 21 ci-dessus nous donne ainsi une condition nécessaire de trivi-
alité du 2-groupe des classes logarithmiques signées dans une 2-extension abéli-
enne de corps de nombres, qui généralise exactement celle obtenue dans le cas
cyclique & l'aide de la formule des classes ambiges. Pour obtenir en retour un
critére suffisant, il convient cependant de remplacer le quotient des genres par
un invariant plus fin, le 2-groupe des classes logarithmiques signées centrales,
que nous allons maintenant introduire :

Définition & Théoréme 22. Nous appelons 2-groupe des classes logarithmi-
ques signées centrales attaché 4 une 2-extension (galozszenne} L/K de corps

de nombres le plus grand quotient GCESL = CésL/CésL = jL/j;IGUZ'RL du
groupe CESL sur lequel le groupe de Galois G = Gal(L/K) opére trivialement.
(i) La condition GClsy, = 0 caractérise les 2-extensions L de K qui ont un
2-groupe EEL trivial. En d’autres termes, on a : %L =0 & G(rf[sL =0.
(11) Le nombre de classes logarithmiques centrales est donné, avec les nota-
tions du théoréeme précédent par la formule :

|EZ;K| I, ggb(L/K) KL/K
[Lcs N Kab - Kcs] 2|PLD2/K|(£’V;§ . N(RL) N N(ZIZ/L))

|GE\€§L| = CL/K,

ol Nl/K est le sous-groupe de Ry formé des éléments qui sont normes locales,
KK = (J\/L/K : Np/gRr) désigne le nombre de noeuds de extension L/K et
Vindice cp, /g = (JLIGZ;fRL : j;lcljlerL) est induit par la formule du produit

pour les valeurs absolues.

Remarque. Comme expliqué dans [J1] et [AJ], le nombre de noeuds rr,/x est un
invariant purement galoisien de I'extension L/K. Par exemple, si G est abélien,
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il est égal a I'indice dans le carré extérieur G A G de G du sous-groupe engendré
par les Dy A Dy lorsque D, décrit les groupes de décomposition des places de
K. En particulier, il vaut 1 dans le cas cyclique.

Preuve du théoréme. L’assertion (i) est purement algébrique : si G est un 2-

groupe fini, I'idéal d’augmentation I de I’algébre 2-adique Zs[G] est topologique-

ment nilpotent, de sorte que pour tout Zs[G]-module noéthérien M, on a, en no-

tations additives : M =0 M = Ig M, en vertu du lemme de Nakayama.

Et tout le probléme est donc d’évaluer le nombre de classes centrales.

Ecrivons le pour cela comme produit de trois entiers sous la forme :

a=(Ji: 'N(NUHRk))

9Clsy| = (T7 : T'°UFRL) = abe avec { b = (TIN(NUDRK) : TleUFRL)
¢ = (J[URL : TURL)

et examinons successivement chacun des trois facteurs :

(a) Le premier facteur a n’est autre que le nombre de genres signés |G/sy, /|
puisque 'égalité L° = LK® entraine ~*N(N(J;)Rk) = "'N(J}) = J;-

(b) Transporté par la norme globale N = Ny, le second b s’écrit encore :

(RK N N(jL) : N(RL))
(R "NUHN(RL)) : N(RL))

(NUFNRxNN(TL)) : NUFIN(Ry)) =

;0T :

Lemme 23. Soit Ny i = R NNk (JL). Alors, dans le quotient précédent,
(i) le numérateur (Rx NN (Jr) : N(Rr)) = (Nr/k : N(RL)) est le nombre
de noeuds de lextension L/K,
(ii) et le dénominateur vaut (g?; N N(Zj{}f) :N(Rp)N N(Zj{z'))

Prewve. Ona: (RxgNN(UF)N(RL))/N(RL) ~ R "NUF)/N(RL)NNUT).
(c) Enfin, il est intéressant de remarquer que le dernier facteur ¢ s’écrit :
¢=cryi = (LU R T{OUF Ri)(T(U R T U Ric),

les deux indices étant induits par la formule du produit, le premier pour les
valuations logarithmiques, le second pour les signatures.

Corollaire 24. Sous les hypothéses du théoréme, le 2-groupe EEL des classes
logarithmiques signées du corps L est trivial si et seulement si les trois conditions
suivantes sont réalisées :

(i) a=1,ie |Glsp k| =1;
(i) b=1, ie. (EFNANUL): N(R)NNUL)) = krx
(iii) c =1, ice. JLOUFRL = TIUSRL = T U Ry
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Remarque. En dehors du cas cyclique, ou s’applique le principe de Hasse, le
calcul de 'indice normique (£x : NpyxRr N Ny, KL{L*) ne reléve pas des seules
méthodes locales mais fait intervenir de fagon effective 'arithmétique globale de
I’extension considérée.

INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS
Notations attachées 4 un corps local K, :

Rp = lim K /Kp“n : le compactifié 2-adique du groupe multiplicatif K, ;
fp = Ry " : le 2-groupe des racines de 'unité dans K, ;

vp( ) @ la valuation (au sens ordinaire) sur R, a valeurs dans Z ;

U, = Ker v, le sous-groupe unité de R, ;

Up( ) : la valuation logarithmique sur R, & valeurs dans Z, ;

L~{p = Ker v, : le sous-groupe des unités logarithmiques dans R, ;

| |p : la valeur absolue 2-adique sur R, & valeurs dans Z5 ;

Z/N{;' = Ker | |, : le sous-groupe des unités logarithmiques positives de R, ;
sgy( ) = (| [p) : la fonction signe sur R, & valeurs dans +1 ;

Rp+ = Ker sg, : le sous-groupe des éléments positifs de R,.

Notations attachées a4 un corps de nombres K :

Jr = [1,”" Ry : le 2-adifie du groupe des idéles de K ;

Ry = Zy @z K* : le sous-groupe des idéles principaux ;

Uk = H Z/{p : le groupe des unités logarithmiques locales ;

3 Kk =RgnN Z/{K : le groupe des unités logarithmiques globales ;

Dig ~ Ik /L{ k = le groupe des diviseurs logarithmiques (au sens ordinaire) ;
j Tk le sous-module des éléments de degré nul dans Jk ;

DY Kk~ Tk /Z/IK : le groupe des diviseurs logarithmiques de degré nul ;

PE K~ RK / & K : le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux ;
cl K= =Dl K/ Pl x : le groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) ;
TE Tk s le noyau dans Jx de la formule du prodult pour les valeurs absolues ;
L{K = U N jK le sous-groupe unité de JK ;

JE w : le sous- groupe logarithmiquement positif de T foa

R} = RK NJE & : le sous-groupe logarlthnilquement positif de Ry ;
L[;g = UK N J;g le sous-groupe unité de J; ;

é';g =ExNTL w : le sous-groupe logarithmiquement positif de Ex ;

73/6* :E}; / % : le sous-groupe principal totalement positif de 17&( ;
CEK = DEK/’P€+ : le groupe des classes logarithmiques positives ;

Dis K~ ~ T g /Z/{+ : le groupe des diviseurs logarithmiques signés ;

PESK ~ RK/E : le sous-groupe principal de Dlsy ; ;

Cls K= = Dis K/ Pls k : le groupe des classes logarithmiques signées ;
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@ K~ j;; /j =+ le groupe des signatures logarithmiques du corps K ;

Notations attachées & une 2-extension L/K de corps de nombres :

PLSy ) : Pensemble des places logarithmiquement signées dans L/K ;
PLDy )k : Pensemble des places logarithmiquement dessignées dans L/K ;
Kix = (Nléo/CK : N ygRr) : le nombre de noeuds de I'extension L/K.
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