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Résumé. Soit Ko une Zy-extension d’un corps de nombres K. Dans ce travail, nous précisons les formules asymp-
totiques données par Jaulent-Maire dans [5] pour les ordres des quotients d’exposant ™ des ¢-groupes de T-classes
S-infinitésimales Cé*;(Kn) des étages finis K, de la tour K /K, en fonction des invariants structurels pasl, ;Lg—, et )\5’:
du module d’Iwasawa Xf": = @Cﬂ%(l{n) Nous montrons en particulier que le paramétre lambda de ces quotients
peut différer sensiblement de 'invariant structurel )\i et nous illustrons ces résultats par des exemples explicites

dans lesquels il peut étre rendu arbitrairement grand ou méme arbitrairement négatif.

Abstract. Let Ko be a Zy-extension of a number field K. In this paper we clarify some asymptotic formulas given by
Jaulent-Maire in [5], relating orders of £"-quotients of S-infinitesimal T-classes ¢-groups C¢5.(Kr) associated to finite
layers Ky, of the tower Koo /K to structural invariants p%, ,u% and A% of the Iwasawa module Xﬁs = mei(Kn)
We especially show that the lambda invariant 5\7‘2 of those quotients can sensibly differ from the structural invariant

>\S

7, and we illustrate this fact with explicit examples, where it can be made as large as desired, positive or negative.

1 Introduction

Supposons donnés un corps de nombres K, un premier £ et une Zg-extension K., de K.

Le résultat emblématique de la théorie d’ITwasawa (cf. e.g. [8]) affirme que les ordres respectifs
¢*(™) des (-groupes de classes d’idéaux C/(K,,) attachés aux étages finis de la tour K. /K, de
degreés respectifs [K,, : K| = ¢™ sont donnés pour n assez grand par une formule explicite de la
forme :

z(n) = "™ + In + v,

ou v est un entier relatif (éventuellement négatif), mais ot A et pu sont des entiers naturels dé-
terminés par la pseudo-décomposition de la limite projective X = lim C¢(K,,), regardée comme
module de torsion sur I'algébre d’Iwasawa A = Zy[[y — 1]] construite sur un générateur topologique
~ du groupe procyclique I' = Gal(K,/K). Il est alors commode de réécrire I’égalité précédente
sous une forme ne faisant intervenir que ces deux derniers paramétres :

z(n) = w" + An,

en convenant de tenir pour équivalentes deux suites d’entiers dont la différence est ultimement
constante. L’identité obtenue vaut alors identiquement si ’on remplace les ¢-groupes C¢(K,,) par
leurs quotients respectifs d’exposant ¢* (ou "% pour k fixé), comme expliqué dans [2].

Soient maintenant S et T' deux ensembles finis disjoints de places de K ; et soit CE%(KH) le
pro-¢-groupe des T-classes S-infinitésimales de K,,. Ce pro-f-groupe correspond, par la théorie
l-adique du corps de classes (¢f. [3]), & la pro-f-extension abélienne maximale de K, qui est
non-ramifiée en dehors des places divisant celles de S et totalement décomposée aux places au-
dessus de celles de T'; et c’est en particulier un Zg-module de type fini. Son quotient d’exposant
7, disons *"Cl3.(K,), est ainsi un f-groupe; et on s’attend a ce que la (-valuation 23.(n) de son
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ordre s’exprime asymptotiquement de fagon simple a partir des invariants structurels du module
d’ITwasawa limite projective pour les applications normes :

Ap = lm e (K,).
C’est le programme initié dans [2], puis développé dans [5] et dans [4]. La formule obtenue
27(n) = pinl® + ppl" + Ain,

en dehors du cas spécial décrit plus loin (c¢f. Proposition 3), fait ainsi intervenir la dimension p3. du
A-module X7 (i.e. la dimension sur le corps des fractions ® de 'anneau A du tensorisé ® @, X7)
ainsi que la f-valuation ,u% et le degré A% du polynéme caractéristique de son sous-module de
A-torsion T7.

Or, si cette formule est bien vérifiée dans nombre de situations (en particulier dés que le A-
module Xj? est de torsion), les calculs de Salle [7] font clairement apparaitre qu’elle peut étre
en défaut, y compris dans le cas particulier des extensions cyclotomiques, par exemple lorsque
I'invariant p3 est non nul et 'ensemble 7" non vide.

Le but du présent article est de rectifier les deux corollaires erronés (1.7 & 1.8) énoncés sans
démonstration dans [4] et de produire une formule exacte. Le point essentiel est que les groupes de
classes Cﬂ%(Kn) ne sont pas donnés de fagon simple (en dehors du cas spécial) comme quotients
des genres & partir de leur limite projective Xﬁ , mais mettent en jeu non trivialement un module
arithmétique, d’impact effectivement négligeable lorsque le A-module Xq“? est de torsion, mais non
en général. La formule corrigée (c¢f. Théoréme 5)

zi(n) ~ pinl" + pFl + (A — k),
fait alors apparétre un nouvel invariant /{%, qui s’interpréte comme le degré d’un polynéme cyclo-
tomique convenable. La conséquence la plus spectaculaire est que le paramétre lambda effectif, qui

intervient dans la formule i.e.
35S . \S S
A7 = Ap — KT

peut étre strictement négatif. Nous donnons en particulier des exemples trés simples de tours cyclo-
tomiques dans lesquelles, par un choix convenable de S et de T, il peut étre rendu arbitrairement
grand ou, au contraire, arbitrairement négatif.

2 Enoncé du Théoréme principal

2.1 Notations et conventions

Pour la commodité du lecteur, nous regroupons dans cette section les principales notations que
nous utilisons tout au long de I'article.

— ¢ est un nombre premier (qui peut étre 2);
— K est un corps de nombres et K., une Zyg-extension arbitraire de K ;
— K, est 'unique sous-corps de K, de degré ¢" sur K (on a ainsi K = Kjy);

— T = ~%¢ est le groupe procyclique Gal(K,,/K) et v un (pro-)générateur ;

— A =Z[[y — 1]] est 'algébre d’'Iwasawa associée & I';

— & =Q((y—1)) est le corps des fractions de 'anneau A ;

— w, est le polynome v*" — 1 de Panneau Zg[y — 1] = Z[y];

— wy, ¢ désigne le quotient wy, /w. pour n > e (les w;1,; sont ainsi les polynémes cyclotomiques ;
ils sont irréductibles dans 'anneau Z,[y — 1)) ;

— V,, est Iidéal de A engendré par le polynéme w,, et I’élément ™.

— S et T sont deux ensembles finis disjoints (éventuellement vides) de places de K ;



— T* Tensemble des places de T totalement décomposées dans la tour Ko, /K et T/ celui
des places de T finiment décomposées dans la tour;

— R est Pensemble des places ultimement ramifiées dans Ko /K (dans le cas de la tour
cyclotomique, c’est ’ensemble des places de K au-dessus de £);

— Pour un ensemble V' de places de K, on note V., ’ensemble des places de K, au-dessus
de celles de V.

— C@‘;(Kn) est le pro-¢-groupe des T-classes S-infinitésimales du corps K,, (que la théorie du
corps de classes identifie au groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne S-ramifiée
T-décomposée maximale de K,,) ;

— x3(n) = ve(JCL(K,)]) est la valuation f-adique du cardinal du quotient d’exposant £ du
Ze-module Cl3.(K,,);

— p3, P et A3 sont les paramétres asymptotiques de la suite z3(n) (voir la définition 2);

— X7, limite projective des Cl3(K,) pour la norme, s’identifie au groupe de Galois de la
pro-f-extension abélienne So,-ramifiée T,-décomposée maximale de K ;

— pF, p3 et A3 sont les invariants d’Iwasawa du A-module noethérien X5 .

Précisons enfin quelques définitions :

Définition 1. Soient (a)nen et (bn)nen deux suites d’entiers relatifs.
(i) Nous écrivons a,, =~ by, lorsque la différence a,, — b, est bornée.
(ii) Nous écrivons a,, = b, lorsqu’elle est ultimement constante.

Définition 2. Nous disons qu’une suite (a,),en d’entiers relatifs est

(i) paramétrée par le triplet (p, u, 5\) lorsqu’on a : a, =~ pnd™ + pl™ + n;

(ii) strictement paramétrée par (p, i, \) lorsqu’on a : a, ~ pnd™ + ul™ + An.
Dans les deux cas, nous disons alors que p, p et A sont les parameétres asymptotiques de la suite
(an)n€N~

Remarque. Les conventions ci-dessus différent légérement de celle de [5] ou sont considérés les

quotients de ¢"*!-torsion, ce qui améne & écrire p(n + 1)¢" au lieu de pnf™. La différence est
purement technique et sans conséquence fondamentale comme expliqué plus loin (¢f. Scolie 7).

2.2 Codescente arithmétique

La théorie du corps de classes montre que les pro-¢-groupes Cfg(Kn) des T-classes S-infinitési-
males s’identifient aux groupes de Galois respectifs des pro-f-extensions abéliennes S-ramifiées T-
décomposées maximales H%Y (K,,) des corps K,,. Ce sont en particulier des Z;-modules noethériens.

Leur limite projective X3 = @Cﬁ%(Kn) est un A-module noethérien, qui s’interpréte comme
groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne S-ramifiée T-décomposée maximale H7(K,,) du
corps Koo.

Le probléme classique de la codescente arithmétique consiste & exprimer les C(%(Kn) a partir
de la limite Xj? . Commencons par traiter le cas spécial ou les H*Tg(Kn) contiennent K., ce qui se
produit lorsque l'extension K, /K est S-ramifiée et T-décomposée, i.e. lorsque T = T et que S
contient Pensemble R des places ramifiées dans la tour K /K.

Dans ce cas, H2(K,) n’est autre que le sous-corps de H7(Ko,) fixé par w, X5 (en notations
additives) ; et le schéma de corps se présente comme suit :



G5

Proposition 3 (codescente dans le cas spécial). Lorsque la Z;-extension Ko /K est S-ramifiée
et T-décomposée, pour tout n > 0 on a la décomposition directe :

Cl3(K,) =T @ X2 Jw, X5,

Ce cas mis a part, les extensions H2(K,)/K,, et K. /K, sont lindairement disjointes pour n
assez grand et les groupes CZ%(KH) apparéssent naturellement comme quotients de leur limite qu .
Plus précisément :

Proposition 4 (codescente dans le cas générique). En dehors du cas spécial, notons e le plus petit
entier tel que, dans K /K., les places de R non contenues dans S soient totalement ramifiées et
celles de T1? soient non décomposées.

Il existe un Zyp-sous-module noethérien ), de Xj? tel que la somme Y, + werS soit un A-sous-
module de ng et que pour tout n > e on ait canoniquement :

CUI(Ky) = X7 ) (wn Ve + wnX).

La preuve en est classique (voir par exemple [9], dans le cas S =T = (). Précisons néanmoins
quelques points. Par un argument de projectivité, le groupe de Galois G7 = Gal(H3 (Ko )/K)
s'identifie au produit semi-direct de son quotient I' = ~%¢ par le sous-groupe normal Xy =
Gal(HZ(Kwo)/Koo) :

Q~T9 ~ Xﬁ x I
de sorte que tout élément de g% s’écrit de fagon unique y*x, avec o € Zy et x € XTS , apres avoir
fait le choix d’un relévement arbitraire de v dans G (K).

Notons Py, I’ensemble fini des places de K, qui sont ultimement ramifiées dans la tour K,/ K
mais non dans S.., ou encore contenues dans T£% Pour chaque place de P, choisissons une
place poo de Hﬁ(K o) qui soit au-dessus ; puis notons G,_, son sous-groupe de décomposition dans
G2 (K.) = Gal(H2(Kw)/Ke) 8i poo est au-dessus de TL¢, d’inertie sinon. Par construction, chacun
de ces groupes G__ est procyclique et possede un générateur topologique de la forme v, z,_ avec
ve = 7. De plus, si poo est conjuguée de poo, le groupe Gp=  est topologiquement engendré par le
conjugué x(ve zp )r ' = Yo xp VL

1l en résulte que la sous-extension maximale de H7 (K ) qui est abélienne sur K, et simultané-

ment S-ramifiée et T-décomposée est celle fixée par Xq*? (e=1) ot les Ye Ty, POUr Pos € Py Fixant
arbitrairement I'une p3, des places de Py ; posant y, = mp_ /Tpe_ ; et notant V. le Zs-module
multiplicatif engendré par les y,_ , nous obtenons, comme attendu :

X5 N Gal(HE (Koo) [HE(K,)) = 25 0Dy,



ce qui, traduit en notations additives, donne bien :
CEIS“(Ke) = ng/(ye + Weng)-

Ce point acquis, le passage de K, a K,, pour n > e se fait en prenant 'image du dénominateur
par I'opérateur norme wy ¢ = wy,/we et donne, comme annoncé :

Cﬁ;([{n) = Xﬁ?/wn,e(ye + WeXIL?) = Xﬁs/(wn,eye + WnXiIS)

En résumé ’ensemble de cette discussion peut étre illustré par le diagramme :

A
P KOOH~T9(KH)—V sk
pl
" K, ————  HZ(K,)

2.3 Le Théoréme des paramétres

Nous sommes dés lors en mesure d’énoncer le théoréme principal de ce travail qui corrige les
résultats de [4] et [5].

Théoréme 5 (Théoréme des parameétres). Soit Ko, une Zg-extension d’un corps de nombres K ;
et S et T deuz ensembles finis disjoints de places de K ; enfin, soit Xy := limCl3.(K,,) la limite
projective (pour la norme) des pro-Lgroupes de T-classes S-infinitésimales des étages finis K, (de
degrés respectifs £™) de la tour K /K.

(i) Si Uextension Ko /K est elle-méme S-ramifiée et T-décomposée (i.e. dans le cas spécial),
la suite x5.(n) des (-valuations des ordres des quotients d’exposant £™ des groupes Cl3.(K,)
vérifie l’estimation asymptotique :

w3 (n) ~ pEnl" + pglt + (A +1)n,

ot p3., 5 et A3 sont les invariants structurels du module d’Iwasawa X3 .

(ii) Sinon, il existe un entier naturel /ﬁ? < pfwée, ot e est l'entier défini dans la proposition 4,
tel qu’on ait asymptotiquement :

vp(n) = ppnl® + ppl" + (A —w7)n,

Précisons quelques situations dans lesquelles le paramétre /i% est trivial :

Scolie 6. En dehors du cas spécial, le paramétre m;sp se trouve étre nul :

(i) lorsque le module X5 est de A-torsion (i.e. lorsqu’on a : p3 =0);
(ii) et lorsque l'union de l’ensemble des places de Roo non contenues dans S, et de l’ensemble
des places de TL? est un singleton, cas dit trivial.
Dans ces deuz cas, la suite 25.(n) est paramétrée par les invariants structurels p3., us et \3. du
module d’Twasawa X3



Preuve. Comme nous le verrons plus loin, le paramétre H% provient de la contribution de ), dans
la partie libre de ij . Dans le cas (i), la partie libre de ng est nulle tandis que dans le cas trivial,
le module ). est nul par construction.

Concluons ce paragraphe en précisant ce qui se passe lorsqu’on remplace les quotients d’expo-
sant £ des groupes CE%(Kn) par les quotients d’exposant £("%) pour un entier relatif k fixé :

Scolie 7. Sous les hypothéses du Théoreme, pour tout entier relatif k fixé, les ¢-valuations des
ordres des quotients d’exposant £ %) des pro-(-groupes Cf%(Kn) sont données asymptotiquement

par la formule :

23 (n,k) ~ pf (n+ k) + p7 0" + AF+1)n,

dans le cas spécial; et :

ap(n k) =~ pf(n+ k)" + pilt + (AP —rKi)n,

en dehors du cas spécial.

3 Preuve du Théoréme des paramétres

Pour chaque entier naturel n, notons V,, I'idéal de 'anneau A engendré par le polyndéme wy,
et I’élément £™. Nous allons procéder différemment suivant la nature de la codescente galoisienne
dans la Zs-extension K /K.

3.1 Le cas spécial et le cas trivial

Dans le cas spécial ou la Zs-extension Ko, /K est S-ramifiée et T-décomposée, la codescente
est décrite par la Proposition 3 :

Cl3(K,) ~T" @ X3 /w, X5,
Le cas trivial se produit, lui, lorsque I'union de ’ensemble des places de R, non contenues dans

Soo €t de 'ensemble des places de Tofod est un singleton. Le sous-module Y., qui intervient dans la
codescente décrite dans la proposition 4, est alors trivial ; de sorte que ’on a tout simplement :

ClF(K,) ~ X7 Jw, X5
Dans les deux cas, pour évaluer asymptotiquement les ordres des quotients K"CE*%(Kn), il suffit
donc d’estimer les indices (X2 : V,X7). Clest ce qui est fait dans [2] et [4]. Pour cela, on se
raméne d’abord & un module élémentaire :

Lemme 8 ([4], lemme 1.12). Soit ¢ : X2 — E un pseudo-isomorphisme entre A-modules. Alors
il existe des modules finis A et B tels que, pour n assez grand, on ait les suites exactes :

0 A= XS/V, 83 5 E/V,E— B—0.

Le calcul de v,(|E/V,E]|) pour un module élémentaire E est effectué dans [4] et conduit
directement aux formules asymptotiques annoncées ! :

Théoréme 9 ([4], théoréme 1.4). Dans le cas spécial, il existe une constante vy € 7 telle que
lon ait :

z3(n) = pfnl™ + p2l" + (A3 + )n + vi.
Dans le cas trivial (i.e. en dehors du cas spécial, mais lorsque le sous-module de descente Y. est
trivial), il existe une constante 1/% € 7 telle que l'on ait :

z3(n) = pInl™ + pg " + Njn + vz

1. Avec les différences de conventions rappelées dans la remarque en fin de section 2.1



3.2 Le cas générique

Venons en maintenant au cas général pour lequel le sous-module ), peut étre non trivial.
Comme précédemment, nous pouvons toujours nous ramener au cas élémentaire par pseudo-
isomorphisme :

Lemme 10. Soit ¢ : X:;S — FE un pseudo-isomorphisme entre A-modules et Y, un sous-Zg-module
de X73. On note Y, = p(Ve). On a :

V€(|XY§/(VHX7§ + wn,eye)D ~ W(‘E/(VTLE + wn,eYe)D-

Preuve. Pour chaque n assez grand, le lemme 8 fournit les suites exactes :
0= A= Xx3/v, &3 % E/V,E— B—0;
puis les morphismes entre quotients finis :
X2/ (VX + wneVe) 2 B/ (Vo E 4wy Ye),
de conoyau B et de noyaux A/(ANws, Y.). Les noyaux vont croissant et sont de cardinal borné par

|A| donc stationnaire. La différence entre ¢-valuations des ordres est ainsi ultimement constante.

Ce point acquis, nous pouvons remplacer XTS par le A-module élémentaire E auquel il est
pseudo-isomorphe, puis )V, par son image Y, dans E. Et nous sommes alors amenés a déterminer
la £-valuation des quotients finis :

E/(VoE + wneYe),
pour un module élémentaire E = A? & (©L,A/Af;), avec p = p3.
Pour effectuer ce calcul, il n’est pas possible de découper directement selon les facteurs directs
de E & cause de la présence du sous-Z,-module wy, . Y. Pour contourner cette difficulté, nous allons

estimer séparément les contributions respectives de la partie libre L = A” et du sous-module de
torsion F' = @;A/Af;, en écrivant :

(B: (VoE+wn oY) = (E: (F+VaE 4w, Y.)) (F: FN(VaE +w,.Ye))

et en évaluant séparément les deux facteurs.

3.2.1 La partie libre
Il s’agit ici de calculer 'indice
(E (F+ V. E+ wn,eYe)) = (L (V. L+ wmeYe’)),
ou Y/ désigne I'image de Y, dans le quotient E/F ~ L.
On découpe le calcul de la fagon suivante, en posant Z, = w.L + Y/, ce qui donne :

(L: (VoL 4wneY)=(L:("L+ Z))(Ze : (("L N Ze +wp e Ze)).

Pour déterminer le premier indice (L ("L + Ze)), il est commode d’introduire le pseudo-
isomorphisme donné par le théoréme de structure :

L/Ze ~ @;:1A/giA7
ot les g; sont des polynémes divisant w,. Il vient alors :
(L ("L + Ze)) ~ (A" : ®(giA+ "N)),

quantité qui est paramétrée par le triplet (0,0,deg(]]g;)). Un calcul de Z,-rangs permet alors
d’obtenir I'inégalité :

pt© rgy, (L/wL)
vez, (L/Z.)
vz, (1, A/giA)
deg ([T g:)-

II\VARI



Le calcul du second indice est un peu plus technique. On se raméne au calcul des deux premiers
termes de la suite exacte

(LN Ze+wneZe) /" Ze +wneZe — Ze [l Ze + wneZe — Ze JU"LN Ze + wp e Ze

Le A-module Z, est sans torsion de rang p donc il existe un pseudo-isomorphisme Z, ~ A? qui
nous informe que le terme central de la suite est paramétré par (p,0, —pl€). Reste a voir que le
noyau est stationnaire.
On a

("LNZe+wneZe)] (" Ze +wneZe) ~ (U"LNZ) /(0" Ze + "L Nwy e Ze).

Notons ¢~ "Z, = {x € L | {"x € Z.}, de telle sorte que la suite ({~"Z.),, est une suite croissante
de sous-A-modules de L. Cette suite est stationnaire par noethérianité donc il existe un entier
a tel que Pon ait : £7"Z, = {~*Z, pour n > «. Pour de tels n, on a ("L NZ, = {"({~*Z,) et
"L NwpeZe = wp, L™ (0~ Z,) par factorialité de L.

Ainsi, il vient :

("LNZ)) (" Ze + "L Nwy e Z)

(0= Z) 0 (Ze 4 wn o (£ Z,))
~ (~*Z./(Z. +Wn,e(€_aze))7 ’

le dernier isomorphisme se justifiant par I’absence de torsion. Et le noyau est stationnaire dés lors

que le quotient {~*Z./Z, est fini.

Mais L/w.L est de type fini sur Z,, donc son sous-module {~“Z, /w.L aussi; et par suite, son

quotient £~*Z,/Z,. aussi. Ce dernier quotient étant par définition tué par €<, il est fini.
Finalement, on obtient :

vy (E (F+ V., E+ wn’eYe)) R pgnﬁn — fﬁg«n,
avec k5 = p3.0¢ — Y deg(g;) compris entre 0 et p3.£°.

3.2.2 La partie de torsion

Etudions maintenant le second facteur, i.e. I'indice : (F : Fﬂ(VnE+wn7eYe)). C’est évidemment
une fonction décroissante du module de descente Y.. Nous en obtenons donc une majoration
trés simple en remplacant Y, par 0; et une minoration en remplagant Y, par la somme directe

YeaY, =Y°a (@leYe(i)) de ses projections sur les d + 1 facteurs directs L et A/f;A de la
décomposition E = L @ (&L, A/fil).

Dans le premier cas, nous obtenons :
F/(F N vnE) = F/vnF = @gzlA/(vn + sz) ;

tandis que dans le second, il vient :

F/(FN(VnE+ wn,E(Yeo @ Ye))) =F/(V,F + WmEYE)
= @gzlA/(vn + filk + Wnere(i))-

Le calcul de Pindice (A : V,, + fA) est mené & bien dans [4] §1.2. On a :

(i) ve((A:Vy+ fA)) = €™, pour f={";et

(ii) Vg((A :Vn+ fA)) ~ deg(P)n, si f est un polyndéme distingué P.
Et il reste & voir qu’on obtient essentiellement le méme résultat, lorsqu’on remplace (V,, + fA)
par (V,, + fA 4+ wy Z), pour un Z,-module de type fini Z.

Considérons donc le quotient : C' = (V,, + fA+wp Z)/(Vn + fA).

(i) Pour f =™ et n > m, il vient directement :

C~wpeZ/(wneZN WA+ wpA)) >~ Z/(ZN (™A + weA)).



(ii) Et, pour f distingué, le lemme 1.6 de [4] donne, pour n > n, assez grand :
(WneZ + Vi + [N/ fA = (""" (wn, eZ + Vi) + fA)/fA; d06 :
C o (0" (WnoeZ + Vi) + fA)/ (Vi + fA) 2 wng e Z/(Wno.eZ N (Vi + fA)).
En fin de compte, on voit que dans tous les cas le module C est ultimement constant. On a

donc
ve((F:FO(VoE+wn.Ye))) =~ pfl™ + Min

ce qui achéve la démonstration du Théoréme des paramétres.

4 Illustrations arithmétiques

Nous allons maintenant illustrer le résultat obtenu en montrant que le paramétre X% peut
prendre des valeurs arbitrairement grandes, positives comme négatives dans le cas réputé le plus
simple des Z,-extensions cyclotomiques.

Nous nous appuyons pour cela sur les identités de dualité obtenues par Jaulent et Maire [5],
que nous commengons par rappeler.

4.1 Identités du miroir

Supposons que le corps de nombres K contienne le groupe uop des racines 2/-iémes de 'unité.
Dans [5], il est alors établi, le long de la Z,-extension cyclotomique de K, des identités de dualité
mettant en jeu, les paramétres (p3, u3, \3) de x5.(n) et ceux de % (n). Ces identités ne sont pas
affectées par l'erreur corrigée dans le présent article puisque les suites (7.(n))nen et (25(n))nen
sont paramétrées en vertu du Théoréme 5. En ce qui concerne les deux premiers invariants, il est
possible de les extraire directement du Théoréme 6 de [5]; pour le troisiéme invariant, il y a lieu,
en revanche, de remplacer I'invariant structurel A\ par le paramétre asymptotique A qui peut en
différer sensiblement. Nous donnons ci-dessous la forme correcte du théoréme.

Notons seo = |Seo| €t too = |Too| les nombres respectifs de places de K, au-dessus de S et de T,
qui sont finis du fait qu’aucune place n’est totalement décomposée dans ’extension cyclotomique ;
puis posons :

bs= > [Kpy: Q) et or =Y [Kp:Qyl,
peS, peTy
ou Sy et Ty désignent les sous-ensembles de places ¢-adiques de S et de T'.

Avec ces notations, le Théoréme du miroir s’énonce comme suit :

Théoréme 11 (Jaulent, Maire, [5], théoréme 6). Sous les hypothéses suivantes :

(i) Le corps K contient le groupe psp des racines 2¢-iemes de l'unité,

(1) Koo est la Zg-extension cyclotomique de K,

(i) SUT contient l’ensemble des places au-dessus de ¢,
les parameétres associés aux £-groupes Z"CEZ?:(K,L) de T-classes S-infinitésimales le long de la tour
Ko /K vérifient les identités du miroir :

. 1 1

(i) p7+ F0r = ps + 3085

(i) pig = p ;

(i) N3 4 too = NG + Soo

Ce résultat, qui repose sur les identités de dualité obtenues par G. Gras [1] (lesquelles peuvent
étre regardées comme la forme la plus aboutie du Spiegelungssatz de Leopoldt), permet d’échanger
décomposition et ramification.



4.2 Minoration du paramétre lambda

Une conséquente immeédiate des théorémes de réflexions (et de I'existence des paramétres 5\7%)
est de donner des minorations trés simples de l'invariant A% lorsque S contient les places f-adiques.

Proposition 12. Soient K un corps de nombres contenant les racines 2(-iémes de l'unité, Koo sa
Zg-extension cyclotomique, S un ensemble fini de places de K qui contient [’ensemble R de celles
ramifiées dans K /K (i.e. l'ensemble des places au-dessus de £) et T un ensemble fini de places
modérées disjoint de S. Alors

En particulier, A% est arbitrairement grand avec S.
Preuve. Les identités du miroir nous donnent pour T = §) :
)\S+1:5\S == S\S + Soo = >\S + S 2 Soos

puisque, dans le cas spécial, NS =25 41 et que, pour le module de A-torsion Xg, le paramétre
effectif coincide avec I'invariant d’Iwasawa.

La montée dans la Zy-extension cyclotomique ayant épuisé toute possibilité d’inertie aux places
modérées, on a banalement X2 = X@S, donc )\g = \5.

4.3 Valeurs négatives du paramétre lambda

Revenons maintenant sur le contexte général du théoréme des paramétres : les invariants struc-
turels d’'un A-module étant des entiers naturels, le théoréme 5 nous donne les minorations :

Proposition 13. Le cas spécial mis a part, sous les hypothéses du Théoréme des parameétres, les
paramétres lambda vérifient linégalité :

A= 2 — KR > kT > e
ot e est Uentier défini dans la proposition 4.

Nous allons voir que cette borne inférieure est effectivement atteinte et montrer en particulier
que le paramétre /\g peut ainsi étre arbitrairement négatif.

Pour cela, nous allons nous replacer dans le contexte cyclotomique.

e Exemple 1: /=2, K = Q[i]

Proposition 14. Prenons (=2, ¢ > 0 arbitraire, K = Ko = Q[i] et notons Koo = |U,en Kn
la Zo-extension cyclotomique de K. Prenons S = R = {l}, ou | est l'unique place de K au-
dessus de 2, et T = {p1,p2}, ol p1 et pa sont les deux places de K au-dessus d’un premier
p # 2 completement décomposé dans K./Q et inerte dans Ko /K, (i.e. vérifiant la congruence :
p =142 mod 2¢72).

Les invariants structurels et les paramétres attachés aux (-groupes Cl3.(K,) de T-classes S-
infinitésimales sont alors :

Preuve. Déterminons tout d’abord le module & linfini 7. Comme on est au-dessus de la Zy-
extension cyclotomique, on a ng = X% du fait que les places modérées non ramifiées sont tota-
lement décomposées au-dessus de K. Il est bien connu que X'° est A-libre et de rang 1 dans ce
cadre (cf. e.g. [9]). Expliquons briévement pourquoi :

— d’un coté, les théorémes de dualité (¢f. Th. 11 (i)) donnent directement :

p¥ =305 = 5[Ki: Qo) = 1.
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— d’un autre, le radical kummeérien de la 2-extension 2-ramifiée 2-élémentaire maximale M de
K est E}(/E}(2 ~ (Z/27)?, on E}. désigne le groupe des p-unités de K ; ainsi X% /Vot'S ~
Gal(M/K3) est cyclique et X est A-monogéne.
En résumé, on a donc X2 = X% ~ A et, en particulier, p3 = 1 mais p5 = A3 =

Ce point acquis, pour tout n > e, la codescente pour CE;*’: s’écrit :
CUE(Ky) = XF Jwne(WeX2 + Vo) avec  CUI(K.) =~ X2 /(w2 + Vo).

Maintenant, la théorie ¢-adique du corps de classes (¢f. [3]) nous dit que le rang essentiel du groupe
Cl3.(K.) est égal & celui du module U (K.)/s2(ET(K.)), quotient du 2-groupe des unités locales
attaché a I'unique place 2-adique de K. par I'image canonique du Zs-tensorisé du groupe des
T-unités ET(K,) de K.

Or, & un fini prés, U(K.) définit la représentation réguliere du groupe de Galois G, =
Gal(K./Q) et £T(K.) contient de méme la représentation réguliére du fait que p est totalement
décomposé dans K./Q. La conjecture de Jaulent (cf. e.g. [3]), qui est ici vérifiée puisque G, est
abélien, nous assure que s2(£7(K,.)) la contient encore; ce qui montre que le groupe C¢3.(K.) est
fini.

Il vient donc :

(WeXF +Ve) ~ XP ~ A et CLF(Kp) ~ X5 Jwn o X2 = Afwn oA

avec Wy e = Wy /we ; ce qui donne bien : A= — degw, = —2¢, comme annoncé.
e Exemple 2 : ¢ premier régulier, K = Q[(]

Proposition 15. Soit £ > 2 un nombre premier régulier, e > 0 arbitraire, K = Ko = Q[(]
le L-ieme corps cyclotomique et Koo = U,y Kn la Zg-extension cyclotomique de K. Prenons
S =R ={l}, oul est l'unique place de K au-dessus de £, et T = {p1,--- ,pe—1}, ot les p; sont au-
dessus d’un premier p complétement décomposé dans K./Q et inerte dans Ko /K. (i.e. vérifiant
la congruence : p =1+ ¢ mod ¢¢T1).

Les invariants structurels et les paramétres attachés aux €-groupes Cl3.(K,,) de T-classes S-
infinitésimales sont alors :

pr=0—=1)/2, puP=0, A=0  A}=—l(-1)/2.

Preuve. Introduisons le groupe de Galois A = Gal(K/Q) et notons A* le groupe des caractéres
(-adiques de A. A chaque élément ¢ de A* correspond alors un idempotent primitif e, de I'algebre
de groupe Z;[A], ce qui permet d’écrire canoniquement tout A[A]-module comme somme directe
de ses p-composantes.
Ceci vaut en particulier pour les groupes Xj? = X5
— Si p est réel (i.e. si @ prend la valeur +1 sur la conjugaison complexe), 'hypothése de
régularité entraine la trivialité de la ¢-composante (X )eo-
— Si ¢ est imaginaire (i.e. si ¢ prend la valeur -1 sur la conjugaison complexe), il vient au
contraire, comme plus haut : (X*), ~ Ae, ~ A.
Les arguments développés dans ’exemple précédent appliqués mutatis mutandis aux ¢-compo-
santes des pro-f-groupes de T-classes S-infinitésimales donnent donc :
(i) p=p=XA=X=0, pour les ¢ réels;
(ii) p=1et u =X =0 mais A = —£¢, pour les ( imaginaires.

D’ou le résultat attendu en sommant sur les (¢ — 1) caractéres du groupe A.
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