Note sur la conjecture de Greenberg*
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Résumé. Nous étudions la conjecture de Greenberg sur les ¢-invariants d’Iwasawa des corps totalement
réels, en termes de classes logarithmiques. Sous la conjecture de Leopoldt, et donc en particulier pour les
corps abéliens, nous montrons inconditionnellement que la conjecture de Greenberg postule tout simple-
ment la capitulation des classes logarithmiques dans la Z,-tour cyclotomique. Dans le cas complétement
décomposé, nous prouvons de méme que le critére suffisant introduit par Gras exprime simplement la
trivialité du f-groupe des classes logarithmiques du corps de base considéré. Enfin, dans le cas abélien,
nous explicitons la structure des ¢-groupes de classes circulaires dans le contexte de la conjecture faible.

Abstract. We use logarithmic /-class groups to take a new view on Greenberg’s conjecture about Iwasawa
f-invariants of a totally real number field K. By the way we recall and complete some classical results.
Under Leopoldt’s conjecture, we unconditionally prove that Greenberg’s conjecture holds if and only if the
logarithmic classes of K principalize in the cyclotomic Zs-extension. As an illustration of our approach, in
the special case where the prime ¢ splits completely in K, we prove that the sufficient condition introduced
by Gras just asserts the triviality of the logarithmic class group of K. Last, in the abelian case, we provide
an explicit description of the circular class groups in connexion with the so-called weak conjecture.
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Introduction

Le résultat emblématique de la Théorie d’Iwasawa affirme que les ordres respectifs £ des
¢-sous-groupe de Sylow (g, des groupes de classes d’idéaux attachés aux étages finis K, d’une
Zy-extension Ko, = UpenK,, d’un corps de nombres K sont donnés asymptotiquement par une
formule de la forme :

hon = pgl” + Agn + vy,
oll Ay et py sont des invariants structurels entiers attachés a la limite projective pour les mor-
phismes normiques Cx = lim ({k,, et vy un entier relatif convenable.

Il est conjecturé, et cela a été démontré pour K abélien par Ferrero et Washington, que l'inva-
riant p g est toujours nul lorsque Ko, est la Zg-extension cyclotomique de K.

Lorsque, en outre, le corps de base K est totalement réel, la conjecture de Leopoldt (qui est
vérifiée elle aussi pour K abélien en vertu du théoréme d’indépendance de logarithmes de Baker-
Brumer) affirme que K ne posséde d’autre Zs-extension que la cyclotomique, qui provient, par
composition avec K, de I'unique pro-f-extension abélienne réelle Qn, de Q qui est ¢-ramifiée (i.e.
non ramifiée en dehors de ¢).

Dans ce méme cadre, i.e. pour K totalement réel, la conjecture de Greenberg postule que les
invariants structurels Ay et pj sont tous deux nuls,; autrement dit que les ¢-groupes de classes
(lk, sont stationnaires lorsqu’on monte la tour ; ce qui revient a affirmer que leur limite projective
Ck est un groupe fini.

Tester numériquement cette conjecture s’avére rapidement problématique, méme pour un corps
totalement réel de petit degré d, car elle est par essence de nature asymptotique, ce qui nécessite,
en principe, d’effectuer des calculs dans des étages de la Z,-tour de plus en plus élevés donc de
degrés [K,, : Q] = d¢™ de plus en plus hauts. D’ou Uintérét d’obtenir des critéres de validité
susceptibles de se lire, sinon directement dans K, du moins & des étages assez bas de la tour.

Nous nous appuyons pour cela sur la notion de classe logarithmique qui, de par sa définition
méme, se trouve particuliérement adaptée a 1’étude des phénoménes cyclotomiques. I n’entre
naturellement pas dans le cadre de ce travail de faire une présentation compléte de 'arithmétique
des classes et unités logarithmiques : nous nous appuyons sur [16] pour leur définition; sur [17]
pour les éléments de la théorie f-adique du corps de classes qui sous-tendent leurs principales
propriétés; sur [1] et [5] enfin pour une description des algorithmes qui en permettent le calcul.

Disons simplement ici que ces groupes s’obtiennent naturellement en envoyant le /-adifié R =
Z¢ ®7 K* du groupe multiplicatif du corps considéré dans la somme formelle Dl = @p Zop

construite sur les places finies de K par une famille de valuations div = (¥,), qui coincident avec
les valuations usuelles (v,), & I'exception des places au-dessus de ¢ pour lesquelles leur définition
fait intervenir le logarithme /-adique de la norme locale. Dans la suite exacte obtenue :

1 gK Ly @z K* ﬂ) ép Zep @K 1,

restreinte aux diviseurs de degré nul Dl = ép Zep={a=3, vpp| dega=73" v, degp =0},
les groupes de classes (/i et d’unités logarithmiques £x apparaissent respectivement comme noyau

et conoyau du morphisme div et donc comme analogues des f-adifiés des groupes de classes Clx
et d'unités £ = Zy Rz Fx au sens ordinaire.

En dehors du cas abélien (ou cela résulte encore du théoréme d’indépendance de logarithmes
de Baker-Brumer) et de quelques autres (cf. e.g. [18]), on ne sait pas si le {-groupe des classes
logarithmiques est fini : de fait, comme expliqué dans [17, 19], la finitude de Clx est équivalente
a la conjecture de Gross-Kuz'min pour le corps K et le premier ¢, initialement énoncée dans [24].

Néanmoins cet obstacle théorique ne s’oppose pas au calcul : dés lors qu’on connait le corps
K numériquement en ce sens qu’on est capable de déterminer ses invariants arithmétiques, il est
toujours possible de calculer le groupe des classes logarithmiques et d’en tester la finitude comme
la trivialité. Et, pour K totalement réel donné, on peut méme espérer que Clx soit trivial pour
presque tout £.



Ce point précisé, les résultats théoriques fondamentaux de ce travail sont les suivants :

— En premier lieu nous montrons que le critére de capitulation donné par Greenberg dans le
cas ol le corps totalement réel K ne posséde qu’'une seule place au-dessus de ¢ (cf. [14], Th. 1)
se généralise trés simplement sous la conjecture de Leopoldt en termes de classes logarithmiques
quelle que soit la décomposition de ¢, comme observé indépendamment par Nguyen Quang Do (cf.
[30], Th. C) en liaison avec une version antérieure de ce travail :

Théoréme A (Théoréme 7 & Scolie). Si K est un corps de nombres abélien totalement réel et ¢
un nombre premier arbitraire, la conjecture de Greenberg est vérifiée en £ dans K si et seulement
si le £-groupe des classes logarithmiques Cli capitule a un étage fini de la Zg-tour cyclotomique
K /K, dés lors que la conjecture de Leopoldt est satisfaite dans Koo (par exemple pour K abélien).

— En second lieu nous montrons que le critére de validité étudié par Gras (cf. [12], Th. 3.4)
dans le cas complétement décomposé en liaison avec les heuristiques sur les régulateurs f-adiques
(cf. [11]) s’interpréte en termes de classes logarithmiques :

Théoréme B (Théoréme 17 & Scolie). Si K est un corps de nombres totalement réel qui vérifie la
conjecture de Leopoldt pour un premier donné £, la conjecture de Greenberg est vérifiée en £ dans
K sous la condition suffisante que le £-groupe des classes logarithmiques Clk soit trivial. De plus,
lorsque £ est complétement décomposé dans K, cette condition coincide avec le critére de Gras.

— Dans une derniére partie enfin, nous nous intéressons a la trivialité du sous-module fini Fx du
A-module Cg en liaison avec ce qu’il est convenu d’appeler la conjecture faible, i.e. 'implication :

Frk=1= Cx =1.
Nous montrons en particulier que ’hypothése de trivialité Fx = 1, qui s’interpréte classiquement
en termes de capitulation, se lit directement dans le cas décomposé sur les sous-groupes sauvages,

i.e. sur les sous-groupes des ¢-groupes de classes d’idéaux construits sur les places au-dessus de /¢
aux divers étages finis K, de la Zs-tour cyclotomique K. /K :

Théoréme C (Théoréme 23). Soient K un corps totalement réel et ¢ un premier complétement
décomposé dans K. Sous la conjecture de Leopodt pour £ dans K, on a l’équivalence :

Fe=1 @& Cd=lmd =1 o il =1 pour tout n € N.

Nous interrogeons ensuite plus particuliérement les conséquences de la trivialité du sous-module
sauvage dans le cas abélien semi-simple en liaison avec les groupes d’unités et de classes circulaires
introduits par Sinnott. La description explicite que nous obtenons (cf. Théoréme 28) fait apparaitre
une faille dans la preuve de la conjecture faible récemment proposée par Nguyen Quang Do dans
[29] en correction de [28].

L’ensemble de ce travail peut ainsi étre regardé comme une réinterprétation et un approfon-
dissement des résultats classiques sur la conjecture de Greenberg en résonance avec des travaux
récents de Gras [12] et de Nguyen Quang Do [30]. Par exemple, le cas semi-simple que nous traitons
en fin de note donne un éclairage nouveau sur les travaux de Fukuda et Taya sur les corps quadra-
tiques réels (cf. [6, 7, 8, 9]). De méme, nombre de calculs de Gras s’interprétent de fagon élégante
en termes logarithmiques, notamment les calculs normiques qui font implicitement intervenir les
valuations logarithmiques attachées aux places sauvages.

Enfin, toujours dans le cas complétement décomposé, nous montrons que la condition de trivia-
lité du sous-module fini Fj de Cg, qui se lit directement sur le sous-module sauvage et implique
(au moins pour f-impair) la ¢-rationalité du corps (cf. Sco. 14), permet de décomposer les f-adifiés
des groupes de (-unités des divers étages de la tour cyclotomique (ainsi que leurs sous-groupes
d’unités et, le cas échéant, d’unités circulaires) a 1’aide de leurs sous-groupes logarithmiques et du
seul groupe des unités de K.

Remerciements. Cette note a donné lieu & de nombreux échanges éclairants avec Karim Be-
labas, Jean-Robert Belliard, Georges Gras et Thong Nguyen Quang Do, que je remercie tout
naturellement ici.



1 Formulations de la conjecture de Greenberg

Dans tout ce qui suit £ est un nombre premier arbitraire et K un corps de nombres totalement
réel de degré d.

Nous sommes plus particuliérement intéressés au cas ol la place £ se décompose complétement
dans K. Néanmoins, certains résultats étant valables indépendamment de cette hypothése, nous
le précisons explicitement chaque fois qu’elle est utilisée.

o Koo = U, en K désigne la Z-extension cyclotomique de K (avec la convention [K,, : K| = {");

I' = 4% = Gal(K/K) son groupe de Galois; et A = Z[[y — 1]] Palgébre d’Iwasawa associée.

o K" désigne la (-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de K. Il suit donc :
Gal(K)"/K,,) ~ Clg,,

ou (g, est le l-sous-groupe de Sylow du groupe des classes d’idéaux (au sens ordinaire) de K,.

o K!'d désigne la f-extension abélienne non-ramifiée foo-décomposée maximale de K. Il suit donc :
Gal(Ked/Kn) = /K,,L’

ol C€’K = Uk, /Cl [[ﬁ]n est le f-groupe des (-classes d’idéaux de K, i.e. le quotient du ¢-groupe

(g, par le sous-groupe engendré par les classes des idéaux construits sur les premiers au-dessus
de 4.

e K¢ désigne la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale de K,,, i.e. la plus
grande pro-{-extension abélienne de K, partout completement décomposée sur K. Il suit donc :
Gal(K'"/Ky) ~ Uk,

o K, est le f-groupe des classes logarithmiques (de degré nul) du corps K,,. La conjecture de

Gross-Kuz'min (pour K, et ¢) postule précisément que ce dernier groupe est fini.

) Kff désigne la pro-f-extension abélienne maximale de K, qui est ¢-ramifiée et oco-décomposée,
i.e. non-ramifiée en dehors des places au-dessus de ¢ et complétement décomposée aux places a
l'infini. Le corps K" contient naturellement la Zg-extension cyclotomique K, et la conjecture de
Leopoldt postule précisément qu’il est de degré fini sur K, puisque K,, est totalement réel. Dans
ce cas, nous écrivons Ty, = Gal(K'"/K,) le sous-groupe de torsion de Gal(K‘"/K,,). Il suit donc :
Gal(Kf" /Ky) ~ Tk, -

o K’ désigne I'extension de Bertrandias-Payan associée a K, i.e. le compositum des /-extensions
cycliques de K,, qui sont localement Zg-plongeables sur K,,. Le corps K étant pris ici totalement
réel, cette extension n’intervient dans la présente étude que pour ¢ = 2 :

— Pour ¢ impair, K’ coincide, en effet, avec Kff dés lors que les places [ au-dessus de ¢
sont complétement décomposées dans K, puisque les complétés K, des K, aux places [,
au-dessus de £ ne contiennent alors pas les racines £-iémes de 'unité.

— Pour ¢ = 2, supposé complétement décomposé dans K, la somme pj, = @y pg, est un
[Fs-espace de dimension d et il en est de méme au niveau K, de sorte qu’il vient :

Gal(K, /K}P) =~ D2 K, /b, ~ {£1}41
o K désigne la pro-f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de K. Il suit :
K =U,en K7 et Gal(K/Ko) ~ Cx = %LnC@KW
Le groupe Cg est canoniquement un A-module noethérien et de torsion. On note A\i et pux ses
invariants d’Twasawa, i.e. le degré et la ¢-valuation de son polyndme caractéristique xc,. € Ze[y—1].

o K gg dénote la pro-f-extension abélienne non-ramifiée et foo-décomposée maximale de K. Il
suit : K¢ =U,en K et Gal(K{/Ky) = Ci =~ Jim (-

Le groupe Cj, qui est appelé module de Kuz’min-Tate dans [19], est le quotient de Cx par le
sous-groupe C 1[(61 = lim ][f]n construit sur les classes des premiers au-dessus de ¢. Et, comme la
montée dans la Zg-extension cyclotomique Koo /K, éteint toute possibilité d’inertie aux places
étrangéres a ¢ dans une f-extension de K, le corps K¢ est aussi la plus grande pro-f-extension
abélienne de K, qui est complétement décomposée partout.

Enfin, nous utilisons librement dans I’ensemble de ’article les notations usuelles de la Théorie
¢-adique du corps de classes telle qu’exposée dans [16]. Elles sont introduites au fur et & mesure
des besoins et récapitulées en appendice pour la commodité du lecteur.



1.1 Rappels sur le quotient de Herbrand

Si X est un A-module noethérien et de torsion dont le polynéme caractéristique x € Zg[y — 1]
n’est pas divisible par (v — 1), le noyau X' et le conoyau "X’ de la multiplication par v — 1 dans
X sont tous deux finis. On peut donc définir le quotient de Herbrand de X par :

q(X) = ||/ x|

Etant donnée une suite exacte courte de tels modules 1 — A — B — C — 1, le diagramme du
serpent associée a la multiplication par v — 1 donne alors la suite exacte longue :

1 AT 5B -l T4 TBSTC -1,
qui fournit 'identité : q(B) = q(A)q(C). Or, si F est fini, la suite exacte canonique :
1 Fr Fl o F rF 1,
donne immédiatement : |FT'| = |V F|, i.e. ¢(F) = 1. Il suit de 14 que le quotient de Herbrand est

invariant par pseudo-isomorphisme. On peut donc le calculer en remplacant X par une somme
directe de modules élémentaires A/PA. Or, pour un tel module, on a banalement :

=1 et X =A/(PA+ (v = 1DA) = A/(P(O)A+ (v — 1)A) = Z¢/P(0)Zs.
De sorte que finalement il vient de fagon générale : ¢(X') = (Zy : x(0)Z¢). Et il suit :

X0 xeN & x(0)eZ) qX)=1.

Lemme 1. Un A-module noethérien et de torsion dont le polynéme caractéristique n’est pas divi-
stble par v — 1 est pseudo nul si et seulement si son quotient de Herbrand vaut 1.

Ce point acquis, intéressons-nous & la limite projective Cx = lim (¢, des f-groupes de classes.
Lorsque le corps de base K est totalement réel, I’existence du quotient de Herbrand pour le groupe
Ck est liée naturellement aux conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’'min (cf. e.g. [19, 25, 30]) :

Proposition 2. Soit K un corps de nombres totalement réel. Alors :

(i) La conjecture de Leopoldt pour le corps K (et le premier {) postule que la pro-C-extension
abélienne (-ramifiée co-décomposée mazimale K" de K est de degré fini sur K.

(ii) Le polynome caractéristique du A-module Cx = lmClk, est étranger a (v — 1) si et
seulement si la pro-f-extension abélienne mazimale K N K de K qui est non-ramifiée
et co-décomposée sur Koo est de degré fini sur Ko .

(i1i) La conjecture de Gross-Kuz’min pour le corps K (et le premier £) postule que la pro-
L-extension abélienne localement cyclotomique (i.e. complétement décomposée partout sur
K ) mazimale K' = K®® N K de K est de degré fini sur K.

Les inclusions immédiates K'¢ C K% N K" C K hiérarchisent clairement ces trois conditions.

Scolie 3. Lorsque les places au-dessus de £ ne se décomposent pas au-dessus de K dans la tour
cyclotomique Ko /K, la condition (ii) impose au sous-groupe Cf[f} = Lin(%}ﬁ] construit sur les
classes des premiers au-dessus de £ d’étre pseudo-nul ; ce qui entraine C€I[§L = thé}fL =1.

La méme conclusion vaut donc encore dés lors que le compositum K, des sous-corps de dé-

composition des places au-dessus de £ dans Ko /K vérifie la conjecture de Leopoldt (en £); ce qui

a lieu en particulier dés que K est abélien sur Q.
Preuve. En I'absence de décomposition, le polyndéme caractéristique X[f(] du module C [[f] est une

puissance de (7 —1). La condition (y—1) t xx impose donc XE,Z(] =1;et C I[f] est alors pseudo-nul.

Sous la conjecture de Leopoldt dans Ky, (en particulier lorsque K est abélien sur Q) , nous
pouvons appliquer la Proposition a lextension K/ Ka,, ce qui nous donne encore C I[f] ~ 0.

]

n

Dans tous les cas, la norme N,,/, est un isomorphime de C/ I[?m sur ¢ ][g pour m > n > 0;

et l'identité Ny k. o Jjk, /K, = £"" " pour m > n montre que Cgl[ﬁ]n capitule dans C€I[§]m pour
m>>n.



1.2 Formulations équivalentes classiques de la conjecture de Greenberg

La conjecture de Greenberg est souvent énoncée pour les corps de nombres totalement réels
qui satisfont la conjecture de Leopoldt pour un premier donné ¢. En fait, comme discuté dans
la Proposition 2, il est tout & fait possible d’en donner des formulations indépendantes de cette
derniére conjecture. C’est d’ailleurs ainsi que procéde Greenberg dans [14].

Rappelons que, pour chaque étage K, de la tour cyclotomique K, /K, nous avons désigné par
C€'K le ¢-groupe des {-classes d’idéaux de K, i.e. le quotient du ¢-groupe des classes (lk, par le

14 , . . 3
sous-groupe (¢ I[(L engendré par les images des premiers au-dessus de £. Cela étant, nous avons :

Théoréme 4. Soient K un corps de nombres totalement réel et Cx = lim Uk, la limite projective
(pour la norme) des £-groupes de classes d’idéaux attachés auz étages %@s K, de la Zg¢-extension
cyclotomique Koo /K. Si le polynéme caractéristique du A-module Cx n’est pas divisible par v — 1,
les cing assertions suivantes sont alors équivalentes et constituent la conjecture de Greenberyg :

(i) Le quotient de Herbrand de Cy est trivial : ¢(Cx) = 1.

(i1) Le A-module Cx est pseudo-nul : Cx ~ 0.

(iii) Les £-groupes de classes Clk, sont d’ordres bornés (et donc stationnaires).

(iv) Le L-groupe de classes Cli. = lim (g, est trivial : Clrc,, = 1.

(v) Le sous-groupe ambige Clj. = h_n;Cg}gn est trivial : Clj; = 1.

Lorsque, de plus, les places au-dessus de £ ne se décomposent pas dans Ko/K, ces mémes
conditions s’écrivent encore de fagon équivalente :

(vi) Le quotient de Herbrand du module de Kuz’min-Tate Cl, = ]&n@’Kﬂ est trivial : ¢(Cf) = 1.

(vii) Le module de Kuz'min-Tate Cy est pseudo-nul : Cj ~ 0.

(viii) Les (-groupes de {-classes Cly sont d’ordres bornés (et donc stationnaires).

(iz) Le L-groupe des (-classes Cly = hﬂ@’[{n est trivial : e = 1.

(z) Le sous-groupe ambige Cl'f = @C@’};n est trivial : Cl'; = 1.

Preuve. Examinons successivement les cing premiéres équivalences :
(i) & (i7) En vertu du lemme précédent.

(ii) < (iii) Puisque la norme N, /k, est ultimement surjective de (f,, dans Clk,,, dés que
Pextension abélienne K, /K, est totalement ramifiée en au moins une place.

(#it) < (iv) Si les ordres |Clk, | sont borneés, les groupes de classes (g, sont ultimement
isomorphes par la norme donc capitulent dans la tour puisque la composée de 'extension jg, /k, et
de la norme Nk /k, est 'exponentiation par le degré [K,, : K,]. Et (/x_, est trivial. Inversement,
si Clx, est trivial, les groupes de classes capitulent dans la tour, donc sont d’ordre borné, puisque
la capitulation est structurellement bornée d’aprés Iwasawa. Et Ck est bien fini.

(iv) & (v) Par action du pro-¢-groupe I' sur la limite inductive de ¢-groupes Clx_ = lim Clc,,

Ces équivalences acquises, la transposition aux f-groupes de /¢-classes C€’Kn ne pose aucune

difficulté en vertu du Scolie 3, le sous-module C I[f] étant pseudo-nul par hypothése. On a ainsi :
(1) & (vi); (1) < (vid); (vii) < (vidi) ; et, comme plus haut, (viii) < (ix), ainsi que (ix) < (x).

Remarque. De fagon générale, le polynéme caractéristique du A-module Cx = @1(3@;{" est le

produit x ,(y—1) = X[;(] (v—=1)x’x (v—1) de ceux du sous-groupe C%] et du quotient Cj = CK/C%].

Lorsque les places au-dessus de ¢ ne se décomposent pas dans K, /K, ’hypothése (y—1) { x x (v—1)
entraine la trivialité du premier facteur, en vertu du Scolie 3; de sorte que 'on a : X = Xk

Enfin, notons que la condition de non-décomposition des places au-dessus de ¢ dans K. /K,
n’est pas réellement restrictive : les places sauvages étant presque totalement ramifiées dans la
Zy-extension cyclotomique K, /K, elle est toujours vérifice dans K /K, pour n > dy, si Kq,
désigne le compositum des sous-corps de décomposition des places au-dessus de £.



1.3 Introduction des /-groupes de classes logarithmiques

Introduisons maintenant les ¢-groupes de classes logarithmiques a K, attachés aux divers étages
de la tour K, /K. Rappelons que ces groupes, qui sont décrits en termes de classes de diviseurs
dans leurs corps de définition respectifs, s’interprétent par la Théorie ¢-adique du corps de classes
comme quotients des genres du pro-¢-groupe Cj = ]&n Cly. (cf. eg. [16, 17, 19] :

(g, ~ Cl /Chen, avec w, =~ —1 pour tout n € N.

Ainsi, du point de vue de Théorie d'Iwasawa, la question de la capitulation pour les /-groupes
de classes logarithmiques se présente comme suit (cf. [19], §8 et [22], §2.c) : on dispose d'un
module noethérien et de torsion T sur lalgébre d’Twasawa A = Z,[[y — 1]] attachée & un groupe
procyclique I' = 4% ; on note w, = ¢ — 1; et on s’intéresse aux noyaux des morphismes de
transition j, ., @ T, — Tnl;" pour m > n induits par la multiplication par w,,/w, entre les
quotients T,, = T'/w,T et T,,, = T/w,, T pour m — n assez grand ; ce qui revient a considérer le
noyau Ker,, = Ker (T, - Tw) du morphisme d’extension j, - a valeurs dans la limite inductive
T, des T,.

On fait 'hypotheése (qui correspond a la conjecture de Gross-Kuz’'min dans K,) que le poly-
néme caractéristique x(y — 1) du A-module 7" est copremier a tous les wy,.

Notant F le plus grand sous-module fini de T et ¢/ son exposant, on obtient alors directement :
Ker, = {t + w,T € T/w, T | (wm/wp) t =0} = (F+w,T)/w,T,

m>n
puisque, pour m > n, les wy,,/w, étant réputés copremiers avec le polynéome caractéristique de

T, les éléments de T qui sont tués par w,,/w, 'étant aussi par ¢/y(y — 1), ils sont forcément
pseudo-nuls, i.e. contenus dans F'; et, qu’inversement, les éléments de F' sont bien tués par wy, /wy,
dés que m — n est assez grand. En particulier, 'image T, de T}, dans T, = @Tn est ainsi :
T, ~T/(F 4 w,T).
Revenant alors au notations multiplicatives et appliquant ce qui précéde au module de Kuz’'min-
Tate C}, notant enfin FJ; le sous-module fini de C}, nous obtenons :

jn,w(@Kn) = C}(/( }( JFC}(wn)'
Théoréme 5. Soit K un corps de nombres arbitraire et £ un nombre premier tel que la conjec-

ture de Gross-Kuz'min soit vérifiée dans la Z¢-extension cyclotomique Koo /K (i.e. pour lequel
le polynome caractéristique du module de Kuz'min-Tate Cp = kin Cf’Kn est copremier avec les

wp=7" -1 ). Les propositions suivantes sont alors équivalentes :
(i) Le module de Kuz'min-Tate Cl est fini : Cp = Fp.
(ii) Le (-groupe des classes logarithmiques de K, est trivial : C~€Koo =1.
(iii) Pour tout n € N, le £-groupe des classes logarithmiques de K,, capitule dans K.
(iv) Le L-groupe des classes logarithmiques de K capitule dans la tour K /K.

Preuve. Observons que le module de Kuz'min-Tate C) est encore la limite projective lim Cli,.
em.fn

(7) S’il est fini,on a: Cp ~ C~€Kn, pour n >> 0 et I'identité Ng, /i, ik, K, (@Kn) = C~€K” =1
pour m > n montre que CNEKn capitule dans C~€Km, pour m > n. Il suit : C~€KOO =1.

(ii) Si Clx., est trivial, tous les Clk,, (et, en particulier, (/x) capitulent dans K.

(tv) Si (lk capitule dans Koo, on a: Cr /(Fj +Cx ) = 1; donc, par Nakayama : Cj = FJ.
Scolie 6. Sous les hypothéses du Théoréme, pour tout n € N, l'image dans @Km du L-groupe des
classes logarithmiques du sous-corps K, de K fizé€ par T}, est le sous-module des points fizes :

jn,OO(CéKn) = Cﬁ};’;
Preuve. Revenons pour simplifier aux notations additives et notons T = T/F le quotient de T par
son sous-module fini F'. D’aprés ce qui précéde, 'image T;, de T}, dans T, est alors :
Tp ~T/(F 4 w,T) ~T/w,T ~ w%T/T;
et il suit, comme annoncé : o -
Too = (Uneno=T)/T et T,=TL.



1.4 Interprétation logarithmique de la conjecture de Greenberg

Le Théoréme 5 fournit immédiatement le critére logarithmique suivant, indépendant de toute
hypothése sur la décomposition des places sauvages dans le corps totalement réel considéré, et
qui peut étre regardé comme la généralisation naturelle du critére de capitulation obtenu par
Greenberg en présence d’une unique place au-dessus de ¢ (cf. [14], Th. 1) :

Théoréme 7 (Critére logarithmique). Soient K un corps de nombres totalement réel, £ un nombre
premier et Koo la Zg-extension cyclotomique de K. Sous la conjecture de Leopoldt dans Ko, (donc
en particulier dés que K est abélien sur Q), le corps K vérifie la conjecture de Greenberg (pour le
premier £) si et seulement si le (-groupe des classes logarithmiques de K capitule dans K.

Comme indiqué dans I'introduction, ce résultat raméne la conjecture de Greenberg & une pure
question de capitulation pour les classes logarithmiques. Outre son intérét théorique, il ouvre de
ce fait sur la possibilité de vérifier numériquement cette conjecture dans tous les cas ot le contexte
arithmétique permet de mettre en ceuvre les algorithmes présentés dans [1] et [5]. Signalons enfin
qu’une preuve indépendante vient d’en étre donnée par Nguyen Quang Do (cf. [30], Th. 2.1).
Preuve. Les divers étages K,, de la Z,-tour K, /K sont encore totalement réels et vérifient ainsi
la conjecture de Gross-Kuz'min (pour le premier /), puisqu’ils vérifient par hypothése celle de
Leopoldt. La capitulation du ¢-groupe Cl caractérise donc la finitude de Cj, qui équivaut a celle

de Ck, puisque les sous-groupes sauvages Cg[f(]n sont alors bornés d’aprés le Scolie 3.
Récapitulant tout ce qui précéde, nous avons ainsi (en paralléle avec [30], Th. 2.1) :

Scolie 8. Soit K un corps de nombres totalement réel et £ un nombre premier.

(i) Sila Zg-extension cyclotomique Ko /K satisfait la conjecture de Gross-Kuz’min pour £, i.e.
si le polynéme caractéristique du A-module de Kuz’min-Tate Cj = ILII C€'Kn est copremier

avec les wy, =~ —1 (et donc en particulier si K est abélien sur Q), on a les équivalences :
(i,a) Cj est fini si et seulement si le £-groupe logarithmique Clx capitule dans Ko .
(i,b) Cl est trivial si et seulement si le £-groupe logarithmique Cly est trivial.

(i1) Si le compositum Ka, des sous-corps de décomposition des places au-dessus de ¢ dans
K /K satisfait la conjecture de Leopoldt (et donc en particulier si K est abélien sur Q), le
groupe Cx = m Clk, et le module de Kuz'min-Tate Ch sont simultanément finis ou pas.

(i4i) Lorsque ces deux conditions sont réunies et donc, en particulier, sous la conjecture de
Leopoldt pour £ dans K, le corps K satisfait la conjecture de Greenberg pour le premier £
si et seulement si le £-groupe des classes logarithmiques Cly capitule dans la tour Koo /K.

Scolie 9 (Premier critére de Greenberg). Soit K un corps de nombres totalement réel qui admet
une unique place au-dessus de €. Si celle-ci est totalement ramifiée dans Ko, /K, le corps K satisfait
la conjecture de Greenberg (pour le premier £) si et seulement si le £-groupe des classes d’idéauz
Cly capitule dans K.

Preuve. La Zg-tour cyclotomique K. /K étant supposée ici totalement ramifiée, le morphisme
naturel de (/. vers (f est surjectif pour tout n € N. Comme, de plus, il n’existe par hypothése
qu’une seule place [,, au-dessus de ¢ a chaque étage fini K, de la tour, chacun des corps K, satisfait
la conjecture de Kuz’'min-Tate (pour le premier £) et I’on a méme, plus précisément :

Cly = Clj  pour tout n € N.

D’aprés le Théoréme 5, la capitulation du /-groupe logarithmique Clx assure la finitude du module
de Gross-Kuz'min Cf . Tout revient donc a vérifier la finitude du sous-groupe sauvage C%] de Cp

indépendamment de la conjecture de Leopoldt; en d’autres termes, que les Cg[f(]n restent bornés
dans la tour. Or, ces groupes sont ambiges puisque engendrés par les classes d’idéaux ambiges,
et la formule des ¢-classes ambiges de Chevalley appliquée dans 'extension cyclique K, /K nous
donne ici :
Ko /K
|, | = 1C] T = |-

(KK (Bx: B O, 1 (K3))




2 Etude du cas complétement décomposé

Avant d’aller plus loin sur la question qui nous préoccupe, précisons quelques éléments de la
Théorie f-adique du corps de classes lorsque les places sauvages se décomposent complétement
dans Iextension K/Q que nous supposerons totalement réelle. Les notations sont celles de [17].

Notons R, = lim K X /K> le f-adifié du groupe multiplicatif du complété K, de K en p;
désignons par U K, Son sous-groupe unité (au sens habituel) ; et notons u K, le groupe des unités
logarithmiques, i.e. le sous-groupe de normes attaché a la Zy-extension cyclotomique Ky de K, :

— Pour p modérée, i.e. pour p { foo, le groupe R, est le produit direct Ry, = pxk, 7'(%2 du ¢-
groupe des racines de 1'unité contenues dans K, et du Z,~-module libre construit sur I'image
mp d’une uniformisante arbitraire. Ses sous-groupes unités sont ainsi : Uy = Uy =l -

— Pour [ sauvage, i.e. pour [ | £, c’est le produit R, = Z/{K(W[Ze du groupe des unités principales
du complété K| et du Zy-module libre construit sur une uniformisante 7. Si £ se décompose
complétement dans K, il est naturel de prendre pour 7 I'image de ¢ dans K. De plus :
— si £ est impair, le groupe U, des unités principales est lui-méme un Zg module libre :

il est engendré par I'image 7 de 1 + /; et il vient ainsi : Ry, = Z/{K[ L{K[ = 7r[ W[Z[ ;
— si £ vaut 2, il vient : Ry, = {+1} 7 7l 5 Uy, = {£1} 725 et Uy, = {£1} w2
— Pour p réelle enfin, on a: Rk, = pux, = {:I:l}, si £ vaut 2; et Rk, = pk, = 1, sinon.

Le ¢-adifié du groupe des idéles du corps K est le produit restreint Jx = [].°° o R, formé des
familles (xy), dont presque tous les éléments sont des unités. Son sous-groupe umte est le produit
Ug = Hp Uk, ; le sous-groupe des unités logarithmiques de Jk est le produit Uk = Hp Uk, -

Nous notons Rk, = Hr|e R, puis Uk, = quuK[ et Z{Ke = H[waKn les groupes semi-locaux.

Le sous-groupe des idéles principaux est le tensorisé R = Zy ®z K* du groupe multiplicatif
de K ; il se plonge canoniquement dans Jx via le plongement diagonal de K dans le produit de
ses complétés. Le quotient Jx /Ry est un groupe compact et la Théorie ¢-adique du corps de
classes l'identifie au groupe de Galois Gal(K%/K) de la pro-f-extension abélienne maximale de
K. La Théorie de Galois établit alors une bijection entre les sous-extensions de K% /K et les sous-
groupes fermés de Jx qui contiennent Ry . Le sous-groupe normique attaché a la Zy-extension
cyclotomique Ko, de K est ainsi le noyau Jx de la formule du produit pour les valeurs absolues.

Le sous-groupe unité g = RxN UK de R est le tensorisé é-adlque Ex =72y ®y Ex du groupe
des unités de K. Le groupe des unités logarithmiques Ex = RxNUg est le sous- groupe des normes
cyclotomiques dans R ; contrairement a Ex, ce n’est pas en général le /-adifié d’un sous-groupe
de K*. Mais g et Ex sont des sous-groupes du (-adifi¢ & = Zy @y EY du groupe Ej des
(-unités de K. Et la conjecture de Leopoldt (pour K et pour £) affirme I'injectivité du morphisme
de semi-localisation s, de &}, dans Rk, induit par le plongement de K* dans K = H[| K

Lorsque, en outre, les places au-dessus de ¢ se décomposent complétement dans K/Q, expres-
sion explicite des valeurs absolues montre que Pintersection de Jx avec Uy, = H[| Uk, coincide
avec la pré-image Uy, dans Uy, du sous-groupe de torsion pg, ~ Z /2Zy par la norme N q :

Uy, = {(z0)r € Uy, | H[\e T € /J’Q[}'
Et la conjecture de Leopoldt affirme alors que 'image Ex,=s,(Ek) de Ex dans Uk, est d’indice
fini dans Up,, ou, de facon équivalente, que l'image &y, =s,(Ex ) de €} dans R, est d’indice fini
dans le produit Ry, = U, Uk,. Comme expliqué plus haut, elle entraine dans ce cas la conjecture
de Gross-Kuz'min, dont une formulation revient a postuler de méme que que 'image & K.=5; (g K)
de £k dans Ry, est d’indice fini dans Uy, (cf. [19]).

Enfin, du fait que les places au-dessus de £ sont totalement ramifiées dans K, /K, chaque classe
dans le ¢-groupe des classes d’idéaux au sens ordinaire peut étre représentée par un idéal de degré
nul (ou, si l'on préfére par un idéle de jK) de sorte qu'on a : (Ul = jK/Z/{KRK ~ jK/UKRK,
analoguement au /-groupe des classes logarithmiques défini par I’ 1dent1te C€ x=Jk /UKR - Tous
deux admettent comme quotient le f-groupe des ¢-classes donné par : Cl = = Tk /RKE [Ty Ri.



2.1 Calcul du quotient des genres dans le cas /~-décomposé

Supposons désormais que les places au-dessus de £ se décomposent complétement dans K.

Notons K I’extension de Bertrandias-Payan du corps K, i.e. le compositum des /-extensions
cycliques de K qui sont localement plongeables dans une Zj-extension. Par la Théorie ¢-adique
du corps de classes, extension K est associée au groupe de normes [], u K, Rk (cf. e.g. [17],
Ex. 2.9). En particulier, elle est f-ramifiée (i.e. non-ramifiée en dehors de ES' et oo-décomposée (i.e.
totalement réelle), puisque fixée par Uy, = ;LKY) pour p modérée et par Rk, = uk, pour p réelle.

Aux places [|¢, le sous-groupe d’inertie I;(K°?/K) s’identifie a I'image de Uk, dans le quotient
Ik /11, rr, Ri. Or, nous avons ici : Uk, = 7005 et I(K' /K) est procyclique, engendré par
Pimage de 7, qui est d’ordre infini puisque la sous-extension cyclotomique K, /K est infiniment
ramifiée en [. Et K% /K, est non-ramifiée aux places [ | /.

Généralisant un résultat classique d’Ozaki et Taya (cf. [32, 34, 35]), nous avons ainsi :

Théoréme 10. Soient K un corps de nombres totalement réel, £ un nombre premier complétement
décomposé dans K, et K la pro-l—extension de Bertrandias-Payan attchée a K. Alors :
— Pour ¢ # 2, la pro-l-extension abélienne (-ramifiée co-décomposée mazimale K coincide
avec K et c’est la plus grande pro-C-extension abélienne K qui est non-ramifiée sur K.
— Pour £ = 2 et sous la conjecture de Leopoldt, on a [K'" : K*] = 2971 et la plus grande
pro-2-extension abélienne totalement réelle de K non-ramifice sur Koo est encore K.
Dans les deux cas, le groupe ngp = Gal(K®/K,) s’identifie au quotient des genres 'Cy attaché
a Ck et la conjecture de Leopoldt (pour le corps K et le premier £) postule donc précisément la
finitude de Y'Cy : en particulier, les conditions (i) et (ii) de la Proposition 2 sont alors équivalentes.

Preuve. On a, en effet : Gal(K* /K") ~ p /s, () = (H[\f L, ) /5o () (cf. [17], Ex. 2.9).

def

Considérons alors le schéma de corps :

T
K., K"K, Kb
Ul UKE/Se (gK):qu
r
K KTLT'

La Théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [17], §2) nous donne 'isomorphisme :
Gal(K™/K"") ~ Ug,/5:(Ex )iy, puis Gal(K™ /K" Koo) & Uie, /s (Exc )i,

avec Uy, = Uy, N Tk (cf. supra). Notant alors £¢ Iexposant du quotient Uy, /s, (Ex )i ,, nous
obtenons, pour tout n > e, 'isomorphisme :

Ui, /50(Ex i, = (s(Ex) N Uz, ) /50 (ER )
Pour interpréter le numérateur, observons maintenant que Z/lfgZ est précisément le sous-groupe
normique de Uk, relatif a I'extension K, /K ; de sorte que les éléments de l'intersection avec
s¢(Ex) sont exactement les images des unités de K qui sont normes (locales comme globales) dans
Pextension cyclique K,, /K. Le morphisme s, étant injectif sous la conjecture de Leopoldt, il suit :

Corollaire 11. Lorsque les places au-dessus de £ se décomposent complétement dans K et sous la
conjecture de Leopoldt dans K, l’ordre du groupe de torsion ngp est donné, pour tout n > e, par :
n n(d—1)
T = G| ((Ex N Ni,y(Ric,) : € ) = | Clic| (sK:SKmZNKn/K(RKn))
C’est la valeur du nombre de genres |'Cly, | dans Uextension cyclique K, /K ; de sorte que K est
le compositum de Ko et de la plus grande {-extension abélienne Hy ;i de K qui est non-ramifiée
et co-décomposée sur K,,.
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2.2 Critére de Greenberg dans le cas /-décomposé
Revenant alors aux sous-groupes ambiges, nous obtenons immédiatement le résultat suivant :

Lemme 12. Soit K un corps de nombres totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt pour
le premier £ et ou les places au-dessus de { se décomposent complétement. Alors K satisfait les
conditions équivalentes de la conjecture de Greenberg listées plus haut si et seulement si la norme
arithmétique Ny, g, : Cli; — Clic réalise un isomorphisme pour tous m > n > 0.

m

Preuve. D’aprés le Théoréme 10 ci-dessus, les quotients des genres '/, ont ultimement le méme

ordre |7}gp| = |"'Ck| dans la tour Ko/K. Il en va donc de méme des sous-groupes ambiges C/j; |
en vertu de I'égalité : |l | = |["Clk, |, dans I'extension cyclique K, /K. L'égalité |"Cx| = |CL|

a donc lieu si et seulement si les sous-groupes ambiges C€};n s’identifient ultimement & leur limite
projective, i.e. lorsqu’ils sont ultimement isomorphes par la norme. Il suit :

Théoréme 13 (Critére de Greenberg). Sous la conjecture de Leopoldt pour K, dés lors que les
places au-dessus de € se décomposent complétement dans K/Q, les diz conditions équivalentes du
Théoréme 4 sont réalisées si et seulement si les conditions équivalentes suivantes le sont également :

(zi) Les sous-groupes ambiges CLi. —sont ultimement isomorphes : Cli = Ng ik, (Clf ).
(zii) Pour tout n > 0, le sous-groupe ambige C€IF< de Clk, est engendré par les classes des
premiers au-dessus de ( : Cly; = C€I[f]n.

(wiii,a) Cly capitule dans Cll

(xiti) Pour toutn > 0, on a les deux conditions : {
(fEZZZ,b) Erx N NKn/K(K;L() = NKn/K(EKn)a

Preuve. La condition (xii) constitue & proprement parler le critére donné par Greenberg.

L’équivalence avec (ziii) provient, d’'une part, de l'isomorphisme classique de Chevalley com-
parant classes ambiges et classes d’idéaux ambiges, unités qui sont normes et normes d’unités :
Clic, [Cly, (Idg, ) = (Ex N N,y (KY)) /Nic, i (Bx,.) 5

et, d’autre part, de I'égalité Clp, (Idg )= all

n’

qui traduit la capitulation de (/% dans Clf .

Compte tenu du Lemme, seule reste donc a vérifier I’équivalence avec la condition (zi). Or :

— d’un coté, ’'égalité immédiate Cég@n = Nk, /K. (C€[I€]n), pour m > n, les places au-dessus de
¢ étant totalement ramifiées dans K, /K, nous donne I'implication : (zii) = (zi);

— d’un autre co6té, sous la condition (zi), le groupe (i est trivial d’aprés le Lemme et
les idéaux de K se principalisent dans K,, pour n > 0. Prenons aussi n assez grand pour
avoir Iisomorphisme (i) ; choisissons m = n + e, ou e est l'indice défini dans la section
précédente ; et partons d'un idéal a, = Nk, /i, (ap) représentant une classe de ¥ 11; avec
a,, appartenant a une classe ambige de K,,. Ecrivons a?n_l = (@) pour un a,, € K,
posons o, = Nk, /i, (am) et considérons I'unité € = N /i (am) € Ex N Ng, /x(K)).
Par construction € est une puissance £"-iéme locale aux places au-dessus de ¢, donc une
puissance "-iéme globale, disons ¢ = 7" pour un n € Eg. Il suit : Nk, /x(an/n) = 1,
donc oy, = 7B~ pour un B, de K. Et 'idéal a,,/3, est un idéal ambige de K, produit
comme tel d’un idéal construit sur les premiers au-dessus de ¢ et d’un idéal étendu de K
donc principal dans K,,. D’ou (zi4).

Sous les hypothéses du Théoréme 13, la conjecture de Greenberg affirme en conséquence que le
groupe sauvage C%] = @1 Cﬁ[;;]n ne peut étre trivial sans qu’on ait simultanément C/ }; =1, pour
tout n > 0; et donc, d’apreés le Corollaire 11 : | 77| = [FClk, | = 1. En particulier :

Scolie 14. Sous les hypothéses du Théoréme 13, la condition C%] =1 ne peut étre satisfaite sous
la conjecture de Greenberg que si le module de Bertrandias-Payan Tlgp du corps K est trivial.

Si £ est impair, il suit de 14, comme observé par [12], qu’un tel corps est ¢-rationnel (cf. aussi
[20] ; ainsi que [13, 20, 23, 26, 27| sur les relations entre ¢-rationalité et ¢-régularité).
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2.3 Schéma abélien des principales pro-/-extensions /-ramifiées

En vue de compléter le schéma galoisien donné dans la section 2.1, introduisons le compositum
K K™ de la Zs-extension cyclotomique K, et de la {-extension abélienne non-ramifiée oo-
décomposée K™ de K. Son groupe de normes est ainsi :

Tk N Uk, [T 1o Ric = U, TTppe 1o R
Comparons K., K™ a la pro-f-extension localement cyclotomique K'® de groupe de normes :
UxRic = Us, Tlope 1o Ric-
De légalite - (Upe, [Ty Rpe) (Ui, (TT 1y Ric) = Upe, Ui, IT1y Ric = R, [T 11y R
nous concluons que lintersection K¢ N K K™ est précisément le compositum K., K%, on K*@
est la f-extension abélienne non-tamifiée foo-décomposée maximale de K.

Pour déterminer le compositum K'*K™", formons 'intersection (Ij{Ke [T R )N (U, (TT 1 Ric)-
Lemme 15. Notons g}(l limage canonique du groupe des (-unités . dans le groupe des unités lo-
garithmiques semi-locales Ug,, ¢’est-a-dire la pré-image dans Uy, du sous-groupe s,(Ey) Uk, /Z/If([
de R, /U, ~ Uy, /g, - Ecrivons de méme i, Vimage de Ejc dans Uy, , ¢ est-a-dire la pré-image
dans Uy, du sous-groupe s,(E) Uy, /Uy, de Ry, /Uy, ~ Ug, /1y, - 1l vient alors :

(Uge, TTip Ry) 0 (Uie, (T ity Ric) = Eie, TR = TR
Et le groupe de Galois Gal(K /K!*K™") s’identifie au quotient Vi, = Eh ExEx-

Preuve. Le calcul de I'intersection est immeédiat. Il vient, par exemple :
(Z;V{Ke [Tre Re) N (Use, (TTHy R) = (Z{Kz NIy Ex) TT 1y R
Intéressons-nous donc au groupe G = Gal(K® /K¢ K"") ~ g’}{/ [T1yRy / Ty Ry, quotient
des groupes de normes respectivement attachés a K'°K"" et & K. Il vient, comme annoncé :
G~ gfm / (gfr(,_; NIy Ry) = gfm /ng =~ gkzu}kg/gmu?q i 52(,3/51(@51(4 ~ E JE €y = Vi

En résumé, les extensions considérées prennent ainsi place dans le diagramme suivant ou sont
figurés les corps et les groupes de Galois :

. KZT
‘Mm/se (hg) = (qu MK,)/Se(MK)

KW

Z:?Kg /gKguK@f; KK ul*Q /EKZ'MKZ -
Ui, [ Ui, €8,

T :

e Ko K e
Uy
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2.4 Critére de Gras dans le cas /-décomposé

Le critére de Gras consiste a remplacer la condition () du Théoréme 4, qui exprime la trivialité
de la limite inductive des ¢-groupes de ¢-classes ambiges C/’ IEOO = 1, par la condition plus exigeante :
C'% =1 pour n>> 0 (cf. [12], Th. 2.4). Donnons en tout de suite une traduction arithmétique :

Lemme 16. Lorsque les places au-dessus de £ se décomposent complétement dans K/Q, on a
léquivalence (ot EY est le groupe des (-unités de K ) :

/ — 17
ay =1 < “
' (Bk : B N N, i (K)) = 71,

Preuve. Cela résulte de la formule des classes ambiges qui s’écrit ici, pour les ¢-classes :

[Ty, er(Kn/K) n(d—1)
cg/r = | (e = |cr ¢ )
(e, | = |G| (KK (B Bj NN (KX)) ] (Bre: BN, (KX) )

Comme observé par Gras (cf. [12], Th. 3.4 & Prop. 4.6), le critére asymptotique introduit peut
se lire & n’importe quel étage de la tour K,/K. En fait, il se lit directement dans K :

Théoréme 17 (Critére suffisant de Gras). Soit K totalement réel qui vérifie la conjecture de Leo-
poldt et ot les places au-dessus de £ se décomposent complétement. Les quatre conditions suivantes
sont alors équivalentes :

(a) Le critére asymptotique suffisant est satisfait : CE’};n =1, pour tout n > 0.

(b) Le premier étage de la tour Koo /K vérifie le critere de Gras : Cl'g =1

(¢) On a simultanément les identités : Cle =1 et Uy, [Ex =

(d) Le (-groupe des classes logarithmiques de K est trivial : Clg =1.

Preuve. D’aprés le Lemme, nous pouvons remplacer la condition (a) par la réunion des deux
conditions () = 1 et (B} : Ej N N e (KX)) = "4~ pour n >> 0. Intéressons-nous & la
seconde, que nous pouvons réécrire, aprés f-adification et pour un n > 0 fixé, sous la forme :

(g;( : g}( n NKn/K(RKn)) = En(d—l)-

Observons d’abord que l'intersection £ N Nk, k(R ) contient évidemment le sous-groupe Ex
des normes cyclotomiques ainsi que le sous-groupe des puissances ¢"-iémes dans . Par suite,
puisque le quotient & /5  est un Z,-module libre de dimension d — 1 (le corps K vérifiant la
conjecture de Gross-Kuz'min en vertu de la Proposition 2), cette égalité affirme tout simplement
que 'on a :
€k N Nk i (Ri,) = E €L
Or, d’aprés le principe de Hasse, le groupe de gauche n’est autre que la préimage dans £ (par
lapplication de semi-localisation s,) du sous-groupe normique Z/lfénlj{ K, de R, associé a K.
Ainsi, dans le plongement canonique de £} /€, dans Uk, ~ R, Ju K, les éléments de l'image
%, qui sont des puissances £"-iémes dans U, sont les puissances ("-iémes des éléments de %
Il vient donc : £ = Uy, ; i.e. comme annoncé : Uy, /5 = 1. Et la réciproque est immédiate.

Observons au passage que ’équivalence obtenue est indépendante de la valeur de n : elle vaut
indifféremment pour tout n > 0 ou un n > 0 arbitraire donné et donc, en particulier, pour n = 1.

Enfin, conformément au diagramme des extensions dressé¢ dans la section précédente, la conjonc-
tion des deux égalités Cl% =1 et Ux, /&} * =1 traduit simplement la trivialité du groupe (/.

Ezemple. Pour k = Q[\/m] quadratique réel, £ = 3 et m = 1 [mod 3], sur les quelque 2256 corps
obtenus pour m < 10.000, seuls 237 (soit environ 10%) ont un 3-groupe des classes logarithmiques
non trivial !. Cette proportion est de 2.801/22.793 (soit environ 12 %) pour m < 100.000. Elle est
de 30.747/227.953 (soit environ 13,5 %) pour m < 1.000.000.

1. Ce sont précisément ceux apparaissant dans les tables de Fukuda et Taya [9]
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3 Trivialité du sous-module fini et conjecture faible

Intéressons-nous maintenant aux plus grands sous-modules finis des A-modules considérés.

Il est bien connu que ces sous-modules s’interprétent comme limites projectives des sous-groupes
de capitulatNion. Rappelons briévement pourquoi. Dans tous les cas (i.e. pour X,, = Clg, ou C€’Kn
ou encore (g, ) le schéma général est le méme : le A-module X est la limite projective des X,
(pour le morphismes normiques) et les X,, s’obtiennent en retour pour n > 0, disons n > n, a
partir de X comme quotients

X, =X/

ol Y est un sous-module convenable de X qui contient w, X comme sous-module de cotype fini.
Dans le cas des ¢-groupes de classes, Y/w,, X est engendré par les images des sous-groupes d’inertie
attachés aux places au-dessus de £; dans le cas des ¢-groupes de f-classes, il est engendré par les
images des sous-groupes de décomposition de ces mémes places; et dans le cas des ¢-groupes de
classes logarithmiques c’est encore plus simple, car on a tout simplement : no =0 et ¥ = w, X.

Wn,
no Y’

w

Dans tous les cas les morphismes d’extension j, ., : X, — X, pour m > n, sont donnés par
la multiplication par wy,/w,. Et il vient donc :

Ket o = {o+ 52V € X/22¥ | 220 € 22 v},

Wny,

Wm

Soit, comme précédemment, F' le plus grand sous-module fini de X. Ecrivant alors “;l rT=_"y

W,

pour un y € Y, on obtient — (x —

Wn
polynéme L:i est étranger au polyndéme caractéristique du A-module X pour n > 0 et que par
ailleurs il annule bien F' pour m > n. En résumé, il vient :

(F+22Y)/2~ Y ~F/(FN22Y) = F;

Wn, Wno Wno n>ne

w—y) =0, ie z— ::—y € F, pour m > n > 0, puisque le

Wy

Ker 5 =
In,m I

de sorte que le sous-module fini ' de X s’identifie ultimement au sous-groupe de capitulation :

Ker jn,00 1 Xy = Xoo = @Xm.

Théoréme 18. Soient K un corps de nombres arbitraire, £ un nombre premier. et Koo = UpenKy,

la Z¢-extension cyclotomique de K. On a alors inconditionnellement les interprétations suivantes :

(i) Le sous-module fini Fi de la limite projective des £-groupes de classes Cx = lim Clk,

s’tdentifie ultimement auzx noyaux des morphismes d’extension Cap, = Ker(lg, — Ck.).

(i) Le sous-module fini Fi de la limite projective des {-groupes de (-classes Cp = lim Cll

s’identifie ultimement aur noyaux des morphismes d’extension Cap,, = Ker(Cly — Clg ).

(11i) Le méme sous-module Fy s’identifie encore ultimement aux noyauz des morphismes d’ex-
tension entre groupes de classes logarithmiques Cap, = Ker(@Kn — @Km).

Il suit de la que le sous-module fini F' de X est trivial si et seulement si les morphismes
d’extension j, oo : Xn — Xoo sont ultimement injectifs. Mais il est possible d’étre plus précis :

Scolie 19. Soit K est un corps totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt en £. Alors :

(i) Siles places au-dessus de £ sont totalement ramifiées dans Koo /K, on a 'équivalence :
Fx=1 <« Cap, =1, pour chaque n € N.

(ii) Si aucune des places au-dessus de £ ne se décompose dans Ko /K, on a l’équivalence :
.=1 << Cap, =1, pour chaque n € N.

(i4i) Et inconditionnellement, on a l’équivalence :
=1 <« Cap, =1, pour chaque n € N.

Preuve. La conjecture de Leopoldt assure que le polynéme caractéristique du A-module X est
étranger aux w, (cf. Proposition 2). Et, dans les deux premiers cas, 'hypothése faite permet de
prendre n, = 0. Cela étant, dans les trois cas, si F' est nul, la condition de capitulation obtenue plus
haut L:i (x — :j” y) = 0 donne directement = = :}"y € :” Y, ie. Ker j, m =0, pour m >n > 0.

Et les morphismes d’extension j, o, sont bien injectifs pour tout n € N.

o
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3.1 Sous-modules fini et sous-module sauvage

Pour étudier la trivialité du sous-module Fp, précisons en différentes formulations :

Proposition 20. Soit K un corps de nombres totalement réel ; Koo sa Zg-extension cyclotomique ;
Ka, le compositum des sous-corps de décomposition des places au-dessus de £ dans Ko/K ; et
K., le compositum de leurs sous-corps d’inertie (au sens habituel). Si le corps Ka, satisfait la
conjecture de Leopoldt (pour le premier £), la trivialité du sous-module fini Fi de Ck entraine

celle du sous-module sauvage C%], i.e. Uidentité : Cly = C€'Kn, pour n > ry.

En d’autres termes, on a alors léquivalence : Fx =1 <& C[e] 1 & Fp=1.

Preuve. Observons d’abord que les morphismes normiques Nk C€ — C€ entre sous-
groupes sauvages sont surjectifs pour m > n > r,, puisque les places au- dessus de ¢ sont totalement
ramifiées dans Ko /K, . Ainsi, il revient donc au méme d’affirmer que les sous-groupes sauvages
respectifs des corps K, sont triviaux pour n > ry ou que leur limite projective I'est.

— Supposons Fg = 1. Si le corps Ky vérifie la conjecture de Leopoldt (en ), le sous-groupe
sauvage de Ck, qui est fini d’aprés le Scolie 3, est donc trivial. On conclut Clp = C€’Kn,
pour n > ¢ ; et il suit en particulier : Cj = Cx puis F =1 = C%], comme annonce.

— Inversement, supposons Fj =1 = C%]. La seconde condition nous donne : Cﬁ[f(]n =1 pour
n>rg, ie Uy = Uy ;etilsuit: Cx = Ci;puis: Fyi = Fie =

Examinons maintenant les deux conditions de trivialité a droite : Fj, =1 et C%] =1

Proposition 21. Si le corps K vérifie la conjecture de Gross-Kuz’min (pour le premier ), le

sous-module fini Fr. du module de Kuz’'min-Tate Ci est trivial si et seulement si le £-groupe des

unités logarithmiques Ex coincide avec le S0US-groupe NoTrmique gl”( = Mpen NKW/K(é'}{n) :
=1 o &y =E%.

Preuve. C’est une conséquence facile de 1'isomorphisme de Kuz'min : Cjl ~ gK/g’I”( (cf. e.g. [19],
Th. 17). Sous la conjecture de Gross-Kuz'min, il vient, en effet : Cjl' C F; ; d’oit les équivalences :

w=le Al =1leCl =1/ =1.
Proposition 22. Siles places sauvages sont totalement ramifiées dans K /K, on a limplication :
=1 = & =8¢
Et &} est alors engendré par le sous-groupe normique g; et le groupe des unités &y

Preuve. Si les places sauvages sont totalement ramifiées dans K, /K, la norme arithmétique envoie

4]

le sous-module sauvage Dy du groupe des diviseurs de K, sur son homologue dans K. L’égalité

.. ‘ [ o ..
entre diviseurs D[K] = Nk, /K(DE(]”) donne ainsi £ = Nk, k(€ )€k, lorsque ces diviseurs
sauvages sont supposés principaux. Faisant varier n, nous obtenons alors, par compacité de Ep :

5}< = ﬂnGN (NKn/K(gkn)gK) = (nneNNKn/K(g}(n))gK = gly( 5K

Théoréme 23. Soient K un corps totalement réel, d = [K : Q] son degré et { un premier
compléetement décomposé dans K. Sous la conjecture de Leopodt pour £ dans K, on a l’équivalence :

Fr=1 & C}?zl.

Preuve (voir aussi [29] Lem. 2.6). Supposons C%] = 1. De Dégalite & = E% &k, avec ici

dimg, &y & = dimg, EK = d (puisque K, qui vérifie la conjecture de Leopoldt, vérifie aussi celle
de Gross-Kuz’min) et dimg, £, = d — 1, donc dimg, g}’( + dimy, £ = dimy, &, nous concluons
que la décomposition & = g]”( Ek est directe aux racines de 1'unité pres.

En particulier /&% ~ Ep/(Ex N EY) = Ex/ug est Zy-libre; et il suit : &, = E%,
c’est-a-dire Fj, = 1; d’ou finalement : F, = 1, comme annoncé.
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3.2 Etude du cas abélien semi-simple et /-décomposé : préliminaires

Nous supposons désormais que K est un corps abélien réel de groupe de Galois A = Gal(K/Q)
et que ¢ est un nombre premier impair complétement décomposé dans K et ne divisant pas
d = [K : Q]. Rappelons que I'hypothése de compléte décomposition implique en particulier que
les places [ de K au-dessus de ¢ se ramifient totalement dans la Zs-tour K, /K.

Dans ce contexte, l’algébre Zy[A] est une algébre semi-locale qui s’écrit comme produit direct
Lo[A] = ®pZe[Ale, = By Z
d’extension non-ramifiées Z, de Z, indexées par les caractéres f-adiques irréductibles de A. Et les
idempotents primitifs associés e, = > . ¢(7)77! permettent de décomposer chaque Z[A]-
module comme somme directe de ses p-composantes, lesquelles sont des Z -modules.
Cette décomposition s’étend naturellement & lalgébre d’Twasawa A = Z¢[[y — 1]] de sorte que
AlA] = @soA[A]ew = Bply
est le produit direct des algébres de séries formelles A, = Z,[[y — 1]] construites sur les Z,,.

Introduisons maintenant les (-adifiés £ des groupes d’unités circulaires a la Sinnott (cf. [33]) :

Notons SK = &gné’K , SK = gné}( et EK = lim &3 les limites projectives respectives pour les
applications normes des groupes de ¢-unités, d’unités “et d’unités circulaires dans la Zy-extension
cyclotomique K,,/K. Ecrivons enfin EKn = Mimsn N/ Ek,.) = Npsn Vi, k., (€k,,) puis
&k, = Npsn Vi, €k, ) et £ = ﬂm>nN Kom/K, (Ex, ) les sous-groupes normiques associés.

11 est bien connu que & ¢ comme £k sont A- libres, en vertu d’un théoréme de Kuz'min ([24],
Th. 7.2) généralisé par Greither ([15], Th. 1). Et, d’aprés Belliard ([4]), le méme résultat vaut pour
les unités circulaires dés lors que celles-ci vérifient la descente galoisienne asymptotique dans la
tour Ko, /K, ce qui a bien lieu dans le cas semi-simple considéré ici. Il suit de 1a et du Lemme 3.3
de [2] que chacune des trois limites projectives ci-dessus est un A[A]-module libre de dimension 1.

Faisons choix d’une A[A]-base nn = (n,)n de é'_}( Observons que les 7, forment un systéme
cohérent de f-unités et qu’on a en particulier : 7, € g}% c & K, ; en d’autres termes, que les 7,
sont des unités logarithmiques, normes d’unités logarithmiques a chaque étage de la tour Ko, /K.

La suite exacte courte canonique 1 — & — & — P%]n — 1, ou Pl[f]n désigne le sous-groupe
principal du module des diviseurs de K,, construits sur les places au-dessus de ¢, donne & la limite :

1o & =limEy, — & =lim &, ~ A[A] = P =lim P — 1. (1)

Or, les morphismes normiques D[;;] — D[Z] et P%]m — ’P%]” sont ultimement surjectifs, les pre-
miers du fait de la totale ramification sauvage , les seconds parce que les quotients correspondants
stationnent, comme expliqué dans la section 1.1, puisque le corps K, supposé abélien, vérifie la
conjecture de Leopoldt. La limite projective a droite est donc isomorphe a Z;[A] de sorte que le
noyau & gauche s’identifie au sous-module de l'algébre A[A] engendré par I'élément w = v — 1.

En résumé EK est le A[A]-module libre engendré par la famille e = n*. Ainsi :
Théoréme 24. Soient ¢ un nombre premier impair, K un corps abélien réel de degré d étranger

a ¢ dans lequel £ est completement décomposé, Ko, = |J K, la Zg-extension cyclotomique de

K et A le groupe de Galois Gal(K/Q). Alors :
(i) La limite projective Ep = l'&né’}(ﬂr = l'&ngKn est un A[A]-module isomorphe a A[A].

neN

(i1) La limite projective ?K =lm & =lmEx = s%identifie au sous-module engendré par w.
(iii) 1l existe une famille (p,), de polynomes distingués p, € Z,|w], indexée par les caractéres
C-adiques irréductibles du groupe A, et un élément p = Y poe, € Ze[w][A] tels que la

limite projective EIO( = @5}}n = @S;’(‘; s’identifie au sous-module pwA[A].

Preuve. La p-composante de ?;; est, en effet, un sous-module libre du A,-module E;{’ ~ Ay,

donc de la forme Efg’ ~ p,A,, pour un polynéme distingué convenable de 'algebre Z,[w] C A,,.
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3.3 Groupe des classes circulaires et lien avec la conjecture de Greenberg

Classiquement les ¢-groupes de classes circulaires sont définis comme suit :

Définition 25. Etant donné un corps abélien réel K et un nombre premier impair £, on appelle
{-groupe des classes circulaires du corps K le quotient

k= Ex/Ek
du £-adifié £, du groupe des unités de K par celui du sous-groupe des unités circulaires de Sinnott.

Nous notons Cg = lim Clg =~ E’K/ E'f( la limite projective pour la norme des £-groupes de
classes circulaires attachés auz étages finis Ky, de la Zg-tour cyclotomique K /K.

I1 est bien connu que les f-groupes de classes circulaires (/- sont finis et que, pour £ # 2, leurs
ordres respectifs coincident avec ceux des ¢-groupes des classes (. Le Théoréme de Mazur-Wiles
affirme alors que leur limite projective Cg est encore un A-module noethérien et de torsion, qui
a méme polyndme caractéristique que Cj. De plus, sous '’hypothése de semi-simplicité, son sous-
module fini Fg est trivial, puisque Cg est quotient de deux A[A]-modules libres de dimension 1.
La conjecture de Greenberg pour le corps K et le premier ¢ s’écrit donc tout simplement : C = 1.

Plus précisément, dans le cas semi-simple, le Théoréme de Mazur-Wiles nous donne :
Proposition 26. Sous les hypothéses du Théoréme 2/, pour chaque caractére £-adique de A le

polynome distingué p, est le polyndme caractéristique de la @-composante du A[A]-module Ck.
En particulier, la conjecture de Greenberg postule que tous les p, sont égaux a 1.

Revenons maintenant sur le suite exacte (1). Faisant agir 'élément w,, = v*" — 1 et formant la
suite exacte du serpent, nous obtenons la ligne supérieure du diagramme commutatif :

1 —— Py —— & € ——= En JEn Py 1
iNn JNn an,
1 £y &y P

qui, par comparaison avec la suite inférieure, nous fournit la suite exacte courte :
1—>73m—>§/§“’“—>8" —1
K K K K, 5

puisque la fleche verticale au centre du diagramme est un isomorphisme. De EK = AMAl ~ AlA],
nous concluons par le Théoréme 24 que le groupe au centre est isomorphe au quotient A[A]/w, A[A].
Et le noyau a gauche, qui est isomorphe & Z,[A], s’identifie au sous-quotient “= A[A]/w, A[A] annulé
par w (puisqu'ils ont méme rang et que le conoyau £y est sans torsion). Il vient ainsi :

v A Wn A
Er, = <8 = AAl/ LA,
avec €, = Nyp(€) = Np(n¥) =n2. Il suit : E}’(n = 5}’(2’; et, en particulier : £ = 1.
Enfin, par restriction au sous-module des unités circulaires E}} = ¢PMA] nous obtenons :
ov A A Wn p— Wn,
g = M o~ pA[A]/ (22 A[A] N pA[A]) = pA[A]/p2= A,

puisque les p-composantes p, de p sont étrangéres aux polynomes cyclotomiques w,,. Ainsi :

Proposition 27. Toujours sous les hypothéses du Théoréme 24, les sous-groupes normiques at-
tachés aux groupes d’unités et d’unités circulaires sont donnés par les isomorphismes :

. v Svw AlA wn A
(i) &k, = &k = en™ = AJA]/ A4,
(i1) Ex = EP = eﬁA ~ pA[A]/p2=A[A],
ol €, = Np(n®) est construit o partir d’une A[A]-base n = (ny)n de E"K = lim Ex, -
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3.4 Conjecture faible dans le cas abélien semi-simple /-décomposé

11 est d’usage d’appeler conjecture faible Vimplication : Fx =1 = Cx =1, (cf. e.g. [28, 29]);
ce qui revient a étudier la conjecture de Greenberg sous ’hypothése additionnelle Fx = 1. D’aprés
le Théoréme 23, dans le cas abélien semi-simple ¢-décomposé cela équivaut & supposer C%] =1.

Théoréme 28. Soient K un corps abélien réel de degré d et £ + d un nombre premier impair
complétement décomposé dans K. Supposons vérifiée la condition de trivialité sauvage C%] =1y
autrement dit que les sous-groupes Cg[f(]n des C-groupes de classes des corps K, respectivement
engendrés par les images des premiers au-dessus de £ sont tous triviauzx. Alors :

(i) Les groupes d’unités logarithmiques gK" coincident avec les sous-groupes normiques gl”(n

Er, = €k, = Mpzn Vi i, (Ek,,)-
(ii) Les (-adifiés des groupes de (-unités, d’unités et d’unités circulaires des corps K,, admettent
les décompositions directes respectives :

E =Ex® &y Ex, = Ex®EL; Ex = Ex®ER.
(iii) Et les (-groupes de classes circulaires des K,, s’écrivent comme sommes directes :

Cly = Clg @ EY /Egg ~ 05 @ AJA]/ (pA[A] + 2= A[A]).

Preuve. Supposons C[ =1, ie. C€ = 1 pour tout n € N, pu1sque les places sauvages sont
totalement ramifiées dans la tour. Rappelons que cela entraine Fp = =1, d’aprés le Théoréme
23 ; donc, en particulier, I’égalité EK = E , en vertu de la Proposmon 21; d’ou (7).

Pour établir (i7), partons de la Proposition 22 qui nous donne l'égalité : &£, = gf( Ex et
observons que cette décomposition est directe, comme établi dans la preuve du Théoréme 23, i.e.

Cette identité nous dit en particulier que I'image Pé[f(] de &} dans le groupe ﬁ[fg des diviseurs
logarithmiques de degré nul construits sur les places au-dessus de £ provient du sous-module des
unités £y . Or, les groupes DE[IZ{]H sont constants, puisque les places au-dessus de ¢ sont logarithmi-
quement inertes dans la Z,-tour cyclotomique K. /K ; et il en va donc de méme des sous-groupes
principaux P &, » buisque par hypothése il n’y a pas de capitulation. L’image Pé[]@n de & dans
DE[Kn provient donc, elle aussi, de E - Autrement dit, 5‘}(” est engendré par &y et E Kk, Bt cette
décomposition est directe, puisqu’il vient immédiatement, comme plus haut :

ExNEx =ExNEE =ExNEc=1; etdonc: & =Ex Ex .

Par restriction aux unités, observant que les unités qui sont normes de f-unités sont en fait
normes d’unités, puisque les places sauvages sont totalement ramifiées dans la tour, nous avons :
Ex, =Ex®(Ex, NE, ) =Ex®EL = Ex®ER,

compte tenu de la Proposition 27, qui nous donne 'égalité : £ = N}’(:’ =£ K-
Enfin, le cas des unités circulaires se traite de méme au moyen de ’isomorphisme canonique
E2. JERY = E2/ERY
(cf. [28], Lem. 4.5 ou [29], Lem. 1.1) et de la Proposition 27, qui nous donne : £g¥ = €7

L’assertion (iii) s’obtient alors par passage au quotient & partir des deux derniéres identités
de (i7) et de la descrition donnée par la Proposition 27.

Remarque. Les décompositions € = Ex @ & et E = Ex & £ données par le Théoréme

28 font apparaitre les groupes d’unités et les sous-groupes circulaires comme sommes respectives

des sous-groupes invariants par G, = Gal(K,/K) et des noyaux de la norme N, k. Il suit :
HY(Gn, £k ) = € /EF° et semblablement :  H'(Gp, E3Y) = ER¥ | E3¥“.

Il résulte alors de la description explicite des numérateurs donnée par la Proposmon 27 que le
morphisme naturel de H'(G,,, £ ) vers H' (G, ) ) nest bijectif que si I'élément p vaut 1, ce
qui équivaut précisément a la conjecture de Greenberg. En particulier, le Lemme 2.8 de [29] qui
affirme sans preuve cette bijectivité revient a postuler la conjecture de Greenberg.
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

Corps et extensions

K : un corps de nombres (totalement réel); et K, : le complété de K en la place p;

Koo = U,en Kn avee [K, : K] = (" : la Zs-extension cyclotomique de K ;

K, : le n-iéme étage de la tour : et K, : le complété de K, en la place p,, ;

K" : la f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de K, ;

K!d : la (-extension abélienne non-ramifiée foo-décomposée maximale de K, ;
K'¢ : la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale de K, ;

KbP : la pro-f-extension de Bertrandias-Payan associée a K, ;

K : la pro-f-extension abélienne f-ramifiée co-décomposée maximale de K, ;

K¢ : 1a pro-f-extension abélienne partout complétement décomposée maximale de K ;

K : la pro-f-extension abélienne non-ramifiée co-décomposée maximale de K, ;

K ﬁg : la pro-f-extension abélienne /-ramifiée co-décomposée maximale de K.
Groupes d’idéles ’

Rg, = lglK; / K;dm: le compactifié f-adique du groupe multiplicatif K, ;

U K, le sous-groupe unité et I K, le groupe des unités logarithmiques dans R o

Rg, = H[w Ry, ; puis Uy, = H[\EUK[ et Uy, = HIMUK[ )

pr, : le f-groupe des racines de I'unité dans RKp ; PUis fg, = H[\f Pre, s et P = Hp‘oo P, >

I =11," Ry, : le (-adifié du groupe des idéles de K ;

j[e] =Ry, k., Hp Z/{K|D : le sous-groupe des foo-idéles ;

Ui = (I1,Ux, )ik, + le sous-groupe unité (au sens ordinaire) de J ;

Uy = (I1, aKp Jig . le groupe des unités logarithmiques (au sens ordinaire) de Jp.
Groupes globaux

Ry =Zy @z K* : le f-adifié du groupe multiplicatif du corps K ;

E =7y Rz El : le f-adifié du groupe des f-unités (au sens ordinaire) de K ;

Ex =7y @z Ex = Rg N Uk : le f-adifié du groupe des unités (ordinaires) de K ;

& v =RgN U « ¢ le f-groupe des unités logarithmiques de K ;

&5, : le L-groupe des unités circulaires (de Sinnott) attaché au corps (abélien) K ;

Ey = Mpen Nk, /x5 (€k,) = Npen NKn/K(gKn) : le groupe des normes logarithmiques ;

€ =Mpen Nk, /i (Ek, ) : le sous-groupe des normes d’unités dans Koo/ K ;

ER = Mpen Nk, x (€%, ) : le sous-groupe des normes d’unités circulaires dans Ko/K.
Groupes de classes

Clp >~ Tr /U Ry : le L-groupe des classes d’idéaux (au sens ordinaire) du corps K ;

Capy : le sous-groupe de capitulation, noyau du morphisme d’extension {x — Cli__ ;

Clye = Ty /Ui Ry : le L-groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) du corps K ;

Clhy =~ JK/j}[f]RK : le £-groupe des f-classes d’idéaux du corps K ;

Cap : le sous-groupe de capitulation, noyau du morphisme d’extension Clp — Cly¢_;

C@;g : le sous-groupe de (lx engendré par les classes des idéaux premiers au-dessus de ¢;

Cly = Ex/ES, - le groupe des classes circulaires du corps K ;

Cy = m (g, :la limite projective des groupes de classes circulaires dans K. /K.
Groupes de Galois

I : le groupe Gal(K/K) ; v un générateur topologique et A = Z¢[[y —1]] Palgébre d’Iwasawa ;

I, =~""?% : le sous-groupe Gal(Koo/Kp) ; et wy, = ¥ —1; nous notons w =y — 1 = wy;

Crx =lim Uk, ~ Gal(KY/Ks) ; puis C%] = lim Cg[f(]n le sous-module sauvage ;

Fr = I&n Capg,, :le plus grand sous-module Ei du A-module Ck ;

Cx = lim e ~ Gal(K$?/Ko) : le module de Kuz'min-Tate attaché au corps K ;

e = 1&1 Capy. : le plus grand sous-module fini du A-module Cj ;
T};p = Gal(K®/K,) le groupe de torsion de Bertrandias-Payan.
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