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Résumé. Nous montrons que la conjecture cyclotomique sur les modules d’Iwasawa S-décomposés T'-
ramifiés, introduite dans un article antérieur et vérifiée par les corps abéliens, gouverne le Z,-rang du
sous-module des points fixes et du quotient des genres pour tous ensembles finis disjoints de places (S, T).

Finalement, en cas de conjugaison complexe nous montrons que la forme forte de la conjecture est,
tout comme la forme faible, équivalente & la conjonction des conjectures de Leopodt et de Gross-Kuz'min.

Abstract. We show that the cyclotomic conjecture on the characteristic polynomial of T-ramified S-split
Iwasawa modules, introduced in a previous paper and satisfied by abelian fields, governs the Z,-rank of
the submodule of fixed points for all finite disjoint sets S and T of places.

Last, in the CM-case we prove that the weak and the strong versions of the cyclotomic conjecture are
both equivalent to the conjunction of the classical conjectures of Leopoldt and Gross-Kuz'min.
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Introduction

Pour chaque nombre premier ¢, il est avancé dans [15] la conjecture générale suivante :
Conjecture 1 (Conjecture cyclotomique forte). Soient K un corps de nombres arbitraire ;
K. = U,en Kn sa Zg-extension cyclotomique ; A lalgebre d’Iwasawa de T' = Gal(K. /K) = ~le
et Pl = S, U Ty une partition de l’ensemble Pl%. des places de K au-dessus de {.

Alors le polynome caractéristique du A-module Cgi (K,) = Gal(Hgif (K.)/K,) attaché a la
pro-£-extension abélienne mazimale Hg: (K,) de K. qui est Si-décomposée et Ty-ramifiée n'est

pas divisible par w = v — 1. Autrement dit, son sous-module des points fizes Cg:(Kw)F est fini :
Cir (K )T ~ 1.



Cette conjecture cyclotomique contient celles de Leopoldt et de Gross-Kuz’'min (cf. e.g. [14]),
qui correspondent respectivement aux cas (S, Tx) = (0, PlY) et (Sk,Tx) = (PI%,0) et récipro-
quement : si K est totalement réel, ou encore si K est un corps a conjugaison complexe extension
quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps totalement réel, la conjecture cyclotomique ci-
dessus est vraie dés lors que les ensembles Sy et T} sont stables par conjugaison complexe et que
K vérifie a la fois la conjecture de Leopoldt et celle de Gross-Kuz'min ([15], Th. 5). En résumé,
restreinte aux seules partitions PlY. = S, T, stables par conjugaison complexe, elle est équivalente
a la conjonction des conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’'min.

Pour prendre en compte cette restriction sur la stabilité par conjugaison des ensembles Sy et
Ty, restée ambigué dans [15], introduisons la forme affaiblie ci-aprés de la conjecture :

Conjecture 2 (Conjecture cyclotomique faible). Nous disons qu’un corps de nombres K a
conjugaison complexe (i.e. extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps totalement
réel K+ ) satisfait la conjecture cyclotomique faible pour un nombre premier £, lorsqu’il vérifie la
conjecture cyclotomique pour toute partition Pl%. = S, U Ty stable par la conjugaison compleze.

Avec ces conventions le Théoréme 5 de [15] affirme alors qu’'un tel K vérifie la Conjecture
cyclotomique faible pour ¢ si et seulement s’il vérifie simultanément la conjecture de Leopoldt et
celle de Gross-Kuz'min pour ce méme £ ; ce qui est toujours le cas pour K abélien.

Le but de la présente note est de déterminer le Z,-rang du module des points fixes Cg: (K.,
sous I'une ou 'autre des conjectures cyclotomiques ci-dessus, pour tout couple (Sk, T ) d’ensembles
finis disjoints de places de K, lors méme que la condition PlY. C S, UT} n’est pas satisfaite, et d’en
tirer quelques conséquences sur les modules d’Iwasawa ng" (K.) pour K a conjugaison complexe
en liaison avec les résultats de [13, 16, 17|. Nous procédons pour cela en trois temps :

— Dans le cadre de la conjecture faible d’abord, qui permet de traiter le cas ou Sy et T sont
stables par la conjugaison complexe. La formule de rang que nous obtenons (Th. 3), qui est donc
vérifiée dans le cas abélien, peut étre regardée comme une généralisation de la classique conjecture
de Coates et Lichtenbaum démontrée par Greenberg dans ce méme contexte (cf. [2, 6]).

— Dans le cadre de la conjecture forte ensuite qui ouvre sur le cas plus général ou n’est pas fait
d’hypotheése de stabilité. Pour cela, nous commencons par tirer quelques conséquences algébriques
de la Conjecture cyclotomique généralisant le résultat de semi-simplicité de Greenberg (cf. [6]) qui
prouve que, pour un corps abélien K, le polynome minimal du A-module Gal(Hpy (K..)/K..) de
la plus grande pro-f-extension abélienne non ramifiée et (-décomposée Hp;e (K.) de K, n’est pas
divisible par (v — 1). Il en résulte une formule de rang qui étend la précédente (Th. 7).

— Cela fait, nous abordons la comparaison des formes faible et forte de la conjecture et montrons
qu’elles sont en fait équivalentes (Th. 10). L’idée centrale est la suivante : on s’intéresse a un
Ze-module qui n’est pas a priori stable par conjugaison complexe, mais qui est canoniquement
I'image d’un autre module stable par conjugaison, dont on peut donc définir les composantes
réelle et imaginaire. Sous la conjecture de Leopoldt, il se trouve que sa composante réelle est
pseudo-nulle. Quotientant donc le module de départ par 'image de celle-ci, on obtient un module
pseudo-isomorphe au module de départ lequel est, lui, purement imaginaire.

Enfin ans la derniére partie de cette note nous abordons directement le calcul du Zs-rang a
I'aide de la théorie f-adique du corps de classes. La preuve alternative particuliérement concise
que nous en donnons (Cor. 13) redonne immédiatement ’équivalence établie plus haut.

Signalons pour finir qu’au cours de 1’élaboration de ce résultat nous avons eu connaissance
d’un travail indépendant de Lee et Yu [21] complétant ’étude antérieure de Lee et Seo [20] sur
une forme équivalente de la conjecture cyclotomique. Avec celles données dans la présente note,
on dispose de ce fait de trois fagons différentes de déterminer le Zy-rang du module Cgf( (K.)', en

présence d’une conjugaison complexe sous les conjectures équivalentes ci-dessus.

Remarque. Comme expliqué dans [15], Scolie 8, les places étrangéres a ¢ étant sans incidence sur le
Zy-rang de Cgf (K,)', il est toujours possible de supposer S, UT,, C Pl% dans les démonstrations,
sans restreindre aucunement la généralité.



1 Théoréme Principal sous la conjecture faible

Supposons maintenant que K soit une extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-
corps totalement réel K. Notons 7 la conjugaison complexe et A = Gal(K/K*) = {1,7}.

Rappelons que, pour ¢ impair, chaque Zy[A]-module M s’écrit comme somme directe de ses
composantes réelle M+ = M¢ et imaginaire M~ = M¢ via les idempotents e = %(1 + 7). Et,
si £ vaut 2 et si M est Zy-noethérien, confondre le noyau de (1 + 7) avec I'image de (1 F 7) donne
lieu a une erreur finie. On peut donc dans tous les cas définir composantes réelle et imaginaire de
M comme image et noyau respectifs de (1 + 7) et écrire & un fini prés : M ~ M & M.

Pour chaque ensemble de places S de K+, notons de méme S~ le sous-ensemble de celles qui
sont décomposées par la conjugaison complexe et ST son complémentaire.

Avec ces conventions, sous la conjecture faible le Théoréme principal s’énonce comme suit :

Théoréme 3. Soient { un nombre premier; K une extension quadratique totalement imaginaire
d’un sous-corps KT totalement réel; Si+ et T+ deuzx ensembles finis disjoints de places de KT ;
Ry+ = PI% \ (Sk+ UTy+) Uensemble des places au-dessus de £ qui ne sont ni dans Sy ni dans
T

Soient enfin CL(K.) = Gal(HL (K.)/K..) le groupe de Galois attaché a la pro-C-extension
abélienne mazimale HL (K.) de K. qui est S-décomposée et T-ramifiée; et CL(K.)' le sous-
module de CL(K..) fizé par T = Gal(K.,/K). Sous la conjecture cyclotomique faible, il vient :

(i) La composante réelle du groupe CE(K.)' est finie : (Cg(Km)F)+ ~ CE(KHT ~ 1.

(ii) Sa composante imaginaire est un Zg-module de rang : rgy, (C&(K.)Y) = |R™|, ot |R™|
désigne le nombre de places de R qui sont décomposées par la conjugaison compleze.

Preuve. Comme rappelé plus haut, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que RUSUT
et une partition de PI. De plus, coté réel, nous avons immédiatement : (Cg(K,_,Q)F)jL ~ CL(KHT,
puisque 'opérateur 1 4+ 7 correspond a la norme Ny x+.

Considérons alors le quotient des genres 'CL (K1) = Gal(HL (KL /K1)/K ), ot HY (KL /K™)
désigne la plus grande sous-extension de Hg(K +) qui est abélienne sur K*. Par construction,
HI(K/K™") est -ramifiée sur K, donc sur K et, par conséquent, de degré fini sur K sous la
conjecture de Leopoldt (qui est vérifiée ici, puisque la conjecture cyclotomique est supposée I’étre).
En résumé, il vient : TCL (K1) ~ 1; donc, a fortiori : CL(K)F ~ 1.

Regardons maintenant la composante imaginaire. D’aprés la Proposition 2 de [15] appliquée
aux étages finis K, /K de la Zs-extension cyclotomique de K, 'isomorphisme de modules galoisiens

CLE(Kp)" /el (DE (Kn)") = (E5(K) N Nic, e (R(Kn))) /Nic, e (€& (Kn))
identifie le quotient du pro-¢-groupe des S-classes T-infinitésimales ambiges de K,, par le sous-

groupe des classes des S-diviseurs T-infinitésimaux ambiges & un certain quotient du groupe des
S-unités T-infinitésimales ; ce qui donne, par passage a la limite projective pour la norme :
CE (Koo)'t / Yim el (DG (Kn)') ~ (E5(K) NEK))/(Npew Ny (€5 (Krn)).

Le point essentiel ici est que, sous la conjecture de Gross-Kuz'min (donc ici encore sous la
conjecture cyclotomique), la composante imaginaire du groupe £(K) = [, cy Nk, /x(R(Ky)) des
unités logarithmiques se réduit au ¢-sous-groupe des racines de 'unité (cf. e.g. [11]). Il suit :

(C5(Kx)') ~lim clf (D§ (Kn)")
Or, le pro-¢-groupe (Dg(Kn)F)f des S-diviseurs étrangers a T', qui sont ambiges et imaginaires,
est engendré par le sous-groupe D% (K)~ étendu de K (donc sans incidence sur la limite projective)
et le sous-groupe Dg(Kn)[R]_ construit sur les produits a,(p) = Hpnlp Pn, pour p € R, lesquels
satisfont les identités normiques Ny . (0, (p)) = a,(p), pour m > n > 0. Son sous-groupe prin-
cipal ?g(Kn)[R]’ étant ultimement constant, puisque les S-unités imaginaires T-infinitésimales
des K, proviennent d’'un K,,, aux racines de l'unité prés, il vient bien finalement :

(CH(K.)F) ™~ lim dlF(DE(K,) 1) ~ lim DL (K,)F= = 2,77,



2 Semi-simplicité des modules d’Iwasawa C}(Ky,)

Avant d’énoncer le Théoréme Principal dans le cadre plus général de la conjecture forte, com-
mengons par préciser quelques conséquences algébriques de celle-ci.

Notons v un générateur topologique du groupe de Galois I' = Gal(K,,/K) et A = Zy[[y — 1]]
lalgébre d’Iwasawa attachée a I'. Le point essentiel est que les facteurs cyclotomiques du polynéme
minimal Hgf (v = 1) du sous-module de A-torsion Tg*(K.) de Cg"(K.) sont de multiplicité 1 :

Proposition 4. Etant donné un corps de nombres K qui satisfait la conjecture cyclotomique forte
pour £, soient K., = J K, sa Z¢-extension cyclotomique ; Sy et Ty deux ensembles finis disjoints
quelconques de places finies de K ; puis R, = PI. \ (Sx UTy) le sous-ensemble des places de K
au-dessus de £ qui ne sont ni dans S, ni dans Ty.. Soient enfin Cgl“( = Cgl“( (K..) le groupe de Galois
Gal(Hgl’: (Ku)/K) de la pro-L-extension abélienne Sy -décomposée Ty-ramifiée maximale de K,
et Cg: [R«] engendré par les sous-groupes de décomposition des places de Ry.

(i) Le sous-module de Cgf fizé par T = Gal(K,./K) contient Cg:; [Ri|" avec un indice fini :

Ty Ty
Csr (Rl ~ (Cs)"-

(ii) Et celui du quotient Cg’;SK = Cg" /Cg"[Rx] est fini : (CEZSK)F ~ 1.
En particulier, le polynome minimal Hgi (v—1) du sous-module de A-torsion 7'51} de Cg: n’est pas
divisible par ®1(v)? = (v — 1)2. Plus généralement, sous la conjecture cyclotomique dans K, le
polynome Hgi (y—1) n’est divisible par aucun carré de la forme ®pm(7)? = (¢ =1)/(y*" —1))%

Preuve. Prenant les points fixes par I' dans la suite exacte courte qui définit Cgf [R«],
1= CE[Ri] = C&x = CRrg = 1,
nous obtenons la suite :
Ty Tk Tk .
1— (CS,( [R)" — (Cs,{)F - (CRKSK)Fy
et la conjecture cyclotomique appliquée avec R, U Sk et T, nous donne : (Cg’; SK)F ~ 1. Les deux
assertions (i) et (i7) en résultent immédiatement.
11 suit de 1a que (y—1) et (v —1)? ont méme noyau dans 715“, i.e. que ®1(y) = v— 1 apparait
dans ng( (v — 1) avec une multiplicité au plus 1; et, sous la conjecture cyclotomique dans K,
qu’il en va de méme des ®pm () pour m < n.

Corollaire 5. Sous la conjecture forte le sous-module des points fizes (Cg:)r = (7:97;“)F de Cfg:
est un pseudo-facteur direct du sous-module de A-torsion 7'51;“ de Cg:

Preuve. Le quotient ﬁgj (v—1) = Hg: (y—=1)/(y—1) étant étranger & v —1 dans anneau Qq[y—1],
le produit de leurs noyaux respectifs dans Cg:: est d’indice fini dans 7'57;’ et pseudo-direct (en ce
sens que leur intersection Ker IT (v — 1) NKer(y — 1) est finie) : Ker ITg* (y— 1) x Ker(y—1) ~ T4

Corollaire 6. Soient S, C Si et T, D Ty deux autres ensembles finis disjoints de places de K.

) . . LT T/ . o )
Sous la conjecture cyclotomique forte, si Cgﬁ et Cgr ont méme A-rang, la surjection canonique f
K K

T T. . . .. . T/\T T \T
de Cgi sur Cg* induit un pseudo-épimorphisme de (Cgr)" vers (Cg¥)" .

Preuve. Notons Td le sous-module de A-torsion de Cg et 7_5, celui de Cg,'. La surjection canonique
f envoie (CL)T = (T&)T vers (CE)T = (TE)F. Et lidentité des A-rangs rg, CL, = rgy CE nous
assure que f envoie 7’;5, sur 7? En particulier, le polynéme minimal II(y—1) de 7? divise donc
le polynome minimal IT'(y — 1) de TZ, . Cela étant :
— Si 7y — 1 ne divise pas II'(y — 1), le sous-module (CZ) est fini; et il n’y a rien & démontrer.
— Sinon, soit II'(y — 1) = I'(y — 1) /(7 — 1), avec II'(y — 1) et v — 1 copremiers. Il vient :
(€5 = (T ~ (THTO=D = f(TETO) ~ LT = FICENT).



3 Théoréme principal sous la conjecture forte

Dans le Théoréme 3, les ensembles respectifs de places de K au-dessus de S et T sont, du fait
méme de leur construction, stables par la conjugaison complexe 7. Mais il est facile de s’affranchir
de cette restriction, ce qui donne le résultat de Lee et Yu obtenu (pour £ impair) dans [21] :

Théoréme 7. Soient ¢ un nombre premier et K une extension quadratique totalement imaginaire
d’un sous-corps KT totalement réel, supposée satisfaire la Conjecture cyclotomique forte pour f
Etant donnés deux ensembles finis disjoints Sy et Ty de places de K, notons SK =S,UST e

T = T« N T7 leurs saturés respectivement supérieur et inférieur pour la _conjugaison complexe T ;

désignons par SK+ et Tyw les ensembles de places de KT au-dessous de SK et TK; et notons enﬁn
Ry = PIL. \(SK+ U TK+) lensemble des places de K+ au-dessus de ¢ qui ne sont ni dans Sy
ni dans Ty+. Alors le Zy-rang du sous-module ambige Cs“(K.)" du groupe de Galois Cg*(K..)

attaché a la pro-£-extension abélienne Hg: (K..) Sk-décomposée Ty.-ramifiée maximale sur K, est :
Ty T H—
rgZz CS'K (KOO)F = rgZz CSK(KDO)F = |RK‘|7
ot |R.| désigne le nombre de places de R+ qui sont décomposées par la conjugaison compleze.

Pour établir ce dernier résultat, nous allons nous appuyer sur ’égalité des rangs :

Lemme 8. Les A-modules Cgi(Kw) et Cg‘ (K.) ont inconditionnellement méme A-rang :

Pt =185 Cg(K.) =184 C;C: (K.) = deg, Ty,
ot deg, T, = Z[e(Pe@,ﬂTK)[KI—k : Q¢] désigne le degré en € de l’ensemble de places T.
Preuve. Si K contient une racine ¢-iéme primitive de I'unité (p, c’est le Théoréme 9 de [16]. Sinon,

écrivant K = KT[/§] avec § totalement négatif, on peut remplacer K+ par K+ [C 4y, VO (Ce —fg)]
et K par K’ = K|(,]; appliquer le Théoréme 2.7 de [13] & K’ ; et redescendre le résultat dans K

Preuve du Théoréeme. Comme précédemment, nous pouvons supposer sans perte de généralité Sy
et T}, contenus dans I’ensemble PI* des places de K au-dessus de £. Cela étant, les sous-ensembles

S =8, U(TeNSHUS% To=TcU(ScNTI)UTS; Ry=R,USTUTS".

forment alors une partition de PI%. Tl vient : R, = R, U (TS LUTST) puis R, = R, (T2 UT2™).

Procédons par minoration et majoration.

(i) Le Corollaire 6, nous donne directement la minoration : rgy, Cfgf (Ko)b > rgy, ng (K.
Et ce dernier est donné par le Théoréme 3 : rgy, Cgi (K. =|(R_.].

(#4) D’autre part, par la Proposition 4, les classes invariantes de Cg: (K,)'' proviennent des
familles projectives a,(p) pour p € R, = R, LI S2™ LTS, Or, par le Théoréme 3 :

— pour p € Ry, ona:a(p)a(p™) = a(pp”) ~ 1 dans C*+(K..) donc, a fortiori, dans Cg: (Ky);

— pour p € 5°7, on a de méme : a(p)a(p”) = a(pp”) ~ 1 dans CTx(K.) donc dans CTx(K..);
et finalement : a(p) ~ a(p~7) ~ 1 dans Cg: (K.)-

I vient donc : rg;, Cg* (Koo)' < |R: |+ |T27| = R,

En fin de compte, les deux inégalités réunies nous donnent I’égalité attendue.

Corollaire 9. Sous les hypothéses du Théoréme, le Zy-rang du quotient des genres est donné par :
87, chf. (K.) = deg, Tk + |R,.|.
Preuve. Ecrivant la pseudo-décomposition C3(K..) ~ A?r @ T3 (K..), nous avons immédiatement :
PCTH(K.L) ~ T @ PTE(KL) ~ T @ TEN(KLT = 20 @ CLr (KLY,

avec p; = deg, TK et rgy, Cg:( oo) = |RK+|'



4 Equivalence des conjectures faible et forte

Supposons encore K extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps KT totale-
ment réel ; mais partons cette fois d’une partition arbitraire S, LT, de PI%. Notons toujours 7 la
conjugaison complexe et posons : S =S, U ST et S, = S, NST , comme dans le Théoréme 7;

écrivons de méme : TK =T UTg et Ty = T NTy en omettant 1’1ndlce K dans ce qui suit.
Observons que Sy LTy et S LT}, forment des partitions de P’ stables par la conjugaison 7.
Considérons alors la surjection canonique f; : C;( K.) — C2(K.). Son noyau Ker fs est

engendré conjointement par les sous-groupes de décomposition Dy des places [ de S\ S et par

les sous-groupes d’inertie Z; des places [ de T'\ T dans Cg(Koo). Regardons 'image par f; du
_ A S + — S 1+7 . OS(Fc+ .

sous-module réel C2(K.)" = C2(Kx) C2(KZ). Nous avons :

CPKL)/f(CHEL)T) = CRKL)/ (Ker f7 CH(KL)T).
Or, par construction, le quotient & droite est annulé¢ par 1 + 7. Ainsi, puisque les Dy (pour
e S\S)etlesZ (pour [€ T\ T) y ont une image triviale, il en est de méme de leurs conjugués
respectifs D] = D|- et I/ = Z;,. Et il vient donc :

C2(K.)/(Ker f5.C2(K.)t) =~ C2(KL) ™,
ol CTS(KOO)_ désigne le plus grand quotient de CTS(KOO) annulé par 1+ 7.
En résumé, nous avons la suite exacte courte :
1 — FRK)t — CR(Ky) — C3(K.)™ — 1,
avec .}’-'g(KOQ)"r = CTS(KOC)*‘/(CTs(Koo)"r N Ker f£) ; puis, en prenant les points fixes par I :

1— FE(K)TH — CH(K.)T — CH(K.)T.
Supposons maintenant que K satisfasse la conjecture cyclotomique faible, c’est a dire, comme
établi dans [14], a la fois la conjecture de Leopoldt et celle de Gross-Kuz'min pour /.
— A gauche, la conjecture de Leopoldt assure la finitude de CJI’:(KOC)*‘, donc de fj‘(’j(Kx)Jr;

et finalement celle du sous-module des points fixes .7-':*2 (K. )F .
— A droite, la conjecture cyclotomique faible (en fait la conjecture de Gross-Kuz'min) assure
celle de Cg(KOC)F_.
Il suit de 1a que le groupe médian C7(K.)' est lui-méme fini; autrement dit que K vérifie la
conjecture cyclotomique forte pour £. Ainsi :

Théoréme 10 (Equivalence des conjectures). Pour tout corps de nombres K a conjugaison
compleze et tout nombre premier £ fixé, les trois assertions suivantes sont équivalentes :

— K vérifie les conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’min.

— K vérifie la conjecture cyclotomique faible.

— K wvérifie la conjecture cyclotomique forte.

Comme vu dans les sections précédentes, la conjecture faible entraine la validité de la for-
mule des rangs pour les partitions R U S LT de Pl stables par conjugaison; et la conjecture
forte 'entraine indépendamment de cette restriction. Inversement la formule écrite pour les seules
partitions vérifiant R = () exprime précisément ces mémes conjectures.

Avec les notations de Théorémes 3 et 7, il vient ainsi :

Scolie 11. Sont encore équivalentes aux précédentes chacune des deux assertions suivantes :
— Pour toute partition stable par conjugaison compleze Pt = R, U S, T, de l’ensemble PI,
on a les identités de rang :

rgz, Cg" (KD =0 & rgy, Cs" (K" =R
— Pour toute partition Plf( = R, USx UTy de l’ensemble des places au-dessus de £, on a les
identités de rang :

87, C;Ff (KD =0 & rgz, Co (KT = R |.



5 Interprétation par le corps de classes /-adique

Regardons maintenant le groupe FC?:’ (K,) par la théorie f-adique du corps de classes, telle
qu’exposée dans [12] : le nombre premier £ et le corps K étant supposés fixés, pour chaque place
non complexe p de K notons U, et U, les sous-groupes unités, respectivement au sens habituel et

logarithmique, du ¢-adifi¢ R, = 1&1 K/ K" du groupe multiplicatif du complété Ky. Ecrivons
de méme J = [[" Ry le f-adifi¢ du groupe des idéles; U =[], Uy et U= I, U, ses sous-groupes
unités (au sens habituel et logarithmique) ; et R = Z; ®z K* le sous-groupe principal de 7.
Pour tollt PcC PlK,NnotonsNRp = Hpepze,, ; puis Up = Hpepup et UF = li[pgp Uy,. Eciivons
de méme Up = Hpepup et UP = Hpépu,,. Soient enfin Dp = Rp/Up et Dp = Rp/Up les
groupes de diviseurs (respectivement aux sens habituel et logarithmique). Cela étant, il vient :

Théoréme 12. Soient K un corps de nombres et RUSUT une partition de l’ensemble L des places
de K au-dessus de (. Avec les notations précédentes le groupe de Galois GL = Gal(HY (K., /K)/K)
de la pro-€-extension S-décomposée T-ramifiée mazimale de K., qui est abélienne sur K est donné
a un fini prés par le pseudo-isomorphisme :

QE ~ DrDsUr [ (Vrs X pr)(Es),
ot Eg est le L-adifié du groupe des S-unités de K ; Ups = (V1) 1crus est la famille des valuations
logarithmiques auz places de RU S ; et p; est le morphisme de semi-localisation aux places de T

Preuve. Rappelons que Z/{p est le groupe de normes attaché a la Z,-extension cyclotomique de K,
et quon a U, = Uy, pour p { £. Posons U, = U, N U,. Comme RsU R = RsUrUrU"R est
d’indice fini dans 7, puisque J/RsU*R s’identifie au f-groupe des S-classes d’idéaux, il vient :

GL =T /UsUT™R ~ RsUrUr U R/ UsURU"R ~ RsUrUr/UsUr(RsUrUr N U'R);
ce qui donne la formule annoncée, puisque les idéles principaux qui interviennent au dénominateur
sont les S-unités, et que l'on a, par ailleurs : Rg/Us ~ Dg et Ur/Ur ~ Rr/Ur ~ Dg.
Corollaire 13. Lorsque K est extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps K+
totalement réel, sous les conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’min, le pseudo-isomorphisme

chg (K,) ~ Gl ~ D R, X Uy donne directement :  rgy, FCT“'( ) =deg, T + |R .|,

Sk
avec Ry = Ly \ (T

- L SK) pour toute partition R, U Sy UTy de Ly = Plz

Preuve. Reprenons le schéma de démonstration du Théoréme 10 en partant cette fois de la sur-
Jection canonique gg* : gg“ — Gg~. Nous obtenons alors la suite pseudo-exacte courte :

Tl( + Tl( K + K TI( -
1—>(QSK) /(QS,KﬂKergSK) — Gy —>(gS) — 1,
ol apparaissent les composantes réelles ou imaginaires des modules de droite et de gauche, ce qui

permet de définir partie réelle et partie imaginaire du groupe gg; alors méme qu’il n’est pas a
preori stable par conjugaison.

— (Coté réel, la conjecture de Leopoldt nous donne immédiatement : (Q?’)Jr ~T ~Z;ie
FC&(KOO)"' ~ 1; et finalement : FCSTY: (K.,.) ~ (ggf)_
— (Coté imaginaire, il vient, d’aprés le Théoréme 12 : gg}— ~ 7315'735 U [ (Trs % p,)(é’s_)

Or, sous la conjecture de Gross-Kuz'min, le Zy,-module des Si-unités imaginaires s’envoie
pseudo-injectivement dans Dg , puisque les unités logarithmiques sont réelles. Il suit donc :

o~ T A .
. D, ;puis G~ D _ , comme annonce.
Eg. ~Dg spuis G ~Dp Uy,
On retrouve ainsi trés simplement ’expression du Zg-rang donnée par le Théoréme 7, ce qui
fournit une démonstration alternative du Théoréme d’équivalence 10.



Commentaires bibliographiques

11 est formulé dans [8] une conjecture générale sur l'indépendance ¢-adique de nombres algé-
briques, vérifiée dans les corps abéliens, qui implique en particulier les conjectures de Leopoldt et
de Gross-Kuz'min et en factorise les preuves transcendantes (partielles) classiques.

Les f-groupes de S-classes T-infinitésimales sont étudiés dans [10] (Ch. II, §2). On y trouve
notamment la suite exacte des classes ambiges évoquée dans la section 1.

Les ¢-groupes de classes logarithmiques ont été introduits dans [11]. Leur calcul est maintenant
implanté dans PARI (cf. [1]). L’interprétation logarithmique de la conjecture de Gross-Kuz’'min est
donnée dans [11] sous I'appellation initiale de conjecture de Gross généralisée.

Une formulation équivalente de la conjecture cyclotomique en termes de points fixes de (S, T)-
modules d’Iwasawa a été avancée dans [20] par Lee et Seo. Lee et Yu en ont tiré dans [21] pour
¢ impair un calcul du rang analogue & celui donné ici. Leur démonstration indépendante est plus
laborieuse en I'absence des simplifications apportées par I'introduction des unités logarithmiques.

Les principaux résultats de la Théorie f-adique du corps de classes introduite dans [10] sont
présentés dans [12]. On peut aussi se reporter au livre de Gras [5]. La semi-simplicité du module
d’'Iwasawa standard dans une Z;-extension cyclotomiquement ramifiée est discutée dans [18].

Enfin, le calcul des invariants d’Iwasawa attachés aux ¢-groupes de S-classes T-infinitésimales
est développé dans [13, 16, 17] en liaison avec les identités de dualité de Gras. L’article [16]
contient une erreur, reproduite dans [13] mais corrigée dans [17]|, qui ne concerne heureusement
que l'invariant )\% Elle est sans incidence sur les résultats présentés ici.
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