Classes logarithmiques et capitulation II

Jean-Francois JAULENT

Résumeé. Nous établissons un analogue du Théoréme d’Artin-Furtwangler sur la capitulation en transposant aux
classes logarithmiques la preuve algébrique classique du Théoréme de 'idéal principal.

Abstract. We establish a logarithmic version of the classical result of Artin-Furwéngler on the principalization of
ideal classes in the Hilbert class-field by applying the group theoretic description of the transfert map.
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1 Introduction

L’objet de cette note est d’établir pour les groupes de classes logarithmiques de degré nul Clx
des corps de nombres un analogue du Théoréme d’Artin-Furwéngler de 1930 (cf. e.g. [1, 2, 4]),
lequel affirme que le groupe des classes d’'idéaux Clx d’un tel corps K capitule dans son corps
des classes de Hilbert L = Hy ; en d’autres termes que les idéaux de K se principalisent dans son
extension abélienne non ramifiée maximale L.

Ce résultat célébre, qui reléve essentiellement de la Théorie du corps de classes, trouve son
origine dans le Théoréme 94 de Hilbert [8] qui dit que dans une extension cyclique non-ramifiée
de degré premier L/K il existe une classe non-triviale de Clx qui se capitule dans Cl,.

Or, comme exposé dans une étude précédente sur cette question [12], ce dernier théoréme est
en défaut pour les groupes de classes logarithmiques, puisque les calculs de K. Belabas [3] effectués
a l'aide du logiciel PARI fournissent des exemples de corps quadratiques K ayant un 3-groupe de
classes logarithmiques Clx d’ordre 3 mais admettant des extensions cycliques logarithmiquement
non-ramifiées L de degré 3 dans lesquelles C/x ne capitule pas. Qui plus est, dans cette configura-
tion, K posséde plusieurs 3-extensions cycliques qui sont logarithmiquement non-ramifiées, ce qui
rend problématique la définition méme d’un 3-corps de classes de Hilbert au sens logarithmique.

C’est ce double probléme de définition et de capitulation que nous nous résolvons ici :

Théoréme principal. Soient K un corps de nombres, £ un nombre premier et 0% ’exposant du

sous-groupe de torsion CL3" du pro-C-groupe des classes logarithmiques (de degré arbitraire) de K.

Alors le corps K posseéde une (-extension abélienne naturelle Hy logarithmiquement non-ramifiée

et d’exposant (2, mazimale sous ces conditions ; laquelle est telle que @?r capitule dans @E’r.
Nous disons que Hy est le {-corps de classes logarithmiques normalisé de K .

Scolie. Il suit de la que 56;;” capitule dans la pro-C-extension abélienne K' logarithmiquement
non-ramifiée maximale de K.

Remarque. Nous avons choisi de donner ci-dessus une formulation inconditionnelle du Théoréme
principal. Mais il est possible d’étre plus précis sous les conjectures ¢-adiques standard : comme
expliqué plus loin, la conjecture de Gross-Kuz'min [7, 17] pour un corps K revient & postuler que le
sous-groupe C/k des classes de degré nul du groupe des classes logarithmiques (de degré arbiNtraire)
de K est précisément son plus grand sous-module fini; autrement dit que l'on a : (/" = Clk.

Par ailleurs, la principalisation d’un diviseur 9, (au sens ordinaire comme logarithmique) dans
une extension algébrique arbitraire a toujours lieu de fait dans une sous-extension de degré fini,
a savoir celle, disons L = K|[a], engendrée par le générateur obtenu. Il en résulte que 05" est
engendré par N, (o) et donc que la classe d'un tel d est bien d’ordre fini.



2 Construction du corps de classes logarithmiques normalisé

Le pro-f-groupe des classes logarithmiques Yk a été introduit dans [10] par analogie avec le
groupe des classes au sens habituel en envoyant le tensorisé R = Z; @7 K* dans le Zy-module des
diviseurs D¢ = @,Z; p construit sur les places finies de K par la famille (77,), obtenue en remplagant
les valuations habituelles vy aux places [ qui divisent ¢ par les valuations ¢-adiques 7y données (&
normalisation prés) par les logarithmes des valeurs absolues ¢-adiques 7i(-) = log,(|-|)/log,(1+¥) :

1*>gK*>RKi)'D£K—)C€K*>1.
Dans la suite exacte obtenue le noyau Ex A gauche est ainsi le groupe des unités logarithmiques;
le conoyau Clx a droite, celui des classes logarithmiques. Contrairement aux groupes de classes
et d’unités au sens habituel, ce sont donc par construction des objets f-adiques. Leur importance
provient de leur interprétation par la Théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [5, 10, 11]).

Pour voir cela, introduisons pour chaque place finie p de K le compactifié f-adique du groupe
K, défini par R, = ILnKpX /pren ; et notons Jx = [[," Ry le L-adifi¢ du groupe des idéles.

Du point de vue local, le noyau U, de v, dans R, (autrement dit le sous-groupe des unités de
R,) est le groupe de normes associé & la Z,-extension non ramifiée de K, ; tandis que le noyau
Z:{p de 7, (i.e. le sous-groupe des unités logarithmiques locales) correspond, lui, & sa Z-extension
cyclotomique. En d’autres termes une {-extension abélienne de K est logarithmiquement non-

ramifiée si et seulement si elle est contenue dans la Zs-extension cyclotomique Ky de K.

Du point de vue global, le ¢-groupe des classes d’idéaux s’interpréte comme groupe de Galois
de la f-extension abélienne non ramifiée maximale K™ de K ; et le ¢-groupe des classes logarith-
miques Uk ~ Jk/ Hp U, Rk comme groupe de Galois de sa pro-f-extension abélienne localement
cyclotomique maximale K'. Le corps K™ est ainsi la plus grande pro-f-extension abélienne de K
qui est complétement décomposée (en toutes ses places) au-dessus de la Zs-extension cyclotomique
K. Et comme K™ contient K, le groupe C/x n’est donc jamais fini.

La surjection de Jk dans le groupe I'x = Gal(K,./K) ~ Z, fournit alors un morphisme degré :

N degy : T — Zy;
dont le noyau Jg est, par construction, le sous-groupe normique de Jg attaché a K. Le quotient
e ~ jK/Hp Zj{p'R,K ~ Gal(ch/Koo)
est ainsi le sous-groupe des classes logarithmiques de degré nul, qui est I'objet de cette note.

En particulier, le sous-module de torsion 5@}? de (g est contenu dans Clg. Et la Conjecture de
Gross-Kuz'min (pour le corps K et le premier /), qui revient a postuler la finitude de Clx, affirme
légalité Clpr = (Ui . Vérifiée en particulier lorsque K est abélien en vertu du résultat de Baker-
Brumer (cf. e.g. [5, 6, 10]), c’est, comme expliqué dans [9], une conséquence d’une conjecture plus
générale d’indépendance f-adique de nombres algébriques, qui résulte elle-méme de la conjecture
de Schanuel ¢-adique.

Inconditionnellement, en revanche, nous avons donc :
Ol = 7P @ Qe

ou §, mesure le défaut de la conjecture de Gross-Kuz’min dans K relativement au premier /.

Définition 1. Etant donnés un corps de nombres K et un nombre premier £, notons £~ lexposant
du sous-groupe de torsion CLi du pro-C-groupe Clk des classes logarithmiques (de degré arbitraire).

Nous disons que l’extension abélienne d’exposant (°< logarithmiquement non-ramifiée Hy fizée
par le sous-groupe JI[;KUKRK de Jk est le £-corps de classes logarithmiques normalisé de K.

Le corps Hy est done, par construction, la plus grande (-extension abélienne de K qui est
d’exposant (= et logarithmiquement non-ramifiée.

Nota. La conjecture de Gross-Kuz'min pour K postule de facon équivalente d, = 0 et C~€;§f = Clkg.



3 Preuve sous la conjecture de Gross-Kuz’min

Partons d’un corps de nombre arbitraire K, notons L = Hy son {-corps de classes logarith-
miques normalisé, puis M = Hp, celui de L.

Faisons I’hypothése dans cette section que le corps L satisfait la conjecture de Gross-Kuz'min
(pour le premier ¢), autrement dit que L posséde une unique Z-extension localement cyclotomique,
A savoir sa Zy-extension cyclotomique L., de sorte qu’il en est de méme pour son sous-corps K.

Ecrivons Ty = Gal(K./K); de méme I', = Gal(L./L); et, pour chaque entier naturel n,
notons K, I'unique sous-extension de degré ¢™ de la Zy-extension cyclotomique K de K et L,
celle de L. Soit enfin £°~ I'exposant de (g ~ Gal(K'/K,.) et €%+ celui de Clz, ~ Gal(L“/L..).

Par construction, le corps M = Hj est une extension galoisienne logarithmiquement non-
ramifiée de K. Soit donc G = Gal(M/K) son groupe de Galois et G’ le groupe dérivé. Le sous-corps
des points fixes de G’ est ainsi la sous-extension maximale de K'° = L. qui est d’exposant £°* sur
L : c’est Lz, . L’ensemble de cette discussion peut donc se résumer par le diagramme galoisien :

K. Ui K = Lm¢ L= M,
FM
T, /
Koo, ———  Lg, ¢ M= H,
T,
Kz, L= Hyg
e
K

Interprétons cela en termes idéliques. Par la théorie du corps de classes, le sous-groupe d’idéles
de Jk qui fixe Lz, = LK%, 7, est intersection :
e 5~ erten exten g 5 = exten g
JE Uk Rk N Tk Jx = Ji (TE " UxRk N Tk) = Tk L Uk R

Et comme (%« annule (/x ~ Jx /Ux Ry, ¢’est donc tout simplement : IK(EHELZ?{KRK. 11 suit :

G/G' = Gal(Le, /K) ~ Tk | TE " UxRi.
Par ailleurs, le groupe G’ est donné directement comme groupe de classes d’idéles de L par :
G'=Gal(M/Ls,) ~ JE" T ) T UL Ry
Cela étant, la trivialité du transfert G/G’ — G’ donnée par la théorie des groupes et transportée
par le corps de classes nous dit que le morphisme d’extension j, . envoie le groupe Jx dans le
sous-groupe jfi"lleT\’,L de Jr, donc son sous-groupe de degré nul Jx dans jfE"ZTILRL N jL, i.e.
dans jféLlleRL = UL R, puisque (% annule (/) ~ Jr/Ux Ry par définition de ¢,. Ainsi :

Théoréme 2. Sous la conjecture de Gross-Kuz'min dans L = Hy, le l-groupe fini Clx des classes
logarithmiques (de degré nul) de K capitule dans Cly,.



4 Preuve inconditionnelle du Théoréme principal

Venons-en maintenant au cas général formellement identique mais techniquement plus délicat :
notons Zx le compositum des Zg-extensions de K contenues dans K' et Zj, son analogue pour
L ; puis Zk le sous-groupe d’idéles de Jx correspondant a Zg, i.e. le noyau du morphisme Jx —
b = Gal(Zyx/K) ~ Z;' % donné par le corps de classes et Z;, son analogue pour L, qu’il
convient ici de distinguer de 2,k = Ker(Jp — ®1/x = Gal(LZk /L) ~ EEKZZH&‘).

Observons que le morphisme d’extension j,,« envoie donc Zx = \/77{1{72 dans Zj, = \/ZILR .

Désignons enfin par Z}% la sous-extension maximale d’exposant £ de Zi et par Z} celle de Zy..
Partant de K, posant L = Hg puis M = Hy, et G = Gal(M/K), nous obtenons le diagramme :

agior
Z, —— L' =MZ;
@tor veL
e — 5% K= LZk @,
O, LZET zZg M = H,
o, G
Zyy ——— L= Hg
e

Reprenons dans ce nouveau cadre les calculs précédents : le groupe d’idéles~de K qui fixe le
compositum LZ5 % est 'intersection de TE Zye qui fixe Zote et de Jf Uk Rk qui fixe L.
D'ou :

G/G = Gal(LZe "% |K) ~ T JTE" " (Zx N TE Uk Ri) = Ti | TE " 2L " Uk Rk
i.e.
G/G ~ Tk |TE"" " U R,
puisque l'on a Zg'( C Ux R par définition de &,. Par ailleurs, il vient directement :
G' = Gal(M/LZy ™) ~ Tt 21| TE UL R

Cela étant, toujours du fait de la trivialité du transfert G/G’ — G’, on conclut que le mor-
phisme d’extension j,,, envoie le groupe d’idéles Jx dans le sous-groupe J, fEL UL Ry de J;; et, par
conséquent Zx dans Zj, N jng ULR = ZfL U Ry ; donc finalement dans U Ry, puisque l'on a
ZfL C U R, par définition de €.

Il suit, comme précédemment, que C€‘°r ZK/Z/{KRK capitule dans C€‘°‘ ZL/Z]LRL :

Théoréme 3. Indépendamment de la conjecture de Gross-Kuz’min, le {-sous- groupe de torsion
C€t"r du pro-£-groupe des classes logarithmiques de K capitule dans Cg“” pour L = Hp.



Remarque. Si K est un corps de nombres totalement réel qui vérifie la conjecture de Leopoldt
(par exemple un corps abélien réel), il est bien connu qu’il satisfait aussi la conjecture de Gross-
Kuz'min. Et, dans ce cadre, comme établi dans [13, 18], la conjecture de Greenberg [6] revient
a postuler que le f-groupe des classes logarithmiques Cfx capitule & un niveau fini K,, de la Z,-
extension cyclotomique K¢ = K. Le Théoréme principal de cette note prouve qu’il capitule & un
niveau fini de la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique K.

Addendum. Sous la conjecture de Gross-Kuz'min, il est construit dans [16] et étudié dans [14, 15],
pour tout corps de nombres K, une /-tour localement cyclotomique naturelle en prenant K; = Hy
puis en itérant le procédé en posant K, ,, = H K, pour m > 1. La définition de Hpy donnée dans
la présente note permet de construire une telle tour de fagon inconditionnelle. Les tours indéfinies
au sens de [16] apparaissent alors comme une catégorie particuliére (conjecturalement vide) des
tours finies ou infinies ainsi obtenues, suivant que le procédé fait apparaitre ou non un étage fini
K,, ayant un groupe 56}3; trivial.
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