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Résumé. Nous nous intéressons aux ¢-groupes de classes imaginaires, classiques ou logarithmiques, d’un corps
abélien K, en relation avec la théorie d’Iwasawa. Nous en donnons d’abord une description des ¢-composantes pour
chaque caractére £-adique irréductible imaginaire du groupe Gal(K/Q) et nous généralisons dans ce cadre le critére
de minimalité de Gold sur les invariants lambda des corps quadratiques. Nous étudions d’abord le cas semi-simple

£ [K : Q], puis le cas général en connexion avec les formules de transition de genre pour les corps surcirculaires.

Abstract. We are interested in classical and logarithmic imaginary classes of abelian number fields in connection
with Iwasawa theory. For any given odd prime ¢ and any imaginary abelian number field K, we compute the
p-components of the logarithmic ¢-class group of K associated to imaginary irreducible ¢-adic characters ¢ of
Gal(K/Q) and we extend to this situation the Gold criterium on lambda invariants. We first study the semi-simple

case £t [K/Q], thus the non semi-simple case in connection with transition formulas of genus for surcircular fields.
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Introduction

Le pro-¢-groupe /¥ des classes logarithmiques d’un corps de nombres K a été introduits dans
[13] en liaison avec 1’étude des ¢-symboles de Hilbert et des noyaux sauvages de la K-théorie pour
un nombre premier arbitraire fixé ¢. Concrétement, il se présente, tout comme le ¢-groupes de
classes au sens habituel, comme quotient du Z,-module Dl construit sur les idéaux premiers de
K par I'image Plg du tensorisé f-adique R = Zy ®z K* du groupe multiplicatif de K, a ceci
prés qu’aux places [ | £ il convient de remplacer les valuations habituelles v((-) par les valuations
logarithmiques 7((-) définies a partir des logarithmes f-adiques des valeurs absolues ¢-adiques | - |;.

Ces groupes ont une interprétation naturelle en terme de théorie d’Iwasawa, comme quotient
des genres du module complétement décomposé Cg sur la Zg-extension cyclotomique K, de K ;
de sorte, par exemple, que la conjecture de Gross-Kuz’'min (pour ¢ et pour K) équivaut a postuler



la finitude du sous-groupe (/x des classes logarithmiques de degré nul (cf. [13, 6, 14]). Et, pour K
totalement réel, la conjecture de Greenberg [9, 10] sur la trivialité de invariant lambda d’Iwasawa
standard revient a affirmer que Clx capitule dans K, [17]. Notons que la transcription aux classes
logarithmiques du classique théoréme d’Artin-Furtwingler [16, 19] montre que cette capitulation
a bien lieu dans la pro-/-extension abélienne localement cyclotomique maximale K de K.

Nous résumons ci-apreés les trois principaux résultats de ce travail :

Le cas semi-simple

Lorsque K est un corps abélien imaginaire de degré d étranger a ¢, I’algébre de Galois /-
adique Z¢[A] du groupe A = Gal(K/Q)] est un anneau semi-local, produit direct d’extensions non-
ramifiées Z, de Z;, indexées par les caractéres ¢-adiques irréductibles ¢ de A; et les projecteurs
correspondant & cette décomposition sont donnés par les idempotents primitifs associés :

€p = é Yoeaplo)o.

Les ¢-groupes de classes, tant ordinaires que logarithmiques, s’écrivent ainsi comme produits de
leurs p-composantes isotypiques respectives. En particulier, leurs composantes imaginaires s’ob-
tiennent en sommant sur les caractéres irréductibles imaginaires, i.e. agissant non trivialement sur
la conjugaison complexe 7. Il vient ainsi (cf. Th. 2,ii) :

Théoréme A. Pour ¢ imaginaire irréductible représenté dans l’induit x, = Indﬁe 1a, du carac-

tére unité du sous-groupe de décomposition de £ dans K, l'ordre ﬁgeg“’ de la @-composante C?;g’

du L-groupe des classes logarithmiques est donné par la formule (ot x ~ y signifie x/y € Z¢™ ) :
Eso ~ ﬁg[ log (N, e, (1)),

ou | est l'une quelconque des places de K au-dessus de £ ; hy, Uordre dans le £-groupe des classes

Ui du diviseur isotypique [, = [®¢ construit sur [; et n, un générateur p-isotypique de [ZZ“’.

Soient alors C Ie(“’ = lgn 6 ;(“:L et 5}?" =lim &/ ;{; les limites projectives des ¢-composantes des
(-groupes de classes ordinaires et logarithmiques dans la Zs-extension cyclotomique K., = J,, K»,
de K. Notant \f, = dimz,_ C;* et A% = dimy,_ C;*, nous obtenons le critére suivant (Th. 4) :

Théoréme B. Pour ¢ imaginaire irréductible représenté dans x, on a Ny, > 1 et les équivalences :
5y A €
=1 & No=0 & U7 =1

Et la ¢-composante de la pro-f-extension de Bertrandias-Payan est alors trés simple (cf. §6).

Le cas non semi-simple

Si maintenant L est un corps abélien imaginaire de degré d¢™ avec m > 0 et £ { 2d, le groupe
de Galois Gal(L/Q) s’écrit canoniquement comme produit direct de son ¢-sous-groupe de Sylow
G d’ordre £™ et de son unique sous-groupe A d’ordre d. On peut donc définir les p-composantes
comme précédemment a I'aide des idempotents e, et étudier la propagation de K = L¢ a L
du critére de trivialité précédent. Notant L., = |J,, L, la Z-extension cyclotomique de L, puis

définissant /\f = dimg, Cf“" et Xf = dimg, CL% comme plus haut, nous obtenons (cf. Th. 10) :

Théoréme C. Pour chaque caractére (-adique irréductible imaginaire ¢, contenu dans linduit
Xp = Indﬁz 1a, du caractére unité du sous-groupe de décomposition de ¢ dans lextension K/Q,
la @-composante du module d’Iwasawa Cr, est un Z,-module libre de dimension N7 > dy, ou dy
désigne indice de décomposition de ¢ dans L../L. Et on a les équivalences :

-~ Cles =1 et, pour tout p vérifiant
N=d o =0 { K P p vérifiant ¢ | x;,

L/K logarithmiquement non-ramifiée en p;

ol X, = Indﬁp 1a, est linduit du caractére unité du sous-groupe de décomposition de p dans K/Q.



1 Classes logarithmiques et classes ordinaires

log

Le pro-¢-groupe des classes logarithmiques C/} a été introduit dans [13] par analogie avec le
groupe des classes au sens habituel en envoyant le tensorisé R = Z; ®7 K * dans le Zy-module des
diviseurs Dlg = @pZ, p construit sur les premiers de K par la famille (7,), obtenue en remplagant
les valuations habituelles v aux premiers [ qui divisent £ par les valuations ¢-adiques 7; données (&
normalisation prés) par les logarithmes des valeurs absolues ¢-adiques 7i(-) = log,(|-|)/ log,(1+¥) :

1~>EK%RK1>DEK~>C€}?%1.

Dans la suite exacte obtenue le noyau Ex A gauche est ainsi le groupe des unités logarithmiques;
le conoyau (/7 a droite, celui des classes logarithmiques. Contrairement aux groupes de classes
et d’unités au sens habituel, ce sont donc par construction des objets f-adiques. Leur importance

provient de leur interprétation par la Théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [6, 13, 14]).

Pour voir cela, introduisons pour chaque premier p de K le compactifié ¢-adique du groupe
K, défini par R, = ]&nKpX /przn ; et notons Jx = [[,” Ry le L-adifi¢ du groupe des idéles.

Du point de vue local, le noyau U, de v, dans R, (autrement dit le sous-groupe des unités de
R,) est le groupe de normes associé a la Z,-extension non ramifiée de K, ; tandis que le noyau
Zjlp de 7, (i.e. le sous-groupe des unités logarithmiques locales) correspond, lui, & sa Z,-extension
cyclotomique. En d’autres termes, une f-extension abélienne de K, est logarithmiquement non-
ramifiée si et seulement si elle est contenue dans la Z,-extension cyclotomique Ky de K.

Du point de vue global, le /-groupe des classes d’'idéaux (fx s’interpréte comme groupe de
Galois de la f-extension abélienne non ramifiée maximale K™ de K ; et le -groupe des classes
logarithmiques /¥ ~ Jk/ Hp Zjlp Ry comme groupe de Galois de sa pro-f-extension abélienne
localement cyclotomique maximale K. Le corps K™ est ainsi la plus grande pro-f-extension abé-
lienne de K qui est complétement décomposée (en toutes ses places) au-dessus de la Zg-extension

log

cyclotomique K°. Et comme K' contient K¢, le groupe (/¢ n’est jamais fini.

Il est donc naturel d’introduire le sous-groupe Jx de Jx associé a K¢, noyau du morphisme
degré de Jy sur Gal(K¢/K) ~ Zy et de définir le ¢-groupe des diviseurs logarithmiques de degré
nul par Dl = Jx /Uxk R ; puis le £-groupe des classes logarithmiques de degré nul par :

Cli = Dli Pl ~ Ji | T1, Uy Ric ~ Gal(K"*/K°),
en notant 732;( =Pl ~ RK/gK le sous-groupe principal de Dl , qui est contenu dans YA)ZK.

Or, comme expliqué dans [13, 14], la conjecture de Gross-Kuz'min postule précisément la
finitude du groupe (/i et elle est en particulier satisfaite par tous les corps abéliens. Tout comme
les ¢-groupes de classes au sens ordinaire Clk, les f-groupes de classes logarithmiques (de degré
nul) sont donc finis (au moins pour les corps abéliens), mais ils en différent par la contribution
des classes sauvages, i.e. construites sur les places au-dessus de £. Dans le contexte considéré ici,
ou le corps abélien K est pris de degré étranger a ¢, ils ont, en revanche, méme quotient modéré :

Lemme 1. Soient K un corps abélien de degré d et { un nombre premier ne divisant pas d.
Ecrivons~C€I[i,] et Cly} les sous-groupes respectifs des (-groupe des classes ordinaires Cly ou logarith-
miques Cly construits sur les classes des places au-dessus de £. Alors, pour chaque caractére £-
adique irréductible ¢ du groupe A = Gal(K/Q), les p-composantes des quotients modérés Cly [CLL
et C€K/C€I[? sont Z,-isomorphes, ce que nous écrivons :

e oy oyt e
(Clpe /CLR)™T = (Clyc JCLy)™
Prewve. On a directement (Cly /Cl }?)e“’ ~ (G /CE}?J“’])G“"7 puisque les valuations ordinaires et
logarithmiques coincident aux places modérées. D’oti I'isomorphisme de Z,-modules :
(Clre /CLR)™ = (Cli /O ™)™ = (Clye /Clxc i)™,
pour tout ¢ # 1, puisque la restriction de degré ne concerne que la 1-composante. Or, par ailleurs :
Clg ~Clg=1; et semblablement C~€f( ~ @Q =1.



2 Expression du nombre de classes logarithmiques

Le calcul des groupes de classes logarithmiques est implanté dans le systéme PARI/GP, comme
expliqué dans [1]. Mais dans le cas particulier des corps abéliens imaginaires semi-simples considé-
rés ici, il est possible d’accéder plus directement aux ordres des p-composantes, comme découvert
fortuitement par Gras en dressant des tables numériques pour les corps quadratiques.

Soient, en effet, K abélien imaginaire et ¢ premier ne divisant pas d = [K/Q]. Désignons par
X, l'induit & A = Gal(K/Q) du caractére unité du sous-groupe de décomposition A, de £.

Le sous-groupe sauvage D[;g du ¢-adifié Dy = Zy ®z Dy du groupe des diviseurs de K est le
Zy[A]-module, isomorphe & Zy[A/Ay], engendré par I'une quelconque des places [ au-dessus de £. Et
le méme résultat vaut pour le sous-groupe sauvage DE[]? du f-groupe des diviseurs logarithmiques
Dl , a cette seule différence que ce dernier est noté additivement et non plus multiplicativement.

Convenons alors d’écrire  ~ y lorsque z/y est une unité ¢-adique. Cela étant, nous avons :

Théoréme 2. Soient K un corps abélien imaginaire, £ un nombre premier ne divisant pas l’ordre
du groupe A = Gal(K/Q) et x, = Indﬁ( 1A, Vinduit a A du caractére unité du sous-groupe de
décomposition de £. Alors :

(i) Pour chaque caractére (-adique irréductible p de A qui n’est pas représenté dans x, les
p-composantes respectives C?fg” du £-groupe des classes logarithmiques et Cl Ie(“’ du £-groupe
des classes ordinaire sont Z,-isomorphes et ont, en particulier, le méme ordre :

Egcgso — h;icgso.

(11) Pour ¢ irréductible imaginaire représenté dans x,, l'ordre Eﬁeg“’ de @;“’ est donné par :

hy ~ ﬁg[ loge(NK./@[(nw)),
ot | est l'une quelconque des places de K au-dessus de £ ; h, lordre dans (lx du diviseur
isotypique [, = [°¢ construit sur |; et n, un générateur p-isotypique de [Z*".

Preuve. Observons d’abord que, I'anneau Z, étant non-ramifié sur Z;, tout Z,-module cyclique
est de la forme Z,/(°Z, donc isomorphe comme Zg-module & (Z,/0*Z;)4°8 ¢. Ainsi, puisque tout
Z,-module fini est un produit direct de sous-modules cycliques, son ordre est la puissance deg -
iéme d’une puissance de ¢. Ecrivons donc hgeg # 1ordre de la ¢-composante C¢ Ie(“" du /-groupe des
classes et Eg,eg"” celui de (757 . Cela étant :

(i) Si ¢ n’est pas représent~é dans x,, les Z,-modules sauvages (C@@)e“’ et (@[ﬁ])e“’ sont tous
deux triviaux et (¥ Ie(“’ comme (¢ Ie(“’ se réduisent & leurs quotients modérés respectifs, lesquels sont
isomorphes d’aprés le Lemme 1; d’ou ’égalité des ordres : hgeg@a = hgeg“’.

(72) Si, en revanche, ¢ est représenté dans x,, faisons choix de 'une quelconque des places

[ au-dessus de ¢; écrivons [l,] la classe du diviseur [, = [°¢ dans Clx et [[,] celle du diviseur
logarithmique Tw = eyl qui est bien dans a K, puisque ¢, qui est imaginaire, est différent de 1;
notons enfin w,, ordre de [[,] et @, celui de [[,], de sorte que nous avons :
(CR)" > Zy/woZy & (CR)™ = Ly/W, L,
Par construction, nous avons [:,f“’ = (e,) pour un générateur ¢, de la ¢p-composante du f-adifié
e = Zy @z E} du groupe des f-unités de K (aux racines ¢-iémes de l'unité éventuelles prés). Et
W, est donc le plus petit entier tel que I’on ait : 17)9;[@ € Pl =7, Zﬁv(&w). Or, comparant alors
les valuations logarithmiques des deux termes, nous avons :

T 1 _ _ _ 1
U(Wyl,) = pi Wy ~ Wy et Tifey) = deg | log,(Nk.jo.(€0))-
D’ot la valeur de @, :
_logy(Nija.(ep))
Wy ~ —10gg(kl/(j- g)ga ~ % log, (N, j0.(6p))-
Puis, par le Lemme 1 :
~ w h
he = hy u%a ~ wi (ﬁg[ IOge(NK[/@z(gw))) = ﬁg[ log, (N« j0.(Mg))-
® ®



3 Suites exactes des classes ambiges

Soit maintenant L/K une ¢-extension cyclique de groupe G. La suite exacte des classes ambige
de Chevalley [2] pour les l-groupes de classes dans Uextension L/K s’obtient habituellement en
partant de la suite exacte courte 1 — P, — Dy — (1, — 1 qui définit Cf;, comme quotient du
tensorisé Dy, = Zy®z Dy, du groupe des diviseurs de L par son sous-groupe principal Py, = Z,®z Py,
puis en comparant par le lemme du serpent la suite de cohomologie obtenue avec la méme suite
écrite pour Clg (cf. e.g. [7] ou [11], Ch. III.1.1), ce qui conduit & la suite exacte canonique :

1= Capryx — PP /Px — DF /Dy — CUF [ ju(Cly) — H (G, P) — 1.
ol j,/x désigne le morphisme d’extension attaché a L/K et Capr,x = Ker j, « la capitulation.

Le groupe PLG /Py s'interpréte en termes d’unités depuis Chevalley comme quotient v, /£ =
H'(G, EN) du noyau de la norme N = N, par 'image de 'augmentation et le groupe H'(G,P;)
comme quotient (Ex N N,k (Rr)/N.x(Er) des unités qui sont normes modulo les normes d’unités.

Dans le contexte de cet article et pour L absolument abélien le groupe A = Gal(K/Q) opére
sur chacun des termes de la suite, ce qui permet de la spécialiser en les composantes isotypiques :

1= Capype = H'Y(G,EY) = (DL /D) — (CUF[§(Cli))* — (Ex N N(Rp)/N(EL)* — 1.
Ainsi, prenant pour L un étage K,, de la Zs-extension cyclotomique K° et ¢ imaginaire, on obtient :
Capil ) =H'(G.E) =1 & (Dg /D)% = (Clg, /i (Cly))%,
les unités imaginaires se réduisant aux racines de 1’'unité, qui sont cohomologiquement triviales. En

particulier les classes ambiges imaginaires sont alors les classes d’ambiges, c’est-a-dire les classes
des diviseurs imaginaires construits sur les étendus des diviseurs de K et ceux au-dessus de /.

Le méme formalisme vaut mutatis mutandis pour les classes logarithmiques. D’ot, dans ce cas :
1= Cappy e = PUE [Pl = DEE [DEe — O [55(C) — HY (G, PLy) — 1

log

ou j,% désigne le morphisme d’extension et Cap LIK = = Ker j,7% la capitulation logarithmique.

Ici encore le groupe Pl G /pe Kk S'interpréte en termes d’unités logarithmiques comme quotient
~NEL/ELS = HY(G,EN) et le groupe HY(G,PL,) comme quotient (Ex N Ny x(Rr)/Nyx(EL) des
unités logarithmiques qui sont normes modulo les normes d’unités logarithmiques (cf. [13]). Mais
une difficulté apparait : si la capitulation logarithmique concerne évidemment les seules classes
d’ordre fini et donc de degré nul, il n’est pas possible de remplacer directement le groupe C/; par
son sous-groupe C€L car on n’a pas nécessairement H'(G, DﬁL) = 1 bien qu’on ait H*(G,Dlr) = 1.

En revanche, dans le contexte cyclotomique considéré plus haut, i.e. pour L = K,, C K°, la
restriction aux ¢-composantes imaginaires fait disparaitre la complication liée au degré (car celle-ci
est spécifique a la 1-composante) de sorte qu’on a, comme précédemment :

Qpyf = H'(G.EE) =1 & (DIF /D)o = (&R [i(C)*
avec ici DI Icé =Dl x> buisque l'extension cyclotomique K,/ K est logarithmiquement non-ramifiée.

En résumé, il vient :

Proposition 3. Soient K un corps abélien imaginaire, £ un nombre premier ne divisant pas
d = [K : Q] et K,, un étage fini de la Zy-extension cyclotomique de K. Alors, pour chaque
caractére L-adique irréductible imaginaire ¢ du groupe A = Gal(K/Q) :

(i) Le morphisme d’extension ji. . envoie injectivement la p-composante C€Ieg’ du £-groupe des
classes de K dans la p-composante du sous-groupe ambige du (-groupe des classes de K, ;
laquelle est Z,-engendrée modulo j,QI/K(C@;“’) par la classe [157] du diviseur isotypique [,
construit sur l'une quelconque des places [, de K, au-dessus de £.

(ii) Le morphisme d’extension logarithmique 7, . identifie la o-composante @f{“’ du £-groupe
des classes logarithmiques de K a la p-composante du sous-groupe ambige du £-groupe des
classes logarithmiques de K.



4 Généralisation logarithmique du critére de Gold

Le résultat qui suit peut étre regardé comme le déploiement semi-simple de la généralisation
par Gras [8] du critére de Gold [3] pour les corps quadratiques imaginaires.

Théoréme 4. Soient K un corps abélien imaginaire, £ un nombre premier ne divisant pas l’ordre
du groupe A = Gal(K/Q) et ¢ un caractére £-adique irréductible imaginaire contenu dans l'induit
X¢ = Indx, 1a, du caractére unité du sous-groupe de décomposition de (.

Alors Uinvariant lambda d’lwasawa du A,-module C;Q" = 1&1 C€I€§; attaché a la Zg-extension
cyclotomique K., = J,, K, vérifie Uinégalité A, > 1; et les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’invariant structurel lambda du A, -module Cpf = lim Clf wvaut : A\, = 1.
@ Kn @

(ii) L’invariant structurel lambda du A,-module Cp2 = lim 56;‘: vaut : Ay = 0.

(iii) Le Ay-module C;7 est pseudo-nul : Cpf ~ 1.

(i) Le A,-module Ci? est trivial : Cp2 = 1.

(v) La @-composante du £-groupe des classes logarithmiques de K est triviale : C?;‘" =1.

Preuve. Vérifions tout d’abord I'inégalité A, > 1 : regardons pour cela le sous-module sauvage
C 1[? “ = lim ¢/ I[?f“’ de C Ie(“’ construit sur les classes des idéaux au-dessus de £. Puisque, d’un coté,
ceux-ci sont totalement ramifiés dans K /K et que, d’un autre c6té, les f-unités imaginaires (sauf,
peut-étre, les racines £~-iémes de 1'unité) contenues dans K, sont déja dans K, la composante
imaginaire de Cy s’identifie & celle du Zy[A]-module D} ~ Z,[A/A,] construit sur les idéaux de
K au-dessus de £. 1l s’ensuit que chaque caractére ¢-adique irréductible imaginaire ¢ est représenté
exactement une fois dans C Ié ¢ donc au moins une fois dans C ¢ x~, comme annoncé.
Cela étant, nous avons successwement :
(i) < (i1) en vertu du Lemme 1, puisque, les places logarithmiques étant inertes dans la tour
K. /K, le groupe C;* = im ¢y sidentifie & son quotient modéré C'x” = lim Cl'e? donce
a méme paramétre lambda : X, = X, = A, — 1;
(12) < (it9) puisque le parameétre fi, = pi,, est nul par le Théoréme de Ferrero et Washington ;
(791) < (iv) en l'absence de capitulation imaginaire pour les classes logarithmiques (comme
pour les classes ordinaires, faute d’unités imaginaires), puisque le sous-module fini de (t’fg"
s’identifie & la limite projective des sous-groupes de capitulation Cap ;" ;
(iv) < (v) puisque (fF =TCr? n'est autre que le quotient des co-points fixes de Cp* relati-
vement au groupe procyclique I' = Gal(K ./ K).

Corollaire 5. Lorsque les conditions équivalentes du Théoréme sont vérifiées, pour tout n = 0 la
p-composante C€ du C-groupe des classes de K, est Z,-monogéne, engendrée par la classe du

diviseur 152 et d ordre ((ntve)deg o on e est ordre dans Cly des premiers | au-dessus de £.
Preuve. Pour A\, = 1, I'ordre de la p-composante de (Y, est donnée asymptotiquement par :
|Gy | = vtre) des 2 pour un v, a priori dans Z.

Prenant m > n > 0 et appliquant a C€ la formule des classes ambiges dans extension K, /K,
disons de groupe I,., = Gal(K,,/K, ) nous obtenons :

g = e

. . € . . . .
Ainsi €0, coincide avec son sous-groupe ambige, i.e. (en labsence d’unités imaginaires) avec le

A

K

sous-groupe des classes d’ambiges, qui est engendré conjointement par le sous-groupe j. . (C/ ;(”’ )

n

formé des classes étendues de K, et le sous-groupe sauvage C€ . Or, le premier est inutile par :
. - - F7n:n £
JK. /K. (C€[€(¢ ) = ]K,,,/K,,,(NK,,,/K“ (ngc;fn)) = JK,./K. (NK,,L/K,,, (cg}e(fn )) = Cg]e(fn C C€€¢ .
11 suit C€€“" C€m ¢ pour m > 0; puis C€ = Ny, x, (Céf}“‘;n) = Ny, (C@?m ) = Cﬁme‘” quel

que soit n > 0. A1n51 6354 K, est Z,-monogeéne, engendre par la classe de [;,? d’ordre ¢ deg‘P| Cli ).



5 Construction des Z,-extensions absolument galoisiennes

Pour les caractéres réels, il n’est d’autre Zg-extension isotypique que la cyclotomique. Mais :

Proposition 6. Soit K un corps abélien imaginaire et £ un nombre premier ne divisant pas son
degré. Pour chaque caractére £-adique irréductible imaginaire ¢ du groupe A = Gal(K/Q) le corps
K posséde une unique Z¢-extension multiple Z¥ dont le groupe I', = Gal(Z% /K) est @-isotypique.

Le groupe I'y = 'yg“’ est ainsi un Z,-module libre de rang 1 sur lequel A agit par conjugaison :

it =AY, pourTeAetzez,.

Nous disons que Z¥ est la Z,-extension de K absolument galoisienne attachée a .

Ici Z%¥ est une Z?“’—cxtension de K, ou d, = degp est le degré du caractére ¢, les caractéres
£-adiques irréductibles du groupe A n’étant absolument irréductibles que lorsque l'exposant de A
divise £ —1, auquel cas on a p;(z) = ¢(7)z. Par exemple, un corps quadratique imaginaire posséde
ainsi exactement deux Z,-extensions absolument galoisiennes : la cyclotomique et la prodiédrale.

Preuve. Ce résultat étant bien connu lorsque les caractéres f-adiques irréductibles sont de degré 1
(ct. e.g. [23], Prop. 9), expliquons rapidement comment I’obtenir sans cette hypothése. Introduisons
la pro-f-extension abélienne /-ramifiée maximale M de K et notons H sa sous-extension maximale
non-ramifiée. La théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [6] ou [14]) nous donne I'isomorphisme :

Gal(M/H) = [T, Uy R/ [T Up R == Ue/E,

ou Uy = [[,,Ur est le groupe des unités semi-locales attaché aux places sauvages et & l'image
dans Uy du f-adifié € = Zy ®z E du groupe des unités de K. Or, comme module noethérien sur
Z¢[A], le numérateur U est le produit direct de son sous-module de torsion p, = H” oM et d’'un
module libre de rang 1. Et le dénominateur &, est réel aux racines de 'unité prés. Prenant les
(p-composantes, pour ¢ irréductible imaginaire, nous avons donc le pseudo-isomorphisme :

Gal(M/K)® ~ Gal(M/H)% ~ (U /€)% ~ L.
Et M contient bien une unique Z,-extension, laquelle est, par construction, galoisienne sur Q. La
proposition en résulte puisque toute Zg—extension de K est ¢-ramifiée, donc contenue dans M.

Transportons alors aux pro-¢-extensions abéliennes N de K qui sont absolument galoisiennes la
décomposition canonique de Gal(IN/K') comme produit de ses composantes isotypiques et écrivons
ainsi N = H@ N¥ comme compositum des sous-extensions ainsi obtenues. Cela étant, nous avons :

Proposition 7. Désignons par H la (-extension abélienne non-ramifiée mazimale de K (au-
trement dit son £-corps de classes de Hilbert), par H son analogue logarithmique (i.e. la pro-£-
extension abélienne logarithmiquement non-ramifiée mazimale de K ) et par M,, la pro-£-extension
de Bertrandias-Payan attachée a K. Soit enfin @ un caractére irréductible imaginaire de A.

Avec les conventions ci-dessus, la sous-extension p-isotypique My, de M, de K est le compo-
situm de la Z,-extension Z¥ de sa sous-extension non-ramifiée H? et de la Z,-extension Z¥ par
et de la sous-extension p-isotypique HY de H tout comme de celle H? de H :

MY = Z¢HY = Z¢H¥.
Preuve. Rappelons que la pro-f-extension de Bertrandias-Payan M,, de K est le compositum
des f-extensions cycliques de K qui sont localement plongeables dans le compositum Z des Z-
extensions. En d’autres termes, M, est la pro-f-extension abélienne de K fixée par le sous-groupe
d’idéles Hp up R (cf. [14], Exemple 2.9). Et, comme on a U, = p, pour p 1 ¢, elle coincide avec la
pro-f-extension abélienne ¢-ramifiée maximale M dés lors que p/p = (Hu o Wi)/1 est trivial.

La theéorie f-adique du corps de classes (cf. [14]) nous donne alors les isomorphismes :
Gal(My,/H) ~ T, Uy R/ T, tp R = Us /i€ &  Gal(My,/H) ~ [, Uy R/ T, up R~ Us/1e&,
puis, par restriction aux @-composantes imaginaires :

Gal(M{/H?) ~ (U /i) ~Zyp &  Gal(M?/H?) =~ (Up/pe)® =~ Zy.
Ainsi M /H? est une Z,-extension qui contient Z#H?/H¥. De méme Mff)/ﬁ@ et ZYHY/H®.
D’oti la Proposition, deux Z,-extensions emboitées et de méme base coincidant nécessairement.



6 Extensions cyclotomiquement ramifiées

La notion d’extension cyclotomiquement ramifiée a été introduite dans [23]. Rappelons en
briévement la définition ainsi que la description via le corps de classes (cf. [23], Déf.1 & Th.2) :

Définition & Théoréme 8. Une pro-f-extension abélienne L d’un corps de nombres K est dite
cyclotomiquement ramifiée lorsqu’elle satisfait les deux propriétés suivantes :

(i) Les places au-dessus de £ sont infiniment ramifiées dans L/ K.

(it) L’extension induite LK, /K., au-dessus de la Zg-extension cyclotomique est non-ramifiée.

Le groupe de normes associ€ a la pro-C-extension abélienne cyclotomiquement ramifiée mazimale H
de K est UR, ou U =UNU est formé des idéles unités au double sens ordinaire et logarithmique.

Notons, en effet, K* la pro-f-extension abélienne maximale de K. Par la théorie f-adique du
corps de classes (cf. [14]), le groupe de décomposition de la place p dans K** /K, est donné par :
Dp(K*/K.) ~ (RyRNJT)/R =UR/R;

et le groupe d’inertie par : N R
I,(K*/K,) ~ (URNT)/R=UR/R.
Ce point précisé, il vient ici :
Proposition 9. Soit K un corps abélien imaginaire et £ un nombre premier ne divisant pas son
degré. Pour chaque caractére {-adique irréductible imaginaire ¢ < x, du groupe A = Gal(K/Q)
la sous-extension p-isotypique de H coincide celle de l’extension de Bertrandias-Payan M,, ; et la
Z,-extension absolument galoisienne Z¥ attachée a ¢ est cyclotomiquement ramifiée.

Preuve. Observons d’abord que Z¥, en tant que Z‘}—extension, est infiniment ramifiée en I'une au
moins [ des places au-dessus de ¢. Etant galoisienne sur Q, elle est donc bien infiniment ramifiée en
ses conjuguées, i.e. en toutes les places au-dessus de £. Sous I'hypothése ¢ < x,, i.e. pour s, =1L
Z% provient d’une Z,-extension du sous-corps de décomposition K At de ¢ dans K. Ce n’est donc
pas restreindre la généralité que supposer pour la démonstration ¢ complétement décomposé dans
K/Q. Cela étant, nous avons alors K| ~ Q, en chacune [ des places au-dessus de ¢, donc :

R = U[Z][ = H[(l Jrf[)Z‘E[Ze et Z:{\[ =UnN i/?[ = Wy.

En particulier, il suit M,, = H , donc My = H #; puis le résultat par la Proposition 7. Et les
extensions considérées prennent ainsi place dans le diagramme :

(@e/ o) He e - (Ue/ )




7 Critére logarithmique dans le cas non semi-simple

Revenons pour finir sur le le critére logarithmique sans I’hypothése de semi-simplicité. Prenons
toujours ¢ premier impair, mais considérons un corps abélien imaginaire arbitraire L.

Supposons donc maintenant ¢ | [L : Q] ; notons G le ¢-sous-groupe de Sylow de Gal(L/Q) et A
son cofacteur ; puis K = L le sous-corps de L fixé par G, qui est donc un corps abélien imaginaire
de degré d étranger a ¢ et de groupe de Galois Gal(K/Q) ~ A.

Tout comme pour K, les invariants arithmétiques attachés a L étudiés ici sont canoniquement
des Zy[A]-modules et nous pouvons leur appliquer les mémes arguments liés a la décomposition
semi-locale de l'algébre Z,[A] associée aux caractéres f-adiques irréductibles du groupe A. En
particulier le Théoréme 4 s’applique mutatis mutandis & L. En revanche, le critére de trivialité
de la ¢-composante du f-groupe des classes logarithmiques donné par le Théoréme 2 ne peut
se transposer directement, son sous-module sauvage n’étant plus Z,-monogéne. La formule des
classes logarithmiques ambiges permet cependant de balayer cette difficulté. Il vient ainsi :

Théoréme 10. Soient L un corps abélien imaginaire, £ un nombre premier impair divisant son
degré et L., =, Ln la Zg-extension cyclotomique de L. Notons G le {-sous-groupe de Sylow de
Gal(L/Q), puis K le sous-corps de L fixé par G et A ~ Gal(K/Q) le cofacteur de G.

Pour chaque caractére £-adique irréductible imaginaire o, contenu dans Uinduit x, = Indﬁ[ 1A,
du caractére unité du sous-groupe de décomposition de £ dans lextension K/Q, la composante
sauvage Cgie“’ du pro-£-groupe CLE: = @C@Z“’ est un Zy-module libre qui a pour dimension l’indice
d¢ = (Gal(Lw/K)/Dy(L./K)) du sous-groupe de décomposition Dy(L./K) de { dans L../K.

Par suite invariant lambda d’Iwasawa du A,-module Cf“" vérifie Uinégalité XY > dy ; et les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’invariant structurel lambda du A,-module C;¢ =1lim ¢/ ¢ vaut : \Y = d.
@ L e L
i) Linvariant structurel lambda du A,-module C:¢ = lim C/5% vaut : \? = 0.
@ L el L
(iii) Le Ay-module C;¢ est trivial : C;* = 1.
w) La @-composante du {-groupe des classes logarithmiques de L est triviale : e =1.
L

(v) On a @;" =1 et la L-extension L/K n’ est ramifiée au sens logarithmique en aucune des
places p pour lesquelles ¢ divise linduit x,, = Indﬁp 1A, du caractere unité du sous-groupe
de décomposition de p dans K/Q.

Preuve. Pour le premier point, toujours en I'absence d’unités imaginaires (y compris de racines
de I'unité dans la ¢-composante pour ¢ | x,) et du fait que les places sauvages sont presque
totalement ramifiées dans L., /L, on a banalement :

Cp” ~lIm D} ~ Z,[Gal(L./K)/De(Lo/K)]) = L.

L’équivalence des propriétés (i) a (iv) s’établit alors tout comme pour le Théoréme 4. Le seul
point & vérifier est donc 1’équivalence des assertions (iv) et (v). Pour voir cela, procédons par
étapes en introduisant une suite d’extensions relativement cycliques L?/L‘~" allant de L° = K a
L* = L. Et appliquons aux p-composantes la suite exacte des classes logarithmiques ambiges dans
chacune des extensions cycliques L!/L*~" pour i = 1,--- , k. En Pabsence d'unités logarithmiques
imaginaires (y compris de racines de 'unité dans les p-composantes par ¢ | x,), il vient :

|C~€fl | = |C~€zf,| (ﬁf, e . YA)ZZ;’,\), avec G; = Gal(L'/L*™).
D’oti, de proche en proche, le résultat annoncé, les diviseurs logarithmiques ambiges étant exacte-

ment ceux construits sur les diviseurs logarithmiques étendus et ceux logarithmiquement ramifiés.

Remarque. Le caractére abélien de G n’est pas essentiel ici, les arguments développés dans la
preuve du Théoréme fonctionnant aussi bien dés lors que le corps L est le compositum d’une
l-extension (galoisienne) arbitraire de Q et d’un corps abélien K de degré étranger a /.



8 Lien avec les formules de Kida—Kuz’min

Pour passer de K a L dans la preuve du Théoréme 10, nous avons choisi d’utiliser la formule
des classes ambiges pour les classes logarithmiques rappelée plus haut. Mais nous aurions pu tout
aussi bien prendre appui sur les formules de transition de genre a la Kida—Kuz’'min [24, 25, 26].

Les invariants lambda attachés aux divers modules d’Iwasawa standard (non-ramifiés, décom-
posés partout, (-ramifiés, etc.) constituent, en effet, un analogue pour les corps surcirculaires, i.e.
pour les Z-extensions cyclotomiques des corps de nombres, de ce qu’est le genre pour les corps de
fonctions; ce qu'illustent notamment les formules de transition a la Riemann—Hurwitz (cf. [20]).

Reprenons en effet, en les transposant dans le contexte de cette note, les résultats de [12] sur
le genre des corps surcirculaires (Th. 23 et Th. 27 dans la numérotation de la version Arxiv) :

Théoréme 11. Soient ¢ un nombre premier impair, Q. la Z¢-extension cyclotomique de Q et
L une extension abélienne imaginaire de Q, composée directe d’une sous-ertension imaginaire
K de degré étranger o £ et d’une (-extension réelle F. Notons K' = K[ et L' = L[] puis
A" = Gal(L'/K') et w le caractére de Teichmiiller.

Alors, pour chaque caractére £-adique irréductible imaginaire @ de A, les invariants lambda
d’Twasawa respectifs de K' et de L' attachés aux @-composantes sont liés par les identités :

(i) A = (w,p)w = [Loc : K] (N = (W, 0) w) + 32,0 (ep(La/i) = 1) dp(k/K) <<X;’f>> @,
ot la sommation porte sur les places p modérément ramifiées dans L./ K..) ; ep(L./K..) est Uindice
de ramification correspondant; et d,(k./K) est Uindice de décomposition de p dans K. /K.

(ii) X~ (w,0)w = [Le : K] Of — (w,0)w) + 3, (@p(1/1) — 1)dy(12/5) 02 o,
ou la sommation porte sur les places p logarithmiquement ramifiées dans L., /K..) ; €y(L./K..) est
Vindice de ramification correspondant; et d,(x../K) Uindice de décomposition de p dans K. /K.

Preuve. L’assertion (i) n’est autre mutatis mutandis qu une transcription du résultat donné par le
Th. 23 de [12]. L’assertion (i7) appelle un petit commentaire : aux p # ¢, les indices de ramification,
pris au sens ordinaire e, (L../K..) ou logarithmique €,(L../K..), coincident. En outre la montée dans
la Zg-extension cyclotomique ayant épuisé toute possibilité d’inertie (au double sens ordinaire et
logarithmique), ils coincident aussi avec le degré local dp(L./k.). Et le méme résultat vaut pour
I'indice logarithmique &,(L./k.) = d¢(L./k.) en p = £. On peut donc remplacer €,(L./k..) par
dp(L./K..) dans (ii) et retomber ainsi sur le résultat du Th. 27 de [12].

Dans les deux cas, le caractére ¢ étant supposé imaginaire, il suit (Xp, ) = 0 si les places au-
dessus de p sont invariantes par la conjugaison complexe 7. En d’autres termes, seules interviennent
dans les formules () et (i¢) les places p décomposées par 7.

Enfin, si ¢ est représenté dans x,, on a ¢ # w et le terme correctif (w, ¢)w est nul. Il vient
donc, en cohérence avec le Théoréme 10 :

Corollaire 12. Sous les hypothéses du Théoréme 10, pour tout caractére irréductible imaginaire
¢ de A = Gal(L/H) représenté dans x, = Indﬁe 1a,, ona :

(i) N} = Lo s K N+ S (ep(taimc) = 1) dy(s.) 525 o

.. oy oY ~ N < p> >
(i) A =L KA + 22, (@p(pas/ks) — 1) dy(k./K) i@»:; ©.

En particulier, on retrouve ainsi 1’équivalence donnée par le Théoréme 10 :

~ X?} =0 et, pour tout p vérifiant ¢ | Xps
L/K logarithmiquement non-ramifiée en p.
Rappelons a cette occasion que L/K logarithmiquement non-ramifiée en p signifie L/K lo-

calement cyclotomique aux places au-dessus de p, i.e. L/K localement contenue dans K., /K en
chacune des places p au-dessus de p.
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Remarques. Pour les caracteres irréductibles réels, la conjecture de Greenberg postule la trivialité
des invariants \? (et, de fagon équivalente, des invariants logarithmiques A?) pour chaque .

Pour les caractéres irréductibles imaginaires, les formules obtenues montrent que la valeur
minimale de I'invariant A¥ est déterminée explicitement par le schéma galoisien de la ramification ;
et ce minimum est réalisé en un ¢ donné si et seulement si I'invariant logarithmique A% est nul.

Enfin, les résultats précédents se transposent aisément aux composantes réelles du sous-module
de A-torsion du module /-ramifié standard, via les identités de dualité discutées dans [15, 18, 21, 22]
basées en toute généralité sur les théorémes de réflexion de Gras [5].
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