Théorie /-adique globale du corps de classes®

Jean-Francois JAULENT

Résumé. Nous établissons les résultats fondamentaux de la théorie ¢-adique globale du corps de classes
pour les corps de nombres.
Abstract. We establish the fundamental results of the ¢-adic class field theory for number fields.
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0 Introduction et notations

0.1 Position du probléme

La théorie globale du corps de classes, telle qu’elle fut développée notamment par Takagi, Artin
et Chevalley, a pour but principal la description arithmétique des extensions abéliennes d’un corps
de nombres donné, a l'aide des seuls éléments de ce corps. Dans sa formulation la plus ancienne,
celle de Takagi, elle interpréte ainsi le groupe de Galois d’une extension abélienne finie L/K de
corps de nombres comme groupe de congruences attaché a un diviseur fr,,x construit sur les places
ramifiées dans cette extension. Cette description, aujourd’hui encore la plus efficace pour apprécier
numériquement une situation donnée, souffre cependant d’étre limitée au seul cas des extensions
finies. L’introduction par Chevalley des groupes d’idéles, qui relie de fagon lumineuse point de
vue local et point de vue global, permet de pallier agréablement cette difficulté. Mais d’autres
problémes surgissent alors :
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- d’abord, I'application de réciprocité d’Artin ¢, définie sur le groupe des classes d’idéles Cx =
Jr /K* du corps K, a valeurs dans le groupe de Galois G = Gal(K*/K) de I’extension abélienne
maximale K** de K, n’est jamais injective : si [K Q] = r + 2¢ est la décomposition canonique du
degré de K en ses contributions réelle et imaginaire, le noyau C% de 1 est, en effet, le produit
d’une droite réelle R, de ¢ tores R/Z et de r + ¢ — 1 solénoides (R & Z)/Z, olt Z désigne comme
d’ordinaire le complété profini de Z pour la topologie définie par ses sous-groupes d’indice fini.
L’existence de “normes universelles" est ainsi une premiére source de complications dans la théorie.

- ensuite, la décomposition canonique du groupe de Galois Gx comme produit direct de ses
p-composantes G%)) =
en termes de classes d’idéles, puisque ni le numérateur Jx ni le dénominateur K> ne sont des
Z-modules; ce qui est une deuxiéme source de difficultés en particulier dans ’étude des pro-p-
extensions.

- enfin, si S est un ensemble d’au moins deux places finies de K, le produit KJ = Hpes pr
des groupes multiplicatifs des complétés de K aux places contenues dans S s’injecte naturellement
dans le groupe C'k, mais la topologie induite sur I'image par la topologie usuelle de Ck n’est pas
le produit des topologie des K, ; ce qui constitue une troisiéme source de problémes.

L’approche /-adique de la théorie globale du corps de classes vise précisément a remédier a I’en-
semble de ces difficultés ensemblistes, algébriques ou topologiques par une modification convenable
du groupe des classes d’idéles et de sa topologie conduisant in fine & un isomorphisme (algébrique
et topologique) entre le groupe C'x modifié et le groupe de Galois Gk pleinement compatible avec
les opérations de semi-localisation. Quoiqu’il soit naturellement possible de mener cette construc-
tion pour tous les premiers simultanément, nous avons choisi, pour des raisons de simplicité, de
faire choix une fois pour toutes d’un nombre premier ¢ et de ne travailler que sur les ¢-parties
des groupes précédents : la théorie f-adique ainsi développée fournit donc un isomorphisme (de

im Gg/ G}I’:, pour tous les premiers p, ne se traduit pas immeédiatement

groupes topologiques) entre le f-adifié Cx du groupe d’idéles et le groupe de Galois G = G(I?
de la pro-f-extension abélienne maximale de K. Bien entendu, il est toujours possible, en prenant
tous les £ ensemble, d’identifier le produit G des divers Gk avec celui Cx des Ck, ce qui revient
dans les constructions précédentes a remplacer 'anneau Z, des entiers ¢-adiques par le produit Z
de tous les Z,.

Mais cela a souvent pour conséquence de rendre moins visible les roles trés différents, dans les
énoncés du corps de classes, de la ramification modérée et de celle sauvage ; de sorte que c’est la
présentation f-adique qui nous parait traduire au mieux la réalité arithmétique.

L’exposé fondateur de la théorie f-adique globale du corps de classes est le chapitre .1 d’un
travail de thése sur arithmétique des ¢-extensions soutenu en 1986 (cf. [J0]) qui, contrairement
a d’autres sections de la thése, n’avait jamais fait jusqu’ici 'objet d’une publication spécifique.
Compte tenu de l'intérét propre de I'approche ¢-adique de la théorie du corps de classes, il nous
a donc semblé important d’endonner ici une présentation compléte en liaison avec quelques déve-
loppements plus récents.

Notre point de départ est la théorie de Chevalley telle qu’elle est exposée, par exemple, dans
le livre d’Artin et Tate [AT]. Nous construisons d’abord les Zy,-modules fondamentaux (section 1)
et établissons ensuite les principaux résultats de la théorie f-adique (section 2). Dans une derniére
partie, nous abordons enfin des questions de dualité liées notamment aux classes logarithmiques
(section 3). Les notations utilisées sont rassemblées dans un index. Un appendice récapitule les
groupes de normes attachés a quelques unes des principales pro-f-extensions abéliennes d’un corps
de nombres donné.

0.2 Index des principales notations

De fagon générale, les objets standard sont représentés par un caractére latin; leurs ¢-adifiés
respectifs (par exemple leur tensorisé par Z,;) par un caractére anglais; leurs co-f-adifiés le sont
par un caractére gothique.

Notations latines :

K> le groupe multiplicatif d’un corps de nombres K ;



Jx le groupe des idéles (au sens habituel) de K,

Uy le sous-groupe des idéles unités;

Dy = Ji /Uk le groupe des diviseurs;

Py le sous-groupe des diviseurs principaux ;

Clg = Dk /Pxk le groupe des classes de diviseurs (i.e. des classes d’idéaux au sens restreint) ;
Ek (resp. E¢?) le groupe des unités au sens restreint (resp. ordinaire) ;

Pl (resp. Plg(00), Pl (£)) Pensemble des places de K (resp. a l'infini, divisant ¢);
r, ¢, | les nombres respectifs de places réelles, complexes ou f-adiques de K ;

S un ensemble fini de places de K et s son cardinal ;

E%- le groupe des S-unités (au sens restreint) de K ;

Cl1%- le groupe des S-classes de diviseurs (ou d’idéaux au sens restreint) ;

K, le complété de K en la place p;

K;< le groupe multiplicatif de K, et U, son sous-groupe unité;

vy (resp. Up) la valuation (resp. la valuation logarithmique) sur K.

Notations anglaises :

Ri =7y @z K* le l-groupe des idéles principaux (le rayon) ;

Ex =7y ®7 Ex le L-groupe des unités (au sens restreint) ;

Dy =7y ®7z D le L-groupe des diviseurs ;

Px = Zy ®7z Pk son sous-groupe principal ;

Clg = Dk /Pxk le l-groupe des classes de diviseurs de K ;

Rk, = lim K/ przn le compactifié f-adique du groupe multiplicatif K" ;
Uk, = liin Up/Ufn le sous-groupe unité de R, ;

Jx =1 Rk, le f-groupe des ideles de K ;

Cx = Jx/Rk le f-groupe des classes d’idéles ;

Uk =[] Uk, le sous-groupe des idéles unités ;

ZT{K =11 L~{p le sous-groupe des unités logarithmiques de Jk ;

T Tk le noyau dans Jk de la formule du produit pour les valeurs absolues;
DK = Tk /Z/IK le (-groupe des diviseurs logarithmiques (de degré nul);
’PK = RKUK /U son sous-groupe principal ;

Clx = Dg / PK le ¢-groupe des classes logarithmiques;

& x = Ri N Ug le (-groupe des unités logarithmiques globales ;
Hix = Tk /Rilik le quotient de Cx par 'image de [if ;

T = H2" le sous-groupe de torsion de H ;

IR =URs = [I,¢s Ux, [lyes R, le f-groupe des S-ideles;

Ex =Rk NJg le l-groupe des S-unités globales;

Cl3 = Ji /RiUy le L-groupe des S-classes de diviseurs.

Notations grecques :

mp une uniformisante de K, ;

ug (resp. ,ullj) le sous-groupe des racines de 'unité d’ordre étranger a p (resp. d’ordre p-primaire)
de K, ;

K = R}?T le ¢-groupe des racines de 'unité dans Ry ;

fix =[] tp le sous-groupe fermé engendré par les racines de I'unité;

loc

Wi =Rk N ik le sous-groupe de Ry formé des racines locales de 1'unité ;

Notations gothiques :

Ik = (Q¢/Z¢) ®z, Tk le L-groupe des coideéles de K ;

LIK = (Q¢/Z¢) ®z, Uk le sous-groupe des coidéles unltes

Uy = (Q¢/Zy¢) @3z, Ug le sous-groupe des coidéles unités logarithmiques ;
D = (Qu/Z¢) @z, Dk le L-groupe des codiviseurs ;

5‘51( = (Q¢/Z¢) @z, Dk le {-groupe des codiviseurs logarithmiques;

R = (Q¢/Z¢) ®z, Ri le pseudo-radical global ;



PBr = (Q¢/Z¢) ®z, Pk le L-groupe des codiviseurs principaux ;
‘I}K = (Q¢/Z¢) @z, 75[( son analogue logarithmique ;

Ex = (Q/Z¢) ®z, £ le L-groupe des colinités (au sens ordinaire) ;

Ex = (Q¢/Zy¢) Rz, Ex le -groupe des coiinités logarithmiques;

€% = (Qu/Ze) @z, 155

Cx = (Q¢/Zy) ®z, Cx le L-groupe des classes de coidéles;

Clx = Ker(Rx — Ji) le L-groupe des coclasses d’idéles;

Hr = Ker(Rg — ’}51{) le pseudo-radical hilbertien ;

Tr = DK /HE le quotient de Hx par son sous-module divisible maximal.

1 Construction des Z,-modules fondamentaux

Le nombre premier ¢ étant fixé, nous désignons par Z;, = @Z/Z’“Z I’anneau des entiers /-
adiques.

D’autre part, pour chaque place non complexe p d’un corps de nombres K, nous notons v, la
valuation associée, a valeurs dans Z pour p ultramétrique, dans Z/27Z pour p réelle.

1.1 Le /-adifié du groupe des idéles

A chaque corps de nombres K (de degré fini sur Q), nous allons associer deux Zg-modules : le
premier R global, défini & partir du groupe multiplicatif K* des éléments non nuls de K ; le se-
cond Jk semi-local, construit a partir des groupes multiplicatifs K, px des complétés non complexes
de K.

Définition 1.1. Etant donné un corps de nombres K, nous appelons £-groupe des idéles principaux
de K et nous notons Ry le tensorisé L-adique du groupe multiplicatif de ses éléments non nuls :

RK:Zz®ZKX.

Le groupe Ry est la réunion des (-groupes de S-unités 5}9{ = Zy Ry Ef(, lorsque S parcourt
les ensembles finis de places de K. Chacun des EIS( est compact pour sa topologie naturelle de
Zg-module neethérien et Ry est lui-méme un Zg-module topologique pour la limite inductive des
topologies des Ex-.

Par définition de la topologie limite inductive, les sous-modules ouverts de R i sont exactement
ceux qui intersectent chacun des & IS< suivant un sous-module relatif ouvert, c’est a dire (puisque
les £ sont de type fini sur Z,) suivant un sous-module d’indice fini. La topologie ainsi obtenue
sur Ry est donc strictement plus fine que celle définie par ses sous-modules d’indice fini.
Remarques. (1) L’application canonique de K* dans Rk n’est pas généralement injective. Plus
précisément son noyau est le sous-groupe p de K> formé des racines de 1'unité dans K d’ordre
étranger a ¢. Le quotient K*/u), qui s’'injecte dans R, s’identifie & un sous-groupe partout
dense de Rg.

(ii) Convenons d’ordonner les places de K en posant S, = {p € Plg|Np < n} (avec la
convention Np = £1 pour les places archimédiennes). Nous avons évidemment K> = UneNEf("
et chacun des Fy* = {x € K*|vy(z) = 0, Vp ¢ S,,} est un Z-module de type fini. En particulier
Ri = Unen £ est réunion dénombrable de Zg-modules compacts.

(iii) Le groupe R i s’identifie & un sous-module strict de la limite projective I = lim K * /K”k ;
cependant la topologie de R n’est pas la restriction & Ry de la topologie naturelle de IC définie
par les sous-modules Kt

Définition et proposition 1.2. Pour chaque place p du corps de nombres K, nous notons

Ric, = lim K /1



le (-adifié du groupe multiplicatif K\ du complété de K en p. Le groupe Rk, est un Ze-module
neethérien donc compact pour la topologie définie par ses sous-modules d’indice fini.

(i) Sip est archimédienne, deux cas se présentent : si p est réelle et £ égal a 2, il est isomorphe
4 Z)27 ; il est nul dans tous les autres cas.

(i) Sip est ultramétrique, le choix d’une informisante T, permet d’écrire formellement Ry, =
Uk, w%’f en notant encore m, l'image de m, dans Ry, et en désignant par Uk, = l'LnUp/Ufk la
limite projective des quotients d’exposant (-primaire du sous-groupe des unités du corps local K :

- lorsque p divise ¢, le groupe Uy, n’est autre que le groupe des unités principales de K, ;

- lorsque p ne divise pas ¢, il s’identifie au £-sous-groupe de Sylow u, du groupe des racines de
lunité dans K,. Dans les deux cas nous disons que Uk, est le sous-groupe des unités de Rk, -

Démonstration. (i) Si p est une place archimédienne, le groupe multiplicatif K, est soit divisible,
lorsque p est complexe; soit le produit de {1} par un groupe divisible, lorsque p est réelle. La
limite projective R, est donc nulle dans le premier cas, isomorphe & Z;/27Z; dans le second.

(ii) Si p est une place ultramétrique, la décomposition du groupe multiplicatif du complété

x _ .0 1 _7Z
Ky =py Uy my

fait intervenir le groupe ,ug des racines de 'unité d’ordre étranger a p, le groupe Up1 des unités
principales, et une uniformisante 7, de K.

- Si p est au-dessus de /£, le groupe ug est (-divisible et le groupe Up1 est un Zg-module noethérien,
isomorphe comme tel & la limite projective de ses quotients finis. Il vient donc dans ce cas :

. k . k .
Uk, = mUp/Uf = @1U,,1/Uplz ~ Upl,comme annonce.

- Si p ne divise pas ¢, le groupe ,ug est le produit direct de son f-sous-groupe de Sylow p, et de
son sous-groupe ¢-divisible u;; tandis que le groupe UZ, qui est un Z,-module (avec p # {), est
donc ¢-divisible. Il suit alors :

. k 2
Uk, = l&nUp/U‘f ™~ /iy, COMMeE annonce.

Dans les deux cas, le groupe R, est le produit direct de U, et du Z,-module libre de dimension
1 engendré par I'image de I'uniformisante . O

Remarques. (i) Contrairement & R, , le tensorisé f-adique Z, ®7 K, n’est pas, lui, un Zy-module
b p

de type fini : la décomposition Up1 ~ /L;ng du sous-groupe principal faisant apparaitre un 7Z,-

module libre de dimension d, = [K,, : donc un Z-module sans torsion de rang infini, le produit
p p vl g ;1€ P

tensoriel Z, ®7 K, px est lui-méme de rang infini sur Z,.

(ii) I est commode de poser Ug, = 1 lorsque p est archimédienne réelle et, pour ¢ = 2, de
prendre 7, = —1, ce qui permet d’écrire

74 /27, . o
Rk, ~ Uk, 7rp£/ ‘, par analogie avec le cas ultramétrique.

Définition 1.3. Par £-groupe des idéles d’un corps de nombres K, nous entendons le produit

res

Ik = HpEPlK R,

des L-adifiés des groupes multiplicatifs des complétés de K, restreint aux familles (xp)pepi, dont
tous les éléments sont des unités a l’exception d’un nombre fini d’entre eux.

Le groupe Jk est la réunion des £-groupes jf? = HpeSRKp Hpgs Uk, , lorsque S parcourt
les ensembles finis de places de K. Chacun des jfg est compact pour sa topologie naturelle de Zg-
module produit et Jx est lui-méme un Zg-module topologique pour la limite inductive des topologies
des Jg.



Par définition de la topologie limite inductive, les sous-modules ouverts de Jx sont ceux
qui intersectent chacun des J. ;g suivant un sous-module relatif ouvert. De fait, il est possible
d’exhiber une base de sous-modules ouverts de Jx en procédant comme suit : pour chaque place
ultramétrique p de K, faisons choix d’une uniformisante 7, dans Ry, ; si p est réelle prenons
m, = —1; et, si p est complexe m, = 1. Cela posé, le groupe Jk s’écrit comme somme directe
topologique du sous-module compact Ui = Hpe Pl Uk, formé des éléments unités, et du Z,-

module multiplicatif @ W%Z construit sur les m,, qui s’identifie au ¢-groupe D = ( & p?) @
pePlk p)(oo

( @ pZe/?2e) des diviseurs de K ;

p réel

Ik ~ Uk ® Dg.

Les produits ([[,cp, L{é)@(@peleﬂ'ﬁ"pZ‘) oi, pour chaque place p de K, le facteur U,
désigne un sous-module d’indice fini de Uk, égal a Uk, pour presque tout p, et n, un entier
naturel arbitraire, forment une base de sous-modules ouverts de Jk.

Remarques. (i) L’application canonique du groupe des idéles Ji dans le f-adifié Jx n’est jamais
injective : son noyau est le produit leoo KF,X2 HW ug proo JuA Up1 ; son image est un sous-groupe
partout dense de Jk.

(ii) Convenons d’ordonner les places de K en posant S, = {p € Plg|Np < n} (avec la
convention Np = £1 pour les places archimédiennes). Nous avons évidemment Jx = |J,cn J, I‘g",
ce qui montre que Jk est réunion dénombrable de Z,-modules compacts.

(iii) Le groupe Jk s’identifie naturellement & un sous-module strict du produit [, p;, Rx,
des compactifiés Rx,. Cependant, la topologie de Jx n’est pas la restriction & Jx du produit des
topologies des Rk, -

1.2 Définition du /-groupe des classes d’idéles

Théoréme et définition 1.4. L’application naturelle du tensorisé £-adique R = Zy @7 K* du
groupe multiplicatif du corps K dans le (-adifié Jx du groupe des idéles de K, qui est induite par
linjection diagonale de K dans le produit de ses complétés Hpele K,, est un monomorphisme
continu. Le groupe topologique quotient

Cx = Ik /Rk
est un Zg-module compact. Nous disons que c’est le £-groupe des classes d’idéles du corps K.

Démonstration. Partons de l'injection diagonale K* < Hpe Plx K¢ du groupe multiplicatif de
K dans le produit de ceux de ses complétés. Par passage au quotient, nous en déduisons, pour
chaque entier k£, un morphisme naturel

e+ e*
KX/ — [ KX /x;",
pePlK

qui est injectif lorsque £ est impair, et dont le noyau est d’ordre 1 ou 2 dans tous les cas (cf. [AT],
Ch. X, §1, th.1). Par passage a la limite projective, nous obtenons par conséquent un morphisme
injectif :
KX =lim K /K o T im Ky /K" = [ R,
pEPlK pEPIK

Sa restriction au départ & Ry, a arrivée & Jk, est le Zy-morphisme cherché. Comme il est injectif
d’aprés ce qui préceéde, nous identifierons désormais R avec son image canonique dans Jx. Cela
étant, nous allons établir successivement :

(i) que lapplication naturelle de Rk dans Jk est continue;

(ii) que Rk est fermé dans Jk ;

(iii) que le quotient Jx /Rx est un Zg-module compact.

(i) Le premier point résulte de la définition de la topologie limite inductive : pour chaque
ensemble fini S de places de K, le groupe £% = Rx N j;? est un Zg-module de type fini donc,



d’une fagon et d’une seule, un Zy,-module topologique. En particulier la topologie de £ f’( est induite
par celle de 7, ig Si donc Ok est un sous-module ouvert de Jk, les sous-modules Ok N J, I? étant
ouverts dans les J5, il en est de méme des sous-modules Ox N 5 dans les £ ; ce qui veut dire
que O NRg est un sous-module ouvert de Ry . En particulier 'injection canonique de R dans
Jk est bien continue.

(ii) Le second point s’établit comme suit : étant donné un idele généralisé v de Jx qui n’est
pas dans R, fixons S assez grand contenant les places archimédiennes, pour avoir v € 7, 1? ; puis,
pour chaque place p de K n’appartenant pas & S, choisissons n, assez grand, de telle sorte que
le diviseur p¢"" soit principal (dans le ¢-groupe D = Z; @z D des diviseurs de K). Cela étant,
comme £ est fermé dans J3, il existe un sous-module ouvert O%- de J5 dont le translaté tO%-
ne rencontre pas £z Le Z,-module O engendré dans Jx par &5 et les éléments ﬂ'ﬁnp pour p € S
est alors un sous-module ouvert de Jx dont le translaté tOg ne rencontre pas Ry.

(iii) Pour établir le troisiéme point, nous allons montrer que Ux R /R ~ Uk /€K , image dans
Ck du sous-module compact Ui de Jx formé des idéles unités, en est un sous-module d’indice
fini (de sorte que Cx sera compact comme réunion finie de compacts). O

Or, cela résulte de la proposition :

Proposition 1.5. Le quotient Jx /Ux Rk du £-groupe des classes d’idéles du corps K par le sous-
groupe formé des classes des idéles unités s’identifie canoniquement au ¢-groupe fini des classes de
diviseurs de K :

JIr Uk Rk ~ Clk.

Démonstration. Le groupe des diviseurs d’un corps de nombres est le groupe abélien libre construit
sur ses valuations : Comme la valuation v, associée & une place de K est triviale si p est complexe,
a valeurs dans Z /27 si p est réelle, et dans Z si p est ultramétrique, le groupe Dk est le produit
direct de rx exemplaires de Z/2Z et du groupe Idk des idéaux de K. Son quotient D / Pk par le
sous-groupe des diviseurs principaux (i.e. par 'image canonique de K* dans D) est fini d’aprés
la géométrie des nombres : dans la terminologie des idéaux, c’est le groupe des classes au sens
restreint. Son f-sous-groupe de Sylow Clx = Zy Q7 (Dk /Pk) est donc canoniquement le quotient
Dx /Px du tensorisé f-adique Di = Zy ®z Dg du groupe des diviseurs par celui Px = Z; ®z Pk
du sous-groupe principal Pg. Maintenant, Dg s’identifie canoniquement a Jx /Uk, et Pk est
I'image canonique de Ry dans D O

La correspondance entre ¢-groupes de classes d’idéles et de diviseurs peut ainsi se résumer par
le diagramme commutatif exact (ol toutes les fleches sont des Zy-morphismes) :

1 1 1

! I !

1 —— €k =Zi®zEx — Uk =[] ep,, Ux, — Ux/Exk — 1

! ! !

1—>RK:Zg®ZKX —)JK:H;:;PZKRKP _ Ck —_— 1

l I l

1 —— Pk =722 Pk —— Dx=7Z/® Dk — Clg — 1
1 1 1
Diagramme 1
Scolie 1.6. Pour tout ensemble fini de S de places de K, le quotient Cl3 = Jx /RxUsz du (-

groupe des classes d’idéles Cx par le sous-groupe Cr(S) ~ Ji/ER (des classes des idéles unités
en dehors de S) s’identifie canoniquement au quotient Cly /CLk(S) du £-groupe des classes de



diviseurs du corps K par le sous-groupe engendré par les classes des diviseurs construits sur les
places de S. Nous disons que Cﬁf( est le £-groupe des S-classes de diviseurs du corps K.

1.3 Valeurs absolues /-adiques principales et formule du produit

On pourrait craindre que la f-adification des groupes d’idéles fasse disparaitre la classique for-
mule du produit pour les valeurs absolues. Il n’en est rien, a condition naturellement de remplacer
les valeurs absolues habituelles par des valeurs absolues /-adiques convenables.

Désignons pour cela par Z, le groupe multiplicatif des éléments inversibles de anneau des
nombres (-adiques, par U} = 1+ ¢Z, le sous-groupe des unités principales de Zj, et par u —< u >
la surjection canonique de Z, sur U} (de sorte que, pour ¢ impair, le quotient u/ < u > est
I'unique racine de I'unité dans Z; qui est congrue a v modulo ¢; tandis que si £ vaut 2, < u > est
toujours égal a u). Cela étant nous avons :

Définition 1.7. FEtant donnée une place p d’un corps de nombres K, nous appelons valeur absolue
(-adique principale d’un élément x, du groupe Ry, et nous notons |ryl|,, I’élément du Z,-module
multiplicatif U} = 14 0Z, défini par :

|zplp =1, sip est compleze;

|zplp =< sg(zy) >, sip est réelle;

|zplp =< Np= @) > sip est ultramétrique et étrangére a 0 ;

|zplp =< Nk, /0, (zp)Np~» @) > sip est au-dessus de .
Enfin, nous appelons valeur absolue £-adique principale d’un élément r de Ry relativement a la
place p, et nous notons ||, la valeur absolue (-adique principale de Uélément sy(x), 0w s, est la
surjection canonique de Ry dans R, , induite par 'injection naturelle de K> dans pr.

Remarques. (i) La définition donnée ici differe de celle de Tate (cf. [Ta], Ch. VI, §1, déf. 1.1), qui
ne s’étend pas aux Z,-modules. Plus précisément, pour chaque place p de K, la quantité |z|, est
le crochet de la valeur absolue de Tate; c’est pourquoi nous parlons de valeur absolue principale.

(ii) L’application }, + |y |, est trivialement un Z,-morphisme de R, dans Uy. En particulier,
elle est continue et fermée pour la topologie naturelle de ces deux modules. Si p est ultramétrique,
son image Rk, |p est, en outre, un sous-module d’indice fini de Up.

Proposition 1.8 (Formule du produit pour les valeurs absolues). L’application

r=(rp)p — [zl ot H [Tl
- pEPIlK
est un Zg-morphisme continu du -groupe Jx des idéles du corps K sur le groupe Uy des unités
principales de l'anneau Zy. Son noyau Ji est un sous-module fermé de Jx qui contient le tensorisé

l-adique Ry du groupe multiplicatif K*.

Démonstration. Remarquons d’abord que la quantité [] [t,|, est bien définie puisque, pour chaque
idele ¢ de Jk, les composantes g, étant des unités pour presque tout p, le produit infini n’a en fait
qu’un nombre fini de facteurs distincts de 1. Cela étant, pour montrer que lapplication ¢ — |z
est continue sur Jg, il nous suffit, d’aprés la propriété universelle de la topologie limite inductive,
de vérifier la continuité de sa restriction au sous-module 7. fg, pour chaque ensemble fini S assez
grand de places de K. Pour cela, nous pouvons supposer que .S contient les places au-dessus de /,
auquel cas nous avons |t = HpES |tp|p, pour chaque r de J2 ; et la continuité de | - | résulte de
celle des applications | - |, sur chacun des facteurs Ry, .

Enfin, pour établir la formule du produit, il suffit de noter qu’elle est trivialement vérifiée sur
le corps des rationnels, puis d’écrire que l'on a, pour tout = de R :

lele = T l=le = I TTlele = TT T11V&ws0n @l = T1 INk/o(@)| = [Nkjg@)lo = 1.
pePlk pEPlg plp pEPIg plp pEPly
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Corollaire 1.9. Le noyau Jx de la formule du produit pour les valeurs absolues (-adiques sur
K est I"image réciproque par la norme arithmétique Ni g du méme noyau Jg pour le corps des
rationnels Q.

Démonstration. On a, en effet, |t|x = [Ng/q(r)|o pour tout r de Jk, et par suite Tk =
“'Ni/o(Je)- O

Proposition 1.10. Soit p une place de K et |- |p la valeur absolue £-adique principale associée.
(i) Sip ne divise pas £, le noyau Uy, de Uapplication |- |, est le sous-module des unités de Ry, :

lzplp = 1 & xp € Uk,
(ii) Si p divise ¢, le noyau Zj{p de Uapplication | - |, est caractérisé par la condition :
|93p|p =le LogeNKp/Qz (zp) = Ter/@eLng(l"p) =0.

Le groupe Zjlp est le produit direct du sous-groupe py, des racines de l'unité dans Ry, , et d’un
Zg-module libre de rang [Ky : Q).

Et, dans tous les cas, le groupe Uy est l'image réciproque par la norme arithmétique locale N, /q,
du noyau dans R, de la valeur absolue (-adique principale sur Qp.

Démonstration. (i) Lorsque p ne divise pas ¢, la condition |z,|, = 1 s’écrit tout aussi bien vy (x)) =
0; elle caractérise donc les unités de Rk, (on notera que, du fait des conventions utilisées, —1
n’est pas une unité dans R, , si p est réelle et £ égal a 2).

(ii) Lorsque p divise £, la condition |z |, = 1 s’écrit encore < N, /q,(7p)/ Npv»(@») >= 1. Elle
affirme donc que la norme de x, s’écrit comme produit d’une puissance de ¢ (qui est nécessairement
N p”F(‘””)) et d’une racine de l'unité. Mais cette propriété caractérise le noyau du logarithme
d’Iwasawa dans Qp, ce qui conduit a 1’équivalence annoncée. Enfin, comme |’RKp |p est d’indice
fini dans Uy, il vient immédiatement (avec la convention dimgz, X = dimg, Q; ®z, X pour tout

Zy-module X) : N
dimzz Z/{p = dimze RKP —1= dimzz qu = [KF‘ : Qg]

O

Corollaire 1.11. Le noyau dans Jx des valeurs absolues principales est le sous-module compact

Ug = IT ne 1‘[171[ composé direct du sous-groupe Hp)[oo Hp des ideéles unités qui sont localement
ptloo e
des racines de U'unité, et d’un Zg-module libre de dimension Y [K: Q] = [K : Q).
e

Définition 1.12. Le quotient Dy = jK/Zle est, par définition, le £-groupe des diviseurs logarith-
miques du corps K. Nous disons que l'image Pk de Ry dans Di est le sous-groupe principal de
Dk . Le quotient

Cly = Dk /Px = Jx /U R,
est le (-groupe des classes logarithmiques du corps K.

Nota. Comme expliqué plus loin, la conjecture du Gross généralisée postule précisément la finitude
du groupe Clg.

2 Reésultats fondamentaux du corps de classes /(-adique

2.1 Isomorphisme du corps de classes /-adique

Nous rappelons sans démonstration les résultats fondamentaux du corps classes local pour les
l-extensions, puisqu’ils sont essentiellement bien connus sous cette forme (cf. par exemple, [AT],
Ch. VI, §4). Nous donnons en revanche la preuve des résultats globaux.



Théoréme 2.1 (Corps de classes local). Etant donné un corps local K,, Uapplication de réci-
procité induit un isomorphisme de Z¢-modules topologiques entre le compactifié profini Ry, =

@pr /Kp”k et le groupe de Galois Dy = Gal(K;"/K,) de la (-extension abélienne mazimale du
corps Ky. Dans cet isomorphisme le groupe d’inertie I, = In(K,"/Ky) est limage du sous-groupe
Uk, des unités de Ry, .

- Sip ne divise pas £, la ramification est modérée et le groupe I, est fini, isomorphe au £-Sylow
tp du groupe des racines de l'unité dans K.

- St p divise £, la ramification est sauvage et le groupe I, est infini. Dans ce cas, la suite des
sous-groupes supérieurs de ramification est l'image dans D, de la filtration canonique (Ué)zZl =

(1+p")iz1 du groupe U, .

Remarques. (i) L’application de réciprocité locale établit une correspondance bijective entre les
sous-modules fermés de Ry, et les (-extensions abéliennes de K. Plus précisément toute sous-
extension L, de Kg" est le corps des points fixes d’un unique sous-module fermé de R, . En
particulier, si H est un sous-groupe quelconque de Ry, , et L, son corps des invariants, la fermeture
de H dans Rk, est le sous-module de Rk, associé a Ly.

(ii) Dans la correspondance obtenue, les {-extensions abéliennes finies de K, sont associées aux
sous-modules fermés d’indice fini de R K, i-e. aux sous-modules ouverts de R, - Ces sous-modules
sont donc caractérisés comme groupes de normes associés aux f-extensions finies de K, :

Scolie 2.2. Si Ly est une (-extension finie quelconque de Ky, le sous-module ouvert de Ry,
associé par le corps de classes local a la sous-extension maximale La}j de Ly qui est abélienne sur

Ky, est limage de Ry, = I'&HL;}/L%ZIC par la norme arithmétique. Il vient ainsi :

D;b(ng/Kp) = Gal(L%’/Kp) ~ RKP/NL‘B/K')RL;B

I;b(Lq_‘,/Kp) = ITL( %)/Kp) :uKP/NL‘D/KpuKP'

Ce résultat s’étend sans difficulté aux extensions infinies, si I’'on convient de dire qu’un élément
de R, est norme dans une telle extension lorsqu’il est norme dans chacune de ses sous-extensions
finies. Dans ce cas, le théoréme d’existence du corps de classes local affirme que tout sous module
fermé de R, est le groupe des normes d’une unique /-extension abélienne de K.

Théoréme 2.3 (Corps de classes global). Etant donné un corps de nombres K, Uapplication de
réciprocité indwit un isomorphisme continu du £-groupe Ji des idéles de K sur le groupe de Galois
G = Gal(K*/K) de la L-extension abélienne mazimale de K ; le noyau de ce morphisme est le
sous-groupe Ry formé des idéles principaux. Dans la correspondance obtenue, le sous-groupe de
décomposition D, d'une place p de K est I'image dans G du sous-groupe Ry, de Jk ; et son
sous-groupe d’inertie I, est celle du sous-groupe Uy, des unités de Ry, .

Démonstration. D’aprés Artin-Tate (cf. [AT], Ch. XIV, prop. 10), le morphisme surjectif du groupe
des idéles de K sur le groupe de Galois G de la f-extension abélienne maximale de K est nul sur
le sous-groupe ¢-divisible J{¥ de Jgx. Comme le ¢-groupe généralisé Jx contient canoniquement
le quotient Jx /J&, il ’agit donc d’établir que le morphisme quotient Jx /J5Y — G52 se prolonge
de fagon unique en un Zg-morphisme 9 de Jx sur G52, que ce prolongement est continu, et que
son noyau est le groupe Ry des idéles principaux.

(i) existence du prolongement : Pour chaque place ultramétrique p de K faisons choix d’une
uniformisante m, ; prenons m, = 1, si p est complexe ; T, = —1, si p est réelle. Puisque le sous-groupe
Ux des unités de Jx est contenu, par construction, dans celui Ui de Jg, 'application 1 cherchée

est bien définie sur le sous-groupe dense Uy @® 7. Ecrivant alors 9 (u-[]m,") = v (u)[ [t (),
pEPlx p p

pour chaque famille (a,), d’entiers ¢-adiques presque tous nuls, nous obtenons le prolongement
cherché.

(ii) continuité de I’application obtenue : Si H est un sous-groupe ouvert de G32, le corps des
points fixes qui lui correspond par la théorie de Galois est une ¢-extension abélienne finie de K ;
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elle est ramifiée en un nombre fini de places. Par suite, si S est la réunion des places ramifiées

et de celles au-dessus de ¢, nous avons évidemment (U, ) C H pour chaque p € S. De plus, le

quotient G2 /H étant un ¢-groupe fini, il existe un sous-module ouvert U, de U, = [[ U, et, pour
e

chaque place p, un sous-module ouvert Wﬁnp Ze ge W?e dont I'image par 1 est contenue dans H. Le

) o _

produit [[Ugk, -U;- ]I Wﬁ 2t est alors un sous-module ouvert de Jx contenu dans ~'¢(H);
pes pEPIK

ce qui prouve que Y est continue.

(iii) noyau : nous savons déja que le noyau de ¢ est un sous-module fermé de Jg, lequel
contient 'image de K* donc la fermeture de cette image, qui est R . Pour voir qu’il n’a pas
d’autres éléments, il suffit de remarquer que la construction des idéles généralisés a tué le sous-
groupe des normes universelles, dont la structure est bien connue (cf. [AT], Ch. IX, §1), et qui est
précisément le noyau dans Jg /K> de 'application de réciprociteé.

Enfin, le lien entre le corps de classes global et le corps de classes local ne pose aucune difficulté
particuliére puisque, pour chaque place p de K, le Z;-module compact Ry, s’identifie (algébri-
quement et topologiquement) avec son image canonique dans le quotient Cx = Jx /R k. O

Plus généralement, si S est un ensemble fini de places de K :

Lemme 2.4. La surjection naturelle © Ry, — (@ Rk, Ri)/Ri C Ck est un isomorphisme
pes peS

de Zy-modules compacts.

Remarque 1. Ce résultat n’est pas vrai dans la théorie classique du corps de classes, puisque l'ap-
plication & K — ( & K, )K*/K* C Jg/K* n’est pas un homéomorphisme pour les topologies
pes pes

habituelles de ces deux groupes, dés que S contient plus d’une place.

Démonstration. Puisqu'un Z,-module de type fini est d’une fagon et d’une seule un Zy;-module
topologique, il suffit de vérifier 'injectivité, c’est-a-dire le fait que Rx rencontre trivialement

chaque somme finie @ R, . Or cela résulte directement du fait que I'unité est le seul élément de
peS

hauteur infinie dans R. En effet, si v = (t), est un idéle principal contenu dans une somme finie

® Rk, , les conditions v, = 1 pour p ¢ S, montrent que t, qui est puissance ¢k-iéme locale en
peS

dehors de S, pour tout k, est puissance £*-iéme globale pour tout & (cf. [AT], Ch. IX, §1, th.1),
i.e. de hauteur infinie dans R . O

Remarques. (i) L’application de réciprocité globale établit un isomorphisme de Z,-modules topo-
logiques du ¢-groupe Cg des idéles de K sur le groupe de Galois G452 de la f-extension abélienne
maximale de K. Elle met ainsi en bijection les sous-modules fermés de Jx qui contiennent R g
avec les f-extensions abéliennes de K, chaque sous-extension de K* étant le corps des points fixes
d’un unique sous-module fermé de Jx contenant R .

(ii) Dans la correspondance obtenue, les ¢-extensions abéliennes finies de K sont associées
aux sous-modules fermés d’indice fini de Jx contenant R, c’est-a-dire aux sous-modules ouverts
de Jx qui contiennent Ry . Ces sous-modules sont donc caractérisés comme groupes de normes
attachés aux f-extensions finies de K :

Scolie 2.5. Si L est une £-extension finie quelconque de K, le sous-module ouvert de Cx associé
par le corps de classes global a la sous-extension mazimale L™ de L qui est abélienne sur K est
ltmage de Cr, par la norme arithmétique :

Gal(L*/K) ~ Cx /Ny k(Cr) = Tk /N )k (TL)Rk-

Dans cette description, les sous-groupes de décomposition et d’inertie d’une place p dans l’ex-
tension abélienne L™ /K sont donnés par les isomorphismes :

Dp(Lab/K)Z'RKp/RKpﬁNL/K(jL)RK et Ip(Lab/K)’:Z/{KP/UKpQNL/K(jL)RK.
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Remarque 2. Lorsque L est une extension abélienne de K, les groupes de décomposition et d’iner-
tie d’une place p dans L/K s’identifient respectivement aux groupes de Galois et d’inertie de
Iextension abélienne locale Ly /K. La correspondance entre le corps de classes local et le corps de
classes global se traduit alors par les identités :

Npy i, Ry = Rk, NNy k(JL)RK et Npy/r,Up = Uk, NNy k(JL)RK-

Dans le cas général, en revanche, il n’en est pas de méme : si L est une f-extension quelconque

de K, 'extension galoisienne locale qui lui correspond est I'intersection L, = f‘) Lsgz des complétés
Blp
de L pour les places au-dessus de p (pris dans une méme cloture algébrique de K,). D’aprés le

corps de classes local, le groupe de Galois D}°(L/K) = Gal(Ly’/K,) de la sous-extension abélienne
Ly de Ly est donné par l'isomorphisme :

Dy (L/K) = Gal(Ly'/K,) ~ Ry, /NL, i, Ry = Ric, /[ [Ny, (Rep)-
PBlp

Mais il peut arriver que l'on ait Dy°(L/K) # Dy (L™ /K), puisque I'extension abélienne locale Ly
peut contenir strictement la localisée de ’extension abélienne globale L*".

2.2 Schéma général de la ramification abélienne

Nous introduisons ici quelques unes des principales pro-f-extensions abéliennes d’un corps de
nombres K et nous déterminons les groupes de normes qui leur correspondent. Le corps K étant
réputé fixé, nous omettons dans un but de simplification I'indice K dans les notations.

Les extensions étudiées sont définies le plus souvent sous une condition maximale de plonge-
ment, de décomposition ou de ramification. Précisons d’abord ce que nous entendons par 1a :

Définition 2.6. Etant donnés deux ensembles finis (disjoints) S et T de places d’un corps de
nombres, nous disons qu’une £-extension L de K est T-ramifiée et S-décomposée lorsqu’elle est non
ramifiée aux places (finies) étrangéres a T et complétement décomposée aux places de S ; autrement
dit, lorsque pour chaque place p de K et chaque place B de L au-dessus de p, ’extension locale
Ly /K, est non-ramifiée si p n’appartient pas & T et triviale si p appartient & S.

Convention : lorsque p est une place réelle, le groupe multiplicatif Ry, est égal a Z,/2Zy, et son
sous-groupe des unités Uy, est trivial d’apres la définition 2. La place p peut donc se décomposer
dans une f-extension (abélienne) de K, mais non se ramifier, sans contredire le théoréme 2.1.
Lorsqu’une place réelle n’est pas complétement décomposée dans une ¢-extension de K, nous disons
qu’elle se complexifie. Nous parlons donc de complezification 14 ou d’autres parlent de ramification
a linfini, et nous réservons le concept de ramification aux seules places finies. En particulier,
une extension est S-ramifiée dés qu’elle est non ramifiée aux places finies (i.e. ultramétriques)
n’appartenant pas a .S, quel que soit le comportement des places a I'infini (i.e. archimédiennes).

Exemple 2.7. Extensions maximales respectivement (-ramifiée, modérément ramifiée, non rami-
fiée, séparément ramifiée.

(i) La f-extension abélienne (-ramifiée maximale K" de K est la plus grande f-extension
abélienne de K qui est non ramifiée en dehors des places f-adiques ; son groupe de normes
est ainsi le produit :

Ruy=R][ e, =RI] n-
pte pféoo
(ii) La f-extension abélienne modérément ramifiée maximale K™" de K est la plus grande ¢-

extension abélienne de K qui est non ramifiée aux places f-adiques; son groupe de normes
est le produit :

RUy = R] [ U,
ple
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(iii) L’intersection K*" M K™ est la (-extension abélienne maximale non-ramifiée K™ (aux
places finies) de K ; son groupe de normes est le produit de R par le sous groupe unité U
de J :

! _ _
RU; Uy = R] [ t, [] Ux, = RU.
pte ple

(iv) Le compositum K*" K™ est la plus grande f-extension abélienne K*" de K qui est sépa-
rément ramifiée, i.e. composée d’une extension ¢-ramifiée et d’une extension modérément
ramifiée ; son groupe de normes est ainsi 'intersection

’R,Z/l[f NRU, = Rsz(g)SZ(g),

ot 55(E) (resp. s¢(€)) est le projecté canonique dans U = %UKP (resp. dans Uy = I_IIZUKP)
p p
du /-adifié £ du groupe des unités de K.

Examinons maintenant les groupes de Galois :

Nous avons immédiatement Gal(K*/K‘) ~ U} R/R ~ U;/U; N R et le dénominateur est
constitué des unités globales (i.e. des éléments de &) qui sont localement triviales aux places (-
adiques. Comme nous allons le voir plus loin, la conjecture de Leopoldt postulant précisément sa
trivialité, nous obtenons ainsi

Gal(K™/K*) ~ U, = H U, (sous la conjecture de Leopoldt)
pte

De fagon semblable, nous avons Gal(K®/K™") ~ U, /U; N R et le dénominateur est constitué
ici des unités globales qui sont localement triviales aux places modérées donc presque partout. Le
groupe Uy N'R est donc toujours trivial et il vient donc dans ce cas en toute généralité :

Gal(K™ /K™ ~ Uy = [ [ U,
pl¢

Considérons maintenant 'extension composée K*" = K" K™ 1l vient :
Gal(K*™/K*®") ~ (UR NU) /R = Rse(E)sy(E) /R =~ s¢(E)sy(E) E.

Comme nous avons s¢(€) ~ & (sous la conjecture de Leopoldt) et s;(£) ~ £ (dans tous les cas), il
suit :
Gal(K™/K*") ~ &,

ce qui permet d’identifier le tensorisé f-adique € du groupe des unités de K au groupe de Galois
relatif d’une sous-extension abélienne de K®°.

Enfin, le groupe de Galois Gal(K™"/K) a déja été calculé (cf. prop. 1.5) ; c’est tout simplement
le ¢-groupe des classes de diviseurs du corps K :

Gal(K"" /K) ~ J JUU;R = T JUR ~ D/P = CL.

En d’autres termes, le groupe des classes C{ et le f-adifié £ du groupe des unités peuvent ainsi
s’interpréter comme les obstructions globales & ce que 'extension abélienne maximale K* /K soit
le compositum direct des sous-extensions K" /K et K™ /K.

L’ensemble de cette discussion peut ainsi se résumer (sous la conjecture de Leopoldt) par le
diagramme (ol sont représentés les corps et les groupes de Galois) :
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Kab

Uy g U
KST
Kér Kmr
Ue/s0(E) Uyp/s4(E)
KTLT
cl
K

Diagramme 2

Nota. Le groupe de Galois Gal(K*"/K™") ~ U,/s,(£) est un Zy-module noethé-rien (de dimension
(r+2c) —(r+c—1) = ¢+ 1, sous la conjecture de Leopoldt). Le groupe Gal(K™"/K"") en
revanche n’est pas de type fini puisqu’il admet des quotients de rang arbitrairement grand comme
le montre ’exemple suivant.

Exemple 2.8. Extensions maximales S-ramifiée, resp. S-décomposée.

Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places f-adiques.

(i) La f-extension abélienne S-ramifiée maximale K°" de K est la plus grande f-extension
abélienne de K qui est non ramifiée en dehors de S'; son groupe de normes est le produit :

RUS=RT[U K, -
pé¢s

(ii) La f-extension abélienne S-décomposée maximale de K¢ de K est la plus grande /-
extension abélienne de K qui est complétement décomposée aux places de S; son groupe
de normes est le produit :

RRs =TR[] R, -
es

Les mémes calculs que ceux conduits dans I'exemple précédent donnent ici
Gal(K*/K%?) ~ RRs/R ~ Rs/RNRs = Rs (dans tous les cas) ;
Gal(K®/K5") ~ RU% /R ~ U /R NU® = U? (sous Leopoldt) ;

et  Gal(K*/K5"K%) ~ (RUSNRRs)/R ~ (E5U° NERg)/ES

~ 59(E%)s5(E5) /€% ~ 5,
ott £ est le f-adifié du groupe des S-unités globales et s° (%) (resp. s5(£°)) sa projection dans

U? (resp. Rs), laquelle est isomorphe & £° dans tous les cas (resp. sous la conjecture de Leopoldt) ;
et enfin :

Gal(K" N K% /K) ~ J/RsUSR ~ CIS.
En résumé, on obtient ainsi le diagramme :
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Kab

R &8 us
KS’d . KST
i //////////////////////

K
Rsm US /55 (€9)

KS’d N KSr
ces

KST

K

Diagramme 3

Exemple 2.9. Extensions maximales respectivement libre, localement libre.

Une pro-f-extension abélienne de K est dite libre lorsque son groupe de Galois est un groupe
abélien libre, c’est a dire le produit de copies de Z,. La f-extension abélienne libre maximale
de K est donc tout simplement le compositum K? des Zg-extensions de K. Or, pour qu’une
pro-f-extension soit libre il est évidemment nécessaire qu’elle le soit localement. La plus grande
{-extension localement libre de K est souvent appelée extension de Bertrandias-Payan, ces deux
auteurs l’ayant introduite (sous une autre terminologie) a 'occasion de I'étude d’une condition
suffisante de la conjecture de Leopoldt (cf. [BP]); ¢’est pourquoi nous la notons K. Et puisque
le sous-groupe de torsion de R, est le sous-groupe des racines fiy, le groupe de normes associé a

K" est le produit :
R H p

Il en résulte immédiatement que le groupe de normes associé & K* est la racine de celui-ci dans

J:
VR #e

Tous deux contiennent le produit R [[ g, rencontré plus haut, qui est associé a la f-extension
pftoo

(-ramifiée maximale K" de K : on retrouve la le fait qu'une Z,-extension (et, plus généralement,
une f-extension localement Zg-plongeable) est non ramifiée en dehors des places f-adiques. Comme
Gal(K*"/K) est de type fini (cf. exemple 2.7), le quotient Gal(K"/K) l'est aussi et le sous-groupe

fini
T =R 1e/R[[ 1 = Gal(K"/K?) = Gal(K™ /K)'"

mesure ainsi ’obstruction globale au probléme du plongement d’une {-extension abélienne dans
une pro-f-extension libre. Le quotient Gal(K?/K) est un Z,- module libre qui a méme dimension
que Gal(K"/K) donc que Gal(K*"/K); comme expliqué, sous la conjecture de Leopoldt, cette
dimension est égale au nombre c+1 de plongements complexes de K augmenté de 1. Il vient enfin :

Gal(K*/K") zRHup/R: H,up/RﬂHMp.
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et, comme exposé plus loin, la conjecture de Leopoldt postule précisément que le dénominateur se
réduit au ¢-groupe p des racines globales de I'unité. L’ensemble de cette discussion peut donc se
résumer (sous la conjecture de Leopoldt) au diagramme ci-dessous ou la partie irréductiblement
globale est mesurée par le groupe T :

Kab

MLe/n
K

Diagramme 4

Exemple 2.10. Extensions cyclotomique, resp. localement cyclotomique maximale.

(i) La Zg-extension cyclotomique K¢ de K est la composée avec K de la Zs-extension cycloto-
mique Q¢ de Q. Le groupe de normes qui lui correspond est donc la préimage par la norme
arithmétique Nk /g du groupe de normes associ¢ a Q° dans Jp. Mais, comme Q° n’est
autre que la pro-¢-extension abélienne f-ramifiée oo-décomposée maximale de @Q, ce dernier
coincide avec le noyau Jp = [[upRg de la formule du produit dans Jg; et le groupe de

pte

normes associé & K¢ est donc tout simplement le noyau j = N /Q(j(@) de la formule
du produit dans Jx pour les valeurs absolues f-adiques.

(ii) La pro-f-extension localement cyclotomique maximale K'° de K est la plus grande pro-/-
extension de K¢ qui est abélienne sur K et complétement décomposée sur K¢ en chacune
de ses places. Si p est réelle, toutes les extensions cyclotomiques de K, sont complétement
décomposées et la composante locale du groupe de normes associé¢ a K le est triviale : c’est
Uy, = 1. Sip est ultramétrique, la Z,-extension cyclotomique locale K est la composée avec
K, de la Z-extension cyclotomique Qf du complété p-adique de Q; le sous-groupe de R,
qui lui correspond est donc la préimage par la norme locale Nk, /g, du sous-groupe de R,
associé a Qp ; c’est encore le noyau Zjlp ="1N K, /Qp (ap) de la valeur absolue /-adique. En
particulier le sous-groupe global associé a K¢ est donc le produit :

RU =R ] Uy-
p

Le quotient Cl = D/P = JJUR ~ Gal(K'*/K¢) mesure ainsi l'obstruction globale au probléme
de plongement d’une /-extension abélienne dans la Z-extension cyclotomique :

Kab
) u/é
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Diagramme 5

2.3 Les conjectures de Leopoldt et de Gross

Nous donnons ci-dessous la traduction en termes de corps de classes ¢-adique des conjectures
classiques de Leopoldt et de Gross ou, plus précisément, des généralisations naturelles de ces
conjectures que nous continuons, suivant I'usage établi, a appeler conjectures et de Leopoldt et de
Gross quoique ces auteurs ne les aient pas initialement formulées ainsi mais, pour le premier, dans
le cadre des seuls corps de nombres totalement réels et, pour le second, dans celui des extensions
quadratiques totalement imaginaires d’un tel corps. Bien entendu, si K = K, est totalement réel,
notre premier énoncé est équivalent a celui de Leopoldt, et si K = K [\/a] est une extension
totalement imaginaire d’un corps totalement réel qui satisfait la conjecture de Leopoldt, notre
second énoncé est équivalent & celui de Gross.

Considérons pour commencer la conjecture de Leopoldt généralisée :

Définition 2.11. Nous disons qu’un corps de nombres K vérifie la conjecture de Leopoldt (pour
le nombre premier £) lorsque les seuls idéles principaux qui sont localement partout des racines de
l'unité sont les racines globales de 'unité, ce qui s’écrit :

RﬁHup:u.

Proposition 2.12. Soit K un corps de nombres ayant v places réelles et ¢ places imaginaires.
Les cing assertions suivantes sont alors équivalentes & la conjecture de Leopoldt :

(1) K admet au plus (et donc exactement) (¢ + 1) Z¢-extensions linéairement indépendantes ;

(ii) Le groupe de Galois Gal(K*"/K) attaché a la pro-f-extension (-ramifiée mazimale de K
est un Zg-module de dimension c+ 1 ;

(i1i) L’image & = s¢(E) du L-groupe des unités globales € = Zy @z E dans le produit Uy =
HW Uy des (-groupes d’unités locales pour les places {-adiques est un Zg-module de dimension
r+c—1;

(iv) L’application de semi-localisation sp induit un Zg-morphisme injectif de € dans Uy ;

(v) Le quotient [[ pp/p s’injecte canoniquement dans le groupe des classes d’idéles C.

Remarque 3. (i) Lorsque K est totalement réel, la condition (i) affirme qu’il n’est d’autre Z,-
extension de K que la cyclotomique K€;

(ii) Transportée par le logarithme ¢-adique, I’assertion (iv) se lit sur le régulateur construit sur
un systéme fondamental d’unités de K ; on retrouve dans ce cas ’énoncé initial de Leopoldt pour
les corps totalement réels.

Démonstration. Examinons successivement les équivalences :

(i)<(ii) : Immédiat, puisque le compositum K# des Zs-extensions de K est contenu avec un
degré relatif fini dans la pro-f-extension K comme expliqué dans I’exemple 2.9.

(ii) < (iii) < (iv) : D’aprés I'exemple 2.7, le groupe de Galois Gal (K*"/K) contient comme sous
groupe d’indice fini le groupe Gal(K*" /K"") ~Uy/s,(E) = Uy /Ep. Maintenant, Uy a pour dimension
le degré r + 2¢ du corps K et £ le nombre de Dirichlet r + ¢ — 1. Il vient donc :

dimz, Gal(K*"/K) = ¢ +1 & dimg, & = r 4+ ¢ — 1 & sy|gest injective.

(iv)<(v)<(Leopoldt) : Dans l'identification de R = Z, ®z K* avec son image canonique dans
J, Papplication de £ dans U, induite par 'homomorphisme de semi-localisation n’est autre que la

restriction & & de la projection canonique de U sur Uy = [ U;. 11 vient done :
il

sele injectif < ENJ] Uk, =1.
pte
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Et la condition de droite peut encore s’écrire £ N [[yp = € N u, puisque le groupe [] pp est
p plloo
fini. Bien entendu, si ¢ est impair, cette derniére identité s’écrit tout simplement : £ N [Ju, = p.
p

Cependant, si £ vaut 2, la racine de 'unité (—1) n’est pas une unité dés que K posséde des places
réelles, de sorte que dans ce cas €N [[u, peut étre strictement contenu dans p. Pour pallier cette
p

difficulté, il est commode de réécrire la condition précédente sous la forme plus générale
RN Hﬂp =K
p

qui exprime que l'application naturelle du quotient [[u,/u dans le ¢-groupe C = J /R des classes
p
d’idéles de K est un monomorphisme. O

Scolie 2.13. Le quotient du groupe ' = RN ][] pp des ideles principaux qui sont localement des
racines de l'unité par le sous-groupe p des racines globales est un Zg-module libre de dimension
finie. Nous disons que p'*°/p est le groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt pour le corps
K (et le premier ) et que sa dimension Opeopolar = dimg, (1'°°/1) est le défaut dans K de cette
conjecture.

Venons en maintenant a la conjecture de Gross généralisée.

Définition 2.14. Nous disons qu’un corps de nombres K vérifie la conjecture de Gross (pour le
nombre premier £) lorsque le ¢-groupe Cl des classes logarithmiques de K est fini.

Proposition 2.15. Soit K un corps de nombres ayant r places réelles, ¢ places complexes et 1
places (-adiques. Les cing assertions suivantes sont alors équivalentes & la conjecture de Gross :

(i) la pro-f-extension localement cyclotomique mazimale K¢ de K est de degré fini sur la
Zg-extension cyclotomique K€ ;

(1) le noyau E=RNU des valeurs absolues dans R est un Zg-module de dimension r+ ¢ ;

(111) Uimage |E'|; du l-adifié &' = 7y @7 E' du groupe des £-unités de K dans le groupe Vy =
[G@|R[|[ construit sur les valeurs absolues attachées auz places £-adiques est un Zg-module libre de
dimension | — 1;

() la famille |.
groupe &' des (-unités sur un sous-module d’indice fini de la somme directe Vo = @|Ry|( restreinte
aux familles (v()ie qui vérifient la formule du produit HIM [ei=1;

(v) la famille (|.|y)p des valeurs absolues attachées auz places de K envoie le (-groupe R des

¢ = (|-l1)ye des valeurs absolues attachées aux places (-adiques envoie le (-

ideles principauz sur un sous-module d’indice fini de la somme directe V = D, [Rx, |y restreinte
aux familles (vy)y qui vérifient la formule du produit [, |vpl, = 1.

Remarque 4. Si K est une extension quadratique totalement imaginaire d’un sous-corps K, to-
talement réel, le groupe de Galois A = Gal(K/K,) est un groupe d’ordre 2 engendré par la
conjugaison complexe 7. Il est alors possible d’écrire tout Z,-module ncethérien X comme somme
directe X @ X~ de ses sous-modules propres pour ’action de 7, et ce, de facon exacte si £ est
impair, a un fini prés si £ vaut 2. La conjecture de Leopoldt pour K permet ainsi d’affirmer que
lapplication de £* dans V+ induite par les valeurs absolues est presque surjective, et la condi-
tion (iv) postule alors que le méme résultat vaut de &'~ dans V~. Compte-tenu de 1’égalité des
dimensions, cela revient a dire que la restriction a £~ de la famille des valeurs absolues (| |¢)e
est injective, ce qui est précisément la conjecture initiale de Gross.

Preuve de la proposition. Remarquons d’abord que le groupe des classes logarithmiques Cl s'iden-
tifiant au groupe de Galois Gal(K'¢/K¢), comme expliqué en 2.1, I'assertion (i) de la proposition
est bien équivalente a la conjecture de Gross généralisée.

Examinons maintenant les équivalences :
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(i) (ii)«(iii) : D’apreés I'exemple 2.10, le groupe de Galois Gal(K le/K) s’identifie au quotient
J/RU = J/R]] Uk,]] U, et nous obtenons un Zs;-module de méme dimension en remplagant

pte e
J par le sous module d’indice fini R[] Uk, ][] Ry 11 vient alors :
pte e
’RH Z/{Kp H’R[/’RH UKF HZ;{[ = HR[/HZ}[(H'R[ n RH MKw) ~ R(/Z]g(% ~ V@/|5é‘g,
pte e pte e e e e .,

ot £ désigne la projection de £ dans Ry = [[Ry et |.|¢ = (|.|)1¢ I'application de R, sur V, donnée
e
par les valeurs absolues attachées aux places f-adiques.
Maintenant, V; = |R¢|¢ est un Zg,-module libre de dimension I ; I'image |£)|; de £ est contenue

dans le sous-module ]7@ de dimension [ — 1 formé des familles qui vérifient la formule du produit ;
et & est lui-méme un Z,-module de dimension 7 + ¢ — 1 + [. En résumé, nous avons donc, comme
annonce :
dimz, Gal(K'"*/K) =1 & dimg, € = r + ¢ < dimg, |E), =1 — 1.
(i) (iv)<(v) : Dassertion (iii) affirme que la dimension du Zy,-module |£)|, coincide avec celle
.1 — 1, du sous-module V, de V; ; elle exprime donc que |€4]¢ est d’'indice fini dans V,, ce qui est

Passertion (iv). Enfin, I'assertion (v) affirme que le méme résultat vaut pour |R| dans V, ce qui
est encore équivalent, puisque le quotient

V/ViIR| = T/R] | Ux, [ R,
pie e

qui s’identifie au groupe de Galois de la f-extension abélienne non ramifiée /~-décomposée maximale
de K, est un {-groupe fini. O

~
Scolie 2.16. Le quotient C{/CY " du {-groupe des classes logarithmiques par son sous-groupe fini

est un Zg-module libre de dimension finie. Nous disons que EZ/EZW est le groupe de défaut de la

conjecture de Gross pour le corps K (et le premier £), et que sa dimension 0 = dGross = dimg, C¢
est le défaut de cette conjecture.

3 Eléments de dualité /-adique

3.1 Pseudo-radicaux attachés aux groupes d’idéles

Nous introduisons dans cette section un certain nombre de Zy,-modules discrets obtenus par
produit tensoriel avec le Zy-module divisible Q/Z, de divers groupes considérés plus haut et que
nous appelons pseudo-radicaux parce que leurs groupes respectifs de ¢*-torsion s’interprétent, en
présence des racines ¢F-iémes de 'unité, comme les radicaux kummériens associés a des f-extensions
abéliennes convenables de K°.

Proposition et définition 3.1. Pour chaque place p d’un corps de nombres K, nous appelons
pseudo-radical local et nous notons

Ry = (Qu/Ze) @z, Rp ~ (Qu/Ze) @z K

le Zg-module divisible et de torsion construit sur le compactifié Ry, du groupe multiplicatif Ky
du complété de K pour la place p. Le groupe Ry, est donné par l’isomorphisme

W?UZZ pour p { foo

Ry ~q1 pour ploo
L[p?T;JQK/ZZ pour p|¢
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ou, pour p|¢, le facteur U, = (Qq/Z¢) @z, Uk, ~ (Qu/Z¢)% est le Zy-module divisible de corang
dp = [Kyp : Q] construit sur le groupe Uk, des unités principales de K.

La somme directe des Ry, lorsque p parcourt toutes les places de K s’tdentifie au tensorisé par
Q¢/Z¢ du Zg-module topologique Tk :

Ix =(Qe/Z¢) ®z, Tk = ? Ry.

Nous disons que Jx est le L-groupe des coidéles de K, et que son sous-groupe g = (Q¢/Z¢) ®z,
U ~ B(Qr/Ze)®7,Uk, ~ D Uy est le L-groupe des coideles unités. Le groupe Uy est un Zg-module
p e

divisible et de torsion de corang r + 2c = [K : Q).

Démonstration. Observons pour commencer, que le produit tensoriel d’un ¢-groupe divisible par
un ¢-groupe de torsion est toujours trivial. Le groupe Qg/Z; étant simultanément divisible et de
torsion nous obtenons :

- lorsque p est complexe, (Q¢/Z¢) ®7 K' = (Qu/Z¢) ®7 C* = 1, puisque C* est divisible;

- lorsque p est réelle, (Q¢/Z¢) @z Ky = (Q¢/Z¢) @z ({£1} x RY) = 1 = (Q¢/Z¢) ®z, Rk,
puisque {£1} est de torsion et R divisible.

La construction réalisée n’est donc intéressante que pour les places ultramétriques. Cela étant :

- lorsque p est étrangere a ¢, la factorisation K ~ pOUwL fait apparaitre un groupe de torsion

pPUpp
ug, un groupe ¢-divisible Up1 et un groupe isomorphe & Z; il vient donc comme annoncé :

(Q/Ze) @z K =~ 73" ~ (Qo/Z¢) ©2, R, ,

. _ ZZ
puisque Ry, = pipmy

est lui-méme produit du /-groupe fini p, par un Zg-module libre de rang 1.

- Lorsque [ divise #, en revanche, la factorisation K = plUlr2 fait intervenir le Z,-module
neethérien des unités principales U[1 = U ~ M[Z?‘ et le produit tensoriel par Q/Z; donne ici
(Qe/Z0) 22Ky = (Q/Ze)@zUr?) ~ thr? avec Wy = (Qu/Ze)R2Us =~ (Qo/Ze) Rz, Uy ~ (Qe/Zg) ™
comme attendu.

En sommant sur toutes les places p, on obtient ainsi la description annoncée des groupes de
coideles Jx = (Qv/Z¢) @z, Tk et du sous-groupe des coiinités g = (Qp/Z¢) ®7z, Urc. On constate
en particulier que g est un Zg-module divisible de torsion, somme directe de [K : Q] = r+ 2¢ =
lef d; exemplaires de Qy/Z;. O

Remarque 5. Lorsque le complété local K, contient les racines 2¢-iémes de 'unité, sa Z,-extension
cyclotomique K contient toutes les racines d’ordre {-primaire de I'unité et la théorie de Kummer
met alors en bijection les pro-f-extensions abéliennes de K avec les sous-groupes du produit

tensoriel (Q¢/Z¢) ®z Kg*. Cela étant, le produit tensoriel par le groupe divisible Q;/Z; ayant tué
le sous-groupe de torsion de K, (qui correspond au radical de K. p sur K »), Iapplication naturelle
de Ry = (Qu/Z¢) @z K dans R = (Qr/Zy) @z K™ est injective, et le groupe R, décrit donc,
par la théorie du Kummer, les {-extensions abéliennes de K dont le radical est représentable par
des éléements de K.

Définition et proposition 3.2. Nous appelons (-groupe des codiviseurs de K le tensorisé par
Q¢/Zy¢ du l-groupe des diviseurs de K :

Dk = (Q¢/Z¢) ®7, Dx ~ & D, avec Dy, w?z/zepour p{oo,®, =1sinon.
p
Le groupe Dk s’identifie canoniquement au quotient Jr /U du £-groupe des coidéles par le sous-
groupe des coidéles unités. En particulier, on a (non canoniquement) :
Jrx ~ Dk & Uk

Démonstration. Cela résulte immédiatement de 'isomorphisme non canonique Jx ~ Dk & Uk
obtenu en faisant choix pour chaque place non complexe p de K d’une uniformisante locale 7,
dans R K, O
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Remarque 6. Contrairement au ¢-groupe des diviseurs Dy, celui des codiviseurs D i ne fait pas
intervenir de composante aux places réelles.

Intéressons nous maintenant au pseudo-radical global Ry :

Définition et proposition 3.3. Nous appelons pseudo-radical attaché a un corps de nombres K
le Zy-module divisible et de torsion obtenu en tensorisant par Q/Zy le groupe multiplicatif K> :

Ri = (Q¢/Z¢) @7 K* = (Q¢/Z¢) ®2, Ri-

Nous disons que le produit €3¢ = (Q¢/Z¢) @z ES* = (Q¢/Zs) ®7, EF construit sur les unités

au sens ordinaire est le sous-groupe unité de Rk . Le quotient Ry /€S s'identifie canoniquement

au groupe des codiviseurs principaux g It (Qe/Zy) @7 P

Démonstration. L'isomorphisme Ry /€ ~ P est immédiat, le quotient Ry /ER! ~ Py étant
sans Zg-torsion. Mais ce résultat elit été en défaut si 'on avait pris unités et diviseurs principaux
au sens restreint. O

Pour expliciter les relations entre le groupe local Jx = @9, et le groupe global R, nous
allons regarder successivement les codiviseurs d’une part, les coiinités d’autre part. Nous avons :

Proposition 3.4. La suite exacte courte 1 — Pyt — D — CO3* — 1 qui définit le (-groupe
des classes d’idéaux du corps K conduit & la suite exacte courte canonique qui relie codiviseurs et
codiviseurs principaus :

1—CF — P — D — 1.

ord

Démonstration. Il s’agit simplement de voir que I'injection & conoyau fini de Py dans Dy induit
une surjection & noyau fini (isomorphe a C¢3) de Px dans D . Or cela résulte immédiatement
du lemme du serpent appliqué au diagramme commutatif :

I —— Pp  —— D Clg! 1
1 —— Q,@ ®Z£ Ploéd _— Qf ®Z£ D%d 1 1

L’application naturelle de P sur D est donnée par : £~F ® (z) — (¥ @ div 2. On notera en

particulier que si a est un idéal de K dont la puissance ¢*-iéme est principale, disons al" = (a),
I'élément /=% @ a de Dk est alors 'image de 1'élément /~*~" @ (a) de P. O

Proposition 3.5. L’application de semi-localisation du ¢-groupe EF* des unités globales (au sens
ordinaire) dans le (-groupe Uy = qu Uy des unités semi-locales aux places au-dessus de ¢ induit
un morphisme naturel du (-groupe des cotinités globales €5 dans le £-groupe des cotinités locales
k.

Son noyau Ker (€% — Ug) est la somme directe du Z;-module divisible et de torsion € =
(Qe/Ze) @z pls construit sur le groupe de défaut p5e/ g de la conjecture de Leopoldt, et du Zg-
module fini \/E5™ /€5 e, ot \/ES™ est la racine dans Uy de Uimage E5* de £, et py le sous-groupe
de torsion de Uy.

Son conoyau Coker (€% — k) est un Zg-module divisible et de torsion de codimension
c+ 149, ot c est le nombre de places complexes de K et § le défaut de la conjecture de Leopoldt.

Démonstration. Partons de application naturelle s, de £%:¢ dans U,. L’image réciproque ~*s; ()

du sous-groupe de torsion py = HII ¢t est formée des idéles principaux qui sont localement partout
des racines de 'unité; d’apres le scolie 2.13, c’est le noyau pk¢ de la conjecture de Leopoldt dans
K. Nous pouvons donc écrire

loc

ERY i ~ piE [k @ Eepue/ e,
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comme somme directe du Zg-module libre </ ~ 73 d’image triviale dans Uy/pu, et du sous-
module Eppip/ e =~ ZT“ 1=9 de Uy / e Introduisons maintenant la racine /& de & dans Uy. Nous

avons semblablement
Up/ e = U/ Ee B E] 1,

ot le dernier terme est libre de dimension 7 + ¢ — 1 — § et le premier de dimension (r + 2¢) — (r +
c—1-6)=c+1+0.

Passant maintenant aux tensorisés par Qy/Zy, nous voyons que le noyau cherché s’identifie a la
somme directe du Z,-module divisible

€5 = (Qe/Z¢) @z 1 [ =~ (Qu/Zy) @z P

construit sur les racines locales de 1'unité, et du Zg-module fini /E;/Eppe;
tandis que le conoyau s’identifie, lui, au Z,-module divisible (Qy/Z¢) ®z, (Ue/+/E¢) de codimension
c+1+06. O

Enongons sans démonstration les analogues logarithmiques de ces résultats :

Proposition 3.6. La suite exacte courte 1 — ﬁK — 75;( — EZK — 1 qui définit le £-groupe des
classes logarithmiques du corps K conduit a la suite evacte G quatre termes qui relie le {-groupe
des codiviseurs logarithmiques D = (Q¢/Z¢) ®z, Dy au L-groupe Pr = (Q¢/Zy¢) @z, Px des
codiviseurs logarithmiques principaut :

1 —>EZ§?T —>‘4~3K —>35K — (QK/Z[)5—> 1

—~t —
Dans celle-ci, le premier terme CEIZT s’identifie au sous-groupe de Zg-torsion de Cly, et le dernier

— —~tor ~
au quotient divisible Clx [Cly  de codimension .

Proposition 3.7. L’application de semi-localisation du {-groupe Ex des unités logarithmiques
globales dans le £-groupe Uy = le/{[ des unités logarithmiques semi-locales auz places au-dessus

de ¢ induit un morphisme naturel du £-groupe @K = (Q¢/Z¢) ®z, EK des cotinités logarithmiques
globales dans le (-groupe Uy = (Q¢/Z¢) ®z, Ux ~ (Q¢/Zy) ®z, U, des cotinités logarithmiques
locales. B _

Son noyau Ker(Ex — Ug) est la somme directe du Zg-module divisible et de torsion € =
(Q¢/Zy) Rz, 15, construit sur le groupe de défaut /K de la conjecture de Leopoldt, et du

Zyo-module fini \/ 54/5”% ot /& est la racine dans U, de limage & de Ex.
Son conoyau Coker(QEK — ilK) est un Zg-module divisible et de torsion de codimension c+9d— 5.

Remarques. les places réelles. Alors :

(i) L’injection canonique du sous-groupe principal PIS( dans le f-groupe de S-idéaux D}g{ induit
une surjection naturelle du tensorisé P3- = (Qv/Z¢) ®z, Ps sur le tensorisé D3 = (Qr/Z¢)®z,
Dj; de noyau isomorphe & C£%. En particulier on a Py = DF pour S assez grand

(7) Si K vérifie la conjecture de Gross, un résultat analogue vaut au sens logarithmique c’est a

dire qu’il existe une surjection naturelle de % sur D%, de noyau Cﬂi qui est une bijection pour
S assez grand.

(ii) L’application de semi-localisation envoie de méme le ¢-groupe EIS( des S-unités globales
dans le ¢-groupe Z/{Is( des S-unités locales et induit donc un morphisme du tensorisé global &3 =
(Qv/Zs) ®z, E5 dans le tensorisé local U3 = (Qq/Z¢) ®z, Uz Sous la conjecture de Leopoldt son
noyau est fini et son conoyau divisible de corang 1 + c.

(ﬁ) Ici encore un résultat analogue vaut au sens logarithmique : sous les conjectures de Leopoldt
et de Gross, le tensorisé éf( = (Q¢/Z¢) ®z, 5’}5; du ¢-groupe des unités logarithmiques globales
s’envoie avec un noyau fini dans le tensorisé U = (Q¢/Z¢) @z, U ]S( du ¢-groupe local, et le conoyau
de cette application est divisible de corang égal & c.
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3.2 Isomorphismes de dualité

Nous réunissons dans cette section des isomorphismes canoniques entre groupes de classes de
coidéles et groupes de classes d’idéles, que nous appelons isomorphismes de dualité parce qu’ils
identifient (en présence des racines de 1'unité) les radicaux kummeériens correspondant & certaines
extensions aux groupes de Galois correspondant & d’autres.

Du point de vue arithmétique ces groupes de classes apparaissent naturellement lorsqu’on
compare le pseudo-radical global Rx = (Q¢/Z¢)®z, Rk au f-groupe des coidéles Jx = (Qr/Z¢)®0z,

Jxk ou a celui des codiviseurs logarithmiques D x = (Q¢/Z¢) ®z, Dk :

Proposition 3.8. L’injection canonique du (-groupe principal Ry dans le £-groupe des idéles Jk
induit un Zg-morphisme naturel du pseudo-radical global R = (Q¢/Zs) Rz, Ri dans le {-groupe
des coideles I = (Qo/Z¢) Rz, Tk, dont le noyau et le conoyau sont de cotype fini.

Le noyau €l = Ker (Rxg — Jk) a pour sous-groupe divisible mazimal le tensorisé €5 =
(Q¢/Z¢) @z, (1)) = (Qe/Z¢) @z, p5¢ du groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt. Cest
donc le produit d’un £-groupe fini et de § exemplaires de Qq/Zy.

Le conoyau € = Coker(Rx — Ji) ~ (Q¢/Z¢) @z, Cx est un Zg-module divisible et de torsion
de codimension ¢+ 1+ § (isomorphe comme tel au produit de ¢+ 1+ & exemplaires de Qg /Zy).

Démonstration. Ecrivons la suite exacte du serpent & partir du diagramme commutatif exact ou
interviennent a gauche les ¢-groupe des colinités et a droite ceux des codiviseurs (conformément
aux propositions 3.4 et 3.5).

1 1 1
| | |
1 —— e V& /e — Clg Cey
| | |
1 — (5% — Rk PBr 1
| | |
1 — g — JK Ok 1

! l l

o (Qu/Ze)t —— e —— 1

l !

1 1

Diagramme 6

Nous obtenons :
1= € @ /& /Epe — Clie — CUE — (Qp)Ze) T = € — 1.
Et puisque les groupes /& /Evpie et CL3 sont finis, il vient comme annoncé :
I ~ @l et Cx ~ (Qp/Zg) 0.
O

Corollaire 3.9. Sous la conjecture de Leopoldt (pour le corps K et le nombre £) le noyau €l est
un £-groupe fini et le conoyau Cx un Zg-module divisible et de torsion de codimension ¢ + 1.
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Proposition et définition 3.10. Le morphisme naturel div du (- -groupe R des idéles principaux
dans le £-groupe CDK = jK/Z/IK des diviseurs logarithmiques (de degre nul) induit un Zg-morphisme
du pseudo-radical global R = (Q¢/Z¢) ®z Ry dans le £-groupe @K = (Q¢/Z) ®z Dy des codi-
viseurs logarithmiques, dont le noyau et le conoyau sont de cotype fini.

Le noyau Hx = Ker(Rx — D) a pour sous-module divisible mazimal HIY le tensorisé (’EK =

(Q¢/Z¢) @7, Ex du (-groupe des unités logarithmiques. Il est donc isomorphe au produit de r+c+o
exemplaires de Qp/Z¢ et du quotient fini T = DK /HE.
€
Le conoyau Coker(Rg — ’)5;() ~ (Q¢/Z¢) ®z, Clk est le Z¢-module divisible et de torsion

S~ —t ~
construit sur le groupe de défaut CE/CE;T de la conjecture de Gross; c’est donc le produit de §
exemplaires de Qg /Zy.

Démonstration. Partons de la suite exacte & quatre termes donnée par la proposition 3.6 :
—~tor ~ ~ —
1—=Cle - P > Dx — (Qu/Zs) @z, Clg — 1

Dans celle-ci le premier groupe C'E K " est fini et le groupe &BK des codiviseurs logarithmiques

principaux s’identifie au quotient de SR par le sous-groupe ¢ k = (Qv/Zy¢) ®z, Ex construit sur
les unités logarithmiques. Nous pouvons donc réécrire la suite précédente sous la forme :

1 —)Eét;:r —>ERK/@K — 35[( — (Qg/Z@) Rz, EZK —1

Et il ne reste plus qu’a observer que le groupe a gauche n’est autre que le quotient § g/ ¢ k. O

Corollaire 3.11. Sous la conjoncture de Gross (pour le corps K et le nombre £) le morphisme
naturel de R dans D est un épimorphisme et son noyau est le produit direct d’un £-groupe fini
et d’un Zy-module divisible et de torsion de codimension r + c.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux isomorphismes de dualité :

Théoréme 3.12. Soit K un corps de nombres; K¢ sa Zy-extension cyclotomique et K'¢ sa pro-
L-extension localement cyclotomique mazimale; K sa pro-f-extension localement libre maximale
et K# le compositum des Zg-extensions de K. Alors :

(i) Si K wvérifie la conjecture de Leopoldt, le noyau €lx du morphisme naturel de Rg dans Jx
s’identifie au sous-groupe de torsion T = HE" du groupe de Galois Hix = Gal(K™/K), i.e

Q:[K =~ TK - IH?T.

(i1) Si K vérifie la conjecture de Gross, le quotient Ty = H /N du noyau Hy du morphisme
naturel de R dans Jx par son sous-module divisible mazimal Y s’identifie au groupe de Galois

Clx = Gal(K'/K®), i
CZ ~ KZK — S{)K/f_’)dw

Démonstration. (i) Partons de la caractérisation €lx = {{~*®z € (Q¢/Z) @z, Ri| x € [[upTL }

du noyau €lg. Ecrivant z = Q:ek pour un ¢ de [Jpp et un ¢ de Jk, et associant a I’élément

F @ x de €l la classe r[I1pRi de I'élément ¢ dans le quotient /[[ppRi/[11pRrx ~ Tk,
nous définissons un morphisme surjectif de €lx dans Tk qui a pour noyau le sous-groupe divisible
¢t = (Qr/Z¢) Rz, 15 construit sur le £-groupe des idéles principaux qui sont localement des racines

de l'unité : pour ¢ = y € [[ #p Rk, nous avons, en effet : v = (Cﬁgk)yzk donc (~*®x = E*k@)(CﬁZk)
avec (¢! € [Tep NRix = pf¢. Nous obtenons donc la suite exacte courte (cf. [JO], th. 2.7) :

1= QR =€ = Clg = Tg =HE — 1;

d’ou I'isomorphisme annoncé €lx ~ Tk, sous la conjecture de Leopoldt.

24



(ii) Partons de la caractérisation Hx = {{* @2 € (Qu/Z¢) @z, Ri| x € Zjljf(k} du noyau k.
Ecrivant = = ﬂgék avec & € U et t € Jx, et associant a Péléement £~% @ = de g la classe de r dans
le quotient EZK =Jk /Z];{RK7 nous obtenons, conformément & la proposition 3.9, un morphisme
surjectif de g dans ’C‘Z’}?T qui a pour noyau le sous-groupe divisible ¢ k = (Q¢/Z¢) 2z, Ex construit

sur les unités logarithmiques locales. En d’autres termes, nous obtenons la suite exacte courte (cf.
[JO], th. 2.9) :

di ~ —~tor
1=9% =Cx > 9 > Cl, —1;
d’ou l'isomorphisme annoncé T = Hg /HE ~ EEK, sous la conjecture de Gross. O

Scolie 3.13. Si K contient en outre les racines (¥-iemes de l'unité (avec k > 2 pour £ = 2,
et k > 1 sinon), les sous-groupes de (*-torsion de €l et de Ty s’interprétent respectivement
comme radicaur kummeériens attachés respectivement aux pro-£-extensions abéliennes mazximales
localement cyclotomique K' et localement libre K™ relativement a la Zg-extension cyclotomique
K¢ et a la composé K* des Zy-extensions de K :

€l =g Rad(K'/K°) et T =g Rad(K™/K?).
En d’autres termes, ce sont les duaux de Kummer respectifs
WCQ[K = Hom(ék,C\ZK, ,L,Lgk) gk‘ZK = HOHI(ZICTK, ,LLgk)

des quotients d’exposants (% du (-groupe EZK = Gal(K'®/K¢) des classes logarithmiques et du
sous-groupe de torsion Tx = Gal(K"™/K?) du groupe de Galois Hx = Gal(K™/K).

Démonstration. On a, en effet, immédiatement :

Clx = {F @ € (Qu/Z¢) @z, Ric| @ € [[ 1pTE }
= {0 e (Qi/Z) 0z KX|K°(" V) C K} et

O ={"0r e (Q/Z) @z, Rr| © € Zlejf(k}
= {1 @2 e (QuZ) @z K*| K" V1) C K™}
d’ou

wCly = Hom(ékalZK7 Lior) €t

@k‘IK =k /C\ZK = Hom(ek Q:[K, [Lgk) = Hom(ekTK, ,Ll,gk),

comme annonce. O

On prendra garde toutefois que p$H%Y =g @K n’est pas, en général, le radical initial du
compositum K* des Zs-extensions de K en présence de capitulation cyclotomique (cf. [J2], §5).

3.3 Corps coprincipaux et corps logarithmiquement principaux

Les résultats de dualité précédents permettent d’éclairer sensiblement diverses conditions suf-
fisantes de la conjecture de Leopoldt (CSL) ou de la conjecture de gross (CSG) étudiées par de
nombreux auteurs dans des contextes variés, et notamment de les hiérarchiser clairement.

Commencgons par énoncer la condition suffisante de la conjecture de Gross :
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Proposition et définition 3.14. Nous disons qu’un corps de nombres K est logarithmiquement
principal (pour le premier £) lorsqu’il vérifie les quatre conditions équivalentes suivantes :

(CSG, i) Le -groupe des classes logarithmiques E,’?K est trivial ;

(CSG, ii) K wvérifie la conjecture de Gross (pour le premier £) et le £-groupe Tk = N /HY
est trivial ;

(CSG, iii) toute (pro-)l-extension localement cyclotomique de K est contenue dans la Z-
extension cyclotomique K¢ ; o

(CSG, i) Uapplication naturelle du sous-groupe principal RK/gK dans le quotient Jk Uk est
surjective.

Démonstration. Nous avons Clx = Jx/RxUix ~ Gal(K'/K¢) d’ott immédiatement (i)<=>
(iii)<=(iv) ; et, sous la conjecture de Gross, qui postule précisément la finitude de Clk, liso-

morphisme Clx ~ Tg (cf. théoréme 3.11.ii), d’ou (i)<=(ii). O
Analoguement, nous avons pour la conjecture de Leopoldt :

Proposition et définition 3.15. Nous disons qu’un corps de nombres K est coprincipal pour le
premier { ou £-coprincipal lorsqu’il vérifie les quatre conditions équivalentes suivantes :

(CSL, i) Le noyau €l est trivial (autrement dit le pseudo-radical R s’injecte dans le groupe
des coidéles T ) ;

(CSL, ii) K vérifie la conjecture de Leopoldt (pour le premier £) et le {-groupe T = HY2" est
trivial ;

(CSL, iii) toute (pro-)l-extension localement libre de K est contenue dans une Z5+ -extension ;

(CSL, iv) Uapplication naturelle de Ry /ux dans le quotient Jk /fix est une injection a co-
noyau libre.

Démonstration. Rappelons que la conjecture de Leopoldt (pour le corps K et le premier ¢) postule
indifferemment la finitude du noyau €lx (cf. prop. 3.8), Pexistence d’au plus (¢+ 1) Z,-extensions
linéairement indépendantes sur K (cf. prop. 2.12. i), et I'injectivité de 1’application naturelle de
Ry /px dans Jx/fix (cf. déf. 2.11). Chacune des quatre conditions énoncées la contient donc.
De plus, lorsqu’elle est vérifiée nous avons l'isomorphisme €l ~ Tx = Gal(K"™/K*) d’aprés le
théoréme 3.11 et 'exemple 2.9. D’ou 'équivalence (i)<=>(ii) <=(iii). L’équivalence manquante
(i)<=(iv) s’obtient en remarquant que la trivialité de €lg, i.e. I'injectivité de application natu-
relle de R = (Q¢/Z¢) ®z, Rk dans Tk = (Q¢/Z¢) ®z, Tk affirme précisément que le conoyau du
morphisme canonique Ry /urx — jK/ﬁK est sans Zy-torsion. O

Les isomorphismes de dualité précédents (cf. scol. 3.12) montrent directement qu’en présence
des racines ¢-iémes de I'unité les conditions suffisantes (CSL) et (CSG) sont rigoureusement équi-
valentes. Plus précisément (cf. [J3], Appendice), si K contient les racines 2¢-iémes de l'unité, elles
se lisent encore sur le noyau Hy(K) des symboles de Hilbert dans le ¢-groupe universel Ky(K)
pour les £-symboles sur K (i.e. les symboles & valeurs dans un ¢-groupe) :

Proposition 3.16. Si K contient les racines 20-iemes de l'unité, il y a équi-valence entre :
(CSG) le corps K est coprincipal, i.e. €l =1; et
(CSL) le corps K est logarithmiquement principal, i.e. a@K =1.
Et si K contient les racines 2¢-iemes de l'unité, ces deux conditions reviennent & affirmer la
trivialité du C-noyau hilbertien Ho(K), en d’autres termes que le £-groupe Ko(K) s’identifie a
la somme directe GNB,up des groupes locaux de racines de l'unité restreinte aux familles (p)p qui

vérifient la formule du produit || Cl,“”‘/lu‘ =1.

Nota. Si £ est impair et K contient {z, on a donc €l = 1 <= Hy(K) = 1. Mais cette derniére
équivalence peut étre effectivement en défaut pour £ = 2 si K ne contient pas les racines quatriémes
de P'unité (cf. [JO]). Lorsqu’on veut construire des familles de corps qui vérifient les conditions
suffisantes des conjectures de Leopoldt et de Gross, on est naturellement amené a étudier la
propagation de 'une quelconque des trois propriétés €l =1 ou Clx = 1 ou Ho(K) = 1 dans une
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l-extension L/K. Or celle-ci ne se laisse pas caractériser facilement (cf. [J4] ou est discutée une
formule de points fixes pour les classes logarithmiques, ou encore [T2] pour le noyau hilbertien de
certains corps biquadratiques). Il peut étre alors judicieux de remplacer la condition de trivialité
choisie par une condition plus forte mais arithmétiquement plus simple et, si possible, héréditaire.
C’est ainsi qu’en présence des racines {-iémes de l'unité, si I’on exige non seulement la trivialité
du ¢-noyau hilbertien Hs(K) mais celle du ¢-noyau régulier Ro(K), on tombe sur la notion de
corps (-régulier étudiée dans [GJ] et [JN]. En 'absence éventuelle des racines ¢-iémes de l'unité, il
faut évidemment choisir celles des deux propriétés (CSG) ou (CSL) que I'on souhaite conserver.
L’analogue immédiat de la notion de corps ¢-régulier est alors celle de corps f-rationnel introduite
dans [MN] :

Définition 3.17 ([MN], [IN]). Un corps de nombres K est dit {-rationnel lorsque le groupe de
Galois G = Gal(M/K) de sa pro-£-extension {-ramifiée co-décomposée mazimale est un pro-L-
groupe libre (nécessairement sur ¢ + 1 générateurs) ou, de fagon équivalente lorsque sont réunies
les deux conditions
Vi =K*' et ) rgum=r1gpux,
T

oo Vi = {z € K*|z € K[XZ,V[M et vp(xz) = 0 (mod ¢),Vp { loo} désigne le sous-groupe des
éléments L-hyperprimaires de K*).

De fait, il est possible de relier trés simplement /-rationalité et ¢-coprincipalité. Plus précisé-
ment :

Théoréme 3.18. Pour tout corps de nombres K, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) K est {-rationnel ;
(i) K est L-coprincipal et on a pr ~ Syjepr.

Démonstration. Observons que les deux conditions entrainent rg pux = le ,Tg py et distinguons
deux cas suivant que cette quantité vaut 0 ou 1.
Si elle est nulle, le sous-groupe Vi des éléments ¢-hyperprimaires s’écrit tout aussi bien :
Vi = {z € K*| x € up KX* Vp € Plg}; et le quotient Vi /K** = Vi /ur K** s'identifie donc au
sous-groupe de (-torsion (€lx du noyau €lx = {{* @2 € (Qu/Z) ®z, Ri |z € ﬁKJf:}. 11 suit
dans ce cas :
Vi = KXY = Vi /Jug K™ =1 <= Clg = 1 <= Clg = 1.

Si elle est non nulle, K contient les racines f-iémes de 'unité, et la théorie de Kummer interpréte
la quotient Vi /K** comme le radical initial associé a la f-extension abélienne /-décomposée non
ramifiée (aux places finies) maximale, disons K’, de K. Il vient donc Vg = K*¢ <= [K': K| =
1 < Cl) =1, ou Clf ~ Gal(K'/K) est le {-groupe de (-classes de diviseurs de K (i.e. le
(-groupe C/3; pour S = Pl (¢) comme expliqué dans I'exemple 2.8, avec ici S = {[}, puisque K
posséde alors une unique place au-dessus de ¢). En particulier, sous la condition Vx = K** la
place I ne se décompose dans aucune extension cyclotomique non triviale K[(sm|/K, ce qui montre
que 'on a pg = p = @yepu- Reste donc simplement a vérifier 'équivalence Cly = 1 <= EZK =1
(puisque EZK et Clx sont simultanément triviaux dans ce cas). Or cela résulte de la théorie des
genres dans la Zy-tour cyclotomique K., = UK,,. La formule des classes ambiges donne a chaque
étage fini Cl, = 1 <= Cl% = 1 donc finalement Cl} = 1 <= li<£n Cly, =1+ Clg =1

puisque EZK n’est autre que le quotient des genres associé a liin CE’Kn dans 'extension procyclique
Ky /K. O
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Remarque 7. Si K est f-coprincipal, le schéma d’extensions décrit a I’exemple 2.9 prend la forme

Ko
) [ [
K" = K*
) z
K
)
K

Diagramme 7

La condition de f-rationalité affirme alors que l'on a de plus fig/pug =~ HW Hy 3 en d’autres
termes que le groupe de Galois Gal(K®/K") est le produit direct des sous groupes d’inertie
I,(K*/K) ~ In(K,;"/Kp) ~ i, attachés aux places ultramétriques modérés et des sous-groupes
de décomposition Dy (K™ /K) ~ Gal(K}"/Ky) >~ Z/27 attachés aux places réelles.

Les considérations précédentes se généralisent sans difficulté aux corps S-rationnels introduits
dans [JS] :

Définition 3.19 ([JS]). Soit S un ensemble non vide de places £-adiques d’un corps de nombres
K. On dit que K est S-rationnel lorsque le groupe de Galois Gk de la pro-C-extension {-ramifiée
oo-décomposée mazimale M de K est isomorphe au pro-£-produit libre des groupes de Galois locaux
Gi = Gal(K/K)) attachés auz places (-adiques qui ne sont pas dans S et d’un pro-f-groupe libre
F, i.e.
G ~( % G)xF
¢S

ou, de fagon équivalente, lorsque sont réunies les deux conditions (avec ici Vig = {zx e KXz €
déf

K VIeS etvy(x)=0 (mod £) Vptloo})
() VE = K
(b) pr =~ S py.
les

Nota. Lorsque S est le singleton {I}, les corps S-rationnels sont dits [-rationnels. Si, au contraire, S
est U'ensemble Pl (¢) de toutes les places f-adiques, ce sont tout simplement les corps ¢-rationnels.
Cela posé, nous avons analoguement & ce qui précéde :

Théoréme et définition 3.20. Convenons de dire qu’un corps de nombres K est S-coprincipal
(pour un sous-ensemble non vide de places (-adiques S de complémentaire S = Pl (€)\ S) lorsque
le pseudo-radical global Ry s’injecte dans la somme directe des pseudo-radicaur locaur @© Rk, .
S

Cela étant, les deuz assertions suivantes sont alors équivalentes : ¥

(i) Le corps K est S-rationnel;

(i) K est S-coprincipal, et on a puy = [®Su[.

€
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de normes

incipaux groupes

.

écapitulatif des pr

P

R

Nous récapitulons ci-aprés les groupes de normes associés aux principales ¢-extensions abé-
liennes d’un corps de nombres K rencontrées dans l'article. Celles-ci apparaissent sur la premiére

colonne, suivies de leur définition dans la seconde colonne. Nous omettons 'indice K dans la

troisiéme !.

pro—{-extension
abélienne considérée

Définition de I’extension abélienne

Groupe de normes

Commentaire

associé
K corps de base J =1I"Rk,
K maximale R =7, ®z; K~ Gal (K**/K)=¢C
K (-ramifiée maximale RU; = R 000 1o * Gal(K™ /K ~ U,
K™ modérément ramifiée maximale RUy = R[], U Gal(K**/K™") ~ U,
K™ = K N K™ | non ramifiée maximale RU = RUU, Gal(K"™/K) ~C¢
K™ =K. K™ séparément ramifiée maximale RU; N RU * Gal(K**/K*") ~ &

Ko S-ramifiée maximale RUS =R [TgsUs * Gal(K™/K°") ~uU*
K54 S-décomposée maximale RRs =R[l,csRe Gal(K*/K%) ~ Rs
K5 n K5 non ramifiée S-décomposée maximale RU R s Gal(K°" N K% /K) = ct®
K5 . K94 compositum de K°" et de K¢ RUSNRRs * Gal(K*™ /K5 . K54 = &5

K* localement libre maximale Rii=RII, mp Gal(K™/K)=H
K* compositum des Z,-extensions /\qw‘m Gal(K™/K*) = Hiom =T
K¢ Z-extension cyclotomique T Gal(K°/K) = \\,W ~ Zy¢
K'e localement cyclotomique maximale RU=TR :v N\\\ﬂ Gal(K'°/K°) = ct

L’astérisque * indique que I’isomorphisme vaut sous la conjecture de Leopoldt.

1.
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