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Introduction

Dans plusieurs situations en analyse, lorsqu’on étudie une fonction de deux variables (cha-
cune par exemple dans un ouvert d’un certain R"), il est trés fréquent que les deux variables
jouent des roles trés différents. Par exemple, si p est une fonction d’état d’un systéme physique
(dépendant du temps ¢t € R et de la position z € Q C R?), il est intuitivement légitime de
la regarder comme une fonction p du temps ¢ (donc définie sur R) & valeurs dans un espace
vectoriel de fonctions définies sur €.

Formellement, et dans un cadre plus général, cela revient a dire, étant donné trois en-
sembles X, Y et Z, nous avons un isomorphime canonique ® entre les ensembles F(X x Y;Z)
(fonctions définies sur X x Y a valeurs dans Z) et F(X; F(Y;Z)). Cet isomorphisme est donné
par les formules qui suivent, réciproque 'une de 'autre (®(f) = f) :

pour f € F(X x Y;Z), on définit f € F(X; F(Y;Z)) par f(z) = f(z, )

pour f € F(X, F(Y;Z)), on définit f € F(X X Y;Z) par f(z,y) = [f(z)](»)

Supposons que Z = R (ou Z = C, ce qui sera désormais le cas dans toute la suite), et que
X et Y sont des espaces mesurés (leurs mesures associées étant respectivement notées y et v).

Soit f : X x Y — R (u®v)-mesurable. Supposons également, par exemple, que pour p-
presque tout z, on aie [, |f(x,y)|?dv(y) < +oo. Nous avons alors une application f : X —
LY(Y) définie p-presque partout. Voici quelques questions que nous aborderons dans cette
note :

— Peut-on définir une bonne notion de mesurabilité des fonctions de X & valeurs dans
LI(Y), et plus généralement & valeurs dans un Banach E? Y a-t-il une définition de
mesurabilité qui induise une notion d’intégrabilité, et d’intégrale d’une fonction f : X —
E=1L%9Y)?

— Avec cette notion, peut-on relier les notions de mesurabilité, d'une part de f dans X xY,
d’autre part de f dans X 7 Si oui, les notions d’intégrabilité (et les valeurs des intégrales)
coincident-elles ?

Pour répondre a ces questions, nous exposons une théorie de I'intégration pour des fonc-
tions & valeurs vectorielles (dans un espace de Banach). Les acquis supposés sont la théorie
abstraite de l'intégration (programme de licence) et les notions de base d’analyse fonctionnelle
linéaire (programme de maitrise).

L’essentiel du contenu de ces notes est tiré d'un polycopié de Jéréome Droniou [2]. L’in-
tégration a valeurs vectorielles est une notion qui date de Bochner; elle est évoquée dans un
certain nombre d’ouvrage ([5], 3], [4]). En revanche, A notre connaissance, la seule référence
qui lie la notion de fonctions mesurables sur X & valeurs dans un espace de fonctions LP(Y),
a celles de fonctions mesurable sur X x Y reste [2].

Les quelques résultats nouveaux de ce petit texte sont :

— L’application de dualité naturelle de L' (X, E') dans (e (X,E))' est une isométrie sur
son image, ceci sans aucune hypothése supplémentaire sur le Banach E.

1Je suis preneur de tout commentaire (Jean.Starynkevitch@math.u-bordeauxi.fr) pour améliorer ce
texte, qui n’en est pas, en principe, & sa version définitive.



— Une fonction F : X — L4(Q2) admet un « représentant mesurable » sur X x €.

Par ailleurs, le polycopié de Droniou [2| va plus loin, en parlant d’espaces de Sobolev &
valeurs vectorielles, de convolution...

I Mesurabilité et pu-mesurabilité

On se donne (X, 7, u) un espace mesuré (muni d’une tribu 7 et d'une mesure, y). Dans
les applications, X est un ouvert de R” (muni de la tribu des Boréliens et de la mesure de
Lebesgue), et trés souvent, X = [0, T[, 0 < T < +o0.

Y désigne un espace mesurable. Si Y est un espace métrique, on lui associe la structure
d’espace mesurable en le munissant de la tribu des Boréliens (tribu engendrée par les ouverts).
SiY est un espace de Banach E, on le munit de sa structure d’espace métrique donnée par la
norme.

Définition I.1. (Rappel) Une fonction f : X — Y est mesurable si pour tout ensemble
mesurable B C'Y, f~1(B) est un ensemble mesurable de X.

Proposition 1.2. Lorsque Y est métrigue, une limite simple de fonctions mesurables est
mesurable.

Remarque 1.3. Une importante propriété (au moins dans le cas réel) est que l’espace des
fonctions mesurables est un ensemble stable par passage a la limite simple. Lorsque Y = R, on
montre d’abord qu’un suprémum et un infimum d’un ensemble (dénombrable) de fonctions me-
surables est mesurable. On en déduit qu’une limite supérieure de fonctions mesurables est aussi
mesurable. Et pour des fonctions réelles, la limite, lorsqu’elle existe, est la limite supérieure
(qui, elle, existe toujours).

Lorsque Y n’est pas R, la notion de limite supérieure n’a pas de sens. Mais le cas Y métrique
va nous permettre de faire des manipulations ensemblistes pour aboutir au résultat de stabilité
par limite simple de l'espace des fonctions mesurable. Plus préacisément, on aura besoin de la
caractérisation séquentielle des fermés dans Y, ainsi que de la propriété suivante : tout ouvert

U est réunion dénombrable d’une suite croissante de fermés (Fy)y tels que F, C Fpiq (dans
un métrique, prendre Fp, = {x € U|d(z,U°) > 1/n}).

Démonstration. On se donne (f,), une suite de fonctions mesurables de X dans Y, qui
converge simplement vers une fonction f, et on souhaite établir la mesurabilité de f. Pour ce
faire, comme Y est métrique, il suffit de montrer que I'image réciproque de tout ouvert de Y
est mesurable.

Pour tout ouvert U, et tout entier m, on a f~1(U) C Uksm £ H(U) (en effet, si f(z) € U,
comme U est ouvert et que fx(z) — f(z), fr(z) appartient & U pour un k suffisamment
grand), et donc

F7HU) € Nzt Ukpm £ 1 (0) -
D’autre part, si F est un fermé,

f7HF) D N1 Uksm fiH(F)

En effet, dire que = appartient & () U f, L(F) signifie que fx(x) € F pour une infinité
m21k>m
d’indices k. En passant a la limite en +oo selon ces indices k, il vient que f(z) € F (car F est

fermé).
Soit donc U un ouvert quelconque de Y, et (Fy,), une suite de fermeés telle que F,, C Fj 41,
de réunion U. On a d’une part, comme U = |J F,, (du fait que F,,_; CF,, CF,,),
n>0
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o

F7HU) = Uns1 7' (Fr) € Unsi Nzt Uksm f[l(ﬁ‘n)

d’autre part, comme U = |J F,,
n>0

F7H0) = Upst £ Fn) 2 Unist Moot Uksre £57 () D Unnst Moot Upsn £ (Fn)

Ainsi, f7YU)= U N U f; '(Fn) est mesurable.
n2lm21k>m

Définition I.4. Une fonction s : X — E est dite simple si elle est mesurable, nulle hors d’un
ensemble de mesure finie, et qu’elle prend un nombre fini de valeurs.

On note, s(X, E) l'ensemble des fonctions simples ; c’est un sous-espace vectoriel de l’espace
de fonctions de X dans E.

Remarque 1.5. Lorsque E = R, la notion de fonction simple coincide avec celle de fonction
étagée.

Remarque 1.6. Une fonction simple s peut s’écrire s =Y v o 1a, z;, ot les x; distincts deuz
a deuz dans E, zog = 0, et (Ag,A1,...,A,) est une partition mesurable de X, p(X \ Ap) <
400, une telle décomposition étant unique a l'ordre prés des facteurs. En effet, l’ensemble des
{x;} U {0} est ezactement l’image de f et, si z; est firé dans l’image, on a A; = f1({z;}).

Sur l'espace des fonctions simples, on peut définir sans ambiguité, comme dans le cas réel
positif, une intégrale :

Proposition-définition 1.7. Soit f une fonction simple, f = > 7" | 1a, z; ot les A; forment
une partition de X (les z; n’étant pas nécessairement distincts), avec p(A;) < +oo lorsque
z; # 0. La quantité > o pu(A;) z; € E est indépendante d’une telle décomposition de f. On
Uappelle intégrale de f et on la note

/X f(z) du(z)  ou /X f du

Lorsque z; = 0 et que p(A;) = 400, on adopte la convention z;u(A;) = 0. En théorie de
I’intégration, la convention 0 x +o00 = 0 est assez pratique, et est notamment utilisée par W.
Rudin dans [6].

Démonstration. Soient deux écritures de f = 7", Ia,z; = Z§:1 In,y; (avec (Aj)1gign et
(Bj)léjgp partitions de X)

Lorsque p(A; N Bj) = 400, on a par croissance de la mesure pu(A;) = p(B;) = +o0, et
donc z; = y; = 0. d’autre part, lorsque A; N B; # @, on a f(z) = z; = y; pour z € A; N B;.
Ces deux remarques justifient le calcul suivant :

Proposition 1.8. L’application s — fx s dy est une application linéaire de s(X,E) dans E.



Démonstration. Le point non évident de la linéarité est que, dans notre définition, la décom-
position d’une fonction simple évoquée utilise le fait que (A;) est une partition de X.

Soit A un scalaire, et f et g simples. Montrons que [Af + gdp = X[ fdu + [gdp.
Pour cela, on écrit f = > 7", 1o,z et g = Z§:1 Ip,zj, ou (A;) et (B;) sont des partitions
mesurables. C’est alors aussi le cas de la famille (A; N Bj)(i,j), et selon cette partition, on peut
décomposer f =3, zila,nB; § = D; ; Yila,ns;, ainsi que f +g. On applique la définition
de l'intégrale de fonctions simples selon cette définition, et seule la linéarité de la somme
suffit pour conclure (remarquons que, dés que p(A; N Bj) = 400, alors z; = y; = 0 donc
Az; +y; =0) :

JAf +gdu = (Z)()\%' +y;)u(Ai NB;))
0]
= A zip(AiNBy) + > yin(Ai N By)
(1,9) (4,9
= M fdu+ [gdu
Définition 1.9. Une fonction f : X — E est dite u-mesurable si c’est une limite p-presque
partout de fonctions simples.

Remarque 1.10. Cette notion est également appelée mesurabilité forte. Nous reprenons le
choiz de J. Droniou de lappeler p-mesurabilité pour rappeler que cette notion nécessite la
donnée d’une mesure : elle n’est pas liée a la notion d’espace mesurable, mais a celle d’espace
MESUTE.

Corollaire I.11. Une fonction f p-mesurable est a support de mesure o-finie.

Démonstration. En effet, le support de f est inclus dans 'union (dénombrable) des supports
d’une suite (sy ), de fonction simples qui converge simplement vers f, et chacun de ces supports
est de mesure finie.

Remarque 1.12. Selon cette définition, si X n’est pas de mesure o-finie, une fonction cons-
tante non nulle n’est pas mesurable. Dans les applications, nous nous placerons donc souvent
dans le cas ot X est de mesure o-finie. Généralement, X est en effet un ouvert d’un espace
euclidien.

Proposition I.13. Si f : X — E est mesurable, quitte a changer f sur un ensemble de mesure
nulle, l’image de f est séparable.

Démonstration. Changeons f sur un ensemble de mesure de sorte a ce qu’une suite (s,), de
fonctions simples converge partout vers F. On note F,, ’espace vectoriel engendré par 'image
de s1,82,...,8, (qui est un espace de dimension finie). Alors, I'image de f est incluse dans
lespace séparable |J F,,.

n>1
Théoréme 1.14 (Egorov). Si X est de mesure finie, si f,, : X — E est une suite de fonctions

qui converge p-presque partout vers f, alors Ve > 0, il existe un ensemble A, tel que u(A;) < €
et fn — f uniformément sur X < A..

Démonstration. La démonstration est semblable au cas ot E = R. Mais on peut aussi le
déduire du cas (connu) E = R : il suffit d’appliquer le théoréme d’Egorov pour les fonctions
a valeurs réelles a la suite de fonctions réelles (|| fn — fll&)n-

C’est ce théoréme (non trivial) qui permet d’obtenir la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 1.15. Une limite p-presque partout de fonctions pu-mesurables est py-mesurable.



Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous allons appliquer & plusieurs reprises le
résultat suivant.

Lemme 1.16. Soit Y un ensemble, et soit g, : Y — E une suite d’applications qui converge
uniformément vers g : Y — E, et hyp : Y — E une famille d’applications telle que pour
tout n, la suite (h, k)i converge uniformément vers gn. Il existe alors une suite strictement
croissante d’entiers naturels (kn)n telle que la suite (hy , )n converge uniformément vers g.

La démonstration de ce lemme est reportée en annexe.

© Supposons d’abord X de mesure finie.

Soit f, : X — E une suite de fonctions mesurables qui converge simplement vers f hors
d'un ensemble Cy de mesure nulle. Soit, pour n fixé, s, : X — E une suite de fonctions
simples qui converge simplement vers f, hors d’'un ensemble C,, de mesure nulle. Nous avons

donc convergence simple de toutes ces suites hors de l'ensemble C = |J C,, ensemble de
n>0
mesure nulle.

Appliquons le théoréme d’Egorov : il existe des ensembles (A, ,)n>0 tel que p(A,,) <
277P~1 et tel que g, converge uniformément vers g hors de Ay o, et, pour tout n, s, converge

uniformément vers g, hors de A, ,. Posons B, = |J A, ,, de sorte que x(B,) < 277 et toutes
n>0
les convergences précitées ont lieu uniformément hors de B,.

On applique le lemme une premiere fois avec Y = X N B1, gn = fn, 9 = f et hyp =
sn k- 11 existe donc une suite strictement croissante d’entiers (k.), telle que Sp,kL converge
uniformément vers f sur X \ Bj.

Démontrons le résultat suivant par récurrence sur P :

Lemme 1.17. pour tout P entier, il existe une famille d’entiers {kh |1 < p <P, 0 < n < +oc}
telle que :

~ pour tout p > 1, la suite (k) est une suite strictement croissante et extraite de (k5™ "),
sip>=2

— pour tout p, la suite (Sn,kg)n converge uniformément vers f sur X \ Bp.

Démonstration. Par ce qui a été dit, cette propriété est vraie pour P = 1; supposons-la
(hypothése de récurrence) vraie au rang P — 1 (P > 1). On applique alors le lemme avec
Y=X\Bp,gn=1fn,9=7fet hy = S kP En posant kY = k,fnfl (o la suite (ky)n est
donnée par le lemme), le résultat est vrai au rang P, ce qui achéve la récurrence.

A partir du rang p, la suite (8n,kn)n est une suite extraite de Sp k2, donc converge sim-
plement vers f hors de By, et ceci pour tout p. La suite de fonctions simples s, y» converge
donc simplement vers f hors de l’ensemble B = ﬂp B, (qui est bien de mesure nulle car
(N, Bp) < infy, p(Bp) par croissance de la mesure). On bien a montré que f est y-mesurable,
ce qui clot la démonstration du théoréme 1.15 dans la cas ou X est de mesure finie.

¢ Si X est de mesure o-finie.

Soit (Xx) une partition dénombrable de X en ensembles de mesures finies (qui existe par
définition de la o-finitude de X). fix, est limite u-presque partout de fonctions y-mesurables
sur Xy, donc p-mesurable d’aprés le cas précédent. Soit donc sl : Xy — E une suite de
fonctions simples qui converge p-presque partout vers f, que l’on identifie & des fonction
simples X — E en les prolongeant par 0 hors de Xy. La suite de fonctions simples (t,)n, ou
tn, = 2221 slﬁb converge p-presque partout vers f, ce qui conclut.

o Cas général ou X n’est pas de mesure o-finie.

On sait qu’une union dénombrable d’ensembles de mesure o-finie reste de mesure o-finie.
Chaque f, est nulle hors d’un ensemble A,, de mesure o-finie, et donc chaque f,, ainsi que f,
est nulle hors de ’ensemble {f, /4 f} U Un>1An, qui est de mesure o-finie.
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Corollaire 1.18. Si X est de mesure o-finie et que E est séparable, alors toute fonction
mesurable est u-mesurable.

Démonstration. ¢ Si X de mesure finie et ||f||g bornée sur X, disons par M > 0.
Soit (ag)r une suite dense dans Bg (O, M), et

? = BE(G’D l/n) N BE(07 M)

U} = Bg(ax, 1/n) N B (0,M) N U U

de sorte de (U}), forment une partitions d’ensembles mesurables de B(0,M) et de diameétre
majoré par 1/n. En notant, pour A mesurable, {f € A} Pensemble {z| f(z) € A}, on pose

+00
fa=Y_arl{seuy)
k=1
la somme existe bien car elle est toujours ponctuellement réduite & un terme non nul (au plus).

Comme les (Uﬁ)k sont mesurables et disjoints, il est clair que f,, est mesurable (comme
limite simple des sommes partielles, chacune étant une fonction simple).

D’autre part, pour tout € X, ||fn(z) — f(z)||g < 1/n. En effet, si &k, est 'unique entier
pour lequel f(z) € Uy , on a ala fois | f(z) — ak,| < 1/n et fo(z) = ay,. En particulier, f est
limite simple des fonctions f,, qui sont u-mesurables, donc est y—mesurable.

¢ si X est de mesure finie et f n’est pas bornée.

[ est limite simple de la suite de fonctions fn, = f 1y z<n}, chacune de ces f, étant
mesurable et bornée (on utilise le fait qu’un produit — continu de chacun de ses arguments —
de fontions mesurables est mesurable), donc py-mesurable.

¢ Si X est de mesure o-finie.

Soit X,, une suite croissante d’ensemble de mesure finie, de réunion X, on sait que f|Xn
est p-mesurable sur X,, ; on en déduit qu’il en est de méme pour flx, sur X (si (sg)x est une
suite approximante dans s(Xp; E) de f, si S est le prolongement par 0 hors de X,, de s, alors
(Sk)k est approximante pour f1x, ). Alors, il est est de méme pour f, limite simple de la suite
de fonctions p-mesurables flx,.

Remarque 1.19. Comme le montre la remarque 1.12, le théoréme est systématiquement faux
dés que X n’est pas de mesure o-finie.

Corollaire 1.20. Si X est de mesure o-finie, que E est séparable, en prenant D est un ensemble
dénombrable et dense dans E, f : X — E est u-mesurable si et seulement si pour tout d € D,
z > ||f(z) — d|g est mesurable

Démonstration. Le sens direct est immédiat, puisque la py-mesurabilité de f implique sa me-
surabilité, et donc celle de ||f — d||g.

Pour la réciproque, d’aprés le corollaire précédent, il suffit de montrer la mesurabilité de
f. Or, comme {Bg(d,1/k)|d € D,k € N*} forme une base dénombrable d’ouverts, il suffit de
montrer que pour tout d € D et tout k& > 1, f~1(B(d, 1/k)) est mesurable, ce qui est le cas
par hypothése car

f7H(B(d,1/k)) = ||f — d||=*([0, 1/[) .

Corollaire 1.21. Soit X un espace mesuré, E et F deuzr Banach inclus dans un méme espace
vectoriel G. Une fonction f : X — ENTF est u-mesurable si et seulement si f : X — E et
f: X = F sont u-mesurables.



Le probléme est le suivant : on sait par hypothése qu’il existe une suite SE : X > E de
fonctions simple convergeant vers f u-presque partout dans E. De méme, il existe une suite
35 : X — F de fonctions simples convergeant vers f u-presque partout dans F. Rien ne permet

d’en tirer directement une suite s> ' : X — ENTF qui converge simplement vers f dans ENE.

Démonstration. Le sens direct est facile puisque, comme E N F s’injecte continiment dans E
et dans F, la mesurabilité dans ENF de f implique sa mesurabilité dans E et sa mesurabilité
dans f.

Regardons maintenant la réciproque, et prenons une fonction f : X - ENF, y-mesurable
dans E et dans F. Quitte & restreindre X au support de f, on peut supposer que X est de
mesure o-finie. Quitte & changer f sur un ensemble de mesure nulle, on peux supposer que E
et F sont séparables. On utilise alors le lemme suivant (démontré en annexe) :

Lemme 1.22. Si E et F sont deux espaces de Banach inclus dans un autre espace vectoriel G,
si E et F sont séparable, alors ENF est séparable.

Il suffit donc de prouver, en vertu du théoréme précédent, que ||f — d||gnr est mesurable
pour tout d € F. Mais ceci est clair car ||f — d||gnr = ||f —d|lg + ||f — d||r-

Nous introduisons maintenant une notion de mesurabilité faible.

Définitions 1. Soit f : X — E. f est faiblement mesurable si pour tout H € E', 'application
z — (H, f(z))w r est mesurable de X dans R.

Si E est le dual d’un espace F, on dit que f est x-faiblement mesurable si pour tout h € E,
Papplication z — (f(z), h)g,r est mesurable de X dans R.

Proposition 1.23. Si E est un dual, les notions de mesurabilités faible et faible-x coincident.

Démonstration. Soit F tel que F' = E, et f : X — E. Il s’agit de montrer que la mesurabilité
des fonctions (z — (f(z),y)r" F)yer entraine celle des fonctions (z — (z, f(z))r E).cr- Ceci
découle du fait que, si J est 'injection isométrique canonique de F dans son bidual E’, alors
J(F) est séquentiellement faiblement dense dans E' = F" (voir .

Proposition 1.24. Soit D un ensemble dense dans E' (dense pour la topologie faible-x de E
suffit). f : X — E est faiblement mesurable si et seulement si pour tout d € D, (d, f)w r est
mesurable.

Démonstration. Montrons le sens non trivial (mais facile). Soit H € E’ et (d,), une suite
d’éléments de d qui converge *-faiblement vers H dans E’. Alors, pour u-presque tout z € X,
(dn, f(z))r & converge vers (H, f(z))w g. La suite de fonctions mesurables (d,, f)r & converge
donc p-presque partout vers (H, f) g. Donc (H, f)r g est mesurable, ce qui montre que f
est faiblement mesurable.

De la méme maniére, on démontre que :
Proposition 1.25. Soit D un ensemble dense dans E (dense pour la topologie faible de E

suffit). f : X — E' est x-faiblement mesurable si et seulement si pour tout d € D, (f,d)m &
est mesurable.

Nous avons également d’autres propriétés aisées & démontrer.

Proposition 1.26 (Propriétés immédiates & propos de la mesurabilité faible).

— Une limite faible u-presque partout de fonctions faiblement mesurables est également
faiblement mesurable.

— Une limite faible-x p-presque partout de fonctions x-faiblement mesurables également
x-faiblement mesurable.



- Si f : X — E est mesurable, f est faiblement mesurable.

- Si E est un dual, et f : X — E est faiblement mesurable, alors f est x-faiblement
mesurable.

Dans certains cas, nous avons aussi une sorte de réciproque a ces derniéres propriétés.

Proposition 1.27. On suppose que X est de mesure o-finie. On suppose également que E' est
séparable. Alors f : X — E est faiblement mesurable si et seulement si f est u-mesurable.

Démonstration. On a, pour tout h € E, ||hllg = sup [(y,h)w gl
llyller =1
Soit (an)n une suite de E’ dense dans la sphére unité (une telle suite existe : si (by)p est

une suite dense dans E’ (ne contenant pas 0), il suffit de poser a,, = mbn). On a alors pour

tout h € E. ||h||g = sup [{an, h)r &l
neN
Soit f : X — E faiblement mesurable. Alors, pour tout d € E, |{(ap, f—d)r 5| est mesurable,

donc ||f — d|lg = sup,en [{@n, f — d)wr 5| est mesurable (comme suprémum dénombrable de
fonctions positives mesurables), ce qui montre, puisque E est séparable (conséquence de la
séparabilité de E'), que f est y-mesurable.

On démontre de la méme maniére que :
Proposition 1.28. On suppose que X est de mesure o-finie. On suppose également que E

est séparable et est le dual d’un espace F. Alors f : X — E est *-faiblement mesurable si et
seulement si f est u-mesurable.

Mutatis Mutandis, la méme démonstration qu’a la proposition I1.27 convient, vu que F est
séparable (car son dual E Dest, voir le chapitre III de [1]) et pour tout h € E,

1Alle = sup [(h,g)u,r| -
lglle=1

II Intégrabilité et Intégrale

1 Définition et premiéres propriétés

Définitions 2. Une fonction f : x — E est dite p-intégrable s’il existe une suite s, de
fonctions simples qui converge vers f p-presque partout et telle que [y ||sn — f|lg du — 0.
Une telle suite (sy,) est appellée suite approrimante pour f.
On note L*(X; E) ’ensemble des fonctions intégrables.

Remarque I1.1. Dans la littérature, on emploie également les termes de B-intégrabilité ou
d’intégrabilité au sens de Bochner.

Proposition-définition I1.2 (Intégrale d’une fonction a valeurs dans un Banach).
Soit f : X — E une fonction p-intégrable, et (s,) une suite approximante pour f. La suite
[ sn dp converge vers une limite Ly indépendante de la suite approzimante (s,), choisie; elle
est égale & [ f du si f est simple. On peut donc définir sans ambiguité, dans le cas général,

[ =1y

Démonstration. On a

| outi [ oma

< / Isn — smllidps < / lsm — flledps + / lm — flle du
E
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ce qui montre sue la suite ([ s, du)n, est de Cauchy dans E, donc converge vers un certain /.
Soit ¢, une autre suite approximante. On a

H/sndu—/tndu < [ lsn=talleds < [ lsn = sliwan-+ [ len = Sl

d'ou ||ls — l|lg < limsup || [spdp — [ s duHE =0, donc I = I.
Si f est simple, la suite constante (f) est approximante, ce qui montre que Ly = [ fdu.

Proposition I1.3. Soient E et F deuzr espaces de Banach, et T : E — F une application
linéaire continue. Si f € LY(X;E), alors T(f) € LY(X;F) et on a :

T(/deu)Z/XT(f)du -

Démonstration. Si (sy), est une suite approximante pour f, (T(sy)), est une suite approxi-
mante pour T(f) : c’est une suite de fonctions simples (si s = ) a;14,, alors T(s) =
> T(a;)1a,;), et, comme T est continue, T(s,) converge u-presque partout vers T(f) et

JIT(sn) = T(f )IIF dp < Tl cer) [ lIsn = flle dp — 0.
D’autre part, on remarque facilement que f T(sp)dpu =T ( f Sn, du) ; de nouveau, la conti-

nuité de T fournit :

T (/f@) _ (ngxfw/sndu> — lm T (/sndu> = tim [ T(s,) dp :/T(f)du

2 Espaces L? i valeurs dans un Banach

Proposition I1.4 (Bochner). f : X — E est uy-intégrable si et seulement si f est p-mesurable
et que l'on a

[ 15 @)l dute) < oo
X

Démonstration. Si f est intégrable, alors f est y-mesurable et 'inégalité triangulaire donne
pour n suffisamment grand

/||f Ve dpa(e /||f = (@) 2 dpa(e /||sn Jle da(z) < +oo -

Montrons la réciproque : soit s, une suite approximante, et posons

tn = 80 L{jjsn| <2l fulle}- ®

En distinguant les cas f(z) = 0 et f(z) # 0, il est aisé de montrer que ¢, converge presque
partout vers f. Comme ||t, — f||g < ||tnlle + ||flle < 3||f|l&, on peut appliquer le théoréme
de Lebesgue (pour les fonctions a valeurs réelles), pour avoir |[t, — f||L1x;z) — 0, donc f est
p-intégrable.

Corollaire I1.5. Si E est séparable, alors f : X — K est u-intégrable si et seulement si f est
mesurable et || f|| : X — Ry est intégrable.

Démonstration. 1l reste & montrer le sens réciproque; par le corollaire précédent, il suf-
fit de montrer que f est p-mesurable. Or supp f est de mesure o-finie : supp f = {f #

0} = U {Iflle = 1/n}, et d’aprés I'inégalité de bienaymé-Tchebyschev, u ({||f|lg = 1/n}) <

n| || f ||E||L1 . En particulier, d’aprés le corollaire .18, fisupp s est p-mesurable sur supp f, et
on en dedult que f est py-mesurable sur X.



Cette caractérisation permet une nouvelle définition de I’espace £!(X;E), définition qui
permet de définir de maniére analogue les espaces LP(X;E), puis L?(X; E) pour p < +oc.

Proposition-définition I1.6. On définit LP(X;E) comme étant ’espace vectoriel des fonc-
tions f p-mesurables telle que ||f||g € LP(X).

On définit LP(X;E) comme étant Uespace vectoriel quotient de LP(X;E) par 'espace vec-
toriel des fonctions nulles presque partout. L’application f — ([ [ f(z)|% du(a:))l/p est alors
correctement définie, et est une norme sur LP(X; E) notée || |lLo(x;E)

L’application linéaire fx ~ [ fdu € E est également correctement définie pour f €

LY(X;E), elle est continue :
| [ra]| < [siean
E

Démonstration. Les vérifications sont analogues au cas des fonctions & valeurs réelles, et lais-
sées & la charge du lecteur. Pour la derniére inégalité, on commence par la montrer pour f
simple, puis on fait appel & une suite approximante.

Définition II.7. On définit LC(X;E) comme étant l’ensemble des fonctions p-mesurables
pour lesquelle || f||r est essentiellement bornée.

On pose également L°(X; E) 'ensemble des classes de fonctions (pour la relation d’égalité
presque partout) de L®(X;E). Alors Uapplication supess zcx||f(z)||g < 4+00 passe au quotient
et fait de L°(X;E) un espace vectoriel normé.

Remarque I1.8. Lorsque X n’est pas de mesure o-finie, L°(X; E) ne contient pas les cons-
tantes (qui ne sont pas mesurables). Ainsi, cette définition n’est pas la méme que dans le cas
E = R. Néanmoins, Uhypothése de o-finitude de la mesure est peu restrictive vis-a-vis des
applications : bien souvent, X est un ouvert de R%.

Théoréme I1.9. LP(X; E) est un espace complet.

Démonstration. Les démonstrations (différentes selon que p < 400 ou p = +00) sont les
mémes que pour les fonctions a valeurs réelles, quitte & remplacer les barres de valeur absolue
par des normes dans E..

Proposition I1.10. L’espace des fonctions simples s(X;E) est dense dans LP(X; E).

Démonstration. On vérifie que la démonstration de la proposition I1.4 s’adapte sans aucun
probléme au cas LP.

Corollaire II.11. Soit D une partie dense de E, ® une partie dense de LP(X). Alors

n
=1

est dense dans LP(X; E).

Démonstration. 11 suffit de montrer que toute fonction de s(X; E) est limite dans LP(X; E) de
fonctions de ® ® D; pour cela (par linéarité), on se rameéne & montrer que toute fonction du
type 1 est limite dans LP(X; E) de fonctions de ® ® D.

Soit (), une suite d’éléments de D convergeant vers z, et (¢, ), une suite d’éléments de
® convergeant vers 15. On a pour presque tout y € X, ||én(y)zn — La(y)z|lg < ||¢n(v)zn —
tn(W)zle + l¢n(y)z — La(y)zllLex;e) < on(W)]llzn — 2lle + |dn(y) — La@)l|z]|e

d’ott

|pnTn — Laz|lLe(x;e) < |Bnllie) | — 2llE + |60 — LallLex) ll2]lE

Le second membre tend vers 0 car ¢,, converge ¢ dans L?, et en particulier y est une suite

bornée, et x, tend vers z dans E.
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Corollaire T1.12. Si U est un ouvert de R? et E est séparable LP(U;E) est séparable si
1<p<+x.

Démonstration. C’est une application directe du corollaire précédent car pour 1 < p < +00,
LP(U) est séparable. En effet, considérons K, = {z € U||z| < n, d(z,U¢) > 1/n}. Soit Q
I’ensemble des éléments du type Plk,, ott P est un polynome sur R? & coefficients rationnels.
Q est un ensemble dénombrable et dense dans LP(U). Les vérifications sont laissées au lecteur
a titre d’exercice.

Corollaire I1.13. Si U est un ouvert de R® et Q un ouvert de R", l’espace
n
28R = {5 60w ¢ € C2(0), e =@ | c U x9)
=1

est dense dans LP(U;LY(Q)) pour 1 < p,q < +o0.

Remarque I1.14. Dans les formules données dans ce corollaire, nous avons implicitement
fait lidentification canonique entre fonctions définies sur U x Q et fonctions définies sur U a
valeurs dans l’espace des fonctions définies sur (2.

Démonstration. C’est une application directe du corollaire I1.11.

3 Intégrale faible

Nous suggérons ici un autre cadre pour pouvoir définir une intégrale d’une fonction f :
X — E. Ce cadre est plus faible (au sens ou l'on définit une intégrale dans un cas plus
général). D’autre part, il est non constructif. Nous ne faisons qu’évoquer une autre possibilité
de définition.

On suppose que E est réflexif (dans ce cas, les notions de mesurabilités faible et faible-x*
coincident).

Soit f : X — E faiblement mesurable, telle que ||f||g : X — Ry soit intégrable (on dira
que f est faiblement intégrable). L’application

E—R
L'f:
L [ (@) pduta)

est bien définie, et est linéaire continue. Comme E est réflexif, il existe un unique élément
Ly € E telle que pour tout I € E', (L, )E", E' = (I, L) 5. On pose alors

L= [

Lorsque f est p-intégrable, f est faiblement intégrable et les deux intégrales (faibles et
fortes) coincident, ce que 1’on montre a l’aide de la proposition I1.3. D’autre part, lorsque E
est réflexif et séparable, les deux notions d’intégrablilité coincident (d’aprés les propositions
1.27 et 1.28).

Désormais, on ne considére plus que le point de vue « fort ».

IIT Quelques théorémes généraux

On donne ici quelques généralisations de théorémes vraies lorsque E = R.
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1 Autour de la convergence dominée
Théoréme II1.1 (Convergence Dominée). Soit 1 < p < +00 et (fn)n une suite de fonc-
tions pu-mesurables de X dans E. On suppose que :
— fn — f p-presque partout.
— il existe g € LP(X;R}) tel que pour tout n, || frllg < g-
Alors fn — f dans LP(X; E)

Démonstration. C’est une application du théoréme de convergence dominée (& valeurs réelles)
a la suite de fonctions ||f, — fllg-

Théoréme II1.2 (Réciproque). Pour 1 < p < +oo, si f, = f dans LP(X;E), alors, il existe
une sous-suite fp, et g € LP(X) telles que :
= fn, — [ p-presque partout.

~ fmlle < g

— pour tout € > 0, il existe A, C X tel que u(A;) < € et fn, converge uniformément vers
fosur X CAg.

Démonstration. Sans que ce ne soit pas une application directe du théoréme & valeurs réelles,
la démonstration est complétement analogue, en remplacant des barres de valeurs absolue par
la norme dans E 14 ou c’est nécessaire. Elle est laissée a titre d’exercice.

2 Autour de I’équiintégrabilité

Définition ITL.3 (equiintegrabilité). Soir 1 < p < +oo. Une famille A de fonctions de
X — E est dite p-équiintégrable si elle vérifie les deur propriétés suivantes :

— pour tout € > 0, il eziste K de mesure finie telle que pour tout f € A, [ |f|% du < e.

— pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tout A mesurable tel que u(A) < 4, on a
Jalf1 dp < e.

Remarque II1.4. Cela équivaut a la p-équiintégrabilité de la famille de fonctions a4 valeurs
réelles (|| fnllE)n-

Théoréme ITL.5 (Vitali). Soit 1 < p < +oo et (fn)n une suite de fonctions de LP(X; E) qui
converge presque partout vers f. Alors f, converge vers f dans LP(X;E) si et seulement si la
famille (fn)n est équiintégrable dans LP.

Démonstration. C’est une application du théoréme de Vitali & valeurs réelles a la famille de
fonction (||fn — fll&)n-

3 Autour du dual de L?
Pour 1 < p < 400, on note p’ € [1,400] tel que 1/p + 1/p' = 1. On note

LY(X;E') — (LP(X;E))’

T: g . (Tg f /X(g(a:),f(fﬂ))E',E du(m))

Proposition IIL6. L’application T est une isoméirie de LV (X,E") sur un sous-espace de
(LP(X,E))’
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Démonstration. Tout d’abord, il est clair que T est linéaire.
D’aprés l'inégalité de Holder, || Ty ||rr(x;m)y < [/l (x;|)- Par densité de s(X; E), il suffit
donc de montrer que, si s est une fonction simple, alors || Ts|| > ||s||. Soit donc s = Y z; 14,
/
L#' (X:E) =" |lz||% 1(A;) pour 1 < p' < +oo.
D’aprés un corollaire du théoréme de Hahn-Banach (voir par exemple [1]), pour tout i, il
_p_

(la somme étant finie) ; on a alors ||s ||

existe y; € E' tel que ||y;|lmr = 1 et (yi, zi)wr & = ||zil|g. Posons t = > yil|zi[|5 ' 1a,. ¢ : X — E
est une fonction simple et ||t||Lp XE) =Y ||lmillP p(As) = ||s||Lpr(X;E).

De plus,
[ 6@t pdn@) = T [ e, s dnto
= 2 ||~Tz||E (yir zi)mr m(Ad)
= 3 llzillg nu(Ad)
= slluer xsmn Il x;m)
ce qui montre bien que || Ts||we(x;m)y 2= |8 (x;ir) 1orsque 1 < p < 400. Le méme raisonne-

p
ment convient lorsque p = +oc, en convenant que 1 =1

Lorsque p = 1, on choisit ¢t = y;,, ou 4o est choisi tel que ||z, ||z = max; ||z;||g, et on a
également

/X<8(w),t(w))E',E dp(@) = lIslLeexin 1EllLr (x;) -

Lemme II1.7. Lorsque E est de dimension finie, l’isométrie T est surjective.

Démonstration. L’idée est de raisonner coordonnée par coordonnée, et d’appliquer le résultat
connu lorsque E = R. Soit (ej,...,e,) une base de E, et (e},...,e;) sa base duale. Soit
G € (LP(X;E))". Toute fonction f € LP(X; E) s’écrit f = )" f; e; avec f; = (e}, f)w 1 € LP(X),
et on a alors G = > H;(f;) o, par définition, H; = G(-e;) € LP(X)". D’aprés le cas réel,
il existe g; € LY (X) tel que pour tout h € LP(z), on a H;(h) = Jx 9i hdp. Posons alors
g=>.gie;, on trouve que G = T.

Théoréme II1.8. Lorsque E' est séparable, T est surjective.

Démonstration. Soit G un élément du dual de LP(X; E)

Soit (E, ), une suite croissante de sous-espaces vectoriels de E, dont la réunion est dense
dans E. On munit E, de la norme induite par celle de E.

Par restriction, G induit un élément G, du dual de L?(X;E,). D’apres le lemme III.7, il
existe g, € L? (X; E!) tel que

Galf) = /X (gn (@), (@) 5 dp(2)

Pour m > n, notons g,, g, 'application qui & presque tout z associe la restriction de la
forme linéaire sur E,;, g, (x) & E,. On a alors, pour f € LP(X;E,)

/ (0n (@), £@)51 5, A(&) = Gnl(f) = G(f) = / (gm (@), (@), 5., dps(z)
X X

c’est a dire que, pour f € LP(X; E,), Tgpnis, (f) = Tg,(f), ou encore Ty,e, = Tga- Or, T
est injective (c’est une isométrie), donc g, = gn-

On peut donc définir, pour presque tout z € X : g(z) : [JE, — R par g(z) = gn(x) si
z € E,.
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o Alors g(z) est continue (u-presque partout). En effet, d’'une part, g,(z) est continue,
d’autre part. sup,, ||9(%) g, le;, = sup, ||9n(z)||gn est mesurable (comme supremum dénom-
brable de fonctions mesurables), et, comme E, C Ey41, la suite (||gn(z)[|& ) est croissante, ce
qui donne en particulier

lg(@) @ eay = limg lIgn(2) e,

-sip =1, o0na |gnllLexm,) = [Gallwixie)y < IIGllLixE)y < +oo; donc pour -
presque tout z € X, supy, ||9( T)®, B, < |Gl (L1 (x;myy < +00

— sip > 1, d’aprés le lemme de Fatou, on a :

[ suwllg@s, I, dute) = [ tim_ lg(e)s, IF, due)
X n X

n—+oo

N

lim lnf llgn ||Lp’ (X;Eln)pl

N

Gy

De sorte que, pour presque tout x, sup,, [|g(z)g, ||z, < +oo. Dit autrement, 1’application
linéaire g(z) : UE, — R est continue pour u-presque tout z (pour la norme || - ||g), et se
prolonge en un uniquement élément de E’, toujours noté g(x).

On a alors ||g(z)||er = supy, ||g(z)E,||r:, , et donc grace aux calculs précédent,

HglE L x) < Gl e xsmyy -

© Montrons que g : X — E' est y-mesurable. Comme E' est séparable, il suffit, d’aprés le
corollaire .27 de montrer que g est faiblement mesurable. Par densité, il suffit de montrer que
pour h € |JE,, (9(z), h)r £ est mesurable; Or, si h € |JEy, il existe ng tel que h € Ey, et
alors, (g9(z), h)g' & = (9n(2), h)E; E,, qui est bien mesurable car g, : 2 — Ej, est mesurable.

g : X — E' est mesurable et ||g||;, X;EY) = = [ llglle | xy < +o0.

¢ Montrons enfin que Ty = G. Comme on sait deJa que les deux membres sont des
applications continues sur Lp(X;E), il suffit de montrer qu’elle coincident sur un ensemble
dense. D’apres le lemme II.11, il suffit de montrer que Ty(f) = G(f) dés que f est de la forme
> a;la, avec a; € |JE, et A; mesurable dans X. Par linéarité, il suffit donc de vérifier que si
a € UE, et A CX, Ty(alpy) = G(aly).

Or, dans ce cas, a appartient & un E,, et alors on a Ty(ala) = Ty, (ala) = Gpo(ala) =
G(aly). La démonstration est donc achevée.

IV Cas ou E =L94(92)

Dans ce qui suit, on suppose que U est un ouvert de R®, Q un ouvert de RN. On note My
la mesure de Lebesgue sur R%.

Proposition TV.1. Soit 1 < g < +o00. Soit f : U x Q — R mesurable. On suppose que pour
presque tout © € U, fQ |f( x,y)|q dA\n(y) < 400 Alors, la fonction définie presque partout

. U — LY(Q)
est As-mesurable.
Démonstration. On sait que L9(£2) est séparable; comme de plus U est de mesure o-finie, il

suffit donc de montrer que pour tout d € LI(Q), [ f(+) —d|Le(q) : U — Ry est mesurable. Or,
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comme |f(z,y) —d(y)|? est une fonction positive et mesurable sur U x Q, le théoréme de de
Fubini-Tonelli affirme que

Hioos [ [£(o.0) - d0)l dlo) = [F(@) — dlfq)

est mesurable, ce qui conclut la preuve.

Nous avons également une sorte de réciproque :

Proposition IV.2. Cette fois, on suppose 1 < q¢ < +oo. Soit F : U — LY(Q) p-mesurable.
1l existe une fonction f : U x @ — R mesurable telle que pour presque tout x € U, on a

F(a) = f(z, ).

Remarque IV.3. Nous serions tentés de définir f par f(z,y) = F(z)(y) « presque-partout ».
Le probléme est que l'on ne peut pas le faire sans précaution. En effet, hors d’un ensemble
O C U de mesure nulle, on peut définir F(z)(y) An-presque partout; ceci veut dire que pour
presque tout x, il existe un ensemble V, de Q de mesure nulle ow l'on peut « définir » F(z)(y).
Nous ne pouvons assurer que {(z,y) € Ux Q|z ¢ O,y & V,} soit mesurable, et a fortiori
de mesure nulle. Et quand bien méme ce serait le cas, il est improbable qu’une telle fagon
de construire F(z)(y) définisse une fonction mesurable (au vu des choiz possibles de chaque
représentant mesurable a x fixé)

Démonstration. Nous allons de nouveau recourir & la convergence uniforme.

¢ On remarque qu’une fonction simple U — L7(Q2) est mesurable sur U x Q. En effet,
on constate que, si f € LI(Q) la fonction (z,y) — f(y) est mesurable, ainsi que la fonction
(z,y) — 1a(x). Il en est donc de méme de leur produit, et donc, par linéarité, de toute
fonction simple.

© On démontre le lemme suivant :

Lemme IV.4. Soit s, : X — L9(R2) des fonctions simples qui convergent uniformément vers f :
X — LI(Q). Alors, il existe une suite extraite (sp, )i telle que la suite de fonctions mesurables
(notées également sy,)

. {X xQ —NR
" @) s [sn(@)(w)

convergent i ® An-presque partout sur X x Q vers une fonction g. De plus, pour p-presque
tout x € X, g(z, -) = f(z) dans LP(R).

L’idée de la preuve est de suivre la démonstration de la deuxiéme assertion du théoréme
I11.2, réciproque du théoréme de convergence dominée, et de maintenir une uniformité en
z € X.

Démonstration. On commence par extraire une sous-suite de sorte que
Hs’nk — Sng_q ||L°°(X;L‘1(Q)) < 272k

On écrit sy, = Zz’;l 1a;,9ik avec Ay C X et g € LP(Q)

On se donne un représentant de g; x, défini hors d'un ensemble B; ; C €2 de mesure nulle.
L’ensemble J = {(i,k) € N? |1 <4 < i)} est dénombrable, 'ensemble B=|J B, est donc

(i,k)€J

mesurable et de mesure nulle, et les g; , sont tous définis sur Q \ B, donc (z,y) — s, (2)(y)
est défini partout sur X x (2 \ B) et est mesurable.

La série de fonctions de terme général (z,y) — [sn, (Z,y)—Sn,_, (2, y)| converge simplement
vers une fonction h dans R;. De plus, d’apres le théoréme de convergence monotone (version
séries),
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> fQ ||S”k (z,y) — S”k—l(x’y)HE dy = fQ > ||3nk (z,y) — 3nk—1($,y)||E dy < +oo

Ainsi, pour tout z € X, la propriété suivante est vérifiée pour presque tout y € 2,
+00

Z ‘Snk(x7y) - Snk—l(x7y)| < +00.
k=1

D’autre part, comme chaque s, est mesurable sur X x §2, ’ensemble

{(@9) €Xx Q| S 150, @,9) = s (@,9)1s < +00}

est mesurable. Il est donc de mesure nulle, d’aprés un corollaire du théoréme de Fubini Tonelli,
dont nous donnons (sans démonstration) ’énoncé ci-dessous :

Lemme IV.5. Soient X etY deuz espaces mesurés, de mesure associées y et v. Soit P(z,y) une
propriété sur X XY, mesurable (c’est a dire que {(z,y) € X XY |P(z,y)} est mesurable. Alors,
si, pour p-presque tout z, v ({y € Y |P(y,z)}) =0, on a p@v({(z,y) € XX Y |P(z,y)}) =0

On a donc une convergence f ® An-presque partout de la suite (sy, ), vers une fonction g.
Enfin, pour tout z € X, sy, (z) converge Ax-presque partout vers g(z), d’autre part converge
dans LP(Q) vers f(z). L'une de ses suites extraites converge donc vers f(x) An-presque par-
tout. Par unicité de la limite, on a alors f(z) = g(x) An-presque partout. Ceci termine la
démonstration du lemme.

¢ Supposons d’abord U de mesure finie.

Soit sp, : U — L4(Q) une suite de fonctions simples qui converge Ag-presque partout vers
f. Soit m € N; d’apres le théoréme d’Egorov, il existe A, C U tel que u(U N Ap) < 1/m
et s, converge uniformément vers f sur A,,. Quitte a remplacer A,, par |J A, on peut

m'<m
supposer que la suite d’ensembles (A,,)m, est croissante.

Appliquons une premiére fois le lemme & la suite (s,a,)n : Il existe une suite extraite
(Snk,l)k qui converge simplement vers une fonction f; sur A; x (2 \ B). Appliquons une
deuxiéme fois le lemme & la suite (sp, ,|a,)n : il existe une suite (ny,2)) extraite de la suite
(nk,1)x telle que la suite (sy, ,)x qui converge simplement vers une fonction fa sur Ag x (2~ B).
De plus, fya, = f1. Continuons le procédé. On construit une famille de suite {(nkp)x |p >
1}, chaque suite étant extraite de la précédente, et une suite de fonctions (f,), définies sur
Ap x (2 N\ B) telles que fpja,x@B) = fr pour 7 < p, et Sny,, converge simplement vers
fp sur A, x (€ \ B). Appelons toujours par f, son prolongement (mesurable) par 0 hors de
A, x (2~ B). Soit f la fonction définie sur (|JAp) x (2\B) par f(z,y) = fp(z,y) pour z € A,
et y € QN B, f(z,y) = 0 autrement. La suite de fonctions (fp), converge simplement vers
[ sur (UAp) x (2 X\ B), donc presque partout sur U x Q. La fonction f est donc mesurable.
D’autre part, f(z, -) coincide avec F(z) sur U\ B (donc Ag-presque partout). La proposition
est donc démontrée : F(z) = f(z, -) presque partout.

o Cas général : comme f est py-mesurable, U peut étre supposé de mesure o-finie, donc
réunion croissante d’ensembles U,,, chacun de mesure finie. f, = 1y, f est alors une suite de
fonctions mesurables sur U, x Q, donc sur U x €, et qui converge p-presque partout vers f.
f est donc mesurable.

Proposition IV.6. Soit 1 < p < +00 et 1 < ¢ < +00. Les deur assertions suivantes sont
équivalentes :

i) feLP(U;LY(Q))
it) f:U x Q — R est mesurable et vérifie

/U (/Q (@, y)l” dAN(y))p/q D(2) < 400 si p < +00
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M >0 / |f(z,9)|TdA\x(y) <M pour As-presque tout x € U st p=+00
Q

Corollaire IV.7. LP(U x ) est canoniquement isométrique a LP(U;LP(Q)) si p < +00.
En revanche,
Proposition IV.8. La proposition IV.6 n’est pas vrai lorsque ¢ = +00 : La fonction

g= e_|w|l{(x,y)eRlelwbly\}

n’est méme pas mesurable de R dans L°(R), bien qu’elle vérifie évidemment
= [|f(z, -)llLo®) € LP(R) .

Démonstration. La mesurabilité de g équivaut a la mesurabilité de f : z — el®lg(z). Dore-
navant, nous travaillons sur f. Commencons par remarquer que, si |z| # |y|, alors ||f(z) —
FWlleewy =1 (en effet, f(z) = f(y) = L1z, py|ullyl,le) S 2] > [y]) et f(z) = f(—2z). Cette
propriété de « trés forte discontinuité » laisse déja présager le caractére non mesurable de
f:R = L*®(R).

Considérons S un ensemble non mesurable dans R, symétrique par rapport a 0, et U
Pouvert (donc mesurable) de L*°(R) défini par :

U= U Broo(r) (f(s),1/2)

SES
Alors,

F7HU) = U Brem(f(s),1/2)

sef

= U {zeR| [f(s) - f(@)lleow) <1/3}

SES

= U {5’ _S}

SES

= S
ce qui montre bien que f n’est pas mesurable.

Remarque IV.9. Contrairement a la présentation adoptée, bien que ce soit est vrai, il n’est
pas trivial que pour tout fonction mesurable f : U x Q, Uapplication x — || f(z, - )|[ro(q) =

supess |f(z,y)| (a valeurs dans Ry ) est mesurable, du fait que l’ensemble Q n’est pas dénom-
yeN
brable. Esquissons une idée de preuve :

Si Q est de mesure finie, on commence par montrer que, pour presque tout x € U,

supess £(@,0)] = Tim_ 17, ooy = Jim 17 lroge
peEN
assertion laissée en exercice). D’aprés Fubini-Tonelli, x — || f(z, - )||Lr(q) est mesurable, donc
tion laissé ' D’apres Fubini-Tonelli (@) est ble, d
f est mesurable comme limite simple de fonctions mesurables.
Si Q est de mesure o-finie, on fait comme d’habitude, en considérant une suite croissante
(Q)n d’ensembles de mesure finie et de réunion Q. La suite de fonctions

(gn : = > supess | f(z,y)|) .
YyEQ,

est une suite de fonctions mesurables d’aprés le cas précédent, et converge presque partout

(exercice simple, mais qui n’est pas qu’un jeu d’écriture) vers x — supess |f(z,y)| .
yeQ
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1 Compatibilité des définitions de / f(z, +)du(x) pour f: U — LI(Q)
X

Soit f € L'(U;L4(R)). On sait maintenant définir / f(z)du(z) comme élément de LI(€2).
D’autre part, f est une fonction mesurable sur U x {2 et, au moins dans certains cas, on peut
définir une fonction y / f(z,y) du(z). Obtient-on la méme fonction sur LI(£2) ? La réponse

X
est oul.
Proposition IV.10. Soit f € L*(U;L4(Q)) et g un représentant de f mesurable sur U x

Q. Alors pour presque tout y € Q Uintégrale [y g(x,y) du(z) eziste, et Uapplication y —
Jx 9(z,y) du(z) est un représentant de [y f(z) du(z) dans L1().

Démonstration. o Montrons que pour presque tout y € £, on a / |f(z,y)|dp(z) < +oo.
Comme 2 est de mesure o-finie, il suffit de montrer que pour toute )I(Jartie Q' C Q de mesure
finie, on a / |f(z,y)| < +oo. Or, LY(Q') C L(), avec injection continue. Ainsi, f €
LY(U; LYY ))X(en identifiant f avec I’application z ~— f(z)|q/). D’aprés le corollaire IV.7,
f € LY(U x Q) et, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, 'application y ~» / |f(z,y)| dp(z)
est dans L'(€'), et en particulier est presque partout finie. D’aprés le théoréme)ile Fubini (pour
les fonctions & valeurs réelles), ’application définie presque partout y — /X f(z,y) du(z) est

mesurable.
o Montrons que les éléments G : y +— / flz,y)du(z) et F = / f(x)du(z) coincident
X X

comme classe de fonctions mesurables. Pour cela, on montre que pour toute fonction g €
L7 (Q), on a l'égalité suivante (et Pexistence du membre de gauche) :

[a(y) G(y) dv(y) = [ g(y) F(y) dv(y)

D’apres l'inégalité de Holder, pour presque tout z € X, 'application y — f(z,y)g(y) est
dans L'(Q), de norme majorée par || f(z)|le||gll;o, et alors, on a, d’aprés Fubini-Tonelli

st e ave) = [ [ o) f@n) avi) o)

D’autre part, comme lapplication T : h — [, ghdv est linéaire continue de L?(Q2) dans
R, la proposition II.3 stipule que

1) = [ s F@ ) = [ [1076 )] aut@) = [ [ o) @) i) due)

L’égalité cherchée est démontrée.

V Annexe

1 Démonstration des lemmes techniques

Démonstration (du lemme 1.16). On construit sans difficulté par récurrence la famille (k) de
la maniére suivante :

— ko est le plus petit entier tel que ||hox — golloo < 1 pour tout k > k.

— kpnq1 est le plus petit entier strictement supérieur & ky, tel que ||hy, i — gnlloo < 1/n
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On a alors pour tout n :

th,kn — gl < ||hn,lcn —nlloc +l9n —gll < 1/n+||gn — gllc = 0
Démonstration (du lemme 1.22). L’espace ENF est de maniére sous-entendue munie de la
norme || - [[gnr = - |lg + 1 - ||[p- C’est alors également un espace de Banach.

Rappelons la définition d’une base d’ouvert d’un espace topologique : C’est une famille
d’ouvert (E;) qui contient une base de voisinage de tous points; c’est-a-dire que pour tout
point z et tout voisinage V de z (ou bien, de maniére équivalente, tout ouvert contenant z,
ou toute boule de centre z dans un espace métrique), il existe i tel que U; C V.

Rappelons que pour un espace métrique la séparabilité équivaut & I’existence d’une base
dénombrable d’ouverts. Soient donc (U;);en (resp. (V) en) une base dénombrable d’ouverts
de E (resp : de F). Montrons que la famille dénombrable (U; N'V;); ; est une base d’ouverts.

— U; NV, est ouvert : Soit z € U; NV; Comme U; est ouvert dans E et que V; est ouvert
dans F, il existe € > 0 tel que Br(z,e) C U; et Br(z,e) C V;, donc

Benr(z,€) C (Be(z,e) NBr(z,e)) CU; N V;

ce qui montre que U; N'V; est ouvert dans eNF

— Montrons que (U; N'V;);; est une base d’ouverts. Soit donc z € ENF, et € > 0. on
vérifie que (Bg(z,e/2) N Br(z,¢/2)) C Bgar(z,e). Comme (U;) (resp (V,)) est une
base d’ouvert de E (resp. F), il existe ¢ (resp : j) tel que z € U; C Bg(z,&/2) (resp.
z € V; C Br(z,e/2). On a alors € U; NV, C Brar(z, €), ceci quelque soi € > 0. cqfd.
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