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I Introduction

1 Le Systéme de Maxwell-Landau-Lifshitz

On étudie ’évolution de ’aimantation M au sein d’'un aimant. Celle-ci est régie par
une loi non-linéaire qu’on appelle loi de Landau-Lifshitz, que ’on couple avec le systéme
de Maxwell habituel. Nous étudions un cas en ’absence de champ magnétique extérieur et
d’énergie d’échange. Sous ces hypothéses, il s’agit alors d’étudier le systéme suivant :

( 8tE—I‘OtH =

Bt(H+M)+rotE =
oM = f(M,H)

< (B(0),H(0)) = (Eo,H) (1)
M) = M,
le(Eo) =0
\ div(Ho + M,) = 0

oll f est une application réguliére R? x R® — R3 vérifiant les hypothéses suivantes :
— f est linéaire en h;
— pour tout h, f(0,h) =0;

~ f (vue comme application de R3, dans L(RR?)) est localement lipshitzienne en m ;

pour tous h et m, f(m,h)-m=0;
— pour tout R > 0 il existe ag, 8 > 0 tels que pour tous m et h avec |m| < R,

arlf(m, h)|> < Blm Ah* < f(m,h)-h (L.2)

Notation. Désormais, on notera K une constante telle que :
= |f(m, h)| < K|m]||h|
— D f(m, h) | £rsy < KA

Une telle constante existe bien en vertu des hypothéses faites sur f.
Proposition I.1. Soient n,a > 0. La fonction f : R3 x R® — R® définie par

fim,h) = —n(m Ah+amA (mAh)) (1.3)

vérifie les hypothéses précédentes.



Démonstration. L’hypothése la moins facile a vérifier est la derniére :
f(m,h)-h = —na (mA(mAh))-h

= —nadet(m,m A h,h)
= na(mAh,m,h))
= na(mAh)-(mAh)

= na|mAhl?
ce qui fournit la seconde inégalité (qui est alors méme une égalité) en posant 5 = na.
D’autre part, les deux termes m A h et m A (m A h) étant orthogonaux dans R3, il vient

que
[f(m, W) = ?(Im ARP +a®lm A (m A B)[?)

= 772(|m/\h\2+042\m|2|m/\h|2)
= |mARPn? (140 |m|?)
< |mARP?n? (1 + o?R?)

e o ep .. !
de sorte que la premiére inégalité voulue est vérifiée si 'on choisit ar = iU

—— .
7?2 (1 + R2a?)

Nous identifierons fonction définie sur R? indépendante de la troisiéme variable réelle &
valeur dans R? (pour donner un sens au rotationnel par exemple) et fonction définie sur R?
(pour la manipulation de la transformée de Fourier). Remarquons que cette identification
est « compatible » avec tous les opérateurs différentiels utilisés dans le probléme (qui
aboutissent sur le méme objet avec deux définitions a priori différentes).

Nous dirons qu’il y a dissipation si «;, 8 > 0.

2 L’énergie associée au systéme

Notation. Soit (E,H, M) une solution faible du systéme I.1. On note :
Et) = L(IB@)2 H(t)|?
(8) = 5 (B2 gy + [FLE) 2 )
a(t) = [[0:M ()2 (re)

b(t) = M AH()|L2re)
Supposons connaitre une solution réguliére du systéme I.1.
Evaluons en (¢, ) la troisiéme équation et multiplions-la scalairement par M(t). Il vient
d 2

ce qui donne,

M(t,z) = My(z)  p.p.t.z € R (1.4)

Cette égalité, nous incite a prendre My dans L®°(R?). En fait, I’adimensionnement
préalablement effectué supposait effecivement que My € L*®°(R?) ; une fois cet adimension-
nement fait, on suppose que ||Mo||,00(gay = 1;

Désormais, on prendra R = ||[Mo||;,0c(rey = 1, on supposera de plus My a support
compact, et on notera a = a;. Nous avons alors [[M]|je(gi+d) = [[Molly,eco(ra) = 1.



Evaluons la premiére équation en ¢ > 0, et multiplions-la scalairement par E(t). De
méme pour la seconde, en la multipliant cette fois par H(¢). En faisant la somme des deux
(et en tenant compte du fait que rot est un opérateur auto-adjoint sur L2(R?)), il vient :

d
dt
Compte tenu des inégalités 1.2, il vient donc

d 2
- <
tc‘,'(t) +aa(t)* <0

)+ [ fM(),H())-H(t)dz = 0 (L5)
R4

d
—E(t) +pb(t)* <0
dt

Par intégrations en temps, vient :

Proposition 1.2. Si (E,H, M) est une solution réquliére du systéme 1.1, on a :

t
ﬂﬂ+a/a@f@<5m) (L6)
0
t
E(t)+ B | b(s)*ds < E(0) (1.7)
0
Corollaire 1.3. Dans ce cas, on a a,b e L2(Ry)

Définition I.1. Soit (E, H, M) une solution faible (ie au sens des distributions) du systéme
I.1. On dit que c’est une solution d’énergie finie si £(0) < +0oo et si les estimations 1.4, 1.6
et 1.7 sont satisfaites.

3 Quelques résultats connus sur le sujet

Théoréme 1.4 (Joly-Métivier-Rauch). On se donne d € {1;2;3} une dimension d’es-
pace. On suppose que B, Hy sont dans L2(RY), et que My € L®(RY) et est a support
compact. Alors il existe une solution d’énergie finie au systéme 1.1, telle que chacun des
champs E,H, M appartienne a C°(R,,L2(R%)). Si l'on suppose de plus que rot Eq et
rot Hy sont dans L2(R?), alors il existe une solution d’énergie finie telle que les champs
rot E,rot H,rot M sont également dans C°(Ry,L2(R%)); il y a alors unicité d’une telle
solution.

La preuve de ce résultat est établie dans [4].
Désormais, on se donne une telle solution.

Théoréme 1.5 (Haddar). On suppose que d = 2, que Eq, Hy sont dans L2(R?), et que
Mg € L®(R?) et est a support compact. Alors il existe une unique solution d’énergie finie
telle que chacun des champs E,H, M appartienne a WI’OO(R+,L2(R‘1)).

loc

Ce résultat est démontré au chapitre 2 de la thése d’Houssem Haddar [2].



4 Une décomposition orthogonale de LZ(R%)

Rappelons quelques résultats sur la décomposition orthogonale.
Notation. Pour 1 < d < 3, on note
L2 (RY) = {u € L(R?)? | div u = 0}
Lﬁ(Rd) = {u € L2(R?)3| rot u = 0}
Proposition 1.6. On a une somme directe orthogonale
L*(R?)? = 17 (R?) @ Lj(R?) (1.8)

On note Py :u— Piu=wuy et Pju— Pu = uy les projecteurs orthogonauz associés a
cette décomposition.
Ces projecteurs sont tous deur des multiplicateurs de Fourier, de symboles respective-

ment définis par ﬁrf(f) = _W et 15||\f(£) _ %

5 Equations d’ondes découlant du systéme de Mawell-Landau-Lifshitz
Prenons la dérivée en temps de la premiére équation du systéme, et ajoutons-y le
rotationnel de la deuxiéme. Compte tenu du fait que div E = 0, il vient :
JE = —rot 8tM = —rot atMJ_ (Ig)

Prenons la dérivée en temps de la deuxiéme équation, et soustrayons-y le rotationnel de
la premiére. Aprés composition avec 'opérateur de projection orthogonal P, (qui commute
avec toutes les dérivations), il vient :

OH, = -9/M, (1.10)

Nous cherchons des estimations sur E et H. Pour cela, remarquons que si u est solution

de Ou = —9;M |, alors E —rot u et H; — d,u sont solution de I’équation des ondes linéaire
homogeéne.

De plus, on sait que M = f(M,H). Ce qui implique, comme M € L*® et est a
support inclus dans un ensemble du type R; x K, ot K est compact, et comme d’aprés 1.6,
H c L®(R,,L%(R%)), que ;M € L>®(R,,L%(R%)) et que supp ;M C R, x Bg, (Bg étant
la boule de rayon R centrée en 0).

S’il y a dissipation, nous avons de plus ;M € L2(R,,L2(R¢)) (voir le corollaire 1.3).

Ces remarques motivent 1’étude faite & la section suivante.

II Reésultats d’estimation L2 locale sur I’équation des ondes
linéaire avec second membre

Dans cette section, d est un entier positif quelconque (on n’impose plus d < 3)

Notation. On note B, = {z € R? | |z| < p} la boule de centre 0 et de rayon p, S, =
{z € R4 ||z| = p} la sphére de centre 0 et de rayon p, et Typ = {z € R? | a < |z| < b} la
couronne (boule si a < 0) de rayon intérieur a et de rayon extérieur b.



Notation. On note E(¢) la solution élémentaire de I'opérateur des ondes évaluée au temps
t, c’est-a-dire également la distribution tempérée (en fait, & support compact) sur R? telle
que E(t) xg = f(t) ot f € C}(R,,D'(R?)) est définie par

Of = 0
fit=o = 0 (I1.1)
Ofit=0 = 9
On a toujours (en toute dimension)
E(1)(¢) = Smgl‘ﬂ) (IL.2)

Cette formule implique que

Proposition IL.1. pour t > 0 8;E(t) définit un endomorphisme de L2(R?) de norme 1.
De méme, VE(t) est continu de norme 1 de L2(R?) dans L2(R%)?

Démonstration. En effet, on a gtﬁ(t,ﬁ) = cos(t|¢]) et €;E\E(t,§) = isin(t|§|). Il s’agit

¢

de deux fonctions bornées par 1, et qui définissent donc des endomorphismes continus de
LQ(Rg). La formule de Parseval nous fournit alors le résultat souhaité. O

Lorsque d est pair, E(¢) est une distribution de classe C* en dehors de S;; elle est
définie par la formule :

_ (g — 1)! 1g,(z)
B(t,o) = 7 @) (\/m) - (IL.3)

Pour ce résultat, on pourra consulter le livre de Laurent Schwartz [5]. On en déduit :

(5 —1)! t1p,(x)

OE(t,z) = —
t 27Td/2 (d _ 2)| ( t2 — |$|2>d+1

(11.4)

_ (% — 1)! T ]lBt(:L')
2 7d/2 (d —2)! (m)

Si d est impair et > 3, la distribution E(¢) a pour support S; (principe de Huygens).
Il en est de méme de 9;E(t), et ceci également pour d = 1. De fait, dans le probléme que
nous regardons, la dimension 1 d’espace ne sera « pas trop » singuliére.

On consideére la solution u du probléme de Cauchy suivant.

ViE(t,z) = (IL.5)

d+1

Ou =

U|t=0
8tU‘t:0 =

(I1.6)

|
oo
o

u est donnée par

u(t) = /0 E(t — s)u(s) ds := E % v(?) (IL7)



ce qui donne

t
Bpult) = /0 QE(t — )v(s) ds (IL8)

On munit ’espace des fonctions mesurables sur R, de la convolution définie formelle-
ment par

t
fro®) = [ £t =s)gls)ds
0
Nous montrons les deux théorémes suivant :

Théoréme I1.2. Soit 1 < p < 4+00. On suppose que suppv C Ry X Br, ot R est une réel
positif donné. et que v € LP(R,,L2(R%)). Soit p > R fizé, et u, la solution du probléme
de Cauchy IL.6 (ou plutdt sa restriction @ Ry x Bp). Alors Vizu, € LP(Ry,L*(B,)) N
L°(Ry,L%(B,)). Plus précisément, il existe une constante C ne dépendant que de d telle
que pour tout v € LP(Ry, L2(R%)) avec suppv C Ry x Br, pour tout q tel que p < q < 400,
et pour tout T € Ry U {400} et tous R et p > R, on ait

11
Hvt,wuvHLq([O,T[,LQ(Rd)) < CPH‘I P ||’U||LP([0,T [,L2(Rd4)) (IL.9)

Notation. Soit P une fonction réguliére hors de ’origine, 0-homogéne sur R?. On pose

d
IPllcagsa-1) = D IPD || o(sa1y
j=0

Notation. Soient a < b. On note I'(a, b) la couronne de rayon intérieur a et extérieur b.
I'(a,b) = {z € R | a < |7| < b}

Théoréme I1.3. On se donne maintenant une fonction P de classe C*° sur R — {0}

homogéne de degré 0. On note Pv = P(D)v, c’est-a-dire la fonction f telle que f(f) =
P(€)(¢).

On fait les méme hypothéses sur v que précédemment. On note upy, la solution du
probléme de Cauchy suivant :

Ou = Po
U=y = 0 (I1.10)
atU|t:0 =0

Alors Vigup, € LP(R;,L%(B,)) N L*®(Ry,L2(B,)), et il existe une constante C, telle
que pour tout v € LP(R.,L2(R%)), a, q tel que p < g < +00, et p > R, on ait

1411
|V e2tip, lLao,mr2may) < Cp 0 2 |Plleagsa—nyl[vllLoqo o r2e)) (IL.11)

Démonstration (du théoréme I1.2). Tout d’abord, comme p > R, si v est support
dans R, X Bg, elle est aussi & support dans R,y x B,. On peut donc supposer que R = p.

Nous supposons d’abord que R = p = 1. Le cas général s’obtient alors en appliquant
ce résultat & la fonction w(t, z) = u(pt, pz), solution de & = O(p*DY@z) = v(pt, pz).

Le principe est de décomposer v en plusieurs morceaux (raisonnement valide de par la

linéarité de I’équation) et, a partir de la solution explicite et de sa localisation, de majorer
chacun des morceaux de w correspondant par la convoluée de |[v|[ 2(ray : t = [[0() |12 (wa)
avec une fonction [L! NL*®](R, ).



Pour la clareté de la rédaction, nous n’expliciterons la démonstration que pour Ouy.
Pour Vi u,, il suffit de remarquer que les propriétés de support et de bornitude dans
L(L2(R?%)) sont les mémes, et qu’en dimension paire, on a de plus sur ’ensemble {|z| < t}

IVLE(t, z)| < |0:B(, )]
Tout d’abord, on écrit, pour ¢t > 4
t

uy(t) = /Ot_4 GE(t — s)v(s)ds + » OE(t — s)v(s)ds (I1.12)

Le second terme du membre de droite se majore comme indiqué préalablement :

|
|

t
< / IBE(E = £)0(6) 2y

t
OE(t — s)v(s)ds
t—4

L2(By)

t
OE(t — s)v(s)ds
t—4

N

L2(Rd)

t
< [ IOl ds
t—4

= (Tpoa) * [ollL2a)) ()
Le méme raisonnement tient encore lorsque 0 < ¢ < 4 (et dans ce cas, seul le second

membre est non nul).

Evaluons maintenant [0;E(t — s)v(s)] (sur By) lorsque t — s > 4.
En dimension impaire, la propriété de support d’une convolution (en fonction des sup-
ports des fonctions convoluées) montre que :

OE(t — s)u(s) =0 sur B

de sorte que le calcul précédent fournit la conclusion dans le cas de la dimension impaire.
Maintenant, en dimension paire, OE(t — s)u(s) coincide sur By avec une fonction C*,
et on a, pour z € By :

Calt—>s)
t—s)%—lz—yl?

v(s,y)dyds

d+1

OE( — s)u(s))(z) = / 7

1
L’inégalité de Schwarz fournit (grace au fait qu'ici (¢ — s)? — |z — y|? > i(t RRE
1G:E(t — s)v(s)llL2@m,) < VOdlFE(R — 5)v(s)|lLee(s,)

< Caog- (t—8)"% [lv(s)llrzm,)

< Cgog- (t— )" [lv(8)ll2(rey
Cette majoration permet de conclure pour le morceau restant propre a la dimension
paire, vu que &+ ¢ 4114 4 oo((t) est dans L' NL®(R,). O



Démonstration (du théoréme II.3). De la méme maniére que l'on pouvait supposer
t > 4 dans la démontration du théoréme I1.2, on supposera ici que t > 6.

On écrit
Pu(s) = Pv(s)]l];gt_Tt2 + Pu(s) ]lr(t_Tsfltfsdl) +Pu(s)Ip—s—4,—s) +Po(s)lpe_ (I1.13)
\ , ~ ~ J A ~~ - ~ ~ /
v1(t,s) va(t,s) v3(t,s) v4(t,s)

La propriété de support d’une convolution (en fonction des supports des fonctions
convoluées) montre que.
OE(t — s)va(t,s)B, =0

et, en dimension impaire d’espace,

OE(t — s)vi(t, 8)B, = OHE(t — s)va(t, s), =0

D’autre part, comme 0;E(t — s) est un endomorphisme de L2(R?) continu de norme 1,

18E(E — 5)os(t, )l < st )l = [Po) e s, (I1.14)

Pour majorer cette derniére quantité par une convolution d'une fonction (L' NL>®) avec
[[v][1,2(4), nous utilisons le théoréme suivant :

Théoréme I1.4. Soit P un multiplicateur de Fourier de symbole P(£), de classe C*° sur
]lgd — {0} et homogéne de degré 0. Alors la tranformée (inverse) de Fourier de P(£), notée
P(x) coincide avec une fonction C*° en dehors de 'origine, homogéne de degré —d.

Plus précisément, il existe une constante vy (indépendante de P) telle que

Y IPl¢a(ga-1y

P(z)| <
Pl < o

Pour une démonstration de ce résultat, voir [6]. Dorénavant, v désignera la constante
exhibée dans ce théoréme.

Corollaire I1.5. Soit f € LY(R?) a support inclus dans By, et P comme ci-dessus. Alors
Pf en de classe C*® sur R* — By, et pour |z| > 1, on a :

Y ||P||cd(sd—1)||f||L1(Rd)
(|z] — 1)

[Pf(z)] <

Démonstration. La régularité annoncée de Pf vient de la propriété de localisation du
support singuliers d’une convolution (voir par exemple le chapitre 4 de [3]). L’estimation
s’obtient & l'aide d’une majoration brutale. O

Corollaire I1.6 (du théoréme II.4). Il eziste une constante C ne dépendant que de d
telle que pour toute f € L2(RY) a support inclus dans Br et t > 6,

Cy[[Pllcagsa-1)llf llvz ey

d+1
t 2

IPfllLzr,_gy) <



Démonstration. On a ||Pf{| 2r,_,,,.) = [I1r,_4,P 1, fllp2(re). L’opérateur ainsi mis en
évidence 1r, ,,P 1g, est un opérateur & noyau, de noyau K défini par

K(z,y) = Ir,_4,(2)P(z — y) 1B, (¥) (IL.15)

o P désigne la transformée de Fourier inverse de P(¢), le symbole de l'opérateur P.
On a vu que

VI[Pl¢a(ga-1y

P(z)| <
Pe)l <

De fait, on a :

CavlIPlleacge1

M, := sup |K(z, )llpiway = sup [Pz — )llLis,) < (11.16)

zER4 LHERD T€li—a LB (t - 5)d

My = sup [[K(-,9)|lL1re) = sup [P(- —9)llLir,_sy)

yER? yEBy
I1.17
OWPllessinny B~ (1= 5] _ APleagenCy 7
= (t —5)d = t—5

D’aprés le lemme de Schur, I'opérateur est alors borné dans £(L2(R¢)) par v/M; Mg,
ce qui donne en particulier le résultat cherché. O

Le corollaire précédent majore ainsi le second membre de I'inégalité I1.14 par le quotient
v(8)||L2(ra

%, cette derniére majoration une fois intégrée en s étant bien la convolution de
t—s8) 2

1
>1).
Il reste les deux morceaux propres a la dimension paire. Maintenant, en dimension
paire, on a :

[[v]l1,2(ray avec une fonction L' NL*® (car si d est pair,

O = (1)) = | j‘thBt;f - e ‘;ﬂ Pu(s, ) dyds
sy STy

L’inégalité de Schwarz fournit (grace aux inégalités (t — s)% — |z — y|? >

Po(s)lrzmey < [lv(s)llr2(we)) :

(t —s)? et

= w

2 -
10:E(E — s)v1 (2, 8)l|Lee(By) < J3VoaCe (t = 5)" [lo(s)ll2e)

ce qui par les méme arguments que précédemment apporte la conclusion pour ce morceau.

D’autre part, nous pouvons maintenant appliquer le corollaire I1.5 pour estimer le terme
correspondant & vs.

Cqlg,_,(z —y)(t—s)
: T Pv(s,y) dyds

OE( — s)va(t, 8)](z) = /F

d+
tos _4—s—4 \/(t —s)? — |z —yf?



Ca(t—s)
L \/(t - 3)2 B (1 + |y|)

Cq ||U(3)||L2(Rd)
d—1(9(t—s—2)%

dy
e} llv(s) |2 ey Tl

BE(t — s)va(t, $)](z)] < /F

Ceci conclut si d > 2, vu que dans ce cas ¢t — (9(t — 2))_% est intégrable sur [6,+00 .
Mais si d = 1, toute fonction homogéne est constante, et le théoréme I1.2 s’applique et
donne ainsi la conclusion & ce théoréme-ci. 0

Théoréme IL1.7. Soient ug € HY(R?) et uy € L%(R?) deuz données a support inclus dans
Bgr, et u telle que

Ou = 0
U,|t:0 = Uup
atU|t:0 = U

Alors il existe une constante C ne dépendant que de d telle que pour tout 1 < p < +00,
et tout p > R, on ait :

1—1—1—1) [

IVt zullirr, 12s,) < Cp 7 [[[Vuollrzagay + [lutllr2ge)] (I1.18)

Démonstration. On peut de nouveau supposer que R=p =1
On se donne une fonction x(t), de classe C* sur Ry, valant 0 pour ¢ < 1/2 et 1 pour
t > 1. On pose w(t,z) = x(t)u(t,z). w est solution du probléme de Cauchy suivant

Ow = x"u+x'0w
W= = 0
Owi— = 0

La fonction x"u + x'0;u est & support dans [1/2,1] x By (ce qui donne des conditions
initiales triviales), et

Il|

X" 1+ X' Ol o0, 12(rey) < X" Lo [llp00([0,11,12(raY) + X Lo 106wl Loc 10 ,1),02(Re))

t
Le théoréme I1.2) le fait que u(t) = ug + [ Owu(s)ds, et le fait que u et w coincident

comme distributions sur I'ouvert ¢ > 1 nous fournissent la conclusion recherchée. O

Remarque. Nous avons un résultat analogue pour des données initiales du type Pug et
Pui. 11 suffit de remarquer que le résultat s’obtient en ajoutant des multiplications par
lopérateur P (qui ne posent aucun probléme substanciel) dans la démontration.

10



III Application au systéme de Maxwell-Landau-Lifshitz

1 Estimations locales en espace sur le champ électromagnétique

En prenant la divergence de la premiére équation de 1.1 et compte tenu de div Eg = 0,

il vient que div E(t) = 0 pour tout ¢. Dit autrement, E(t) € L2 , et donc E| (¢) := E(t) | =
E(t), de fait

E”(t) =0 (I11.1)

En travaillant sur la seconde équation, on établit de la méme maniére que
H(t) = —M;(¢) (I11.2)

Nous avous les problémes de Cauchy suivant :

OH, = —(8t2M)J_
H ;o = P.Hp (I11.3)
OH 1,y = —PLf(My,Hp)—P_ rot Eg
OE = -—rot 8tML
E,, = F (I11.4)

Considérons M comme une donnée. On étudie les fonctions u, ® et ¥ solutions des
problémes de Cauchy suivants :

’U,‘t:() =0 (1115)
8t’U,‘t_0 =0
e = 0
Q= = 0 (I11.6)
®—0 = P.iHj
O = 0
Uy = 0 (I11.7)
W= = —Eo

Proposition ITI.1. Soient u, ®, U les solutions respectives des trois problémes de Cauchy
II1.5, II1.6 et II1.7. On pose H| = Oiu + 0;P + rot V. Alors H | est solution du probléme
de Cauchy II1.3

Démonstration. Il est clair que H | vérifie ’équation des ondes de II1.3, ainsi que la
condition H |;—g = P1 Hy. Il reste a calculer o:H Ljt=0
OH L i—g = Ofuy_g+ 07 P+ Orrot ¥)pyg
= (Au)= + P L(OM) 1= + (A®) |10 + [rot (0:¥)] ;=0
= A(uj=o) + P f(Mo, Hyp) + A(®);—0) — rot Eog
= P (f(My,Hg) —rot Ep)
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On montre de maniére aussi simple le résultat suivant.

Proposition II1.2. Soient u, ®, U les solutions respectives des trois problémes de Cauchy
115, 111.6 et 1I1.7. On pose E = rot u +rot ® — G,V. Alors E est solution du probléme
de Cauchy II1.4

Corollaire IT1.3 (des deux précédentes propositions). En dimension 1, 2 ou 3, on
a H, et E sont dans L°(R,,L?(B,)) quel que soit p > 0. S’il y a dissipation, les deus
champs sont méme dans L?(R.,L%(B,))

Démonstration. Il suffit d’appliquer & u le théoréme I1.3, et le théoréme I1.7 & @ et W.

2 Estimations sur les dérivées premiéres du champ électromagnétique

Nous prouvons maintenant une estimation L (R, ,L2(Bg)) sur VisH].
On a

2M = 0,f (M, H) = D,,, f (M, H)9;M + f(M, 9,;H)
D f(M,H)O:M| < K[H||oM|<K?H? M|

D f(M,H)IM|? < 4K*M|1fo [[HL|* + [M[4]

Or, il existe une constante C; telle que pour presque tout ¢ > 0,

IV ()14 oy < CLIM®) 1ty < C- RYM 1

En intégrant en espace sur By les calculs précédents, il vient donc

D f (ME(2), B(2)) B M (217 2 ey < 4K M Eo0 (L (8) () + C1 RYIMI|Eoe )
Or, comme d < 3, on a (voir [1]) une inégalité de Sobolev du type :
[H|lLaBg) < CUH[L2(BR) + RIVH[|L2(8R))

On obtient donc finalement

1D (ML(E), EL() M) 123 oy < 16K [ Mo (RIVGELL (Dl 2y + IELL O

+CRYM|[{)
(I11.8)
Maintenant, estimons le second morceau avec une méthode similaire.

|f(M,0,H)| < KM| |0;H|

| (M, 8,H)|> < 2K?(|M|[Fe0 (0L + [0, M)

1F (M), L) ey < 2KEIMR (10H L1205, + 16M@IZ)  (11.9)
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Il vient au final (en prenant la borne supérieure en ¢ sur [0,T]) :

6./ (M, H) < CKIM2a [RYIVHL o

||124°°([0,T [L2(R4)) 0,T[,L2(Bgr))

(I11.10)
I o 1 12y + OO M OM)

avec
C(HJ_aM’atM) = ||HJ_||ioo(R+,L2(BR)) + CRd||M||ioo(R1+d) + ||8tM||ioo(R+,L2(Rd))
Or, nous avons déja montré que
CH,.,M,o0M) < +© (I11.11)

D’autre part, dans la mesure ou les quantités introduites sont supposées finies, le théo-
réme I1.2 nous dit qu’il existe une constante Cg telle que

IVieH L [Leo(o,rr2Br)) < CaR?[|0:f (M, Bl (0 [r2®e)) + 1 VeeH L j—ollL2 @)
(IT.12)
Mettons ces deux derniéres inégalités bout a bout, et faisons I’hypothése supplémentaire
(qui permet de passer du coté gauche le terme ||atHL||ioo([0,T [L2(Br)) dans I11.10) sur les
données :

Hypothése TIL1. 2Cy R C3 K2 |Mo|2e < 1

Sous cette hypothese (en convenant que toutes les constantes C; sont prises supérieures
a 1), il existe une constante Cy telle que :

C(H,M, M) < C4 [5(0)2 +£(0) + (K% + R%)|| Mo} (Rd)] (I11.13)

Et posons :

X(T) = Ve B il oo o T 12(BR)) (11.14)

Nous obtenons, en posant Cs = 2C, Cs :,

X(T) < 2G5 RK Myl (o) [X(T)2 +C6(£(0) +£(0) + (K2 + Rd)IIMoH?w(Rd))]
(I11.15)
Pour conclure, remarquons que l'on a ||V H | (t)[/12ra)e = || rot Hl|;2ga). Ceci étant
dit, vu que I’on considére des solutions de régularité C(R,, H(rot, R?)) du systéme I.1, nous
en déduisons que X est une fonction continue.

Maintenant, le discriminant associé au trindme en X(T) intervenant naturellement dans
ITI.15 est :

A =1— (205 R Cs K [ Mo|lp0(gay) *(£(0)* + £(0) + (K 4+ R)|| Mol 00 (e))

Finalement, nous obtenons, par un argument habituel que [|Vi,H (¢)[/12(ny) reste
borné uniformément en ¢ dés lors que les données initiales du champ électromagnétique,
ainsi que celle de K||Mo||y0c(ga), sont suffisamment petites.

Enfin, remarquons que pour g dans £2(R%), on a ||Vg ||z = || rot g|2. Les équations
de Mawxell, ainsi que le résultat de l'alinea précédent précisé montre alors le théoréme
suivant.

13



Théoréme II1.4. Il existe des constantes c1 et co telle que pour toute donnée initiale
(Eg,Hy, My) au systéme 1.1 vérifiant

- supp My C By

~ (RK|[Mollrec(ze))® (£(0)* + (K* + RY) [ Mo||} o gay + 1) < 1

- (|l rot HOH%Z(Rd) + || rot EOHiz(Rd))RK ||M0||L°°(]Rd) < e
et si (E,H,M) désigne la solution du systéme de réqularité C(R;,H(rot)), les champs
0E, 0,H, rot E et rot H sont bornés par la quantité \/|| rot H0||iQ(Rd) + || rot E0||iQ(Rd)
dans l’espace de Banach L*°(R,,L2(BgR)).
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