Université de Bordeaux I — 2011/12 N1MA4M11

Devoir Maison n°2

Exercice 1 Produit semi-direct

1. Soient H et K deux groupes notés multiplicativement. On note Aut(H) le groupe des automorphismes
de H. Soit

{K — Aut(H)
©:

k — Yk

un morphisme de groupes.

(a) Montrer que 'ensemble H x K muni de la loi
(h, k) - (hla k/) = (hsok(h/)ﬂ kk/)v

est un groupe. Le groupe ainsi obtenu est appelé produit semi-direct de H par K relativement a
¢ et est noté H x, K. Si ¢ est le morphisme trivial (c’est-a-dire, ¢, = Laut(m) = idm pour tout
k € K), on retrouve le produit direct de H et K.

(b) On suppose que H et K sont abéliens. Montrer que H X, K est commutatif si et seulement si ¢
est le morphisme trivial.

(c) Soient

H =Hx{1}={(h1):he H},
K ={1} x K={(1,k) : k € K}.
Montrer que H’, K’ sont deux sous-groupes de H x, K et que H C H x, K est distingué.

Remarquer que H'- K’ = Hx K et H'NK’' = {(1,1)} et montrer que le groupe quotient H x K/H'
est isomorphe a K.

2. Réciproquement, soient G un groupe et E, F' deux sous-groupes de GG. On supposer que F est distingué
dans G et que E- F =G et ENF = {1}. On définit

) F — Int(E)
2 — Yy

oll 1, est 'automorphisme intérieur y — xzyz~' de E. Montrer que G et E X, F sont isomorphes.

3. (a) Soit n > 1 un entier. Exhiber un isomorphisme entre le groupe diédral Da,, et un produit semi-direct
de Z/nZ par 7./27. A-t-on Doy, ~ Z/nZ X 7]27.7

(b) A l'aide de la question (1.b), contruire un groupe non commutatif d’ordre 21 =3 x 7.
Corrigé :
(1) (1.a) Vérification directe.
(1.b) Soient (h,k),(h',k') € H x K, on a
(hyk) - (W, K') = (hop(h),kK"), et (W, K) (h k)= (op(h), Kk)
Comme H et K sont commutatifs, (h,k) - (h',k") = (b, k') - (h,k) si et seulement si hpg(h') =
h'p (h).
— Supposons pour Uinstant H x K commutatif, ¢’est-a-dire, hpg(h') = h'¢x (h) pour tout h,h' € H
et tout k,k’ € K. En particulier, en prennant h =1 € H, on a
gok(h,) = h'cpk/(l) =1, VkeK, h e H.

En particulier, ¢, = idy € Aut(H). Donc, le morphisme ¢: K — Aut(H) est trivial.

2012 — DM n° 2 1/6



Université de Bordeaux I — 2011/12 N1MA4M11

— Réciproquement, supposons que ¢: K — Aut(H) est trivial, c’est-a-dire, ¢ = idy pour tout
k € K. Par suite, on a hyg(h') = hh', et W' op/(h) = h'h. D’on

heor(h') = W ow(h) = hi.

C’est-a-dire, le groupe H x K est commuatif.
(1.c) Vérification directe.

(2) On considére 'application suivante :
a:Exy F =G, (e, f)—e-feq.
Montrons que c¢’est un morphisme de groupe. En effet, soient (e, f), (¢/, f’) € E x4 F, on a
al(e, ) 1)) = al(ews(e), F1)) = ey () f

Or par définition, ¢r(e’) = fe/f~1, on obtient a((e, f)(€/, f')) = evs(e)ff' = efe/fLff = efe'f.
D’autre part, a(e, f) - a(€/, f') = efe’ ', par suite a((e, f)(€', f)) = ale, f) - a(¢, f'). Autrement-dit, a
est un morphisme de groupes. Il nous reste a vérifier que le morphisme « ainsi défini est un isomorphisme.
Comme G = E - F, pour tout ¢ € G, on peut trouver e € E et f € F tels que g = ef. Par suite,
ale, f) = g, d’on la surjectivité de a. Pour vérifier 'injectivité de «, il suffit d’étudier son noyau ker(«).
Soit (e, f) € ker(a) = E %y F, on a alors 1 = af(e, f) = ef. Par suite, e = f~ € ENF = {1}. D’ou
e = f =1, ce qui achéve la preuve.

(3) (a) Par définition, Dy, =< 0,7 > avec 0" = 1, 72 = 1, et 07 = 70~ 1. On considére ¢: Z/27 —

Aut(Z/nZ) tel que ¢(0) = id, et

o(1): Z/nZ — Z/nZ, m— —m.

On vérifie que ¢ ainsi défini nous donne un morphisme de groupe. Considérons ensuite I’application
suivante :

B:Z/nl %y L)27 — Doy, (M, i)+ o7
qui est alors un isomorphisme. Remarquons que si n > 3, alors Da,, n'est pas isomorphe a Z/2nZ x
Z)2Z car Dy, n’est pas commutatif dés que n > 3.

(b) Comme 7 est un premier, le groupe Aut(Z/7Z) = (Z/7Z)* est cyclique d’ordre 6. Soit o un générateur
de Aut(Z/7Z), qui est donc d’ordre 6. On considére 'application suivante

v: 237 — Aut(Z)TZ), i o

qui est un morphisme de groupes. Comme o € Aut(Z/7Z) est d’ordre 6, par suite, Iapplication ~y
ci-dessus est non triviale. Donc, le produit semi-direct

Z)7Z %, Z./3Z.

n’est pas commutatif par (1.b). D’ou la conclusion.

Exercice 2 Sous-groupe transitifs de 5y

Soit n > 1. Un sous-groupe G de S, = S({1,2,---,n}) est dit transitif si son action sur {1,2,--- ,n} est
transitive, i.e., pour tous i,5 € {1,2,--- ,n}, il existe g € G tel que g(i) = j. Le commutant d’un élément ~
d’un groupe I' est le sous-groupe de I' des éléments qui commutent avec 7.

1. Montrer que n divise I'ordre de tout sous-groupe transitif de .S,,.

2. Déterminer les sous-groupes transitifs de S3.

3. Soit H le sous-groupe de Ss engendré par (1,2,3,4) et (1,3).
(a) Déterminer les sous-groupes de H qui sont transitifs.

(b) Déterminer le commutant de chaque élément d’ordre 2 de S4, et réaliser H de cette maniére.
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(c) Soit G un sous-groupe transitif de Sy d’ordre un diviseur de 8. Montrer qu’il est conjugué a I'un

de ceux déterminés a la question (a).

(d) Etablir, a conjugaison prés, la liste des sous-groupes transitifs de Sy.

Corrigé :

(1) Soit G C S,, un sous-groupe transitif. Si 'on note Gi C G le fixateur de ’élément 1, alors on a ’égalité
|G| = |G1|-|01], avec Oy V'orbite de I'action de G sur {1,2,--- ,n} contenant 1. Comme G agit transitive-
ment sur {1,2,--- ,n}, c’est-a-dire, il n’y a qu’une seule orbite pour cette action. Ainsi Oy = {1,2,--- ,n},
par suite |O1| = n. Donc n = |O4] divise |G].

(2) Soit G C S3 un sous-groupe transitif de S3, en particulier, d’aprés la formule de Lagrange, on a |G| €
{1,2,3,6}. Vu la question précédente, 3 divise |G|, par suite, |G| = 3 ou 6. Si |G| = 3, G est alors 'unique
sous-groupe d’ordre 3 de S5 : G = {(123), (132),1} (et on vérifie que G est transitif); si |G| = 6, on a
forcément G = S3, qui est également transitif.

(3) Par défintion, H =< (1234), (13) >C S4.

(3.a)

(3.b)

(3.d)

Avec un calcul explicite, on montre que H = {1, (1234), (13)(24), (1432), (13), (14)(23), (24), (12)(34)}.
En particulier, H est d’ordre 8.

Notons o = (13)(24) € Ss. Avec un calcul explicite, on a (1234)c = 0(1234), et (13)c = o(13).
Autrement-dit, les deux générateurs de H sont tous contenus dans C(o) (:= le commutant de o
dans S4). Comme C(0) C Sy est un sous-groupe, on en déduit que H C C(o), en particulier,
8 = |H| < |C(0)|. D’autre part, Sy agit sur X = Sy par conjugaison :

SyxX =X, (r,z)~ rar !
et on note par O, C X l'orbite de 0 € X = Sy sous cette action de Sy. Par définition, C(o) est
exactement le fixateur de o sous cette action, on en déduit que

S4] = |C ()] - [Os|.
D’aprés le corollaire 8.2.4 du cours, on a
O, = {(12)(34), (13)(24), (14)(23) },

ainsi |O,| = 3. Donc C(0) est d’ordre 8, et on a forcément H = C (o).

Soit maintenant K un sous-groupe transitif de Sy, d’ordre divisant 8. D’aprés (1), on sait que 4

divise le cardinal de K, par suite, |K| =4 ou 8.

Cas ou |K| =4 : Alors laction de K sur {1,2,3,4} est simplement transitive. On se distingue deux
cas :

— Si K cyclique d’ordre 4. Alors on voit que K est conjugué a < (1,2,3,4) >;

— Si K n’est pas cyclique. Alors comme K agit transitivement sur 1,2,3,4, on peut trouver
T € K, tel que 7(1) = 2. Ainsi 7 = (1,2)(3,4). De méme, on montre que K contient (13)(24),
t (14)(23). Donc K = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Cas ou |K| = 8 : Alors, pour chaque élément i € 1,2,3,4, son fixateur est d’ordre 2, en particulier,
non trivial. Donc, quitte & renuméroter les {1,2,3,4} (ce qui revient au méme a remplacer K
par un conjugué de K), on peut supposer que (1,3) € K, et (2,4) € K. En particulier, ces deux
éléments engendrent un sous-groupe K’ d’ordre 4 de K. Comme K est d’ordre 8, K’ et forcément
distingué dans K. En particulier, ’élément (13)(24) engendre un sous-groupe d’ordre 2 de K, qui
est également distingué dans K. Par suite, on a vu dans un exo. dans une feuille TD (numéro ?) que
cet élément (13)(24) sont forcément dans le centre de K. Donc, K est contenu dans le commutant
de (13)(24) dans S4. Mais d’apres (3.b), on sait que ce commutant est exactement le sous-groupe
engendré par (1234) et (13). Donc K = H =< (1234),(13) > .

Soit K C Sy un sous-groupe transitif. Par la question (1), on a 4 divise |K|. Donc |K| € {4,8,12,24}.
Si |[K|=4 : a conjugué pres, il y a deux possibilités :

< (1234) >, {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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Si |K|=8 : a conjugué pres, il n’y a qu'une seule possibilité : K =< (1234), (13) >.
Si |K|=12 : alors K C S4 est d’indice 2, par suite, il est distingué dans Sy4. Donc K = A4 C Sy.
Si |[K|=24 : alors, on n’a pas d’autre choix, K = Sj.

Exercice 3 Classification des groupes non-commutatifs d’ordre 8
Le but de cet exercice est de déterminer tous les groupes non-commutatifs d’ordre 8 & isomorphisme prés. Dans
la suite, G est un groupe fini et Z = Z(G) le centre de G.

1. Montrer que Z est un sous-groupe distingué de G. Si G est d’ordre 8, quels sont les ordres possibles de
Z7
2. Montrer que si G/Z est un groupe cyclique, alors G est abélien.

3. Soit p un premier, et supposer le cardinal de G est une puissance de p. Montrer que Z(G) # {1}.
(Indication : on pourra consider 'action de G sur lui-méme par conjugaison, puis utiliser I’équation
aux classes pour trouver une formule du type suivant :

"G
Gl =12(@)| +Z|'H,’,
i=1 v

ou les H; C G sont certains sous-groupes de G)
4. On suppose désormais que G est non-commutatif d’ordre 8 = 23.
(a) Montrer que Z(G) C G est un sous-groupe d’ordre 2, et que G/Z(G) ~7Z/2Z x 7/ 2.
(b) Montrer que G contient au moins un élément d’ordre 4.
(¢) Montrer que tout sous-groupe de G d’ordre 4 est distingué dans G. Soit H C G un sous-groupe
cyclique et d’ordre 4 de G.

Cas 1 : Il existe dans G — H un élément d’ordre 2. Montrer alors que G =< H,z >. Montrer que
I'automorphisme H — H, g — xgx~" est égal & g — ¢~ '. En déduire que G est isomorphe au
groupe diédral Dg.

Cas 2 : Tout élément de G — H est d’ordre 4. Montrer alors que G n’a qu’un seul élément d’ordre 2,
et qu’il engendre Z(G). On le note par —1. Soit ¢ un générateur de H, et soit j € G — H. On
pose k = ij. Montrer que i2 = j2 = k> = —1. On note alors —i pour 3, —j pour 5>, et —k
pour k3. Ecrire la table de Cayley de G.

Note : ce groupe est appelé le groupe des quaternions et noté par Hg (Confer DM n°1 Exercice
2 pour une définition de Hg en termes de matrices).

Corrigé :

(1) On vérifie facilement que Z = Z(G) est un sous-groupe distingué de G, et par Lagrange, les ordres
possibles de Z sont 1,2,4,8.

(2) Soit v € G un élément de G dont I'image 5 dans G/Z est un générateur. Montrons que tout g € G,
on peut trouver z € Z, et n € Z tels que g = z7". En effet, notons g 'image de n € G dans G/Z.
Comme G/Z =< 7 >, il existe un entier n € Z tel que g = 4". Par suite, z := gy~ " appartient
au noyau du morphisme G — G/Z, c’est-a-dire, z € Z. D’ou g = 2" Soit maintenant ¢’ € G un
élément quelconque, et soient 2/ € Z et n’ € Z tels que ¢’ = 24" . On a alors

gg/ _ Z"}/nzl"}/n/ _ ZZ”Y”")/n/ _ Zzlfyn’,)/n _ Z/"}/n/Z’)/n _ g/g.
D’ou la commutativité de G.

(3) Déja vu dans le TD.

(4)4.a) Comme Z # (1) et G n’est pas commutatif d’ordre 8, les ordres possibles de Z sont 2,4. Si
|Z] = 4, alors G/Z serait d’ordre 2, donc cyclique. Par (2), G serait commutatif, d’ou une
contradiction. Donc |Z]| = 2. De plus, de la méme raison, G/Z est un groupe d’ordre 4 non
cyclique, par suite on a forcément

G/Z ~ 7./27. x 7./ 2.
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(4.b) Par Lagrange, les ordres possibles d'un élément sont 1,2,4,8. Comme G n’est pas cyclique
(d’ordre 8), il n’y a pas d’élément d’ordre 8 dans G. D’autre part, si tous les éléments sont
d’ordre divisant 2, G serait alors commutatif, ce qui nous donne une contradiction. Donc, il
existe au moins un élément d’ordre 4.

4.c) Comme G est d’ordre 8, tous les sous groupes d’ordre 4 sont d’indice 2 dans (G, par suite, ils
) group » P

sont tous distingués dans G. Soit alors H C G un sous-groupe cyclique d’ordre 4.
Cas 1 : Soit x € G — H un ¢élément d’ordre 2. Comme = ¢ H, la réuinon disjointe suivante

HUzH CG

nous donne un sous-ensemble d’ordre 8. Donc, on a G = H UxH =< H,xz >. Soit hg € H
un générateur, comme H C G est distingué, zhox~! € H. De plus, comme hg et zhoz ™
ont le méme ordre, et comme H est cyclique d’ordre 4 engendré par g, on a alors ou bien
zhor™' = ¢, ou bien zhoz~! = h% = hal (car hg et hal = h% sont les seuls deux éléments
d’ordre 4 de H). Or G =< H,x >, et comme G est non commutatif, la premiére possibilité
est impossible. Par suite, zhoz ™! = hal. Comme hg € H est un générateur, il s’ensuit que
pour tout g € H, on a gz~ = g~'. Donc, on a G =< H,x >=< hg,z > avec

hé =1, 22=1, hox:xhal.

Donc G ~ Dg.

Cas 2 : Notons par ¢ € H un générateur. Si tout élément de G — H est d’ordre 4, et comme
H =< i > est cyclique d’ordre 4, le seul élément d’ordre 2 de G est alors i, qui sera noté
dans la suite par —1. Comme il n’y a qu’un seul élément d’ordre 2, pour tout g € G, on a
forcément g - (—1)-g~! = —1, c’est-a-dire —1 € Z = Z(G). Soit j € G — H qui est alors
d’ordre 4. Comme j est d’ordre 4, j2 est alors d’ordre 2, par suite, on a forcément j2 = —1.

Posons ensuite k = ij. Comme j ¢ H =<i >, on a k =ij # 1. De plus, k # —1 (car sinon

i? = ij, on aurait alors i = j, une contradiction!). Par suite, k € G est d’ordre 4. Donc k>

est & nouveau d’ordre 2, par suite k2 = —1. On note ensuite i® par —i, j par —j, et k3 par
—k. La table de Cayley de G est facile a écrire.

Exercice 4 Formule de Burnside et coloriages de polyédres

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Pour tout x € X, on note par O, son orbite par
I’action de G et par G, son stabilisateur.

(a) Soit x € X et y € Oy. Trouver z € G tel que
Gy = 271G,z

(b) Montrer que pour tout z € X,

Gl= ) 1Gyl.

y€O,
(c) En déduire
1
Q== |Ga
G| 2

zeX
ot 2 = {0,z € X} est 'ensemble des orbites dans X par l’action de G.

(d) En décomposant de deux fagons ’ensemble F' = {(g,z) € G x X/g -z = x}, déduire de la question
précédente la formule de Burnside :

1 .
920 = 7 D IFix(o)]

geG

ou Fix(g) est I’ensemble des points € X tels que g -z = x.
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2. On cherche maintenant & déterminer le nombre de fagons de colorier les faces et les arétes d’un tétraédre
régulier, ou k couleurs sont disponibles, & chaque face et & chaque aréte étant attribuée une couleur
et une seule. Le tétraédre T est vu comme un sous-ensemble de 1’espace vectoriel R3, et on le suppose
centré en 0.

On pourra identifier deux coloriages du tétraédre s'il existe une rotation R de I'espace euclidien R? qui
préserve le tétraédre, i.e. R(T) =T, et qui envoie le premier coloriage sur le second.

(a) Soit X l’ensemble des coloriages ol on interdit cette identification. Quel est le cardinal de X ?

(b) Montrer que ’ensemble des rotations préservant 7', muni de la loi de composition, est un groupe.

On note G ce groupe. On admet qu’il est fini et que les éléments de G sont au nombre de 12 :

- I'identité Idps.

- 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de 'aréte opposée, et d’angle .
- 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et d’angle +27/3.

(c) Le groupe G agit naturellement sur X, et chaque coloriage du tétraédre correspond a une orbite
O, dans X par I'action de G. Exprimer le nombre de coloriages du tétraédre en fonction de k.

(1) Déja vu en TD.
(2) Un tétraedre régulier a 4 faces Si,S3, 53,54, et 6 arétes Aq,--- , Ag. En particulier, il y a 10 objets a
colorier.
(a) X[ =EK".
(b) C’est clair.
(¢) On va appliquer la formule de Burnside : soit n le nombre de coloriage, ou d’une maniére équivalente,
le nombre d’orbites de G sur X, on a

n= 1 3 [Fix).

geG

Il y a alors 3 cas a distinguer

— Si g =id. Alors Fix(g) = X, par suite, |Fix(g)| = |X| = k'°.

— Si g est I'une des 3 rotations d’axe passant par le milieu d’une aréte et le milieu de I'aréte opposée,
et d’angle 7. Alors |Fix(g)| = k5.

— Si g est I'une des 8 rotations d’axe passant par un sommet et le centre de la face opposée, et
d’angle +-27/3. Par suite, |Fix(g)| = k*.

On obtient finalement )

12(k10+3~k6+8~k4)

n
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