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Exercice 1 Dans le R-espace vectoriel E des fonctions de R dans R, les parties suivantes sont-elles des

sous-espaces vectoriels (justifier) :
1. A={fe€E, f(x) >0,Vx e R};

La fonction f constante égale a 1 (i.e. f(x) = 1 pour tout = € R) appartient & A. Cependant
(—1)- f est la fonction constante, égale & —1, donc A n’est pas stable par multiplication par
les scalaires : ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

. B={f€EFE, [ estpaire};

Rappelons qu’une fonction f de R dans R est dite paire si pour tout z € R, f(—z) = f(z).
L’ensemble B n’est pas vide car il contient la fonction identiquement nulle. Soient f,g € B
et A\, € R. Alors, pour tout = € R,

(Af +pg)(—=z) = AMf(=2) + pg(—z) = M (z) + pg(x) = (Af + pg)(z).

Par conséquent, B est stable par somme, et multiplication par les scalaires : c’est un sous-
espace vectoriel de E.

- C={feE, f(1)=[f(0)}

L’ensemble C n’est pas vide car il contient la fonction identiquement nulle. Soient f,g € C
et A, u € R. Alors,

(Af 4 1g)(0) = Af(0) + pg(0) = AF(1) + pg(1) = (Af + pg)(1).

Par conséquent, C est stable par somme, et multiplication par les scalaires : ¢’est un sous-
espace vectoriel de F.

Exercice 2 Dans R*, on se donne les vecteurs suivants

1 —1 1 1 0
0 1 —2 0 1
Uy = 1 , U2 = 1 yus =1 _g [ 0= 9 et vy = 0
—1 2 -3 —1 3

1. Montrer que la famille (uy,us,us) est liée.

Il s’agit de trouver A1, Ao, A3 € R non tous nuls et tels que Ajui + Asus + Azug = 0, ce qui
revient & résoudre le systéme

M — A 4+ A3 =0
Ao — 23 = 0

M+ A — 3X3 =0
—A + 2X — 3X3 = 0

La deuxiéme équation donne Ao = 2A3 et si on utilise cette relation dans les trois autres
équations, on trouve a chaque fois Ay = A3. On peut prendre par exemple A3 = 1, et on
vérifie bien que (A1, A2, A3) = (1,2, 1) est solution, ou encore que ug = —u; — 2us.



2. Donner la dimension et une base de
a) F = Vect {uy,us,us};
On a F = Vect {uj,uz} car ug est combinaison linéaire de wu; et ug. Par ailleurs, la
famille (uy,u2) est libre (car u; et ug ne sont pas proportionnels). Comme elle est aussi
génératrice de F', c’est une base de F' et dim F' = 2.
b) G = Vect {v1, v}
La famille (v1,v2) est libre (car vy et vo ne sont pas proportionnels). Par hypothése, la
famille (v1,v2) engendre G, donc c’est une base de G et dim G = 2.
3. Donner les coordonnées de uy, us et us dans la base obtenue au 2.a).
Onawu; =1-u;+0-ug, ug=0-u;+1-ug et ug=(—1)-u; + (—2) - ug donc, dans la base
(u1,u2) les coordonnées sont ug(1,0), u2(0,1) et uz(—1, —2).
4. Montrer que F NG = {0}.
Soit w € F'NG. Comme (uj,u2) est une base de F, et (vi,v2) une base de G, il existe
A1, A2, 1, po € R tels que w = A\qjug + Aoug = pyv1 + povg ce qui donne le systéme

A= A — = 0
A2 - p =0

A+ A — 2 =0
—A1 + 20+ w1 — 3u2 = 0

Si on additionne la premiére et la quatriéme équations, on trouve Ay — 3us = 0. Mais la
deuxiéme équation est Ay — g2 = 0 et donc, Ao = puy = 0. Ensuite, de la premiére équation
on déduit A\; — p1 = 0 et de la troisiéme, A\ — 2u; = 0 ce qui implique A\; = p; = 0. Par
conséquent, Ay = Xo = 1 = puo =0 et w € FN G si et seulement si w = 0.

5. En déduire la dimension et une base de F' + G.

D’aprés la formule de Grassmann,
dim(F+G)=dimF +dimG —dim(FNG)=2+2-0=4.

Par ailleurs, puisque (u1, u2) est une base de F et (vi,v2) une base de G, F'+G est engendré
par la famille (u1, ug, v1, v2) qui contient 4 éléments : cette famille est donc une base de F'+G.

i oi un K-espace vectoriel. On se donne cinq vecteurs vy, Vs, U3, V4, V5 de E. On suppose
Exercice 3 Soit E un K-esp toriel. O d q vect , V2, V3, V4, U5 de E. On supp
que les familles (v1,v2,vs,v4) et (v4,vs) sont libres. Enfin, on suppose que

(*) 5'01 + 4U2 + 3’03 + 21}4 + vy = 0.

Seules seront notées les réponses justifiées.
1. La famille (vy,vq,vs) est-elle libre 7
Toute famille extraite d’une famille libre est libre, donc (v1, ve, v3) est libre.
2. Donner la dimension et une base de
a) F = Vect {vy,v2,v3};
La famille (v1,v2,v3) étant libre (d’aprés 1) et génératrice de F' (par hypothése), c’est
une base de F' et dim F' = 3.
b) G = Vect {v4,vs5};
La famille (v4,v5) étant libre (par hypothése) et génératrice de G (par hypothése),
c’est une base de G et dim G = 2.
c) F+G.
On a F + G = Vect {v1,v2,v3,v4,v5} car F' = Vect {v1,v2,v3} et G = Vect {vg, v5}.
D’apreés la relation (x), vs est combinaison linéaire de vy, va, v3, v4 donc Vect {vy, va, v3, V4, v5} =
Vect {v1, va, v3,v4}. Enfin, la famille (v, ve,v3,v4) est libre par hypothése, c’est donc
une base de F' + G et dim(F + G) = 4.



3.

a)

Quelle est la dimension de F NG ?

D’aprés la formule de Grassmann,
dim(FNG)=dimF +dimG—dim(F+G)=3+2—-4=1.

A partir de la relation (x), trouver un vecteur non nul qui appartient a F'NG.

On a
w = bvy + 4vy + 3vg = —2u4 —vs € FNG.

En effet, w est combinaison linéaire de vy, va, v3 et appartient donc & F' car (vy, v, v3)
est une base de F. De méme, w appartient & G car combinaison linéaire de vy, vs et
(vg,v5) est une base de G. Enfin, w # 0 car ses coordonnées dans la base (v, v2, v3)
de F' ne sont pas nulles.

En déduire une base de ' N G.

Comme dim (F N G) = 1, une base de F'N G est simplement un vecteur non nul de
F N G. On peut prendre (w) comme base de F N G.



