La conjecture de monodromie-poids (/-adique)
d’aprés P. Scholze

Mazzari Nicola

RESUME. Voici des notes pour le GAT prefectoide (IMB 2013) sur
la dernier section de l’article de P. Scholze sur les espaces perfec-
toides et la conjecture de monodromie-poids. On se limite & copier
la preuve de Scholze avec quelques petits rappels sur le théoréme
de monodromie locale ¢-adique. Comme il est probable que I'au-
teur de ces notes a commis des erreurs il est fortement conseillé de
lire les références données.

1. CORPS LOCAUX (RAPPELS)

Soit K un corps local & corps résiduel k de caractéristique p > 0.
Soit R I’anneau de valuation de K.

Pour tout corps F, on note Gg = Gal(E,|E) le groupe de Galois
absolu (Ej est la cloture séparable de E).

On rappel le dévissage classique de G :

121 —-Gx =G, —1

ou I = Gk, est le groupe d’inertie (voir le groupe de Galois absolu
de l'extension non-ramifi¢ maximale de K contenue dans Kj) et on
identifie Gy = Gal(K,,|K); puis si pm(K) est le groupe des racines
de I'unité d’ordre ¢" dans K, (ou bien dans k, car ¢ # p) et Z(1) :=
lm e (K) est le twist de Tate. Si K, = K, (7'/*") est 'extension
modérément ramifié de K, (7 € K uniformisante) alors

1P —1—7Z/(1)—1

avec Py = G, qui est un groupe profini d’ordre coprime a ¢. La pro-
jection tg : I — Zy(1) est induite par 7V/¢"t,,,(g) = g(z'/*").
Pour le détailles voir [Ser68|.

2. MONODROMIE ¢/-ADIQUE

Le théoréme de monodromie locale apparaisse pour la premiére fois
dans [CSO1, letter 24 Sept. 1964 p.183|2, des autres références sont
[ST68, Appendix| ou [I1194, SGAT2, Del80].

Date: 7/3/2013.
1. i.e. K est une extension finie de Q, ou F,((¢)).
2. La réponse de Serre commence par : Ton théoréeme sur l’action du groupe
d’inertie est rupinant — si tu l’as vraiment montré.
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Soit p : G — Autg, (V) un homomorphisme continu® avec V un Q,-
espace vectoriel de dimension finie (ce qui on appel une représentation
(-adique a coefficients dans Q).

2.1. Théoréme (Grothendieck). Tout p comme avant est quasi-unipotente :
il existe un sous groupe Iy C I ouvert (i.e. d’indice fini) tel que pyr, est
unipotente®.

2.2. Remarque. Donc quitte a faire une extension finie de K on peut
supposer I; = I (cas semi-stable) : i.e. tout représentation (-adique est
potentiellement semistable (sous I'hypothése k fini). Si on remplace Q,
par QQ, c’est ne pas vrai que l'action de / est quasi-unipotente, mais
(en caractéristique zero) on a le méme énoncé si on se restreint aux
représentations de de Rham (et on donne la bonne définition de semi-
stabilité). Voir Colmez pour une discussion compléte sur le théoréme
de monodromie p-adique.

Démonstration. On remarque que 'identification Z,(1) = Gal(K,|K,,)
est compatible avec 'action de G}, qui agit de fagon naturel sur les ra-
cines de I'unité et par automorphismes internes de 'extension Gal( K| K)
sur le groupe de droite. Donc si on note x, : G — Zj le caractere cyclo-
tomique, ¢ € Zy(1) et g € G}, on obtient que ¢X¢9) et ¢ sont conjugues
par un élément de Gal(Ky|K). Cela implique que si a € Z] est une va-
leur propre pour p(¢) (qui est un Zs,-automorphisme d’un réseau) alors
aXt9) est aussi une valeur propre pour tous g € Gj. L’image de Y, est
infinie, i.e. pour tous k'/k extension finie, k' ne contient pas toutes les
racines de l'unité d’ordre une puissance de ¢. Donc si a n’est pas une

racine de 'unité on obtient une contradiction car V est de dimension
finie. O

Avec le notation précédente on a que p;, factorise par Z,(1) : on
montre que p(P;) C GL(A/IA) qui est un groupe fini, mais les endo-
morphismes nilpotentes sont d’ordre fini en caractéristique zéro.

Soit T" € Autg, (V) unipotente, on peut définir un endomorphisme
nilpotent

1 n
log(T') :== — Z (d=T)" :

n
n=1

2.3. Définition. Soit ¢ € Z,(1) générateur, alors on définit
N:V@Q(l) =V ve (= log(p())(v)

qui est le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de p.
Donc

Vgeli  plg) =exp(N(— @tlg)))

3. La continuité est équivalente a lexistence d’un Z; réseau A C V tel que p
factorise par Autz, (A).
4. (id —p(g))™ = 0 pour n >> 0.
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et N est G -invariante®

2.4. Lemme (Jacob-Morosov). Soit N : V. — V un endomorphisme
nilpotent dans une catégorie abélienne (e.g. Qq-esp. vect.), alors il existe
une seule filtration M;V C V' croissante, exhaustive et séparé tel que :

(1) N(MZV) C M;_5V N
(2) N* induise un isomorphisme grit V.— gr™ V.

Démonstration. On peut construire M;V par récurrence sur d tel que
NHL =0:sid=0, alors N =0 et on pose M_1V=0C MV =V;
si d > 0 on pose

M_4V=0CM_,V=imN*C My_,V=kerN'Cc M,V =V
on obtient la suite exacte courte
0— M_ 4V — MgV — ker N°/im N? — 0

et N induise un endomorphisme nilpotent N sur le dernier terme &
droite tel que N¢ = 0. Donc on peut filtrer ker N¢/im N? et obtenir
par pull-back la filtration sur V. O

Avec le notation du Def. 2.3, quitte a choisir un générateur topolo-
gique de Zy(1), on & V ® Q(1) = V et donc il existe une filtration (de
monodromie) associé a le logarithme de la monodromie N.

3. MONODROMIE-POIDS

Soit X/K une variété projective et lisse et soit p la représentation
(-adique

V= (@H&(XK,Z/Z"O ®z, Qe

qui est quasi-unipotente par le théoréme de monodromie locale. Donc
on peut définir 'opérateur N et la filtration de monodromie.
La conjecture de monodromie-poids dit que :

3.1. Conjecture (Deligne). Pour tout ¢ € Gk relévement du Fro-
benius géométriqueS les valeurs propre de ¢ agissant sur gréwV sont
des mombres de Weil de poids i + j 7. (Voir [Del71, Principe 8.1| ou
[11194, Tto].)

Grosso modo on voudrais que [ agisse trivialement sur gré” V et ce
la est une représentation de G /I = Gy de poids i 4 j. Par la théorie
des cycles évanescentes si X admet un modéle propre et lisse sur R
alors l'inertie agit trivialement sur V' qui est pure de poids .

5. D’abord il faut noter que p factorise sur Gal(K;|K) et utiliser que ¢X¢(9) et ¢
sont conjugues par un élément de Gal(K,|K).

6. i.e. 'image de ¢ dans G}, est Pautomorphisme a — a'/4, ou ¢ = #k.

7. ie. sont des a € Qp tel que 2log, lale = i+ j pour tous o : Q — C
plongement.



4 MAZZARI NICOLA

La conjecture est un théoréme pour K d’égale caractéristique p : Ito
montre que dans ce cas on peut toujours se ramener au résultat suivant.

3.2. Théoréme (Deligne Weil II 1.8.4). Soient C/F, une courbe lisse
et x € C(F,) un point rationnel et K = Frac(O% ,) le (henselianisé du)
corps de valuation de x en C' (donc carK = p). Si Y — C\ {z} est
propre et lisse, alors la conjecture MP est vraie pour X = Y.

Autrement dit si L/F,(t) est une extension finie et Y/L est propre
et lisse, la conjecture est vraie pour X = Y avec K le complété de L
en un place x.

Donc il reste a résoudre la conjecture dans le cas de caractéristique
zéro. Les cas connus avant Scholze sont : dim X < 2, variétés abé-
liennes, certaines variétés de Shimura. Pour la suie K est un corps
local de caractéristique mixte (0,p) (i.e. une extension finie de Q,) de
corps résiduel £ = IF,.

3.3. Théoréme. Soit Y une variété propre, lisse et géométriquement
connexe sur K. PuisY est une intersection compléte (ensembliste) dans
une variété torique X, g qui est projective est lisse. Alors la conjecture
de monodromie-poids est vraie pour Y (et bien sur pour Xx ).

Démonstration. La stratégie est de se ramener au Théoreme de Deligne
en utilisant le basculement des espaces perfectoides.

— On commence par des remarques Galoisiennes Comme K/Q, est
fini on peut identifier leurs cloture algébrique K = @p. Si on note C, le
complété de K 'action de G sur K s’étend par continuité a un action
Gk O C,. Par fonctorialité (du basculement) G agit sur C). Siw € K

—

est une uniformisante on sait que le corps perfectoide K = K (w!/P™)
a comme basculement K’ qui est le completé de la cloture radicielle de
E =TF,((@")). Avec ce notation on a des équivalences Galoisennes

(FW) Gk =G = Gp
car K° C (CII’J dense et par continuité Gy, agit sur C;’J. Cette action

identifie Gx = Gy». Méme E C (C; est dense et stable par I'action de
G et (FW) est vérifié.
— On aura besoin des résultats suivantes sur les espaces adiques :

(1) (Huber : comparaison étale) Soit X une variété algébrique sur
un corps non-archimedienne algébriquement clos, alors

H(?t(Xw Qﬂ) = H;(Xad’ @4)
pour [ différente de la caractéristique du corps de bas.

(2) Avec le notation du théoréme il existe un ouvert Y24 C Y tel
que N
HE (Ye,, Qo) = HG(YE, Qo)
(on peut bien oublier le “ad” dans le membre de droite grace au
point précédente.)
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(3) L’application d’espaces topologiques (et topoi étale)

w:X;‘ng%X;‘j‘Cp (ot ag) = (ah o ah)

S
induise un isomorphisme en cohomologie Q,-adique, [ # p.

(4) (Approximation) Dans les hypothéses du théoréme il existe un
voisinage Y de Y et une sous variété (algébrique) Z C Xy y»
tel que Z* C 77 1Y) et dimZ = dimY. Puis Z peut étre
définie sur extension finie L de F (w).

— Ceci dit on a un diagramme commutative de topoi
ad ~ i ad ~
(XZ»(CZ)et (XE,(Cp)et

(m' (V)gy)a — (Yo, )

P

(Z85)a (Yea

et, quitte & faire une extension finie de corps de base L de Z, on
peut supposer Z lisse grace a de Jong (théoréeme d’altération). Le
groupe G agit sur les objets du diagramme et les morphismes sont
G-equivariantes. Donc on obtient un diagramme des représentation
(-adiques de G

H(Xy ) <= Hi(Xsc,)

Hi(r ! (Y)ey) =—— H'(Ye,)

H'(Zgy) H'(Ye,)

qui induise une application G-equivariante
O{i : Hi(Y(CP) — HZ(Z(C;)

Supposons pour U'instant que o' est injective. L’adhérence E’ de L
dans (C; est un extension finie de E = F,((x’)). Alors pour le théo-
réeme de Deligne la conjecture de monodromie-poids est vérifié pour
H "(ZC; ) comme G pg-représentation et donc aussi comme Gp = G-
représentation. Pour passer de G & G il suffit de noter que /K est
une pro-p-extension totalement ramifié.

Pour finir la preuve on montre que o' est injective. Si d = dim Z =
dimY alors H*(Yc,) et H Zd(Z@;? ) sont isomorphes a Q, (comme Q-

esp. vect.). Si @®? n’était pas un isomorphisme elle serait nulle et par
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commutativité
. 72d 2d
B H Xy ) = H™(Zc,)
serait nulle aussi. Mais la premiére classe de Chern d’un fibré inversible
ample sur XE@) a image non nulle, donc a?? est isomorphisme. La

dualité de Poincaré permet alors de montrer que o est injective pour
tout 1.
O
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