Université Bordeaux | 2010-2011
MHT201 Structures Algébriques

Devoir maison n° 3

Exercice 1
Soient A un réel, et F': R?> — R3 'application linéaire définie par

F:(z,y) — (—x 4 2y,2x — 4y, \x + (A + 3)y).
1. Donner la matrice de I dans les bases canoniques de R? et R3.

2. Déterminer le rang de F' en fonction de A.
3. Déterminer Im(F) et ker(F') lorsque A = —1.

Exercice 2
Soit
F: R3 — R3
(x,y,2) +— (—x—6y+6z5y— 62,3y —4z2)

une application linéaire. On désigne par B la base canonique de R3.

1. Donner la matrice de F' dans la base ®B, et calculer son rang.

2. Soient vy = (3,—-2,—-2),v3 = (—1,1,1),v5 = (2, -2, —1).

(2.a) Montrer que {v1,v2,v3} est une base de R®. On désignera cette base par 9B’

(2.b) Donner les matrices de passage de B a B’ et de B’ a B.
(2.c) Calculer F(vy), F(vy), F'(vs). En déduire la matrice de F' dans la base B’

Exercice 3
Soit E l'espace vectoriel des polynomes dans R[X] de degré < 3. On note B = {1, X, X? X3}
la base canonique de E. Soient a un réel, et f : F — E 'application définie par

f:P(X)— (X —a)P(X).
Montrer que f est une application linéaire. Donner sa matrice dans la base canonique 8.
Déterminer ker(f).
Montrer que Im(f) = {P € E, P(a) = 0}.

Montrer que la famille {1, (X —a), (X —a)?, (X —a)3} est une base de E, on notera cette
base B’

5. Donner la matrice de passage de B a B’, et de B’ a B.

Ll

6. Donner la matrice de f dans la base B'.

Exercice 4

Dans tout I'exercice K désigne un corps et E un K—espace vectoriel.

I) Soient Fj et F, deux sous-espaces vectoriels de E tels que Fy @ Fy = E. Pour tout u € E
il existe un unique couple (uj,uy) € Fy X Fy tel que u = uy + uz. On peut donc définir
deux applications : p;: £ — E par p;(u) = uy et py: E — E par py(u) = uz. On dit que
p1 est la projection de F sur F parallelement a F5 et que po est la projection de F sur Fy
parallelement a F}.



1) Démontrer que p; et py sont des applications linéaires.
2) Déterminer le noyau et l'image de p; et ps.
3) Déterminer py o p1, pz © p2, p1 © P2, P2 © p1, p1 + Po.
IT) Soit p: E — E une application linéaire telle que po p = p.
4) Prouver que Im(p) N Ker(p) = {0}.
5) Prouver que Im(p) & Ker(p) = E.
6) Prouver qu’il existe deux sous-espaces vectoriels A; et As tels que A1 @ Ay = E et que p
soit la projection de E sur A; parallelement a A,.
IIT) On suppose que E est le R-espace vectoriel des applications de R dans R. On considere les
sous-ensembles de E suivants : F} = {f € F : f paire} et F; = {f € E : f impaire}.
7) Prouver que F et Fy sont des sous-espaces vectoriels de E.
8) Prouver que F; @& F» = E.
9) Soient n € N et (ag, ar, as, . ..a,) € R"™ on considere la fonction polynomiale f: R — R
T ag + a1 + ax? + - - + a,z". Que valent pi(f) et pa(f).



