MHT201
Quelques indications de TD 13 (suite et fin)

Exo. 7. (i) Soit u = ze; + yes + ze3 € R?, on a
T(u) = 2T (e1) + yT(e2) + 2T (e3) = —yer + yea + (z + y + 2)es.
Donc T'(u) = 0 si et seulement si y = =+ y + z = 0. Donc
ker(T) = {xe; — zes|z € R},
La matrice de 'endomorphisme 7" : R?* — R? dans la base {e;, €5, e3} est

0 0 -1
A= 00 1
1 1 1
(ii) On a f1 + fs = ey, donc e; = fo+ e = fi+ fo+ f5, et enfin es = 1 — f1 = fo+ fs.

Comme la famille {eg, e, e3} est une base, et que chaque e; est une combinaison linéaire
des f;, on en déduit que le systéme {fi, f2, f3} est un générateur. En particulier,

Vect{fl, fg, fg} = RS.

Par conséquent, la famille {fi, fo, f3} est aussi une base de R3.
(111) T(fl) = O, T(fg) = T<€1 - 62) = e3+€ — €y — €3 = f2, et T(fg) = f3. ]:)Ol’lC7 la
matrice de f dans cette nouvelle base {fi, fo, f3} est

0
B =

o O
— o O

0
1
0

Donc T est idempotent, c’est-a-dire, T? = T.
(iii) Comme
(f1, fo, f3) = (e1,€9,€3) - P

avec {f1, f2, fs} et {e1,es,e3} deux familles de base. On en déduit que la matrice P est
inversible. Pour calculer son inverse, on utilise la méthode de Gauss, on trouve que

11
Ptl=110
11

— _ O



Comme

(61762763)PB = (f17f2,f3)B = T(f17f27f3) = T(€1>€27€3)P

on a
T<€1,62,63> = (61,62,63)PBP_1.

Dou A= PBP™ L.

Exo. 8. (i) Notons
1 1 0 x
Ba=1| 1 2 -1 ¢
-1 0 a—1 2

Donc il existe (z,y,2) € R? tel que f(z,y,2) = (2/,y,2) si et seulement si le systéme
sulvant

1 1 0 z T
1 2 -1 Ny =Y
-1 0 a-1 z z

admet une solution. Cette derniére condition revient au méme de dire que le rang de la
matrice B, est égal au rang de A,. Pour examiner cette condition sur le rang, on effectue
des opérations élémentaires de lignes sur la matrice B,, on trouve

11 11 0 x
By~ 01 -1 ¢y—-2|~101 -1 y —a
0 1 00 a 22—y +7
On en déduit donc rang(A4,) = rang(B,) si et seulement si 'une des deux conditions

suivantes est remplie : (1) a # 0, et on a rang(A,) = rang(B,) = 3; (2) a = 0 et
22" — 1y’ + 2’ = 0. Sous la condition (ii), on a rang(A,) = rang(B,) = 2. D’ou le résultat.

(ii) fo est un automorphisme < f, est bijective < la matrice A, est inversible <
rang(A,) =3 < a # 0.

(iii) On a donc a = 0. Par suite,

1 1 0
Ag = 1 2 -1
-1 0 -1
qui est ligne-équivalente a
1 1 0
01 —1
00 O

Donc rang( fy) = rang(Ap) = 2.



Pour déterminer ker(fy), il suffit de résoudre le systéme suivant :

1 1 0 T 0
1 2 -1 |- ly]l=]|0o0
-1 0 a—-1 z 0

En résolvant ce systéme, on trouve

ker(fo) = {(—=r,r,7)|r € R},

avec une base donnée par {(—1,1,1)}.
Pour calculer Im( fy), notons {ey, ez, €3} la base canonique. On a alors f(e;) = (1,1, —1),
fle2) = (1,2,0), et f(ez) = (0,—1,—1). Par suite,

m(fo) =< f(e1), flez), fles) > .

En considérant la matrice

1 1 -1 11 -1
1 2 0 ~1 01 1
0 -1 -1 00 O

on obtient que

m(.fO) =< f(el)vf(€2) ( ) (1’17_1)a(07171) >
avec une base donnée par {(1,1,—1), (0, 1, 1)}

Pour calculer I’ensemble f; ( (0,1,1)}), il suffit de résoudre le systéme suivant
T+y =0
T+ 2y —2=0
—2z=0,
d’ou
r=-r—1
y=14r
z=r€cR.

0 0 -1
Al'=11 0 1
2 —1 1

(vi) On a (ug, ug, ug) = (€1, es, e3)- Ay. D’apreés (i), on sait que A; est inversible. Par suite,
la famille {uy, us, us} est bien une base.



(vii) Par définition, on a

g(uy, ug, uz) = gler, ez, e3) - Ai(er, ea,e3) - D+ Ay = (ug,ug,uz) - A1 D - Ay,
Par conséquent,
1 0
0
-1

M = A['DA =

== O

2
4
(viii) Pour n > 1 un entier, on a M™ = A;'D"A. Par exemple, M2 = AT'DAA'DA =
A7'D?A. Donc, on a

(

100
Is=1 01 0 |, si n est pair
0 01
M" =
-1 0 O
M = 2 1 0 , si n est impair.
4 —1




