SVE 101, TD FEUILLE 7

7. Variables aléatoires continues et théorémes asymptotiques

Exercice 7.1 Dans un aérodrome, la durée du processus d’atterrissage d’un avion, mesuré en mi-
nutes, est une variable aléatoire T dont la densité de probabilité est f(t) = te™t pour t > 0 et 0
sinon.

i) Vérifier que f est bien une densité de probabilité..
ii) Déterminer les probabilités des événements : (T > 2); (1 < T < 3); (1 < T < 3) sachant que
(T < 4).
Exercice 7.2 Exprimée en heures, la duré de vie D d’un certain modéle d’ampoule électrique est
une variable aléatoire de densité f donnée par f(z) = -5 si z > 200, et = 0 sinon.
i) Calculer c.

ii) On contrdle I’état d’une ampoule aprés 300 heures d’utilisation. Avec qu’elle probabilité est-elle
hors d’usage ?

iii) On équipe un local souterrain de 5 de ces ampoules électriques, neuves. On suppose que les
durées de vie D1, ..., D5 de ces ampoules sont des variables aléatoires indépendantes de méme
loi de densité f. On controle I’état des ampoules aprés 300 heures d’utilisation. Avec quelle
probabilité deux (exactement) des ampoules sont hors d’usage ?

Exercice 7.3 La durée de vie , exprimée en semaines, d’'un composant électronique est une variable
aléatoire qui suit la loi exponentielle. La variable aléatoire X a donc une densité de probabilité de
la forme : f(z) = Ae ™ si x > 0, et 0 sinon.

i) Déterminer la fonction de répartition de X.

ii) On a constaté expérimentalement que 95.12% de ces composants étaient encore en état de
marche au bout de 25 semaines de fonctionnement. Montrer que cette constatation permet de
fixer & 0.002 le paramétre A.

iii) Quelle est la probabilité qu'un composant de ce type soit en état de marche au bout de 100
semaines de fonctionnement ?

iv) Sachant qu’un de ces composants a bien fonctionné pendant 100 semaines, quelle est la proba-
bilité qu’il soit encore en état de marche au bout de la 150 éme semaine ?

Exercice 7.4 La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A, pour quelle valeur
de x les événements (X < x) et son contraire ont-ils méme probabilité ? Que vaut-elle ?

Exercice 7.5 Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N/(8,4%). Calculer

P(X < 7,52), P(X > 8,48), P(6 < X < 10), Px=5) (X >6).

Exercice 7.6
i) SiY suit la loi normale N (4,4), déterminer P(Y < 6).
ii) Si Y suit la loi normale N (3, (1,5)?), déterminer  pour que P(Y < x) = 0,4218.
iii) SiY suit la loi normale N(5,4), déterminer P(2,5 <Y <6,5).
)

iv) Si Y suit la loi normale A (6,4), déterminer un intervalle, centré sur la moyenne dans lequel
est Y prend ses valeurs avec la probabilité 0, 9.

Exercice 7.7

i) Soient X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite et & un réel positif.
Exprimer en fonction de a = P(|X| > ) les probabilités P(X > z) et P(X < —x).
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ii) Lors d’un tir, on admet que les longueurs de tir suivent une méme loi normale. On constate en
ayant effectué un grand nombre de tirs que 10% des obus tombent & une distance supérieure a
1,6 km et 25% a une distance inférieure & 1,4 km. Donner une valeur approchée de la moyenne
et de I’écart-type de la loi normale suivie par les longueurs de tir.

Exercice 7.8 Une usine fabrique des billes de diamétre nominal 8 mm. Les erreurs d’usinage
provoquent une variation du diamétre qui est une variable aléatoire E suivant une loi normale de
moyenne 0 mm et d’écart-type 0,015 mm. Lors du controle de fabrication on écarte les billes qui
passent & travers une bague de diamétre 7,98 mm, ainsi que celles qui ne passent pas a travers une
bague de diamétre 8,02 mm.

i) Quelle est la probabilité qu'une bille prise au hasard soit écartée ?

ii) Lorsque la bille est trop petite elle est rejetée, lorsqu’elle est trop grande elle est retaillée
convenablement (elle ne sera pas écartée aprés avoir été retaillée). Le cotit de fabrication d’une
bille est de 1 euro et le surcotit pour retailler une bille est de 30 centimes d’euros.

Soit C' la variable aléatoire cotit de fabrication d’une bille, déterminer la loi de C.

iii) Soit B la variable aléatoire bénéfice réalisé pour une bille prise au hasard (parmi toutes les billes
produites). Déterminer la loi de B pour un prix de vente d’une bille de x euros (on remarquera
que B ne peut prendre que les trois valeurs : —1; 2z —1,3; . — 1).

iv) Déterminer le prix de vente minimal pour que Uentreprise soit bénéficiaire.

Exercice 7.9 On désigne par Xy, X, ---, X, les rendements en quintaux par hectare de n
parcelles ensemencées avec une méme variété de céréale. On suppose que ces variables sont in-
dépendantes et suivent toutes la méme loi normale N (i, 02). Soit la variable aléatoire moyenne
M=1(X1+X,4 - +X,).

i) Déterminer 'espérance et la variance de M.

ii) Quelle est la loi de M ?

iii) On suppose que o = 2,5, combien de parcelles faut-il observer pour que P(u —1 < M <

w+1)>0,997

Exercice 7.10 Pour un certain type de graines, la probabilité de germination est p = 0,8. Une
personne séme 400 graines. Donner une estimation de la probabilité que 300 au moins germent.

Exercice 7.11 Dans une population homogéne de 20000 habitants, la probabilité pour qu’une
personne quelconque demande & étre vaccinée contre la grippe est de 0,4. Donner une estimation
du nombre de vaccins dont on doit disposer pour que la probabilité qu’on vienne & en manquer soit
inférieur 4 0,17



