On reprends les notations du cours. En particulier,
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Montrer que G =< «,y >.

Proof. — Notons H =< «,y > le sous-groupe engendré par « et . Par
définition, on a

H={a%/t...a%y/n . ne Z>1, et ep fr € {0,+1, -1} por 1 <k <n }
Par suite, H contient le sous-ensemble suivant
Hy:={a"* : ktecZ}CH.

Montrons que H; C G est un sous-groupe. En effet, premiérement, on a Hy # ()
car il contient au moins « et . Ensuite, il suffit de démontrer

Ve=d'e H, Vy=ao'yeH
onax-y !¢ H. Or
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Par suite, pour prouver z-y~! € Hy, il suffit de prouver qu’il existe des entiers
j',r" € Z tels que
. ’ -/
7ol =a" ol (%)

Comme o?

=72 = —e. Il y a deux cas a distinguer:
— si r = 2rg est un entier pair, on a yJa" =47 (a?)"0 = Aiy2r0 =4I+t

— Sir = 2rg+1 est impair. On a 47a” = 17a?"0a = v7+2"0q. D’autre part,

comme Yo = —ay =a-7-(—e) =a-7-v% = a3 on obtient
’)/jOéT — fyj+2ma — ’}/j+2m_1’}/04 — ,yj+2r0—1a73 — ’)/j+2r0_2’}/04’}/3
= 202 BB 202006 L B3 +2r0)

L’assertion (*) est donc démontrée. Ainsi, on montre que H; C G est un sous-
groupe. Comme Hj contient également «,y, par conséquent < «,v >C Hj.
Donc H = H;. Comme « est d’ordre 4, et comme v2 = a?, on obtient que

H={o"" kteZ}={aF":0<k<30<(<1}
2,0’ U {y, 07,07, 0%}
Comme v ¢ {e,a,a?, o}, 'union ci-dessus est disjointe. Il en résulte que le

cardinal de H est égal & 8. Donc H C G est un sous-groupe d’ordre 8, et on
obtient finalement H = G. O

={e,a,a



