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2 K. BELABAS & E. FOUVRY

Corollaire 1.1. [l existe une infinité de nombres premiers p = 1 modulo 4, tels
que le groupe de classes d’idéauz de l'anneau des entiers de Q(,/p) ne posséde
aucun élément d’ordre 3. Plus précisément, il existe une constante co > 0, telle
que l'ensemble des p < x vérifiant la propriété précédente soit de cardinal au
moins égal a cox/logx pour x = 5.

La méme propriété est vraie pour l’ensemble des p = 3 modulo 4.

Rappelons qu’on conjecture 'existence d’une infinité de corps quadratiques
réels Q(,/p) (p congru a 1 modulo 4) dont I'anneau des entiers est principal. On
pense méme que la proportion de tels premiers est d’environ 75,4% ([5, p. 58]).
Cette conjecture, dite de Gauss-Hasse, a la réputation d’étre d’une extréme dif-
ficulté : en introduisant h(p), nombre de classes d’'idéaux du corps Q(,/p), elle
s’exprime comme le fait que I’équation h(p) = 1 a une infinité de solutions. Pour
mémoire, rappelons que I’équation h(—p) = 1 a pour uniques solutions : p = 2,
3,7, 11,19, 43, 67 et 163. Notre résultat dit donc que, 3 ne divise pas h(p), pour
une proportion positive de p. Bien que le Corollaire 1.1 paraisse tres timide dans
la connaissance du nombre h(p), c’est, & notre connaissance, le premier résultat
inconditionnel allant dans la direction de cette conjecture.

Pour planter le décor des résultats et des techniques ayant trait a ce sujet, nous
adopterons certaines conventions. On réservera la lettre p a un nombre premier et
la lettre A a un discriminant fondamental, autrement dit A est un entier positif
ou négatif, sans facteur carré impair et vérifiant les congruences A =1 (mod 4)
ou A = 8,12 (mod 16). Soit X > 0, on désignera alors par A*(X) I'ensemble
des discriminants fondamentaux compris strictement entre 0 et X et A~ (X)
I’ensemble des discriminants strictement compris entre —X et 0.

Soit CI(A) le groupe des classes d’idéaux de I'anneau des entiers de Q(v/A).
Soit hy(A) le nombre d’éléments de CI(A) dont la puissance p-ieme est un idéal
principal. C’est une puissance de p et on pose hy(A) = p ) Tentier r,(A) est
appelé p-rang de CI(A).

Le nombre r(A) a une description élémentaire essentiellement due a Gauss.
On a r5(1) = 0 (puisque h(1) = 1!) et, pour A # 1

(1) ro(A) =w(A)—1 ou w(A)-—2,

(w(n) nombre de facteurs premiers de l'entier n), la deuxieme éventualité a lieu
uniquement lorsque A > 0 et lorsque A a un diviseur premier congru a 3 modulo 4
(voir [16] Corollary 1 p. 457 et Note 20 p. 483, par exemple). Ainsi le Corollaire 1.1
implique qu’il existe une infinité de A > 0 vérifiant ro(A) = r3(A) = 0. En fait,
nous montrerons 1’énoncé plus précis suivant

Corollaire 1.2. Pour tout k > 0, il eziste deux constantes c¢j, > 0 et xy, telles
que pour x = xp, on ait la minoration

, 7(loglog z)* !

HA0 < A< X, r(A) =k, r3(A) =0} > ¢,

log
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Ce résultat est obtenu pour des A vérifiant le second cas de la formule (1), soit
w(A) = k + 2. Puisque, de fagon classique, on sait que

log log z)*+1
18,0 < A < o, 0(8) < b+ 2)] < T 08D

log x

(k entier fixé, x tendant vers 'infini), on voit grace a (1) que 'ordre asymptotique
de la minoration du Corollaire 1.2 est correct.

Il n’existe pas de formule aussi simple et élégante que (1) pour les autres 7,(A).
Meéme si on est moins exigeant, c¢’est-a-dire si on désire simplement connaitre le
comportement statistique de r,(A) ou de hy(A) (p fixé supérieur a 2), la situation
reste vraiment pitoyable : absolument rien n’est connu pour un p général sauf pour
p = 3 apres le splendide travail de Davenport et Heilbronn ([9, 10]), qui est la clé
de votute de notre article et que nous présentons de la facon suivante :

Posons

hi(A) —1
H(A) = —3( ) )
2
(C’est donc un entier, valant 0, 1, 4, 13,... On conjecture qu'’il peut étre arbitrai-
rement grand sans connaitre pour l'instant d’exemple supérieur a &2_1 = 364.)

Pour mener de front le cas des A positifs et des A négatifs, nous posons
(2) at=1 et a =3.

Alors le comportement en moyenne de H(A) est régi par les formules asympto-
tiques suivantes : lorsque X tend vers l'infini on a

3) S R~ Y 1 (et )

AEAT(X) AEAT(X)

Signalons que, par exemple, on ne connait pas d’équivalent a la somme

> H(A)

AeAE(X)

et que les formules (3) sont, pour linstant, I'un des tres rares cas ou les tres
profondes conjectures heuristiques de Cohen-Lenstra ([5]), qui prévoient la struc-
ture en moyenne des groupes de classes des corps quadratiques, sont démontrées.
Rappelons que ces conjectures prédisent, par exemple, que r,(A) peut étre ar-
bitrairement grand et qu’il y a indépendance des comportements de 7,(A) et
ry(A), pour des premiers p et p’ distincts. Le Corollaire 1.2 s’inscrit donc dans
cette derniere perspective.

La fonction H(A) se répartit-elle harmonieusement suivant les progressions
arithmétiques 7 Cette question se pose naturellement apres les travaux de Daven-
port et Heilbronn. Le cas particulier de la somme des H(A) sur les A = 0 (mod
q) fut résolu de facon tres satisfaisante par Belabas :
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Théoréme 1.3 ([1, Théoreme 1.2]). Soit € > 0. Pour X — oo, on a les égalités

Y H(A) = EQ X +0.(Ro(X, q,¢)),

272

uniformément pour q, entier sans facteur carré, inférieur a X155 Le coefficient
ot est défini en (2). On a désigné par v(q) la fonction multiplicative telle que
p
v(p) = m,
et Ro(X,q,¢) est la fonction
X
qlog® Xlogs = X’
Le symbole log, désigne la fonction log itérée k fois. En choisissant ¢ = 1 dans
ce théoreme, on précise les équivalences asymptotiques (3), mais ce n’est pas le
meilleur terme d’erreur connu (voir [3]).
Le cas des autres progressions arithmétiques, par exemple de 1'équivalence

asymptotique
> HQA)~ Z H(A), X — o0

AeAE(X ACAE(X)
A=1 (mod q)

RO(Xa q, 5) =

uniformément pour ¢ < X¢ sans facteur carré, ou v/ fonction multiplicative
et C' constante positive n’a, a notre connaissance, fait ’objet d’aucune publi-
cation. Toutefois, les méthodes de [1], conduisent & l'existence d’'une certaine

constante C' > 0 pour une fonction v/ explicite (on trouve v/'(p) = pg’il) — no-
tons qu’il n’est nullement nécessaire d’appliquer des techniques de Fourier. Par
contre, la recherche de bonnes valeurs de C' — les plus grandes possibles — se
démarque, sur plusieurs points, de la preuve du Théoreme 1.3. Pour n’en citer
qu'un, au §3.a.1 ci-dessous, on profitera d’'une paramétrisation de la variété ho-
mogene d’équation A(a,b,c,d) = 0 modulo p. Un tel phénomene disparait si
I’équation devient A(a,b,c,d) = 1 modulo p. Nous n’abordons pas cette fort
intéressante question dans notre travail.

En fait, lors de son application au crible, le Théoreme 1.3 est utilisé sous la

forme moins forte du

Corollaire 1.4. Pour tout ¢ > 0 et X tendant vers linfini, on a les égalités

Ay o) - X
<XZ: —e ‘Ae;; A 2m% g * _Oa(logXIngX)'
ISAE qA

Pour parvenir au Corollaire 1.1, nous avons notablement amélioré les exposants
apparaissant dans les Théoreme 1.3 et Corollaire 1.4. La premiere idée nouvelle
est d’étudier de fagon plus poussée la quantité N*(B;;r,s) (voir §3 ou plutot,
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les sommes trigonométriques S(h;r, s) qui lui sont naturellement associées. On
utilise de facon cruciale les propriétés géométriques de la variété sur laquelle
la sommation est faite, c’est-a-dire le lieu ou s’annule la fonction discriminant
A(a, b, c,d) (voir Lemmes 3.1, 3.2, 3.4 et 3.5). On parvient ainsi au

Théoreme 1.5. L’énoncé du Théoreme 1.3 reste vrai, si on remplace ['inégalité
1>

que doit vérifier q par 'inégalité q < X,

Le théoreme précédent entraine immédiatement que, dans le Corollaire 1.4,
on peut remplacer ’exposant %5 par %. L’amélioration de ’exposant n’est mal-
heureusement pas a la mesure des innovations dans le traitement des sommes
d’exponentielles S(h; 7, s), évoquées ci-dessus. Ceci est, en partie, di au fait qu'il
faut s’assurer que les A en question sont bien fondamentaux. Toutefois cette ap-
proche est largement valorisée si on introduit une autre idée nouvelle par rapport
a [1] : traiter en moyenne la contribution d’ensembles de points (a, b, c,d) de Z*
difficiles a appréhender mais de cardinal petit. Ces ensembles sont désignés par
D(X,p,Q), D'(X,p) ou Dy, suivant les situations (voir §2 et §4). On parvient
ainsi au

Théoreme 1.6. Pour tout € > 0 et X tendant vers linfini, on a les éqgalités

- X
2 H A) — Oé_@X — Os R
<§6M (Q))AEAZi(X) - 2 q ‘ (logX10g2 X)
9 aa

St q est restreint a parcourir l’ensemble des nombres premiers, on peut, dans les
relations précédentes, remplacer l’exposant % par %.

Une forme itérée de I’égalité (46) ci-dessous conduirait & une amélioration de
la valeur de la quantité Ry(X,q, ) et des seconds membres des estimations du
Corollaire 1.4 et du Théoreme 1.6 : il est possible de gagner un facteur en log™* X
(A > 0). La forme que nous démontrerons ici est juste suffisante pour les appli-
cations au crible.

On étend la définition de la fonction H a tous les entiers n, en posant H(n) = 0
si n n’est pas un discriminant fondamental. Appliquons les formules du crible
linéaire a la suite AT des entiers +n, compris entre 1 et X, affectés des poids
H(+£n). On obtient, par exemple, directement le corollaire suivant

Corollaire 1.7. Pour tout € > 0, il existe des constantes absolues ¢* et ¢ > 0
telles qu’on ait, pour X tendant vers l'infini, les minorations

X
> H(A) = ¢ .
log X
AEAE(X), r3(A)=1
plA—p2x 1
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En combinant avec (1) et avec la relation H(A) < h(A) = O(y/|A]log(2|A])),
on peut donc affirmer que le systeme

r9(A) <6
() {58

a une infinité de solutions en discriminants fondamentaux, dont on peut au besoin
imposer le signe. Le crible pondéré peut méme ramener la constante 6 du systeme
(4) & 3. Nous n’insisterons pas sur cette méthode (voir plus bas comment améliorer
ces constantes en faisant appel au Théoreme 1.8 ci-dessous), mais rappellerons
simplement que dans ([1, Théoréme 1.6]), 'auteur obtient la constante 8.

Mais I’énoncé du Théoreme 1.6, a premiere vue, n’est pas suffisant pour fournir
le Corollaire 1.1 par des méthodes de crible. L’étude de la preuve des Théoremes
1.5 et 1.6 montre que le prix a payer, pour certifier que les A apparaissant dans
les sommes sont sans facteur carré impair, est tres lourd. Cette difficulté n’est pas
sans rappeler celle que ’on rencontre si on cherche a compter dans un ensemble
raisonnable (par exemple, 'ensemble {n* + 1,n € N}), le nombre d’éléments
inférieurs a X, sans facteur carré, pour X tendant vers 'infini. En effet cribler
par les p? pour p grand devient trés délicat. Par contre, si on demande que les
éventuels diviseurs p? soient supérieurs a un certain P? (P extrémement grand
mais fixé), le probleme devient trivial par le principe d’inclusion-exclusion, et
la formule asymptotique trouvée est une majoration tres proche de la formule
asymptotique escomptée pour le probleme initial.

Ainsi, le théoreme suivant est une transposition du Théoreme 1.6 au cas des
discriminants n quasi-fondamentaux d’ordre P, c¢’est-a-dire des entiers n, tels que
si p? divise n, on a p = P ou p = 2 et dans ce dernier cas on a n = 8§ ou 12
modulo 16. Nous montrerons le

Théoreme 1.8. Pour tout entier P, il existe une fonction Hp définie sur Z telle
que i) Pour tout n, on a l'inégalité H(n) < Hp(n),

ii) Il existe Xo(P) tel que, uniformément pour X > Xo(P), on ait les deux
inégalités
> Hp(n) < (1+0(P7TY) Y H
0<+n<X AeAi

iii) Pour tout € > 0, il existe n = n(e) > 0 tel que, pour X tendant vers l'infini,

on a
> @) Y Heln) - LS ()] = 0-p(X7)
<X%76 0<Etn<X 0<tn<X
9 q|n

ot

ve(e) = v(a) [] P+ 1)(];;]) ab)
plg
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L’exposant de répartition passe donc de 2 a , lorsqu’on crible Hp(n), dont la
définition sera donnée au §4, plutot que H( ). Cette valeur de §, obtenue sans
intervention du grand crible, est remarquablement élevée et ce gain suffit pour
prouver le Corollaire 1.1 (il suffisait d’avoir un exposant strictement supérieur
a %, voir §7). Voyons maintenant comment améliorer le Corollaire 1.7 grace au
Théoreme 1.8.

On appelle A la suite des entiers de [1, X], affectés des coefficients Hp(n). Avec
les notations du crible ([12, 13] par exemple), on a 1’égalité de Buchstab, valable

pour 21 < 2 :

(5) S(Az)=8(An)— Y S(A.p

21 <p<z

et par définition de A, on a I'inégalité

(6) S(A,2) 2 S(Az) = D S(A,p).

21<p<z

Notons que, pour cette application, la notion de quasi-discriminant d’ordre 1
nous suffit. En effet, les quasi-discriminants d’ordre P sont utilisés uniquement
pour évaluer S(A,z). Or la contrainte (pjn = p > z) implique évidemment
(p*|n = p > P) puisque P est fixé! Ainsi, pour z > Py, S(A, z) ne dépend pas
de P < P, et 'on peut choisir P = 1.

Par définition des fonctions F' et f du crible linéaire comme solutions des
équations différentielles aux différences induites par 1'égalité de Buchstab, on re-
trouve exactement la méme minoration si on injecte a droite de (5) les majoration
et minoration classiques du crible, en travaillant avec le Théoreme 1.6. Par contre,
on voit que I'inégalité (6) est strictement meilleure que (5), pour les applications,
puisqu’on peut appliquer le Théoreme 1.8, pour la majoration de S (./Ip,p). La
borne % du Corollaire 1.7 est ainsi aisément franchie, la limite théorique, apres
itération de I'identité de Buchstab, étant, dans le Corollaire 1.7, la valeur % —€
pour 'exposant.

11

Puisque dans ({12, p. 258]), on trouve la valeur Az > 7 et qu'on a I'inégalité

%Ag > 1, on déduit que pour tout X assez grand, A contient des entiers ayant
au plus trois facteurs premiers. Il serait intéressant — nous ne le faisons pas par
manque de place — de pousser les arguments pour en déduire que A contient,
lui-aussi, des entiers avec au plus trois facteurs premiers. On prouverait alors que
le systeme

ra(A) <2 et r3(A)>1

a une infinité de solutions. Il faudrait alors comparer cette technique avec celle
développée dans ([2, Chapitre 4]) qui étudie les valeurs pseudo-premieres prises
par le polynome y? — 4xf, pour z et y entiers et £ > 3 un nombre premier fixé,
afin d’exhiber des corps quadratiques de /-rang au moins égal a 1, et de 2-rang
controlé.
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Par les formules (3), puisque o~ = 3a™, on imagine que le 3-rang des corps
quadratiques imaginaires a tendance a étre plus grand que celui des corps qua-
dratiques réels. Il est donc plus difficile de construire des A < 0 avec un petit
3-rang, il n’est alors pas surprenant que le Corollaire 1.9 soit de moins bonne
qualité que le Corollaire 1.1. On a

Corollaire 1.9. Chacun des systémes
TQ(A) =0 T'Q(A) < 3
W{m@><1 I\ rla) = o
a une infinité de solutions A < 0. Plus précisément, il existe une constante

absolue ¢ > 0 telle que le nombre de solutions a chacun de ces systémes, avec
A € A~ (X) soit supérieur a ¢~ X/log X, pour X — oo.

Remerciements Les auteurs remercient P. Michel pour de stimulantes discus-
sions lors de I’élaboration de cet article. Le premier auteur remercie le Max-
Planck-Institut fiir Mathematik (Bonn) pour son hospitalité.

2. LA TECHNIQUE DE DAVENPORT-HEILBRONN. RAPPELS ET PREPARATIONS
TECHNIQUES

L’objet de ce paragraphe est de citer clairement les résultats de Davenport-
Heilbronn dont nous aurons ici besoin. Tous ces résultats sont évidemment les
outils de base de [1].

Soit § I'ensemble des formes cubiques binaires

F(z,y) = az® + bx’y + cxy® + dy?®,
a coefficients entiers. On définit ngim comme étant le sous-ensemble de § constitué
des formes primitives (c’est-a-dire telles que (a, b, ¢, d) = 1) et irréductibles (c’est-
a-dire telles que F' ne soit pas de la forme F' = F| F;, ou F} et F; sont deux formes
a coefficients entiers avec deg I} = 1). Le discriminant de F' est la quantité

A(F) = Aa, b, c,d) = b*c® 4 18abed — 27a*d* — 4b*d — 4cPa.

Un élément M de GL(2,Z) définit un changement de variables. On dira que deux
formes F' et I’ sont équivalentes sil existe M de GL(2,Z) tel que F' = F o M.
Soit ® I'ensemble des classes de formes cubiques pour cette relation d’équivalence.
Puisque le changement de variables conserve la primitivité et I'irréductibilité d’un
élément de §, on peut considérer @grrim C @, image de Sgrrim par la projection cano-
nique. Rappelons aussi que les formes d’une méme classe ont méme discriminant.

Pour p nombre premier au moins égal a 3, on note V), I'ensemble des classes F'
de ‘Dgﬁm telles que p? ne divise pas A(F) et V5 Pensemble des classes F telles que

A(F) =1 (mod 4) ou A(F) =8 ou 12 (mod 16). On pose aussi

Vo=V V=V
p

plg
Donc V est 'ensemble des classes de formes de discriminant fondamental.
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On définit U, comme étant la réunion de V, et de I’ensemble des classes F' de
o, telles que, modulo p, F' s'écrive F' = X ax — fBy)* et F(3,a) # 0 modulo
p?. Remarquons que la condition F' = M\(ax — By)? implique que F n’appartient

pas a V},. On pose aussi
U=(U,
P

L’ensemble U ainsi construit est essentiellement ’ensemble des classes de formes
cubiques dont le discriminant coincide avec celui d’une extension cubique de Q
(nous n’aurons pas besoin ici d’un énoncé précis de cette interprétation de U).
Soit K I'ensemble des extensions cubiques de Q, C ’ensemble des classes d’iso-
morphismes de corps cubiques sur Q. Rappelons que chaque classe d’équivalence
contient soit un élément (le corps cubique en question est alors cyclique) soit trois
éléments.
Le premier résultat nécessaire dans cette théorie est l'existence de la bijection
de Delone et Faddeev (voir [11, §15]), qui associe ordres (non nécessairement
maximaux) des corps cubiques et classes de formes cubiques (non nécessairement
primitives), sans aucune conditions locales. Davenport et Heilbronn ont calculé
son image quand on la restreint aux ordres maximaux et 1'utilisent sous la forme
suivante :

Lemme 2.1 ([9, 10]). Il existe une application K — Fx de K dans §};, telle
que

e pour tout K, on a disc(K) = A(Fk) ;

e pour tout K, F appartient a U ;

e par passage au quotient, K — F est une bijection de C sur U.

Le lien avec la fonction H(A) se fait par une remarque d’algebre (comptage de
certains sous-groupes de CI(A)) et un peu de théorie du corps de classes couplée
avec la bijection de Davenport-Heilbronn décrite dans le Lemme 2.1. On a donc,
en se restreignant aux discriminants fondamentaux le

Lemme 2.2. Soit A un discriminant fondamental. 1l y a exactement H(A) sous-
groupes d’indice 3 dans Cl(A). Cet ensemble de sous-groupes d’indice 3 est en

bijection avec les éléments de @7 de discriminant A.

En fait, puisque A est fondamental, on peut tout aussi bien remplacer ’en-
semble @gﬁim par V dans le lemme précédent. On regroupe ces résultats sous la

forme de la

Proposition 2.3. Soient a et q deux entiers fizés. Soit No4(&,m; V) le nombre
d’éléments de V' dont le discriminant est strictement compris entre £ et n, et est
congru a a modulo q. On a, pour X > 0, les égalités

> H(A) = Noy(0,X;V)
)

AeAt(X
A=a (mod q)
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Z H(A) = Npo(—X,0; V).
AeA~
A=a (mod q)

I1 faut maintenant calculer chacune des quantités N, ,. A toute forme F(z,y) =
az’ + bx’y + cxy® + dy? de § on associe le point (a,b, c,d) de R?. L’idée est de
se ramener & compter les points entiers d'un certain volume de R* domaine
fondamental pour laction de GL(2,Z) sur Z*, identifié & §F. En fait, pour se
ramener au cas classique de la réduction des formes quadratiques, on introduit
une relation d’équivalence plus stricte qu’auparavant sur §. A savoir, F et F”
sont proprement équivalentes s’il existe M dans SL(2,Z) tel que F' = F o M.
On note ® et @Eﬁm I'ensemble des classes d’équivalences propres, par analogie
avec les notations précédentes. On a dans 'idée qu’il y a deux fois plus de classes
d’équivalence propres.

2.a. Cas des formes de discriminant strictement positif. A la forme cu-
bique irréductible F' on associe le covariant quadratique

H(z,y) = Az* 4+ Bay + Cy°,

avec
A = b®—3ac
B = bec—9ad
C = *—3bd

O*F 0*F B <82F )2‘ 1

Ce covariant est le hessien de F, en fait —4H (z,y) = 907 92 5D
2 Oy 0y

jouit de 'importante propriété

disc(H) = —3A(F)
et est ainsi strictement négatif. L’application F' +— H commute a l'action de
GL(2,7Z), donc chaque classe de ® a un représentant dans la région de ’espace
défini par les inégalités

soit — A< B<A<C(C
soit 0 <K BLA=C.

A la différence du cas quadratique, — Id agit proprement sur ¥, ce qui nous
permet d’imposer de surcroit a > 0. Dans ce cas, le représentant est unique, a
moins que le covariant quadratique ne soit proportionnel & 22+ y? ou x4 xy + 2.
Dans ce dernier cas, on a O(1) représentants (en fait, au plus 3). Ces éventualités
ont lieu lorsque A = C' et B = 0 ou lorsque A = B = (. Ceci nous amene a
considérer le volume V' défini par

V={(a,b,c,d) e R} 1< a, |B| <AL C},
et pour X entier > 1, on appelle
V(X) :={(a,b,c,d) € V;1 < Ala,b,c,d) < X}.
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L’ensemble V(X)) est une variété semi-algébrique, c’est-a-dire définie par un
nombre fini d’équations ou d’inéquations algébriques. Cet ensemble est tres bis-
cornu, toutefois Davenport a calculé le nombre de points entiers contenus dans

V(X) :

Lemme 2.4 ([7, Lemmas 4, 5]). Pour X tendant vers linfini, on a l’égalité

)

Pour le rendre plus agréable, nous allons oter au volume V(X) un certain
nombre de sous-ensembles que nous noterons par la lettre D, comme déchet.
Dans un premier temps, on constate que V(X) possede une pointe et, suivant en
cela Davenport, nous jugeons préférable de I’ététer. On introduit un parametre
réel p > 0 et on pose, comme dans [1],

DPoMe(X, p) = {(a,b, ¢, d) € V(X),a < [Xi %]},

[a] désignant la partie entiere du réel a. On a aussi le

ot

1
1

(=2}

2
card V(X)NZ4 = §—6X +O(X

Lemme 2.5 ([7, Lemma 4]). On a, pour X tendant vers l'infini, la relation
card DP"™¢(X, p) N Z* = O(X' 7).

On pose '
X =X(X,p) =V(X)—D"™ (X, p).

2.a.1. Découpage de X(X,p). Dans toute la suite, on appellera £ un nombre tel
que
l—e¥<ge<.

L’introduction de ce réel £ n’a rien d’important mais facilitera les notations des
boites servant au découpage de X'. Soit () un entier > 1, qui sera fixé par la suite
suivant les situations. On considere le sous-ensemble maximal du réseau (5@2)4
inclus dans &X'. Ce sous-ensemble, noté X, est constitué de boites B; (i € Z) de
coté Q. Par boite, nous entendons le produit d’intervalles (dans R*) de la forme

[F18Q, (k1 + 1)EQ] x [k28Q; (k2 + 1)EQ] X [k3€Q, (ks + 1)EQ] X [ka€Q, (ks +1)EQ,

avec ky, ko, k3 et ks entiers. Pour ainsi dire, X o est I'amincissement d’ordre
Q de X . Signalons que, pour X suffisamment grand, pour Q < X' et pour
tous les k; de valeurs absolues inférieures & X'°, chaque boite B; contient exacte-
ment Q* points & coordonnées entieres. C’est une conséquence du fait que £ est
extréemement proche de 1.

De meéme, considérons le sous-ensemble minimal du réseau (§QZ)4 contenant
X. C’est une réunion de boites B;, avec j € J, ou J est un ensemble d’in-
dices contenant Z. Nous appellerons cet ensemble de boites épaississement de X
(terminologie introduite dans [1]), et on le note Xg. En conclusion, nous avons
I’encadrement

UB=x,cxcix,=]B,

i€T Jjeg
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cet encadrement étant de meilleure qualité a mesure que () décroit. Nous devons
évaluer la perte qu’il engendre dans le dénombrement des points a coordonnées
entieres contenus dans X. Pour faciliter I’écriture des résultats, nous notons main-
tenant les coordonnées de R* par z;, 9, z3 et z4. On dit qu'une variété linéaire
affine de dimension d (avec 1 < d < 3) est Q-réguliére, si elle a pour équations

Ty = kiQ, - -- y Liy_q = ka—a€Q,

avec 1 < i1 < -+ < iy_q < 4, et les k; sont des entiers. Ces variétés sont donc
paralleles ou perpendiculaires aux axes de coordonnées et s’appuient sur le réseau

(cz)"

Lemme 2.6. Avec les conventions précédentes, on a, pour @ entier, la majora-
tion

4

card J — cardZ < Z n;,

i=1
ot n; est le nombre de variétés linéaires affines Q-réqulieres, de dimension i, qui
coupent X (ny =1 par définition). La constante contenue dans le symbole < est
absolue.

Preuve. Cela résulte de ce que tous les ensembles X; et Xfconstruits plus bas
sont semi-algébriques, définis par un nombre borné d’inéquations polynomiales
de degré borné et du fait suivant ([4, Prop 4.4.5], par exemple) : le nombre de
composantes connexes d'un ensemble semi-algébrique réel est borné par un entier
ne dépendant que des degrés et du nombre d’inéquations le définissant, ainsi que
de la dimension de ’espace ambiant.

Considérons une boite B; avec j € J et j & Z. Nous construisons par récurrence
trois suites décroissantes Ky, Vi et Ay, 1 < i < k < 4 telles que :

o K; C--- C Ky = Bj, ou Kj, est une face de dimension k de Kj.
eV, C---CVy=R% ol Vj est une variété affine Q-réguliere s’appuyant
sur K (donc sur Kjy).
e X, C---C X=X, oud=XNV, On posera X =V, — Ay, X¢ =
Xf=R'— X.
Supposons que K}, contienne un point de X}, et un point de X (c’est en particulier
le cas pour k = 4). Trois éventualités apparaissent alors :

(i) le bord 0K} de K} est inclus dans A&j. Dans ce cas, on pose i = k et la
récurrence s’arréte la. Cependant, K}, contient dans son intérieur une composante
connexe de XY, qui en possede O(1). Il y a donc O(1) boites répondant a cette
disposition, pour chaque variété Q)-réguliere de dimension k£ rencontrant X, soit
au total O(ny).

(ii) le bord 0K} est inclus dans X¢. Dans ce cas, K contient dans son intérieur
une composante connexe de X. De méme que précédemment, on pose i = k et
I'on trouve O(ny) boites.
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(iii) le bord 0K}, contient des éléments de X}, et des éléments de X. Dans ce cas,
il existe au moins une face de dimension k — 1 de K}, notée Kj_q, intersection de
Ky et d'une variété affine Q)-réguliere de dimension k£ — 1, noté V;_;, contenant a
la fois des éléments de Xj_; = X, N Vj_1 et des éléments de X | = Vi — Xy
Nous sommes donc en mesure de poursuivre notre récurrence descendante sur la
dimension des faces.

A la suite de cette construction, si K4 n’est pas I'une des O(n4+ns+nsy) boites
correspondant aux cas (i) et (ii), nous avons construit une aréte K; contenant un
point de X et un point de X¢. Plagons nous donc dans ce dernier cas. L’inter-
section X; de X avec la droite V; qui prolonge K; a O(1) composantes connexes.
Par hypothese, K se trouve a l'extrémité de 'une d’entre elles. Il y a donc au
plus O(n,) arétes K possibles.

En regroupant les résultats de cette discussion, on conclut la preuve. Il

Signalons que ce lemme est d’ailleurs valable pour tout semi-algébrique de R¥
(en étendant la somme a droite jusqu'a i = N), la constante du symbole <
dépendant alors au plus de N, du nombre et du degré des inéquations polyno-
miales définissant I’ensemble semi-algébrique en question. La compacité assure
simplement que les n; sont finis.

Pour rendre effectif le Lemme 2.6, il faut calculer le nombre des variétés linéaires
affines ()-régulieres rencontrant X. On a

Lemme 2.7. Soit ) un entier > 1. Le nombre de variétés linéaires affines Q)-
réquliéres qui coupent X (X, p) est

4
S < QTPX T log X + QTIX T 1
i=1
Preuve. 11 suffit d’appliquer le Corollaire 4.3 de [1] qui évalue la somme des vo-
lumes des projections de X' sur les hyperplans de coordonnées. Cette somme de
volumes est

(7) < X1t 1og X 4+ QX313 4 Q5.

Ces projections sont des assemblages de cubes de dimension 3. Par division par
(3, on a une majoration du nombre de cubes, qui portent chacun O(1) variétés
@-régulieres rencontrant X'. Comme elles sont manifestement toutes de ce type,
on en déduit la formule souhaitée. U

Remarquons que deux boites B; et Bj distinctes, ne sont pas nécessairement
disjointes. Mais si l'intersection de ces boites contient des points a coordonnées
entieres, ¢’est que ces deux boites ont un de leurs bords inclus dans 1'un des hyper-

, s . . , 4
plans de coordonnées (voila pourquoi nous avons travaillé avec le réseau (ﬁQZ)

au lieu du réseau (QZ)4 qui aurait semblé plus naturel). Appelons donc D°(X p)
I'intersection de X avec la réunion des quatre hyperplans de coordonnées. L’ex-
pression (7) majore la somme des volumes des projections de ?Q sur ces hyper-
plans de coordonnées. En choisissant () = 1, on obtient
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Lemme 2.8. On a la majoration
card D (X, p) N Z* < X5t ]og X.

Un autre ensemble ennuyeux, appelé D=(X), est constitué des (a,b,c,d) €
V(X) tels que |B| = A ou A = C. Rappelons que si une classe de ® a un
représentant dans D=(X), celui-ci n’est pas unique et que le nombre de tels
représentants est alors en O(1). Cet ensemble D=(X') n’est pas trés gros, puisqu’on
a le

Lemme 2.9 ([7, Lemma 2|). Pour X tendant vers linfini, on a l’égalité
card D~(X)NZ' = O(X 1 log X).

Il faut aussi supprimer l’ensemble des formes réductibles. On considere ainsi
D*4(X) , ensemble des (a, b, c,d) de V(X) tels que la forme cubique associée soit
réductible. Cet ensemble est lui-aussi petit puisqu’on a le

Lemme 2.10 ([7, Lemma 3]). Pour X tendant vers l'infini, on a, pour toute > 0,
[’égalité
card D"U(X) N Z* = O(X1*9).
Remarquons que la condition A(a,b,c,d) # 0 est ici primordiale, sinon ’en-
semble D*4(X) N Z* considéré ci-dessus est infini pour tout X > 0.

On dénote par D*'4(X, p, Q) le complémentaire de 'amincissement X, dans
X. On a donc l'inclusion

(8) DX, p.Q) C |J B

JeT J¢L

ce qui prouve que D*'4(X e, Q) n'est pas trop anarchique, puisqu'il est inclus
dans

O (Q’?’X%”P log X + Q™' X+ 4 1)
boites ayant chacune Q* points entiers (Lemmes 2.6 et 2.7). On a donc la relation
(9) cardD™(X, p,Q) NZ' < QX1+ log X + Q*X T + Q* = B(X,p,Q).
Appelons donc D(X, p, Q) la réunion
D(X,p,Q) =D'(X,p) UD"(X,p,Q),
ol
D'(X, p) := DP™(X, p) UD(X, p) UD™ (X, p) UD"U(X, p).
On pose aussi

G(X,p.Q)=X""+E(X,p.Q).
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2.a.2. Premiére évaluation de Np,(0,X,V). La notion de discriminant fonda-
mental fait jouer un role particulier au nombre premier 2. Ceci nous amene a in-
troduire de nouvelles notations dans le but de tenir compte de ce statut spécifique.
Dans une premiere lecture, on pourra supposer que r et s sont impairs.

On dit que deux entiers r et s vérifient la condition (C.1) si

(r,s) =1
(C.1) vp(rs) <2 (p=3),
ve(rs) = 0,1, ou 4.

Sir et s vérifient (C.1), pour toute boite B; on note N*(B;;r,s) le nombre de
points entiers (a, b, ¢, d) situés a l'intérieur de B; tels que

e (a,b,c,d,r)=1,

e si 16 ne divise pas rs, rs divise A(a, b, ¢, d),
, 15 divise A(a,b,c,d) et A(a,b,c,d) € {0,4} modulo 16.
(Remarquons que A(F) = (be+ad)? mod 4, donc A(F) modulo 4 ne peut prendre
que les valeurs 0 ou 1; on a donc I'équivalence A(F) € Vo, <= A(F) ¢ {0,4}
modulo 16.)
On désigne par (C.2),, 'ensemble de ces trois conditions sur (a,b,c,d). Enfin,
on désigne par H; (X) le nombre de classes de formes cubiques F' = (a, b, c,d)
irréductibles, primitives ou non, telles que (a, b, ¢, d) vérifie (C.2), s et telles que
1 < A(F) < X. On définit finalement

k(n) =[] p~™.

p=3

e si 16 divise rs

En adoptant ces conventions et en regroupant les Lemmes 2.5, 2.8, 2.9 et 2.10 et
la relation (9), on a la

Proposition 2.11. Pour tout p > 0, tout X et tout Q) entiers supérieurs a 1, il
existe un ensemble D = D(X, p, Q), vérifiant

(10) cardDNZ* = O(G(X, 0, Q)),

un ensemble d’hypercubes B; (i € ) inclus dans R*, de coté de longueur égale a
£Q, tels que, pour tous les entiers v et s vérifiant (C.1), on ait 'égalité

* 1 *
Hy(X) = 5 2 N*(Birs) + 0( 3 1).
i€ (a,b,c,d)eD
k(rs)|A(a,b,c,d)
Rappelons que le facteur % provient du fait qu’on s’intéresse a des classes modulo
SL(2,7Z). Nous aurons besoin de davantage de précision sur ces cubes B5; :

Lemme 2.12. Pour tout € > 0, on a l’égalité

7T2

SN (Bi1,1) = 35X +0(G(X.0,Q)),

€T
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et l’ensemble d’indices I vérifie
(11) cardZ < XQ*.

Preuve. Rappelons que la réunion des B; (i € Z) est 'amincissement d’ordre )
de X et que, hors des hyperplans de coordonnées, deux boites B; distinctes n’ont
pas en commun de points a coordonnées entieres. On a donc ’encadrement

> N*(B;1,1) > cardV(X)NZ* - card D(X, p,Q) N Z*

ieT

> N*(B;1,1) < cardV(X)NZ* + O(card D°(X, p) N Z*).

ieT
Il reste a appliquer le Lemme 2.4 et la majoration (10) pour obtenir la premiere
assertion. La majoration (11) est une conséquence directe du fait que

card D(X, p) N Z* < card V(X) N Z* = O(X)

et du fait que chaque B; contient Q* entiers. Il est clair que pour @ > X i, on
peut avoir Z = () : la méthode de découpage n’a alors aucun intérét. Il

Le lien entre la fonction N,,(0,X,V) de la Proposition 2.3 et la fonction
H (X) de la Proposition 2.11 se fait par le principe d’inclusion-exclusion sous
la forme de ’égalité suivante et de ses variantes (voir §5 et §6), valable pour tout
q sans facteur carré :

(12) Nog(0,X, V)= > u(d) D n(0)H;yp(X)

(d,2q)=1 dlg
(6,2)=1
+ Y p2d)> () Hyy e (X) + Y pu(d) D pu(26) s, 2 (X).
(2d,q)=1 dlq (d,g)=1 20|q

Dans cette expression, le premier terme détecte les éléments appartenant a 1’in-
tersection des V},, pour p impair, les deux termes suivants s’occupant de I’appar-
tenance a V5, suivant que ¢ est impair ou pair.

2.b. Cas des discriminants négatifs. La démarche est différente pour exhiber
un représentant de chaque classe de ® ou de ®. Le probleme est de trouver un
covariant quadratique adapté a cette situation. En effet le hessien ne remplit plus
ce role, puisque c¢’est maintenant une forme quadratique indéfinie. Cette difficulté
fut résolue par Mathews et Berwick ([15]) en associant a la forme F' = (a,b, ¢, d),
la forme quadratique définie Px? + Qxy + Ry? telle que

az® + b’y + cxy® + dy® = (x — Oy)(P2* + Qry + Ry?),

avec 0, P, () et R réels mais en général irrationnels. Cette forme quadratique se
révele étre un covariant, a un scalaire multiplicatif pres. Toute cette technique
est exploitée dans ([8], [9] et [10]) et, bien str dans ([1] Théoremes 3.5 et 3.11).
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Dans notre cas, a l'arrivée, la situation est quasiment la méme que pour les
discriminants positifs. Maintenant le volume V(X)) est

V(X) = {(aabacad); 1< —Aa,b,c,d) < X; d*—a*+ac—db>0,

(a+b)(a+b+c)—ad >0, (a—0b)(a—b+c)+ad>0, a}l}.

La technique de découpage est la méme que précédemment, la seule différence
étant qu a la fin le coefficient Z-, dans les Lemmes 2.4 et 2.12, doit étre remplacé

par T3 ([8)).

367

3. ETUDE DE N*(B;;r, s)

Nous reprenons la démarche de Belabas ([1, §5]) mais en y incorporant de
nouveaux ingrédients. Soit B = B; I'hypercube en question. On écrit donc

B = [ay, a1 +£Q] X [ag, ag + EQ] X [z, a3 + §Q] X [y, g + £Q).
Puisque (r, s) vérifie (C.1), on décompose r et s de fagon unique, en
r=mrrs, (r,r) =1, pi(r) =1,

s=s152, (s1,80) =1, p*(s1) =1,
et nous supposons dans un premier temps l'inégalité

(13) Q < rs.

On développe en série de Fourier la fonction caractéristique de chacun des cotés.
Si (13) est vérifiée, la fonction caractéristique y du premier coté s’écrit

1 hi(z1 — a)
= 2 > ()
hi (mod rs) ai<zi1<a1+6Q
avec e(z) = exp(2miz). On voit alors que N*(B;r, s) s’écrit comme

(14) (ri)‘* Z Z( ) (h;7r,s),

h (mod rs) x€B

ou on a posé h = (hy, hg, hs, hy), x = (21, x2,23,74), le produit scalaire dans
R* étant noté par h-x. Dans ce paragraphe, on réservera les lettres grasses aux
vecteurs, et ceux-ci auront toujours quatre composantes. On a aussi posé
Z 6(ah1 + bhg + Ch3 + dh4)

rs
la somme étant faite sur les quadruplets (a, b, ¢, d) modulo rs satisfaisant (C.2), .
Puisque rq, 19, s; et sy sont premiers entre eux deux a deux, on a l'égalité de
multiplicativité

S(h T1T27 8182) S(h 1, )S(h, 7’%, 1>S(h7 17 81)7 S<h7 ]-7 8;)7

conséquence du théoreme chinois et de ’homogénéité des polynémes A(a, b, ¢, d)
et ahy+bho+chs+dhy. Toujours grace a la multiplicativité, on est amené a étudier,

S(h;r,s) =
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pour p > 3, S(h;1,p%) et S(h;p?,1) (j = 1 ou 2), et pour p = 2, S(h;1,27) et
S(h;27,1) (j =1ou4).

En se reportant au Lemme 4.6 de [1], lui-méme hérité de ([10, Lemma 1]), les
premiere et troisieme égalités donnent la relation

S(0:p7,1) = va(p’).pY,

avec

(p*—1)

p+VE -1 () = 2 = G>1),

n(p) = o

avec les mémes conditions sur j que ci-dessus. En rajoutant les formes divisibles
par p ((a,b,c,d,p) = p), on obtient

S(0;1,p7) = w(p").pY,

avec

_PP+pr-p
ol
Le terme principal de (14) est fourni par la contribution du terme ou tous les h;
sont nuls; il vaut donc (en étendant par multiplicativité la définition des fonctions
v et vy)

_2p2—1

va(p) et w(p)) p (7 >1).

(15) v (r)va(s).N*(B;1,1).
Remarquons que vy (r)vo(s) ainsi défini vérifie
(16) v (r)va(s) = 0290 (rs)71).

3.a. Etude précise de S(h;p,1). Nous supposons que p est assez grand : p > 5.
En utilisant I'invariance par multiplication par A € F} on a Iégalité

S(h;p,l):ﬁz Z e(A%).

AeFy  aeF}
a#0,A(a)=0

En sommant sur A, il apparait des progressions géométriques, d’ou 1’égalité
1
S(h;p,1) = pT{(p —1){a;A(a) =a-h =0 (mod p), a# 0 (mod p)}|

1
— Ha;A(@) =0, a-h #0 (mod p),a # 0 (mod p)}|}.
Soit encore

a7) S(hip, 1) =~ ((h,p) = p'a(p).

ou v(h, p) désigne le nombre de solutions de I’équation

A(a) =a-h =0 (mod p), a#0 (mod p).
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3.a.1. Etude de v(h,p). Tout d’abord, rappelons qu’on a trivialement

v(0,p) = n(p)p* = p* + O(p°).

Nous supposons dans la suite qu’on a (h,p) = 1. Revenons maintenant a la
signification de A(a) = 0 modulo p avec a non nul. Cette égalité signifie que la
forme cubique F' associée a a = (ay, ag, as, ay)

a1x3 + agxzy + agxy2 + a4y3

comporte, dans sa factorisation en facteurs linéaires sur IF,, un facteur double ou
triple, ce facteur étant en fait a coefficients dans F,. Ceci équivaut donc au fait
que F est de I'une ou 'autre des formes suivantes

() a(z + By)*(z +vy)
(1) ay(z + By)?
(111) ay®(z + By)
(IV) ay?’.

Dans chacune de ces expressions, a, 3 et vy sont des éléments de F,, avec a # 0.
Les quatre cas s’excluent mutuellement et correspondent a la valeur du plus petit
indice 7 tel que a; # 0. Nous parvenons ainsi aux quatre paramétrisations

(D a(1,28 +7, B(2y + B), B%)
(IT) a(0,1,283, 5%)

(111) a(0,0,1,8)

(IV) «(0,0,0,1)

(e, B,7) parcourant [} x [, x [F,. Reportons chacune de ces paramétrisations
dans I'équation a-h = 0, et appelons v;(h, p), vi(h,p), vi(h,p) et viy(h,p) le
nombre de solutions trouvées dans chacun des cas. Il suffira d’appliquer 1’égalité

(18) v(h,p) = vi(h, p) + vir(h, p) + vin(h, p) + viv(h, p),

pour trouver la valeur de v(h,p).

3.a.2. Etude de vi(h,p). Puisque « est non nul, il suffira de multiplier par (p—1),
le nombre de solutions a I’équation aux inconnues 3 et ~y

(19) (hy + 2Bhy + B*h3) + y(hy + 28hs + $%hy) = 0.

e Si les deux polynomes en 3, (hy + 28hy + 32h3) et (ho + 28hs + (%hy),
n’ont pas de zéro commun, (19) a p 4+ O(1) solutions en couples (3,7).

e Dans les autres cas, (19) a O(p) solutions (nous pourrions étre beaucoup
plus précis, c’est inutile ici).
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Les deux polynomes (hy +28hy+32h3) et (hy+26hs+ 32hs) ont un zéro commun
dans [, si et seulement si leur résultant est nul. Un calcul facile montre que ce
résultant vaut

A*(h) := —A(hy,3hg, 3hs3, hy)/27.
En conclusion, nous avons montré que
vi(h,p) = p* +O(p) si A*(h) # 0 (mod p)

et
vi(h,p) = O(p?*) si A*(h) =0 (mod p).

3.a.3. Etude de vy, vi et vry. Un caleul facile montre que vii(h,p) = O(p) ou
O(p?) suivant que (hs, h3, hy) # (0,0,0) ou = (0,0,0) modulo p. De méme, on
a v(h, p) = O(p) ou O(p?) suivant que (hs, hy) # (0,0) ou = (0,0) modulo p.
Enfin, on a trivialement, vy (h, p) = O(p).

Enfin, remarquons que si les deux dernieres coordonnées de h sont nulles, on
a A*(h) = 0 modulo p. Il est alors facile de regrouper, grace a (17) et (3.6), les
différents résultats sous la forme du

Lemme 3.1. La somme S(h;p, 1) vérifie la relation
S(h;p, 1) = O((h, p)(A*(h),p)p).
3.b. Etude précise de S(h;1,p). On utilise I’égalité triviale
S(h;1,p) = S(h;p, 1) + 1.
Le Lemme 3.1 entraine alors le

Lemme 3.2. La somme S(h;1,p) vérifie la relation

S(h;1,p) = O((h, p)(A*(h), p)p).

Les Lemmes 3.1 et 3.2 constituent donc une amélioration de ([1, Proposition
5.3]) qui donnait, pour les sommes en question, une majoration en O((h, p) pz).
Enfin, on peut interpréter notre étude de ces sommes comme un cas tres particu-
lier d’un résultat général de Katz et Laumon ([14, Introduction]) qui affirme que,
pour h hors d’un fermé de Zariski, la somme trigonométrique

Shv) =Y e h)

acy p

ou V est une variété de dimension k satisfaisant des hypotheses raisonnables,
vérifie la relation S(h,V) = O(pg). Dans notre cas, la structure particuliere de
V définie par A(a, b, c,d) = 0, conduit a une définition explicite et agréable de ce
fermé de Zariski comme lieu o A*(h) = 0, ainsi qu’a un meilleur exposant que
ce que 'on peut espérer en général.
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3.c. Etude précise de S(h;p? 1). Dans un premier temps, nous supposons que
(h,p) = 1. La somme en question est donc

a-h
S(h;p?, 1) = Z e<—2>.
A(a)=0 (mod p?)
(a,p)=1
On écrit le vecteur a sous la forme

a=a? 4 pal

ot chacun des vecteurs a® et a(V) a ses composantes comprises entre 0 et p — 1.
Par la formule de Taylor, on a

A(a) = A(a®) 4 p(grad,m A)-a (mod p?).

Si a® est tel que A(a®) = 0 modulo p, on appelle H(a®) I’ensemble des x de
F} tels que
(grad,o A)-x = —A(a®)/p (mod p).

Avec ces conventions, on voit que

(20) S(hip? 1) = Z 6(a(O)Q. h> Z e<a(1) .h>'

A(al®)=0 (mod p) p aMeH(al)
(al® p)=1

On constate que la seconde somme est nulle lorsque

e le vecteur grad,o A est nul modulo p : 'ensemble H(a®) est, suivant les
cas, vide ou égal & F},
e les vecteurs h et grad, o A ne sont pas colinéaires dans IF;.

Ces remarques transforment la définition de S(h;p? 1) en
-h
Ship* 1) = ) 6(3—2>

p

a (mod p?)
la somme étant faite sur les a tels que
(21)  A(a) =0 (mod p?), grad, A # 0 (mod p), grad, A || h (mod p),

le symbole || signifiant que les vecteurs sont paralleles. Nous utiliserons la for-
mule suivante que 'on vérifie par calcul et qui donne la valeur du gradient du
discriminant, en un point ou celui-ci s’annule :

Lemme 3.3. Soit a un vecteur de (Z/pQZ)4 auquel est associée la forme cubique

alaix + a2y)2(b1x + bay).

On a alors
3/ 3 2 2 3
grad, A = 4a(a by — bias)°(ay, —ayas, ajas, —ay).
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Bien qu’il soit possible, ici comme au §3.a, de raisonner avec un espace pro-
jectif sur I'anneau considéré (respectivement Z/pZ et Z/p*Z), nous avons préféré
séparer les a apparaissant dans (21) en quatre sous—ensembles disjoints. Par ana-
logie a ce qui a été fait au §3.a.1, on sépare donc les cas suivant la valeur du
plus petit indice 7 tel que a; # 0 modulo p. La situation est un peu plus délicate,
puisqu’il s’agit de congruences modulo p? (remarquons que les formes cubiques
ne doivent pas étre totalement ramifiées modulo p, sinon le gradient est nul).

Développons ce raisonnement lorsque 7 = 1. Soit donc F(x,y) = a12® +axx’y +
azry? + auy® une forme cubique modulo p?, avec (ay,p) = 1 et A(F) = 0 modulo
p?, avec toujours p nombre premier > 5. Puisque A(F) = 0 modulo p, F(x,v)
modulo p s’écrit

F(z,y) = u(z + vy)*(z + wy)
avec (u,p) = (v —w,p) = 1. Le changement de variables X =z + vy, Y =y, qui
correspond & l'action d'une matrice de GL(2,7Z), permet d’écrire F' comme

F(z,y) = G(X,Y) =uX*(X + (w—v)Y) (mod p).
Ainsi modulo p?, G(X,Y) s’écrit, pour certains ky, ks, k3 et k4 modulo p, comme
G(X,Y) = (u+ kip) (X? + (w — v + kop) X?Y + kspXY? + kypY™).
Puisqu’on a A(F) = A(G) = 0 modulo p?, on voit, par la formule explicite du

discriminant en fonction des coefficients, qu’on a obligatoirement k4 = 0 modulo
p. On peut alors écrire, modulo p?, I’égalité

—2(£3fv)y)2(x+ (w—v—p(=" — k))Y).

En revenant aux variables x et y, nous sommes donc parvenus a ’écriture (unique)
de F(z,y) modulo p? comme

(I) alz+By)>*(z+y), (a,p)=(8-7.p) =1
En raisonnant de méme pour les valeurs ¢ = 2, 3 et 4, on parvient aux trois autres
cas

G(X,Y) = (u+kip) (X +

(I1) alparz +y)(z + By)?,  (a,p) =1
(I11) a(ponz +y)*(z + By), (a,p) =1
(IV) a(paiz +y) (paszr +y), (a,p) = 1.

Dans chacune de ces expressions (I), (II), (III) et (IV), a, B et v parcourent
I’ensemble des classes modulo p?, a; et as 'ensemble des classes modulo p. Ceci
étant fixé, on voit que, suivant les cas, le gradient au point a est parallele dans
F} au vecteur

() (6%, -2, 8, —1);
(1I) (6%, =623, -1);
(I11) (1,0,0,0);
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Dans le cas (IV), le gradient est nul modulo p. Ainsi, si h modulo p n’est pas
parallele & 'une des formes (I), (IT) ou (III), la somme S(h;p? 1) est nulle. Ceci
nous autorise a supposer que h est de la forme

(22) h = A(v?, —uv?, u?v, —u®) + ph’,

avec (u,v) € F2, (u,v) # (0,0), A € Fs, b’ = (b}, by, hiy, b)) € F,. Dans cette
écriture, il n’y a pas unicité de A, u et v. Notons S;(h;p?, 1) la contribution &
S(h;p?, 1) des a de la forme (I). Puisque cette famille est stable par multiplica-

tion par a modulo p? tel que (o, p) = 1, on a, par sommation de progressions
géométriques, 1’égalité

qui donne encore
(23)
Si(h;p?, 1) =
p” |{a de la forme (I) avec o = 1, grad, A || h (mod p),a-h =0 (mod p*)}|
—p|{a de la forme (I) avec v = 1, grad, A || h (mod p),a-h =0 (mod p)}|.

Pour que les équations précédentes aient des solutions, il faut que dans I’écriture
(22) de h, on ait u # 0 modulo p. Ceci étant admis, on peut supposer que dans
I’écriture de h on a u = 1 et dans ce cas, on est ramené a ne considérer que les a
de la forme (I), avec « = 1, § = v et v # v modulo p.

Pour expliciter (23), on étudie maintenant la relation

a-h=0 modulo p ou p*.
Avec les notations précédentes, on est ramené, apres simplification par p, a
I’équation

a-h’=0 modulo 1 ou p,

suivant les cas. Soit encore a compter le nombre de (3,7) modulo p?, vérifiant
£ = v modulo p, v # v modulo p, tels que

(24) (W +2Bhy + B2hy) + v(hy + 28Rk + 3?R)) =0 modulo 1 ou p.

Si on considere cette équation modulo 1, elle a évidemment p?® + O(p?) solutions.
Regardons maintenant (24) modulo p : on introduit le vecteur Y(h), de F?,
défini par

Y(h) = (u*h] + 2uvhly + v*hy, uhly + 2uvhly + v*h)) = (T1(h), To(h)),
cette définition dépend évidemment du choix de (u,v) dans Iécriture (22), mais
ceci est sans importance pour les applications. On a facilement

e si T(h) = (0,0), cette équation a p* + O(p?) solutions,
e si To(h) =0et Ti(h) # 0, (24) n’a aucune solution,
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e dans les autres cas, c’est-a—dire To(h) # 0, (24) a p?> + O(p) solutions.

En se retournant vers (23), nous avons donc montré que si h modulo p n’est pas
de la forme (5%, —3% 3, —1) modulo p, la somme Si(h;p? 1) est nulle. Si h est
de la forme précédente, Sy(h;p? 1) vaut p°® + O(p?) si T(h) = (0,0) et O(p*) si
T(h) # (0,0),

L’étude de Sip(h;p?, 1) est plus aisée puisque nous ne sommes guere exigeants.
Une démarche identique montre qu’on a nécessairement 5 = v modulo p, si on
veut que h, décomposé par (22) avec u = 1, soit parallele au gradient (voir (II)).
De fagon triviale, on voit que pour le triplet (o, 3, ;) on a effectivement O(p*)
choix, et ceci sert de majoration pour Sy;. Finalement, I’étude de Syyy est identique
a celle de Sy, a condition de n’envisager que des h qui, dans 1'écriture (22), sont
tels que v =1¢et u=0.

Pour tenir compte de ces différentes situations, on définit =(h, p) par les for-
mules suivantes :

e Si h modulo p n’est pas de la forme
h = A(v?, —uv?, u?v, —u®) + ph,

avec (u,v) € F2, X € F5, W' = (b, by, hiy, b)) € F}, on pose Z(h, p) = 1,
e Si h est de la forme précédente, on pose

Z(h,p) = (Y1(h), Ty(h),p),

avec (Ty(h), To(h)) défini ci-dessus. 11 est facile de vérifier, pour tout a
premier a p, la relation

E(ah,p) = Z(h, p).
La majoration universelle
|S(h; p?, 1)| < |S(0;p%1)] < (p?)p® = O(p°).

nous permet de traiter le cas (h,p) = p, qui implique d’ailleurs Z(h,p) = p. On
regroupe ces différents résultats en le

Lemme 3.4. La somme S(h;p? 1) vérifie la relation
S(h;p?, 1) = O((h,p) -E(h,p).p").
3.d. Etude précise de S(h;1,p%). On utilise la majoration triviale
|S(h;1,p%) — S(h;p%, 1)| < |[{a (mod p*); (a,p) = p}| = p*,
le Lemme 3.4 entraine alors le
Lemme 3.5. La somme S(h; 1,p?) vérifie la relation
S(h;1,p%) = O((h, p) - Z(h, p).p").

Les Lemmes 3.4 et 3.5 améliorent ainsi la Proposition 5.3 de [1], olt on trouve
pour S(h;p? 1) et S(h;1,p?) une majoration en O((h, p)p°).
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3.e. Formule finale pour N*(B;;r,s). Par les formules (14) et (15), on obtient
(25) N*(Bj;r,s) = vi(r)ve(s)N* (B 1,1)
! > o1(h)oa(ha)os(hs)os(ha)S(h;r, s),

4
(TS) h (mod rs)
h#0

+

avec (r, s) vérifiant (C.1) et

= 2 o(57)

a; <z <o +Q

Signalons d’emblée la majoration

(26) 0:(hi) = O (min(Q, )% 4)),

ou ||z|| désigne la distance du réel x a l'entier le plus proche. On décompose
toujours r et s comme au début du §3 et on définit par multiplicativité

E(h, ras9) = H E(h,p).

plrasa
p>3

Par la multiplicativité de la somme S et par application des Lemmes Lemme 3.1,
Lemme 3.2, Lemme 3.4 et Lemme 3.5, on a la majoration

(27) S(h;r,s) = O((h,rlsl)(h,r252)(A*(h),r131)5(h’ T282)r151(r252>40w(rs)>7

pour une certaine constante absolue C'.
Le second terme a droite de (25) est noté 7', c’est un terme d’erreur que nous
allons majorer en utilisant (27). Soient 0y, D1, d2 et Dy quatre entiers tels que

(28) 51|D1|7"181 et (52|D2|7”282.
Notons A(d1, Dy; 02, Do) la somme
A(61,D1;62,D5) = > ow(ha)] loa(ha)] |os(hs)] |oua(ha)l
h Iﬁ;% rs
la variable de sommation h vérifiant en plus les conditions de sommation

(hﬂ"lé’l) = 51, (h, 7“282) = 52, (A*(h)aﬁé’l) = Dy, E<h77‘252) = D,.

Avec ces notations, on voit que T vérifie la relation

20 T< % SN ST 616D DA, Dy b, D),
151)7(T"252 5

52 D1 Do
avec 01, da, D1 et Dy vérifiant (28).
Pour 0 < 4 < 3, on note AW (8, Dy; 8y, Dy) les contributions & A(6y, Dy; 69, Dy)
des h ayant exactement i composantes nulles modulo rs. Les quantités T, se
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définissent de facon analogue & partir de 7. Ces quantités T et A®) vérifient
une inégalité analogue a (29).

3.e.1. Etude de A(01, D1; 92, D). 1l est naturel de faire le changement de variables
h = §,0:k. Le vecteur k vérifie alors les relations

T181y D, 282\ D,

BT ST

et ses quatre composantes parcourent les classes modulo K := 5.5, Nous gardons

aussi la condition k # 0 modulo K et la condition de coprimalité (k, %%) =1.
Nous éclatons la sommation sur k en imposant la valeur des facteurs communs

a ki, ko, ?—11 et ?—22. Soit d; un diviseur de ?—11 et dy un diviseur de ?—22. Notons qu’il

(A% (k),

=(k,

y a O((rs)?) couples (di, ds). Appelons Ag, 4,(61, D1; 62, D2) la somme définie par
les mémes conditions que A(dy, Dy; 09, Do), a la différence pres que le vecteur
k = (ki, ko, k3, ks) = (8102) "'h vérifie les propriétés suivantes

L <k17k27?_11) = d17
L4 <k17k27 ?_22) = d2-

Ceci étant posé, on voit que, pour ¢ = 1 ou 2, k; est de la forme k; = didan;
avec 0 < n; < K/(dydy). Etudions maintenant les congruences que doit vérifier
ks modulo ds et 5—522 :

e Si p|dy, k doit étre de la forme \(v3, —uv?, u?v, —u?). On a donc v = 0

modulo p et u # 0 modulo p (sinon on aurait p|(k, 322) ce qui est interdit),
donc p|ks. Or on doit avoir aussi p|Y;(k) donc p|kj. En conclusion, on a
les relations d3|k; et da|ks (on a décomposé k modulo p comme on I'a fait
en (22) pour h).

e Si p divise d[2)§2. Le fait que k mod p soit de la forme \(v3, —uv?, u?v, —u?)
entraine que, lorsque k; et ko sont connus modulo p, on a v # 0 modulo
p et quil y a O(1) possibilités pour k3 et ks modulo p. Puis, 1’équation
p|T1(k) entraine que k4 modulo p ne peut prendre qu’une valeur lorsque
u et v ont leurs valeurs fixées modulo p.

2

Terminons par les congruences que k4 doit vérifier modulo dy, %, dsy et 51123_52'

e Si p|di, le polynome A*(ky, ks, k3, ky), considéré comme polynome en ky
modulo p, est formellement nul. Ceci n’entraine donc aucune contrainte
pour k4 modulo p, lorsque k; = ks = 0, modulo p.

e Sip| dll) 5~ et par conséquent p ne divise pas (k1,k2), le polynome précédent
n’est pas formellement nul. Lorsque ky, ko et k3 sont fixés, il y a au plus
2 valeurs pour ks modulo p telles que A*(k) = 0 modulo p.

e Si p|dy équation Ty (k) = 0 entraine p|k}, ce qui signifie que d3|ks. En se
reportant & ce qui précede, nous avions montré que da|k; et que d|ks.

e Sip| 5—522 et ne divise donc pas ds, en poursuivant le raisonnement fait pour
ks dans ce cas, on voit que v # 0 modulo p, que k4 modulo p est connu
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des que k; et ko le sont. Enfin I’équation p| Y5 (k) entraine la connaissance
de Kk} modulo p.

Nous retiendrons de la discussion précédente les renseignements suivants, qui
nous seront utiles pour I’étude de Ay, 4,(91, D1; 02, D2) :

e La condition (ki, ko, ?—11) = d; n’entraine aucune contrainte particuliere
pour k3 et k4 modulo d;.

e Lorsque ki, ko et ks sont fixés modulo -2

didy
solutions pour k4 modulo d?—éll a I’équation A*(k) = 0.

il y a au plus O((r1s1)°)

e On a en fait les relations plus précises d3|ky, d3|ksy et da|ks.

e Si ket ko sont fixés modulo ( d]23§2)2, les nombres k3 et k4 appartiennent a

O((r2s2)7) classes de congruences modulo (df—é)z.

3.6.2. Etude de A8y, Dy; 65, Dy). Nous allons majorer A&?)’dQ(él,Dl;ég, Dy) en
sommant d’abord sur k4. D’apres ’étude précédente, on voit que, lorsque ky, ko
et ks sont fixés, il existe O((rs)?) entiers v tels que

D, ;D
1<v< Ly 1( 2

2
= M m) , et ky est de la forme ky = v+ £Ly4,

avec 0 < ¢ < KL;*'. Lorsque k4 est associé & la valeur £ = 0, on applique la
majoration

04(0102ks) < Q.
Lorsque ¢ > 1, on a la majoration
rs 1
0105Ly €

(voir (26)) car on peut toujours se restreindre au cas ot 1 < d102ky < 5. Ceci
conduit a l'inégalité

0'4((51(52]{4) <

rsa; %(52 c
(30) S loutha)| < (@ + gl—f)%).@«s) |

hy

Pour sommer sur k3, on remarque que, lorsque k; et ko sont fixés, il existe des
entiers v tels que

D3

1<V<L3::m

et k3 est de la forme k3 = v + (L3

avec 0 < £ < KL3'. Le nombre des v est en O((rs)e). En différenciant, comme
précédemment, les cas £ = 0 et £ # 0 on parvient a

r5d2(52

(31) ; los(hs)| < (Q+ 5,02 >.(r3)6.
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Il reste a sommer sur k; et k. Nous ne conservons que la propriété que chacun
de ces entiers est divisible par d;d3, d’olt la majoration

rs c
(32) Z |0'2<h2)| < W.(TS) 5
ho 2

et une majoration identique pour la somme sur h;. En regroupant (30), (3.19) et
(3.20), nous sommes parvenus a

(0) . rs 2 rSdydsy TSdldgfsg .
A0y Drsta D2) < (55 ) (@ 0 ) (@+ 75,5 )9

ce qui conduit, apreés sommation sur d1|?—11 et d2|?—22, a la majoration suivante :

AG:, Dy D) < (55) (@ %) (@+ %) (rs)’.

En reportant dans I’analogue de (29) pour 7, on obtient, apres sommation sur
les 61, 02, D1 et Dy, la majoration

(33) TO <« I(rs,Q)(rs)s.
avec

I(rs, Q) = 7“181(7“282)4 + 7“181(7’282)2@ + 72520,
olt nous avons décomposé r = 173, s = 5155 comme au début du §3.

3.e.3. Etude de A (01, D1; 2, Ds). On étudie donc la contribution des h avec une
seule coordonnée nulle. Imaginons que hz = 0. On utilise la majoration triviale

03(0) € Q < <Q + %) .(rs). On reconnait alors (31), les calculs précédents

donnent donc
(34) TO < d(rs, Q)(rs)".

Le cas ou hy est nul est conduit de méme. Par contre si hy ou hy est nul, on utilise
la relation d’échange de variables A(a,b,c,d) = A(d, ¢, b,a), pour se ramener au
cas précédent.

3.e.4. Etude de A® (01, D1; 02, Do). Le cas ou nous aurions hy = hy = 0 se traite
en utilisant 03(0), 04(0) < @ et en se ramenant aux inégalités (30) et (3.19). Par
contre on ne peut pas, par échange de variables, se ramener a ce cas, lorsque par
exemple on a hy = hy = 0. Nous faisons alors une étude directe assez simple. On
a d’apres la définition, la majoration

rs s
A®(5,,Dy; 65, D 2y =Y = 2
(01, D1;02, Dy) < @ I h4<<Q
5152‘h1 5152“’/4
1<h1<rs 1<hy<rs

(TS)2+E
0103

en reportant cette majoration dans I’analogue de (29) pour 7, on a finalement

(35) T® < (ry5,Q°)(rs)®
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3.e.5. Etude de A®)(81, Dy; 65, Dy). Dans cette situation, nous utilisons la majo-
ration

(rs)tte
5109

Ay, Disdn D) < Q1 Y 2= <@
1

8192]h1
1<h1<rs

qui fournit la majoration

3
(36) % <« Q—.(rs)6 < 1959Q%.(rs)",
T1817252
puisqu’on a supposé (13). En regroupant les relations (33),. . .,(36), on a finalement
(37) T < 9(rs,Q)(rs)"

Finalement, les formules (25) et (37) donnent ’expression
(38) N*(B;r,s) = vi(r)va(s)N*(B; 1,1) + O(9(rs, Q)(rs)®).

valable pour 1 < Q < rs, r et s vérifiant (C.1), avec J(rs, )) défini en (33).

Signalons que, le résultat de ([1, p. 929]), transposé dans nos notations, conduit
a la valeur moins forte 9¥(rs,Q) = (r151)%(res2)° (toujours pour Q < rs =
r151(r982)?) et que (38) reste vraie si B est le produit de 4 intervalles de lon-
gueurs inférieures a (). Par contre, lorsque B est une boite avec () = rs, cette
boite contient un représentant et un seul des classes modulo rs dans Z*. Il n’y a
donc pas lieu de faire un développement en série de Fourier (14).

Dans le cas ou (13) n’est pas vérifié, on décompose B en O((Q(rs)~! + 1)*)
cubes de coté rs ou de cubes incomplets (produit de 4 intervalles de longueurs
inférieures a &rs, situés sur les bords du découpage de B). On applique alors (38)
a chacun des cubes incomplets et ceux-ci sont au nombre de O((Q(rs)™ + 1)3).
En posant

{19*(7"5,@) = J(rs,min(rs,Q)) sirs#Q
V*(rs,rs) = 0

on peut énoncer la

Proposition 3.6. Soient r et s vérifiant (C.1). Pour tout cube B de cité £Q), on
a l’égalité

N*(B;r,s) = v (r)va(s)N*(B;1,1) + O(ﬁ*(rs, Q) (Q(rs) "+ 1)3(7’5)5).

En regroupant la Proposition 2.11, le Lemme 2.12, la Proposition 3.6 et (16), on
peut énoncer la
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Proposition 3.7. Pour tout ¢ > 0, tout p, tout Q > 1, tous entiers r et s
vérifiant (C.1), on a 'égalité

(39) H; (X)= Vl(r)uz(s)W—QX + O( Z 1>

72
(a,b,c,d)eD
k(rs)|A(a,b,c,d)

+ 09 (5, QQX(Q(rs) ! + 1P (rs)* + (rs) HG(X,p,Q))

Une égalité similaire a liew pour les discriminants négatifs a condition de rem-
placer 72 par 24.

Rappelons que D est constitué de la réunion de DP4(X,p, Q) et d’autres
sous-ensembles qui contiennent O(X!7° + X %“) points entiers (voir la définition
de D(X,p,Q), apres (9)). L’ensemble D** (X, p, Q) n’est pas trop alambiqué,
puisqu’il est inclus dans les boites B; avec j € J et j ¢ Z. Ces boites sont
au nombre de O(Q*4E(X, 0, Q)) (voir (8)), pour lesquelles la Proposition 3.6
s’applique. Nous pouvons énoncer la

Proposition 3.8. Pour tout X > 1, tout € > 0, tout p > 0, tout Q) > 1, il existe
un ensemble D' = D'(X, p) de cardinal O(X'~° 4+ X 3% tel qu’on ait, pour tout
r et s vérifiant (C.1), Iégalité

(40) H,(X)= V1(T)V2(S)7T—2X + O( Z 1).

72
(a,b,c,d)eD’
k(rs)|A(a,b,c,d)

+ O(¥(rs. QQH X+ (X, p, Q))(Q(rs) " +1)*(rs) +(rs) G (X, Q)

Une égalité similaire a liew pour les discriminants négatifs a condition de rem-
placer 72 par 24.

Si on majore trivialement le premier terme d’erreur par O(card D’), on a déja
un renseignement intéressant mais uniquement pour les petites valeurs de rs.

4. THEOREMES DE TYPE BRUN-TITCHMARSH

La Proposition 3.8 souffre d’étre sans intérét lorsque ryso (voir la décomposition
de lentier r donnée lors de I’énoncé de (C.1)) est grand. Pour cribler et ainsi
accéder a des discriminants fondamentaux, il nous faut donc d’autres idées. Les
énoncés des Propositions 4.1 et 4.4 ne sont pas sans rappeler leurs équivalents
pour la répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques de
raisons trop grandes pour étre abordées par les méthodes actuelles d’analyse
complexe.
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4.a. Un résultat individuel. Nous montrerons la

Proposition 4.1. Soit q et n deuz entiers sans facteur carré, premiers entre eut.
Alors, pour tout € positif, le nombre de classes de formes cubiques binaires, pri-
mitives ou non, rréductibles de discriminant D compris entre —X et X, divisible
par n*q et appartenant d Vy est

X X v X3
n-q n'8 giz n

Cet énoncé est de la méme veine que le Lemme 6.4 de [1] (lui-méme hérité de
[10]) mais il est plus général (I'entier n n’est plus nécessairement premier) et plus

précis, puisque la Proposition 3.8 remplace avantageusement la Proposition 5.5
de [1].

4.a.1. Lemmes préparatoires. Comme dans [10] et dans [1], on commence par
compter le nombre de classes de formes cubiques, dont le hessien est réductible
(signalons qu’un tel hessien est improprement équivalent a une forme quadratique
du type My(kz + ly), avec 0 < I < k et (k,¢) = 1). Soit 7 la fonction nombre de
diviseurs. On a

Lemme 4.2. Soit B(k, M) le nombre de classes de formes cubiques dont le hes-
sien est équivalent a My(kx + ly) avec 0 < £ < k et (k,0) = 1. On a alors
l'inégalité

B(k, M) < 2kT(M).

De plus, si n sans facteur carré divise k et vérifie (n, M) = 1, on a l'inégalité
plus précise

B(k, M) < 6“®kr(M)/n.

Preuve. On se reporte a la démonstration de ([10, Lemma 8]). Si F' = az® +
bx*y + cxy® + dy?, on voit que F est déterminée par les valeurs de a, k, £ et M.
On a aussi les congruences

3af> =0 (mod k%) et 9a*(* £ MKk* =0 (mod 9ak?).

Si k=1, alors £ = 0 et la deuxieme congruence prouve que que a divise M,
soit 7(M) choix possibles.

Si k # 1, on pose s = 3ak™? (€ N), d’out s*¢3 + M = 0 modulo 3sk, soit s|M.
On a donc 7(M) choix possibles pour s, donc pour a. On a donc au plus k choix
pour £ et le & donne le facteur 2. D’ou la premiere partie du Lemme 4.2.

Maintenant si p|k, avec (p, M) = 1, alors p ne divise pas s et la congruence
s203+ M = 0 modulo p a au plus 6 solutions en ¢, donc au plus 6*( kn~! solutions
en ¢ dans [0, k[. O

Nous en déduisons le
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Lemme 4.3. Soit n un entier sans facteur carré. Le nombre de classes de formes
cubiques de discriminant D avec |D| < X telles que n* divise D et telles que le
hessien soit réductible est

X
< 19w(n) 22
n

Preuve. Puisque le hessien est réductible, il est de la forme (& équivalence pres)
My(kz + ly) avec 0 < £ < k et (k,£) = 1. On a aussi la relation D = —3M?k?,
donc n|Mk. On décompose n sous la forme n = v, ot v| M, ulk, et (u, Mv™') = 1.
D’apres le Lemme 4.2, le cardinal étudié est majoré par

X
oY Bk oM< > 6 ZT M) > K< 12w<">ﬁ
UO=n L M <V/3X [n uv=n K <V3X /(nM')

(u,oM")=1

i

4.a.2. Preuve de la Proposition 4.1. Considérons d’abord les classes de formes
cubiques de discriminant D et de hessien réductible. Or ce hessien est de discri-
minant —3D et doit étre un carré. Donc D est de la forme —3a2, avec o € N et
q|D. Mais D appartient & V; pour tout ¢ premier divisant g. Ceci n’est possible

que si ¢ = 1 ou ¢ = 3. Que cet ensemble de formes cubiques soit vide ou non, le

Lemme 4.3 donne la majoration O, <—X;;€

Passons aux formes cubiques de discriminant D, de hessien irréductible. Ce
hessien est de la forme M H;, avec M € Z*, H; forme quadratique primitive, de
discriminant f2A avec A discriminant fondamental. On a donc la relation

—3D = f2M2A

Par ([10, Lemma 10]), il y a O(7(M)3“)h%(A)) classes de formes cubiques dont
le hessien est dans la classe de M H;. La nature de la majoration recherchée
nous permet de supposer que n et ¢ sont premiers a 6, donc que n divise fM.
L’hypothese D € V, implique alors g|A. Le nombre A de classes recherché est
ainsi

(41) A<<Z D SIEESS DD DR 2

n?q
|A|<3 7q|A

NN
nfM 3feM n|u
‘ qla

La Proposition 2.3 et la formule (12) donnent la majoration
> H(A) < Hpy (V) + Hyy (<Y),
|AISY

qlA

(la notation H}(—Y) signifie qu'on dénombre des classes de formes cubiques de
discriminant compris entre —Y et 0). En majorant trivialement le dernier terme
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a droite de D'égalité de la Proposition 3.8 par O(card D) = O(Y1™? + Y'i+) on
parvient a la relation

> H(A <<—+19*( Q)Y+E(Y’p’Q)(Q+1>3Y6

4
IA|<Y Q q
qlA
Y. )
_'_ G( 7p7 Q)Yg + Ylfp + Y%JFE.
q
On choisit alors

Puisque ¢ est sans facteur carré, on a 9*(q, Q) < qg, d’ou la majoration
15

(42) 3 HA) ( =+ iV +gh)Ye.
INES% q:
qlA

La majoration précédente est de mauvaise qualité pour g grand par rapport a Y.
Il vaut mieux dans ce cas recourir a la majoration suivante, conséquence de (3)

(43) > HA) Y.
|AI<Y
7N

On reporte (42) dans (41), avec Y = 25 et on somme sur les u < VX
divisibles par n. Pour les u restants, on utilise la majoration (43), d’ou

X  X®  gvX3
A<<XE<T+ 1516 +q9 2)'
n-q nsqiz n

4.b. Un résultat en moyenne. Le but de la Proposition 4.4 est de notable-
ment améliorer cette inégalité, mais en moyenne. Nous introduisons la notation
suivante, valable pour tout entier [, tout entier m et € > 0 tres petit :

X |1 X
Qm,a = maX([(ﬁ>4X_a}al>a D;L7§ = D(ﬁa‘%@m,&)a
ou D(X, p, Q) est défini apres (8). On a

Proposition 4.4. Soit q sans facteur carré, n un entier premier avec q. Alors,
pour tout £ positif, le nombre de classes de formes cubiques binaires, primitives
ou non, irréductibles, de discriminant D compris entre —X et X, divisible par
n?q et appartenant a V, est

X %X% be
<<(n—2q+ . >X + Y YL
ISVX/(ng?/3) (a,b,c,d)€D,,
K@) Aa.b,c.d)
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Preuve. On suit la démonstration de la Proposition 4.1. On part de l'inégalité
(41) mais on utilise la Proposition 3.7 (au lieu de la Proposition 3.8). En posant
u = In et en donnant & X et a ) respectivement les valeurs +X/(*n?) et Qp,.c,
on a

X X Xi 3 X
H* (= < SRRl 7 ne X55(1 ) € 17
() <@ gz +0(0 Q) X (1 (g g +( , %29*

@,0,C, In,e
k(q)|A(a,b,c,d)

ce qui donne

* X X1+58 * be
IR NE P Sl S S
(asb,e,d)ED], .

k(q)|A(a,b,c,d)

Rappelons qu’on a trivialement, pour ¢ sans facteur carré, la relation

(45) 19*(% an,z—:) < q2-

Au lieu de la majoration (44), on peut aussi utiliser (43). Posons donc L; =
nlq X2 et Ly = nt¢ 3 X2 Pour 1 <1 < Ly, on utilise (45) ; pour Ly < [ < Lo,
on a v*(q, Q) < ¢Qine. Enfin pour [ > Lo, on utilise (43). Le calcul donne

X X ¢iX:
A (— >X5€ 1,
<Gt DD
I<L2 (a,b,c,d)EDl*n,E
k(q)|A(a,b,c,d)
d’ou la Proposition 4.4. O

5. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.5 ET 1.6

Nous suivons les notations de [1, §6] : soient ¢ et r deux entiers premiers
entre eux, avec ¢ sans facteur carré et r impair et soit R un multiple de ¢ sans
facteur carré. On pose alors f(R, q,r, X) le nombre de classes de formes cubiques
ax® + ba’y + cxy?® + dy?, de discriminant compris entre 0 et X telles que

e la forme F' = (a, b, ¢, d) est irréductible,

e ¢ divise A(a, b, c,d),

o Aa,b,c,d) € Vg,

e pour tout premier p|r, on a A(a,b,c,d) =0 (mod p?).

On note aussi Py = Hpgy p. On a donc I'égalité
Nog(0,X;V) = f(Pw, ¢, 1, X).
Par le principe d’inclusion-exclusion, en posant

v — logX7
logs X

7= X¢,
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on a l’égalité

NO,q(07X;V) = f(qPYa(LLX) - Z f(qPY7Qap7X)
Y<p<Z
(p7Q):1

+O< Z f(qPYﬂaPpo,X))

Y<p1<p2<Z
(p1p2,9)=1

+0(Y flaPr.a.p X)),

p>7Z
(pg)=1

(46) =1 Ay — Ay + O(4;) + O(Ay),
par définition.

5.a. Preuve d’une forme moins forte du Théoréme 1.5. Nous allons, dans
un premier temps, montrer I'exactitude du Théoreme 1.5, mais sous la contrainte
1 . , .

plus forte ¢ < X167°. Ce premier pas présente plusieurs avantages : d’abord
celui de rendre cet exposé complet, d'introduire la méthode dans un cadre plus
simple, enfin, de clarifier le bas de la page 929 de [1], qui permettait de parvenir
R 1

aq< X575

5.a.1. Etude de A;. Nous appliquons la Proposition 4.1 : on a
Ay < Z [{F € ®AF)<X,F €V, A(F) =0 (mod gp*)}|,

p>Z
d’ou
. X X% T X3 X .
(47) A4<<X§Z -t 1511+q9 - < —X"3,
7 pq  pEqgiz p q

. 3
en sommant sur p, des que ¢ < X17°,

5.a.2. Une formule exacte pour f(R,q,r, X). Nous appliquons la-aussi le principe
d’inclusion-exclusion en séparant le cas des pairs et des impairs, sous la forme

(48) f(R.qr.X)= > pu(d) > u(0)Hy,p(X)

dlR dlq
(d,2q)=1 (2,6)=1
+ Z 1(2d) Z 1(0) H g 16422 (X)
2d|R dlq
(2d,9)=1

Y uld) Y pl26) Hisy ey (X)
d|R 26|q
(d:2g)=1

Pour faciliter I'exposé, on suppose que R (donc ¢) est impair (le cas ou ¢ est pair
est analogue et se traite en tenant compte des trois termes a droite de (48)). On
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fait appel a la Proposition 3.8 pour calculer Hy; p2.». Ainsi le coefficient du terme
principal est

(Z M((s),,l(qg))< 3 M(d)l/g(dﬂm)>

dlq (d,q)=1
dR
= (o) (S p2) TT (1),
dlg p|R
(p9)=1
v(q) 12
(49) = —1/2(7”2) (]. - —2) 5
90

ou la fonction v est celle du Théoreme 1.3.

La formule (48) comporte 7(R) termes et on a toujours d|Rg~'. On choisit
Q = dqd*r®. Le terme en 9* dans (40) est alors nul. La Proposition 3.8, pour ry,
T2, 51 et sy valant respectivement %, éd, 1 et r, engendre donc pour terme d’erreur
dans (48), un terme qui est

G(Xapa 5qd27ﬂ2) € 1- 34e
(50) <Y 3 e XXX 3
d|R  d|q
(dg)=1

Donnons a p la valeur %. Le terme d’erreur (50) a I’écriture explicite suivante

5qd2r2X% + 53q3d6r6X% + 8 dBr® . 15
G51) < >N S X +Xu>}.
d|R  d|q
(d,g)=1

En sommant sur § et sur d, puis en regroupant avec (49), nous parvenons a la
Proposition 5.1. Pour tout € > 0, tout q sans facteur carré, tout R multiple de
q, tout r impair, premier a R, on a l’égalité
v(q) 2 1\27°X L 4pdyt 606
R.qr X)=29 (1--) O(Xw RIXT5 479 RO)(RX )
(R X) == Zre() [[(1-5) 5 +o((Xe+r +roRY)(RX)

p|R

5.2.3. Etude de A;. En donnant & r et R les valeurs 1 et ¢Py < ¢X19, la Pro-
position 5.1 donne 1’égalité

1 2X 15 7
52) a4, =9 [T(- )5+ O((XTG FgtX T q6>X8).
péil’
ou plq

5.a.4. Etude de As. Nous appliquons la-aussi la Proposition 5.1 avec R = qPy
et une sommation sur » = p compris entre Y et Z et ne divisant pas ¢. Puisque
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I'intervalle de variation de p est petit, le terme d’erreur est identique a celui de
(52), quitte a modifier la puissance X¢. Par contre le terme principal est

2
v(q) mX 1.2
( ) I I (1_ 2) § : Vg(pQ).
q 72 p
p<Y Y<p<Z
ou plq (p,g)=1

Grace a la formule (52), on voit que le terme principal de A; — Ay est
v(q) ™X L2 2
S TI-2) (1= X wed).

q p<Y p Y<p<Z
ou plg (pg)=1

On écrit alors I'égalité

[T =wt)=1- > w@*)+0(Y >(logY)™?),
Y<p<Z Y<p<Z
(p,g)=1 (pg)=1
pour parvenir finalement a la relation

(g mX /36 g P B 4yl 6y y10e
A= 4 = P DT (R Oy 10gY) ) ) +0((H 4 X0 + 7)),

5.a.5. Etude de As;. Pour sommer la formule apparaissant dans (46), nous ap-
pliquons la Proposition 5.1, avec r = pips, R étant le produit ¢Py. Le terme
d’erreur est le méme que dans (5.a.4) a condition d’augmenter le coefficient de «.
En utilisant le fait que

Y. win) <Y (logY)?,
Y<p1<p2<Z
on a la relation
(53) As < Xq 'V 2(log V) 2 + (X736 + ¢* X 16 + ¢0) X0,
En regroupant (46), (47), (5.a.4) et (53), on a ’égalité

D 1= N0, X;V)

AEAT(X)
qlA

Cv(g) X Xlogz X
<q log® X log X
Xlogs X
g 2n? <qlog2Xlog§X)’

) + O(X% Tt X1+ %) X*")

pourvu que ¢ < X163% La preuve de la forme moins forte du Théoreme 1.5 est
ainsi complete.



38 K. BELABAS & E. FOUVRY

5.b. Preuve du Théoréme 1.5. Nous pouvons donc supposer que 'entier ¢
sans facteur carré vérifie

(54) X167 g Xue,

Nous donnons a Y et a Z les mémes valeurs que précédemment, mais nous don-
nons a () une valeur plus faible et a p une valeur plus grande :

3
= [6q"d*r?], = —,

Q=[0gd7r], p=

et v sera un réel que I'on prendra arbitrairement proche, de 2 £, mais supérieur a

ce nombre.

Avec ces conventions, (47) reste valable, par contre le terme d’erreur (50) doit

étre modifié en

(55) <xi Y 2{19* (0gd*r Z,Q)X . G(X, 44,Q) X%}’

0qd?r?
d|R d|q
(d,g)=1

puisque, par application de la Proposition 3.8, la fonction ¢* est maintenant non
nulle. Rendons explicite le terme d’erreur en revenant aux définitions des fonctions
¥* et G, on trouve qu’il est

1 1
< X3 Z Z{ S 1d47“4 + 5243 —1dArt + 6q2yd3r3)
dR  dlg
(d,q)=1
X% 5 "
I ( : I e et +§3q4'yfld6r6) _i_Xﬂ}.
q -

En sommant maintenant sur d|q et sur d|Rg™*

Proposition 5.1, a savoir

, on a une version modifiée de la

Proposition 5.2. On a l’égalité suivante, pour tout € > 0, pour tout v > 0, tout
q sans facteur carré, tout R multiple de q, tout r impair, premier a R :

f(R,q,r, X) = V—V2<7"2) H(l — =) =

X X X%  prtRYXu SRS .
- 0(( - + o4 . +X34>(RX)€>-
q

3y—1p4 q2'yr3 qlffy q373'y q4747

La démarche est alors la méme pour obtenir une formule pour A; — A, et une
majoration pour As a la différence pres que le terme d’erreur doit étre modifié
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pour tenir compte de la Proposition 5.2. Pour étre plus précis, on arrive a 1’égalité

X Xlog; X
Z 1:V(Q)_+O< 20g3 . )
q 272 qlog” X log; X

AeAT(X)
qla

X X X= 3yl v 2 4vyt2 41y <106

d’out le Théoreme 1.5, en raison de I'hypothese (54) et en prenant 7 de la forme
_2
v =5+ 100e.

5.c. Preuve d’une forme moins forte du Théoreme 1.6. Dans un premier
temps, nous démontrons le Théoreme 1.6, avec 'exposant % au lieu de % Du
point de vue combinatoire notre démarche est la méme qu’aux §5.a et §5.b pour
décomposer Ny (0, X; V) (formule (46)). Mais nous utilisons les Propositions 3.7
et 4.4 au lieu des Propositions 3.8 et 4.1. Pour ¢ tres petit, on fixe les notations
suivantes : v est une constante positive que I'on fixera par la suite; on pose

p=¢e, Q' <q¢<2Q, Q=[Q"],

et on impose l'inégalité
(56) Q< Xi 10,

Avec ces conventions, on a, par la Proposition 3.7, ’égalité

2
(57) Hiyars(X) = i (0an(as?) =
B 9 9 ﬁ q’Y 3 Xl—a
+ O<19 (dgd°r ’qv)q47((5qd27“2+1) >+O(§qd2r2)+o< Z 1)’

(a,b,c,d)€D
£(q)|A(a,b,c,d)

ot D =D(X,¢,Q) est un sous-ensemble de points de Z* vérifiant
0 < Ala,bc,d) < X et cardD =0(G(X,e,Q)) =O0(X'™).

(Insistons sur le fait que D est indépendant de ¢ dans l'intervalle [, 2Q)'].) La
formule (57) se transforme en

X
(58)  Hyy g2 (X) = V1(5Q)V2(d27"2)7
1 1 1 Bd*r*t  Sd*r?*  Sdr
1+e¢ _
+ O(X (d2r2q2+'y + S2diriq? + 2oy | ghl ST g ))

Xl—s
+ O(W)+O< > o).
(a,b,c,d)€D
k(q)|A(a,b,c,d)

1

En sommant sur d|g et d|Rq~" on arrive a la
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Proposition 5.3. Pour tout ¢ > 0, pour tout v > 0, tout q sans facteur carré,

tout R multiple de q, tout r impair, premier a R et tout Q vérifiant (56), on a
[’égalité

v(q 1.2 mX
f(va.IaraX):QVZ(TQ)H(l__Q) '
q P 72
p|R
1 1 1 R r2R?2 rR .
+ O<X<r2q2+7 tragtmas T ot q77>(RX) )
X1-3
+ O(5F) +o<( S 1)(3)()6).
q (a,b,c,d)eD

r(q)|Aasb,c,d)
En donnant a Y et a Z les mémes valeurs que précédemment, on parvient a

I’égalité

v(q) X Xlogs X
59) A — Ay +O(Ay) = 22 Lo
( ) 1 2 ( 5) q 27T2 <q10g2X10g§X>

11 1 1 1\,
" O<X(q_2 T T T T qz””)X )

X113 R
+ o )+0<( 3 1)X2>,
q (a,b,c,d)eD
k(9)|A(a,b,e,d)

ol les A; sont définis dans (46).

5.c.1. Majoration en moyenne de A4. 1l reste a majorer A4 par la Proposition 4.4.
On a la relation

A< {Fe®AF) <X, F eV, A(F) =0 (mod gp?)},
p>Z
d’ot
c X  ¢X:
60 A< X — 1),
0 AexY (L N ey

p>Z ISVX /(pg2/3) (a,b,c,d)eD;‘%6
£(q)|A(a,b,c,d)

ou Dy, . est un certain ensemble d’entiers (a, b, c,d), indépendant de ¢, de cardinal
X172p=2X =% sur lequel,on a 0 < A(a, b, ¢,d) < X. La formule (60) devient ainsi

1

q_2+q§X%+€+X€Z > oo

P>Z 1<VX /(pg?/3) (abe,d)ED],
k(q)|A(a,b,c,d)

(61) Ay <
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En regroupant avec (59), nous obtenons la formule suivante

> =MD (Y Y oy 4.X)) + O Rafg. X))

2 2 2
AT () q 2 qlog” X log; X
qA
avec
2 1 1 1 1 1 1
Ri(q,X) =q3X> +X(q_2 + P + 1 + 2 + q271)
et
Bev- Y Y Y Y
(a,b,c,d)eD p>Z I<VX /(pg?/3) (a,b,c,d)GDl“p"5
K@) A(a,b,e,d) 5(q)|A(a,b,c,d)

On voit que le terme R;(q, X) est en O(qu_é) si on prend X7 < Q' < X572, il
faut alors prendre ~ tres légerement supérieur a g. Enfin par une interversion de

sommations, et en constatant que (a, b, ¢, d) étant fixé, il y a O(X 2) entiers ¢ tels
que p?(q) =1 et x(q) divise A(a, b, c,d), on arrive finalement & la relation

> Ray(q,X)=0(X'"2).
Q'<q<2Q’

On en déduit alors par sommation sur les Q' de la forme Q' = 2*, le Théoreme 1.6,
mais avec I’exposant % — ¢ au lieu de % — €.

5.d. Preuve du Théoreme 1.6. Voyons comment atteindre I’exposant % L’idée
est de faire subir un traitement spécial aux grands diviseurs ¢ de ¢ qui, lors de
la sommation (58) pour I'obtention de la Proposition 5.3, ont une contribution
démesurée. On a le

Lemme 5.4. Soit £(X,q,¢), l’ensemble des points (a,b,c,d) de V(X) défini par

EX.qe)= |J {labcd) eV(X);8Alab,cd)}.
524275 dlg
On a alors ’égalité
E(X,q,6)] = O(X 3¢~ + X3%9).

Preuve. On utilise la Proposition 4.1. On remarque que chaque A(a, b, c,d) ap-
partient a Vi, d’ou la relation

1

ot
=

X X

X, g0 < > X8<5—2+6

X
)

5l

+ )ZO(Xl_%q_1+X%+E).

[

1
6>q27%; 8lq
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Soit f(R,q,r, X) le nombre de points (a, b, ¢, d) comptés dans f(R, g, r, X) mais
n’appartenant pas a £(X, ¢, ). Grace au Lemme 5.4, on a ’encadrement

f(R,q,r, X) —O(X'"2¢7") < f(R,q,7, X) < f(R,q,7, X),
pourvu que ¢ < X2¢. La formule (46) devient alors

Nog(0,X:V) = f(qPy,q,1,X) = Y flqPr.q,p, X)+O(As+ A+ X' "3¢7).

Y<p<Z

Nous disposons aussi d’une formule exacte pour f (R, q,r,X), qui remplace (48),
a savoir

f(Rw q,T, X) = Z :u(d) Z M((S)ng,d%? (X)

d|R Slg.6<ql/2+e
(d:2g)=1 (2,0)=1

+ 30 n@d) Y pO)H, e (X)

2d|R 6‘q,§<q1/2+5

(2d,q)=1
) oud) Y pl(26) Hig e (X).
d|R 268|q,0<qt/2+e
(d,2g)=1

Comme lors de la preuve de la Proposition 5.3, on fait appel a la Proposition 3.7,
mais ici le coefficient du terme principal est

(X n0m@) (D udwa(dir?),
5<q2+; 8lg (d;iq&%:l
qui differe donc du terme principal
v(q 1.2
(62) ) | (R

9 p|R

(qu’on obtiendrait, si on supprimait la condition § < g2t voir (49)), d’au plus
de la quantité

( T Vl(q(;))( T yg(d2r2)> _ O(Ww)m(q) 3 1/1(615))

v1(q)
53q% +e (d’cﬁfl §3q2
dlq dlq
2 —1-¢
= Ol Y 55)
52(1%4—5
dlq

soit encore

(63) O(va(r¥)(q)g 2~

N

).
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Le calcul du terme d’erreur est identique a celui de la Proposition 5.3, a la
différence pres qu’on doit sommer

1 1 1 Bdtrt  Sd*r?  ddr
1+e
<X Z Z <d27’2q2+7 + S2d4rig? + 82553 + g1 + @1 +qu>

d‘R l+E
0<q?

Xl—a
+0 (W) + O( > 1)
(a,b,c,d)eD
x(q)|A(a,b,c,d)

et c’est ici qu’on gagne puisque la somme sur ¢ est beaucoup plus courte. En
incorporant (63), on voit que la Proposition 5.3 est modifiée en la

Proposition 5.5. On a l’égalité suivante, pour tout € > 0, pour tout v > 0, tout
q sans facteur carré, tout R multiple de q, tout r impair, premier a R et tout )
vérifiant (56) :

; _v(9) 2 Lo X
f(Roqr X) = = Zalr %(1 ~ ) 5

1 1 1 ‘RY2R? 4R
+O(X<T2 +— 4+ T L >(RX)5)

q2+’Y r4q2 7"5q3—’7 q4'y+% q3’y+% q2’y+%
X'=5 -
-+0((V21%)+49<( 3 :Q(RX)w>.

(a,b,c,d)eD

k(q)|A(a,b,c,d)

La démonstration se poursuit comme dans la preuve du Théoreme 1.6 affaibli,
mais en prenant ici v légerement supérieur a g.

Enfin, lorsque ¢ est premier, la somme sur les d|q, inférieurs a q%% se réduit a
un seul terme. On peut prendre v légerement supérieur a %, mais la majoration
de A4, plus précisément le terme qu 2 de (61), amene a supposer ¢ < X i<

6. LES DISCRIMINANTS QUASI-FONDAMENTAUX

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a un décompte de formes cubiques,
non nécessairement primitives. Pour ce faire, nous introduisons les ensembles V},,
dont la définition est identique a celle des ensembles V,, du §2, a la différence pres
que la primitivité des formes est omise. Plus précisément, pour p > 3, on désigne
par \7,3 I'ensemble des classes I de ®'" telles que p? ne divise pas A(F) et Vy est
I'ensemble des classes F' de @ telles que A(F) =1 (mod 4) ou A(F) =8 ou 12
(mod 16). Comme leurs homologues V,, les ensembles V,, vérifient I'égalité

V=V,
p
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(en effet, si p divise chaque coefficient de F, alors p* divise A(F)). En fait nous
travaillerons a partir de 'inclusion évidente, valable pour tout P > 2,

VeV
p<P
inclusion qui est naturellement de meilleure qualité a mesure que P croit. On voit
que le discriminant de toute forme cubique participant & la partie droite de (6)
est un discriminant fondamental d’ordre P, notion définie dans l'introduction.
L’inclusion (6) se traduit par une inégalité entre les quantités définies lors de la
Proposition 2.3 :

Nug(0, X;V) < No(0, X5 () V3).

p<P

On a la variante suivante de (12),

(64) Nog(0.X; (Vo) = D pld) Y p(6)H s (X)

p<P (d,2q)=1 dlq
(5,2)=1
+ Y u2d)> ) H e (X) + Y p(d) D p(20) Hy g0 (X);
(2d,q)=1 dlq (d,g)=1 26|q

ou les variables de sommation d et § vérifient
pldd = p < P.

Signalons que (64) n’a que Op(l) termes. Nous allons uniquement utiliser la
Proposition 3.7 avec les valeurs

r=1, s=dqd*, p=c¢, Q:Xi’log,

mais aucun résultat de type Brun-Titchmarsh découlant de la fastidieuse étude
des sommes trigonométriques modulo p? (voir §3). Avec ce choix de parametres,
on a les relations

G(X,p,Q) =O(X'™)
et
9*(6qd*, Q) <p (¢ + min(g, Q)) min(g, Q) < gmin(q, Q).

Grace a (39), le premier terme a droite de (64) s’écrit

@S T (1-m6?) TT (1-22)
plg

boP va(p)
(p,2g9)=1 2<p<P

1

1. X4 X
+Op(gmin(g, X5~ +1°X7) + Op(

1—¢

)+OP< 3 1).

(a,b,c,d)€D
£(q)|A(a,b,c,d)
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Les deux autres termes ont des expressions du méme type mais tenant compte
de la parité de ¢ et du role du nombre premier 2. En regroupant ces trois termes
principaux, on voit alors que le terme principal de (64) s’écrit

2xX 24ep—1 2% — 1 202 — 1

7T72 Hp pl; ' H (1_ pp4 ) 'H<1_p<p2p+p_1)>7
plg p<P p<P
(p9)=1 pla

soit encore

v(q) H (p+1)(p2+p—1).1—[<1_ 1)2.7T2_X
. =

En utilisant la fonction multiplicative vp(q) définie au §1, on voit que ce terme
principal est aussi
1\2 X
VP_@ H (1 — _> L
q p? 272

p=P

et nous sommes donc parvenus a 1’égalité

Noal0.X: (7 = 2T (1= 1) 7

p<P q p=P p

—i—Op(qmin(q,X}l)(XT}l+1)3X505) —I—OP(X;_8) —|—Op< Z 1).

(a,b,c,d)eD
w(@)|A(a,b,e,d)

Pour prouver le Théoréme 1.8, on prend pour Hp(n) la fonction qui compte le
nombre de classes de formes cubiques, de discriminant n, appartenant a ﬂp <P Vp
et on a directement 1’égalité

Nug0,X; (V)= > Hp(n).
p<P 1<n<X
n=a (mod q)

L’assertion i) est alors triviale. Pour l'assertion i), on confronte (6) avec ¢ =1
et la relation (3) (rappelons que l'ensemble D est de cardinal O(X'~¢)). Pour
obtenir les assertions #ii) du méme théoreme, on somme sur ¢ < D le terme
d’erreur a droite de (6), dont la contribution est

. X1
<<X17§+quin(q,Xi)(—4—|—1)3—|— Z Z 1
q<D 4 (a,b,c,d)€D q
k(q)|A(a,b,c,d)

< X5 4 D2X 1 L card DXF < X173

pourvu que D < X 5-30e,
Le cas des discriminants négatifs est absolument identique.
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7. DEMONSTRATION DES COROLLAIRES 1.1, 1.2 ET 1.9

Nous travaillerons avec les notations suivantes :

Soit AT la suite des entiers a compris entre 1 et X, affectés du poids H(a)
(rappelons que 'on a posé H(a) = 0 si a n’est pas un discriminant fondamental).
On fixe un (grand) entier P, et I'on pose AT la suite des entiers a compris entre
1 et X affectés des poids Hp(a).

Les quantités A~ et A~ sont définies par analogie mais concernent les entiers
a compris entre —X et —1. Le Théoreme 1.8 nous incite a travailler avec les
formules d’approximation

vp(q)
q

ol on pose, pour ¢ sans facteur carré,

X% + (A%, q),

4

’/l;t = Y He(), et Xi= 3 Hpln),
1<i‘n<X 1<En<X
q|n

en imitant les formules du crible. Le Théoreme 1.8 et la relation (3) donnent,
pour X > X(P), les encadrements

(65) (1= 0(1))55 < X5 < (1+0()(1+ O(P )5
et
(66) (1 —o(1) 2% < Xp < (L4 o())(1 + O(P ) 25,

On vérifie que la fonction vp(p) satisfait bien les hypotheéses du crible linéaire
(condition (3) de [13] avec k = 1). On voit que les formules du crible de Rosser,
dans la forme qu’en a donnée Iwaniec ([13, Theorem 1]), produisent pour la
fonction

la majoration

log D
log 2

Y

o) s0A*%2) < [T0 - 22

p<z

) +o(L}XE + Y i(q) [r(A%,q)

q<D

ou o(1) est un terme d’erreur qui tend vers 0 dans notre application, et F' est
I’habituelle fonction du crible en dimension 1. Le Théoréme nous incite a prendre
D= X%_s, puisqu’on a la majoration

(68) > () [r(A%, )| = on(

q<D

X
log X

),
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et le produit eulérien de (67) vaut

vp(p)y _ 7 e -1 1
69 1- = —. 14+ O(P 140
(69) g( ) = 5 ogs L O+ O )),
olt 7 est la constante d’Euler. En posant z = X« (u constante > 1) et en regrou-
pant (65),...,(7.5), on a 'inégalité
u 3u, X
F(— 1
12¢e7 ( 8 )logX( ),

pour tout n > 0, P > Py(n) et X > Xo(n, P). Bien entendu, sous les mémes
conditions, on a l'inégalité,

S(A*, 2) < o

U 3u, X
F(E)——_@
2! 5 ) iogx L)

puisque trivialement, on a S(A*, z) < S(A*, z). On concoit pourquoi il est avan-
tageux de travailler avec la suite A*, puisque son exposant de répartition est %—5
au lieu de % — €.

(70) S(A*, 2) < at

7.a. Démonstration du Corollaire 1.1. Soit 6 > 0 tres petit et soit u > 1 une
constante telle que, pour une suite de X tendant vers I'infini, on ait I'inégalité

(71) HAGN(X); p|A:>p>X%,r3(A):oH <imx

Puisque, hors de I’ensemble de la ligne précédente, tout A compté dans S(A*T, X %)
vérifie H(A) > 1, 'inégalité (70) entraine l’encadrement

1 X
+ . > ” _
(72) HAGA (X):, plA=p>=X H e X
< S(A*, XE) < L P(3u/8)—X— (1 4 7).
’ 12¢e7 log X

Ala gauche de cette inégalité apparait, a un terme négligeable pres, le nombre des

entiers < X, congrus a 1 modulo 4, dont tous les facteurs premiers sont supérieurs
1 . [N , . N

a X, cardinal que l'on sait étre équivalent a

1 X

2" Wi x

avec w(u) fonction de Buchstab ([17, Théoreme 3, p. 406]). On sait aussi que

wwy — F0 1)

2e7

avec I et f fonctions du crible linéaire. Finalement, la relation (72) montre que
u vérifie I'inégalité

(X — o0),

3u 12¢7
— 0.

3(F(u) + f(u)) < F(
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pour tout 1 > 0, soit encore

3u 12e”
e

Signalons que si u vérifie (71), il en est de méme pour tout v’ tel que 1 < v’ < u.
Pour s < 3 on a F(s) = 2¢7s™! et pour s < 2, on a f(s) = 0, donc (73) n’a
aucune solution en u > 1, par choix de d tres petit, d’ou le Corollaire 1.1, dans
le cas des nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

Le cas des p congrus a 3 modulo 4, nécessite un traitement un peu différent
puisque p n’est pas un discriminant fondamental, par contre 4p en est un, et on
a I'égalité Q(,/p) = Q(v/4p). 11 faut donc cribler par les premiers impairs la suite
des entiers a congrus a 12 modulo 16, compris entre 1 et X, affectés du poids
H(a). La technique est la méme que précédemment a la différence pres que 'on
doit utiliser la relation :

Pour tout € > 0, il existe n = n(e) > 0, tel que pour X > Xo(P) tendant vers
linfini, on a

S o) X -0 ] 0.,

0<n<X q 0<n<X
n=12 mod 16, g|n n=12 mod 16

(73) 3(F(u) + f(u)) < F(

3_¢
qs<X'8
q impair

qui n’est qu’une variante de la premiere relation du Théoreme 1.8 iii).

7.b. Démonstration du Corollaire 1.2. Pour le Corollaire 1.2, il suffit de
modifier la preuve précédente pour affirmer que, uniformément sur ’ensemble
des k + 1-uplets (pi,--- ,pj,) vérifiant

py =3 (mod4), ph=---=pp; =1 (mod4)
et

Py <ph <o <Py < exp(y/log ),
on a la minoration

X
{p < W ; p=3 (mod 4)7T3(ppl1"'p;c+1) = O}
+1

>

/

Pl D log X

On somme alors sur les p} vérifiant les conditions précédentes et on applique
(1) qui affirme qu’on a ro(pp} - - - pf,1) = k. Reprendre les techniques précédentes
en introduisant cette minuscule condition de congruence modulo pf ---p, ; ne
pose pas de difficulté majeure (il faudra conserver tout au long des calculs, la
condition A =0 (mod pf -~ pl,4))-

7.c. Preuve du Corollaire 1.9, systeme II.. La démarche est la méme : on

part de (70), mais maintenant avec o~ = 3. L’inégalité (73) devient dans ce cas
3u 4e
(14) F(u) + () < FCoy 4627

et cette inégalité entraine u < 4.8 pour ¢ suffisamment petit. En effet, des tables
des fonctions F' et f donnent F(4.8) + f(4.8) = 1.999... et on a facilement
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F(348) = é?jg =1,978... Par (1), on a donc prouvé le Corollaire 1.9, systeme

7.d. Preuve du Corollaire 1.9, systeme I. On a toujours o~ = 3, mais on
considére maintenant, pour § positif tres petit, u > 1 tel qu’on ait 'inégalité

HA e AT(X); plA=p>Xt,r(A) < 1}] < 6%,

pour une suite de X tendant vers l'infini. Maintenant, hors de I'ensemble ci-
dessus, on a H(A) > 4, et l'inégalité (74) est modifiée par I'intrusion a gauche
d’un facteur 4, soit

A(F () + F) < FC) 4625,

inéquation qui n’a aucune solution en u > 1, pourvu que ¢ soit tres petit.

REFERENCES

[1] K. BELABAS, Crible et 3-rang des corps quadratiques, Ann. de I'Inst. Fourier 46 (1996),
pp. 909-949.

[2] K. BELABAS, Variations sur un théme de Davenport et Heilbronn, These de Doctorat
d’Etat, Université Bordeaux I, 1996.

[3] K. BELABAS, On the mean 3-rank of quadratic fields, Compositio Mathematica 118 (1999),
pp. 1-9.

[4] R. BENEDETTI & J.-J. RISLER, Real algebraic and semi-algebraic sets, Hermann, 1990.

[5] H. COHEN & H. W. LENSTRA, JR., Heuristics on class groups of number fields, in Number
theory, Noordwijkerhout 1983 (Berlin), Lecture Notes in Math., vol. 1068, Springer, Berlin,
1984, pp. 33-62.

[6] H. DAVENPORT, On a principle of Lipschitz, J. Lond. Math. Soc. 26 (1951), pp. 179-183.

[7] H. DAVENPORT, On the class number of binary cubic forms (i), J. Lond. Math. Soc. 26
(1951), pp. 183-192, errata ibid 27 (1951), p. 512.

[8] H. DAVENPORT, On the class number of binary cubic forms (ii), J. Lond. Math. Soc. 26
(1951), pp. 192-198.

[9] H. DAVENPORT & H. HEILBRONN, On the density of discriminants of cubic fields (i), Bull.
Lond. Math. Soc. 1 (1969), pp. 345-348.

[10] H. DAVENPORT & H. HEILBRONN, On the density of discriminants of cubic fields (ii),
Proc. Roy. Soc. Lond. A 322 (1971), pp. 405-420.

[11] B. N. DELoNE & D. K. FADDEEvV, The theory of irrationalities of the third degree,
Translations of Mathematical Monographs, vol. 10, American Mathematical Society, 1964.

[12] H. HALBERSTAM & H. E. RICHERT, Sieve methods, Academic Press, 1974.

[13] H. IWANIEC, Rosser’s sieve, Acta. Arith. 36 (1980), pp. 171-202.

[14] N. M. KaTz & G. LAUMON, Transformation de Fourier et majoration de sommes expo-
nentielles, Publ. Math. IHES 62 (1985), pp. 361-418.

[15] G.-B. MATHEWS, On the reduction and classification of binary cubics which have a nega-
tive discriminant, Proc. London Math. Soc. 10 (1912), pp. 128-138.

[16) W. NARKIEWICZ, Elementary and analytic theory of algebraic numbers, second ed.,
Springer-Verlag, Berlin, 1990.

[17] G. TENENBAUM, Introduction & la théorie analytique et probabiliste des nombres, Pub.
Inst. Elie Cartan, 1990.



50 K. BELABAS & E. FOUVRY

Karim Belabas Etienne Fouvry
Max-Planck-Institut fiir Mathematik Mathématique-Batiment 425
Gottfried-Clarenstrasse, 26. Université de Paris-Sud
D-53225 Bonn F-91405 Orsay Cedex

Email : {Karim.Belabas,Etienne.Fouvry}@math.u-psud.fr



