L'ANALYSE LOGIQUE DES PROBABILITES SELON WAISMANN

KARIM BELABAS ET LAYLA RAID

TABLE DES MATIERES

1. INtrodUuCtioN . ... 1
2. Critique de la conception fréquentiste............................ 3
2.1, Waismanversusvon MiSES . . ...ttt 3
2.2, Lede PP, . it —— 4
2.3. Qulest-ce quuikollectiv?. . ... 5
2.4, Critiquedel'idéalisation................ciiiiiiiiiinnn.. 8
3. Laconception logiqguede Waismann................c;couuevvvn... 9
3.1, Préambule. ... e 9
3.2. Le propos de I'axiomatique de Waismann ...........cuu....... 10
3.3, Spielraum . ... 10
3. MESUIE. . e ———— 11
3.5. Probabilité relative, ou conditionnelle ....... ..o 11
3.6. Rapport a 'axiomatique de Kolmogorov ..........couuooo..... 12
4. Une défense programmatique ...ttt ee... 13
4.1. La probabilité logique face aux applications ................... 13
4.2. Laloidesgrandsnombres...............oiiiiiimmnninaaan.. 14
5. CONCIUSION. . ..t e e e 16
REfEIENCES . .. o e 16

1. INTRODUCTION

Le calcul des probabilités se développe depuis fesietle — de Pascal, puis
Jacob Bernoulli a Laplace, on les pense a partir de la cortdiieacomme quo-
tient du nombre de cas favorables sur celui des cas posss#legent supposés
équiprobables par symétrie, a I'exemple canonique du défaces. Mais ce n’est
gu’en 1933 que les probabilités obtiennent des fondaticimreatiques satisfai-
santes, avec la parution désundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnyidgydu
jeune mathématicien russe Kolmogorov (il a 30 ans) ; elletirore une vingtaine
d’années a s'imposer, et ne seront traduites en anglais 9%0.

Jusqu’au début du 2®iecle, I'usage universel du calcul des probabilités (des

sciences de 'homme et de la nature a I'ingénierie) est meséondations solides.
1
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Dans son fameux discours de 1900 au Congrés Internation@hds, parmi ses
23 problemes destinés a faconner le développement des metihées pour le
siecle a venir, Hilbert inclut la construction de fondasgour la physique (pro-
bleme). Il précise aussitét le caractére prioritaire desdines les plus proches des
mathématiques : probabilités et mécanique. Toujours aunaod du siecle, Poin-
caré [8, Chap. Xl] insiste lui aussi, par dela les récréatimmbinatoires du joueur
de casino, sur le role considérable des raisonnements probabilistes et des tests
statistiques dans les sciences de la nature. Aussi dépilp@ans sa préface a la
Science et I'hypotheséeur état d’inachévement, demandant qu’on en approfon-
disse les principes :

Sous ce rapport, je n'ai pu donner que des résultats biemiplets, tant ce vague
instinct, qui nous fait discerner la vraisemblance, estlieta I'analyse. [8, p. 27]

Comme on le voit, il n'est pas clair a 'époque que les prolitélirelévent des
mathématiques, ni qu'il soit possible de leur donner uneérigoureuse.

Durant trois décennies, gevague instinct est I'objet de multiples tentatives
d’affGtage, dont la plus importante mathématiquementiakahmogorov est due a
von Mises [10]. Mais celle-ci restait confrontée & des diffiés majeure's L'article
de Waismanng Logische Analyse des Wahrscheinlichkeitsbegriff&2], propose
I'ébauche d’une axiomatique concurrehtsous l'influence revendiquée duacta-
tus logico-philosophicus

Notre objet sera double. Dans une perspective d’histoisesdeences, nous
présenterons cette axiomatique tant dans ce qu’elle patis développements
futurs — comment elle se fonde a juste titre sur la donatiamé’mesurerbi-
traire —, que dans ce qu’elle laisse inachevé. Dans une perspetiilesophique,
nous montrerons comment Waismann défend, contre toutprétation empirique,
I'aprioricité du calcul des probabilités dans une perdpedtactatuséenne. Dans ce
cadre, il s’éleve en particulier, de maniere problématicp@me nous le verrons,
contre les définitions de la probabilité comme limite d’'urégfience relative.

Un des points remarquables de cet article tient dans lacten entre ana-
lyses philosophiques et mathématiques de la probabilit&pbque ot Waismann
intervient, I'accord scientifique sur ce sujet n’est pasuggAussi le philosophe
interroge-t-il les fondements formels des probabilitésses de leur statut épisté-
mologique, alors que seul le second est depuis Kolmogofauafphilosophique
véritable, si on entend par probabilité I'objet de la théariathématique actuefle
Cette configuration historique particuliére conduit Weasim a défendre un article

1Sur ces difficultés et les corrections apportées a cetteratique, en conservantles intuitions de
von Mises,cf. van Lambalgengs Von Mises’ Definition of Random Sequences Reconside&i
2Larticle fut présenté dans la section sur la philosophie pl®babilités de I&rste Tagung fur
Erkenntnislehr€Prague, 1929). Les actes furent publiés comme premier mudedrkenntnis On
y trouve également, sur les probabilités, des contribatimFeigl, von Mises et Reichenbach.
3Des concepts différents et non concurrents existempar exemple la probabilité logique de
Carnap qui, contrairement a celle de Waismann, n’a pasmii@teuniverselle.
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hybride, contenant a la fois une ébauche d’axiomatique etdéfense philoso-
phique de sa thése principale : la théorie des probabilgesme« branche de la
logique». L'histoire des sciences connait de tels hybrides en peigicdans les

périodes précédant la définition de paradigmes acceptéa gammunauté des
chercheurs. Aussi suivrons-nous chez Waismann cet eoisearent, en montrant
comment I'inspiration aprioriste diractatusmodele sa réflexion.

L'article de Waismann suit le plan suivant. La premiére ipactitique deux
conceptions de la probabilité : la premiére, tripartite @itenue dans les seuls
« cercles philosophiques affirme le caractere primitif du probable, en sus du vrai
et du faux. L'estimant moins importante dans I'’économie’aeitle, nous la lais-
serons de coté, pour considérer directement la secondemtioe, définissant les
probabilités comme fréquences relatives : Waismann luoseplusieurs critiques,
en rejetant en particulier les axiomes de von Mises. La @sneipartie de I'ar-
ticle expose les fondations logiques proposées par Waisriusméme. La troi-
sieme, enfin, est une défense programmatique : il annonceopaetrouver les
« axiomes> de Keynes, puis propose une explication du lien entre saapilité et
I'idée de fréquence relative.

2. CRITIQUE DE LA CONCEPTION FREQUENTISTE

2.1. Waismann versusvon Mises. Avant de présenter sa conception propre des
probabilités, Waismann commence par les difficultés d'wareame conception fré-
quentiste, qu’il appelle aussistatistique, identifiant la probabilité d’'un événe-
ment avec sa fréquence relative dans une longue série dierpés. Cette idée

a été axiomatisée en particulier par von Mises, mais ce pasta celui-ci que
s’attaque d’abord Waismann, qui commence par en propogerarsion naive pre-
scientifique. Selon cette théorie, explique-t«ila probabilité d’obtenir 2 avec un
dé est de 1/6 signifie« sur un nombre de lancers suffisamment grand, le nombre 2
apparaitra en moyenne dans un résultat sur sixla naiveté résidant dans l'usage
de I'expression vaguesuffisamment grangd, et dans une prédiction empirique qui
a toutes les chances d’étre fausse (une proportion vaaictement/6 est trés peu
probable). Tout le propos de von Mises sera de donner auendigme une for-
mulation rigoureuse a travers sa notionKialectiv. Waismann entend en donner
I'idée maitresse a travers cette premiére formulationenailvniera ensuite que le
raffinement que von Mises en propose soit satisfaisant.

Cette idée naive évite au moins d’emblée, remarque ironigaeWaismann,
le probléme de I'application : la questielfComment la probabilité peut-elle prédire
le cours des événements e se pose pas, car I'’énoncé de probabilité a directement
pour source et pour objet des faits d’expérience (on obsergeli se produit quand
on jette un dé assez longtempsg, ce qui évite le gouffre conceptuel entre cal-
cul a priori et faits empiriques, dont la modélisation pourrait paeaitlysterieuse.
Mais, loin de résoudre ce probléme, 'empirisme du fréggemd naif ne permet
pas seulement de penser l'idéalité mathématique tout.doaviant les difficultés
de von Mises, Waismann n’admettra finalement pas qu’il gadéé ce stade naif :
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il présente la critique dollectiv dans la foulée énumérative de celle que nous
venons de voir.

Il'y a certes chez von Mises un souci de I'empiricité, maisajgport a I'ex-
périence n’a pas chez lui ce caractére direct — si bien queol@dgme de I'appli-
cation se pose en fait pleinement, chez lui comme d’aillebez Waismann. Dans
Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrhgitl, p. 102], il affirme, ce qui a pu faire
sursauter Waismann, que les probabilités sont une thémfatd observables déter-
minés, d’événements répétés en masse comme les jeux dd,Hasaatistique des
populations, etc. Von Mises précise utiliser ici le termétdmrie au sens ou on parle
de« théorie des phénomeénes caloriqgug®ur la thermodynamique, ou déhéorie
des phénomeénes spatiaugour la géométrie. Suite de comparaisons inacceptables
pour un lecteur ddiractatud Chaque théorie, poursuit von Mises, commence par
un certain nombre d’axiomes, dans la formulation desquets fait« usage de I'ex-
périence générale méme s'il est clair qu’ils n’énoncent pas déaits directement
observables. La différence entre un philosophe aprioriste comme Waisnet un
mathématicien appliqgué comme von Mises, pour qui I'axioguegt est soumise a
la pression générale de I'expériefi¢aussi paradoxal cela soit-il pour un logicien
de stricte observance), tient donc a ce qu’on entend parsagie de I'expérience
générale Waismann y reviendra en fin d’article en des termes pragteatiNotons
que, contrairement a ce que suggere Waismann, toute cancégiguentiste n’est
pas vouée a l'idée qu’on décrit le comportemebservablade désréelsquand on
définit la probabilité d’'un 2 comme fréquence relative ; iaratique fréquentiste
de von Mises a d’ailleurs été rendue rigoureuse par Wald L8 Church [2].

2.2. Le dé pipé. Larticle rappelle ensuite la critique classique du fréafissme
naif : elle porte sur le dé pipé, gnia pasune chance sur six de produire un 2. La
conception fréquentiste n’explique pas la différence d&l& obtenue : se conten-
tant d’enregistrer la modification, elle n’explique pas feilque nous avons d’at-
tendre un changement dans la fréquence.

Waismann poursuit ainsi la critique : selon la réponse isfsasante du sta-
tisticien» (ici un interlocuteur fictif), les séries statistiques sses faits ultimes et
cela n'a pas de sens de demander pour quelle raison tekepséticuliere existe;
explications physiques et statistiques seraient indégeed. Division du travail que
Waismann juge inacceptable, puisqu’on ne peut renoncéatéelqu’il y a bien une
connexion entre le pipage du dé et la série nouvelle obtedbealéveloppement
de Waismann, reposant sur I'exagération rappelée plus(lesin€quentisme fondé
sur I'observation), est peu convaincant : en quoi le frétjgmnserait-il condamné a
nier une connexion, qu'’il avoue simplement ne pas pouvalrlét(ce n’est pas son

4Indiquons ici la fort intéressante maniére dont Kolmogguog#sente son axiomatique dans les
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnyi}y: la section 1 énonce les axiomes; la section 2
s'intitule « Relation aux données expérimentalesu est opérée unedéduction empirique des
axiomes ! Il déclare s’inspirer largement de von Mises dans cetté@ecUne comparaison épis-
témologique de leurs interprétations reste a faire.
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objet) ? L'objet des statistiques est justement de testehgpothéses en I'absence
de toute autre considération.

Par contre, il est juste que le statisticieexpliqueen rien le phénoméne en le
mettant en évidence. Il est tout aussi juste que le frégstentiaif doit dire de quel
droit il attend un changemeratiors queson point de départ est celui de I'application
d’un principe d’équiprobabilité (le seul cas qu’il sait wreent« expliquer», par sy-
métrie), ce que Waismann oublie de rappeler. Le problemé pasle dé pipé n'est
pas celui de la relation entre explications physiques & satistiques : c’est qu'il
brise ce principe, sur lequel se fonde I'approche naive dasapilités. Le fréquen-
tiste se trouve dés lors sommé d’expliquer pourquoi il stadta quoi que ce soit,
sachant que les séries empiriques effectivement obsepate®ent étre fort diffé-
rentes de ce a quoidls’attend-. Cette attente, comme il ressortira de la conception
de Waismann et comme tout un chacun I'admet maintenantéestdinée dans un
modelea priori.

2.3. Qu’est-ce qu’'un Kollectiv? Suit alors I'objection essentielle de Waismann a
von Mises, une objection selon son terme, purement logicuegernant la fagon
dont la fréquence relative est exprimée mathématiquer@ette objection se dé-
roule en deux temps et porte sur les difficultés qu’a eues visedvbour construire
les suites« aléatoires au fondement de sa théorie, a savoir I'idéeKidlectiv.
Selon l'article de 1919, un collectif est une suite infinieraembres pris dans un
ensemblds, caractérisée par deux axiomes :

(1) chaque partie de admet une fréquence relative limite,
(2) extraire une sous-suite par unsélection de place admissible ne change
pas cette limite.

On interpréteE comme I'ensemble des résultats possiblde @€ donne %), ses
partieS comme I'ensemble des événements possiblés §é donne un nombre
pair»), et le collectif comme un ensemble infini de réalisatiom&pendantes d’une
expeérience idéale. Prenons I'exemple du jeu de pile ouégedibré Un collectif
associé sera une certaine suite infinie de piles et de faagsectivement codés par
0 et 1 par exemple, dans laquelle les résultats O et 1 ont peguénce relative li-
mite 1/2 (c’est, par définition, ce qu’on entend par un jeu équi)ib@d peut choisir
au sein de ce collectif différentes sous-suites en y séletéint des places», par
exemple les termes d’indices pairs, ou ceux suivant une dériL00 piles consécu-
tifs. Von Mises explique I'axiome (2) en termes de casinajila pas de stratédie
permettant d’augmenter mes gains, pas de suite partieuigrstants qui augmen-
terait mes chances de tomber sur pile par exemple. Le poic¢td@xiome (2), dit

SLa guantificatiork chaque partie dE » dans (1) n’est pas essentielle, et en fait noaive§3.1.
Dans les versions ultérieures de sa théorie, von Mises seirelya aux parties opérationnellement
descriptibles si E est infini, celles qui apparaissent effectivement danspefiGations.

Son suppose ici que je joue une infinité de fois, et que je mi@eaainiquement a choisir le
moment auquel je joue (pas le montant des mises), en prenadmsoin en compte le passé au
moment de miser.
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d’irrégularité Regellosigkeif, est que de telles sous-suites existent évidemment,
mais qu’aucune stratégpgé-établiene permet de lesonstruire; il s’agit bien d’'un
jeu« de hasard et le propriétaire du casino peut dormir tranquille.

Von Mises donne quelques principes généraux et divers drsmpur préci-
ser cet axiome d’'irrégularité, mais sa définition reste ingléte : que sont exac-
tement les sélections de plaadmissible® Quelle type de stratégie autorise-t-on ?
Considérons de nouveau le collectif ci-dessus, modélisajgu de pile ou face
équilibré. Sans autre spécification, il est clair qu’'unesssuité {1,1,1, etc} n'a
pas pour fréquence relative limit¢. 1l reste donc & démontrer que le concept de
collectif n’est pas contradictoire : s'il n’existe pas ddledtif, la théorie est vide
Mais Waismann adopte directement une posture critiqueartadlation présente
n'a pas de sens cldiet 'ensemble de I'idée fréquentiste s’effondre avec elle.

Waismann fait une seconde objection a von Mises (la prerdemms I'ordre du
texte), qui explique, a ses yeux, ses difficultés définitediess. Elle porte sur I'idée
méme d’une suite mathématique irréguliére, que Waismansidere absurde. La
suite mathématique, explique-t-il, dépend d’une loi. Amtcaire, poursuit Wais-
mann, en statistiques, on part d’'une suite finie, que le &gtiste poursuit a I'infini
pour pouvoir lui appliquer le concept mathématique de quite suite infinie de
jets de dés...). Mais on n’est autorisé, selon Waismannglérghune suite infinie
que si on dispose d’une loi capable de générer la suite. Lplsifait que la suite
du fréquentiste est irréguliére prouve, selon lui, qu’elist pas un concept mathé-
matique. L« accidenteb, I'« imprévisible», selon ses termes, ne peuvent étre ac-
cueillis dans les mathématiques sans détruire leur nééagsitiori caracteéristique.
Il conclut que la définition de von Mises est victime d’une ftmion logique.

Mais, autant les problemes définitionnels de von Mises sty autant ce
diagnostic de Waismann est-il hautement problématique¢c@pudamne par prin-
cipe toute mathématisation du hasard, quand celle-ci ésiggment I'enjeu des
tentatives d’axiomatisation des probabilités des ann@est 30. En premier lieu,
remarquons qu’on démontre facilement sous les axiomes tladg§orov qu’une
suite infinie de variables de Bernoulli indépendantes (ldé&®d’une série de pile

A proprement parler, von Mises ne permet que de sélectiatesglaces c’est-a-dire des in-
dices, et non pas lesmleursde ces places. Mais I'objection demande pourquoi une s@hede
places admissible ne correspondrait pas a la sous{suitel, etc.}.

8Doob [3], puis Wald [13] montrent depuis la théorie de Kolraomy qu’on peut préciser
I'axiome d'irrégularité, sans altérer l'intuition de vonidés : le collectif n'est effectivement pas
contradictoire. Church [2] a initié un autre angle d’attagun formalisant la notion de sélection de
place du point de vue de l'informatique, différents typesc@élections admissiblesconduisant a
des théories différentes.

SWaismann ne cite pas le texte précis de von Mises auquel éféeer (lequel restera ferme sur
I'intuition sous-jacente mais variera dans sa formalisgtill rejette I'axiome d’irrégularité en des
termes sujets a caution : I'axiome d’irrégularité ne dit gas toute partie arbitrairement choisie
du collectif est admissible, ce que lui attribue pourtanisivenn. Cependant, a partir du moment ou
von Mises donne seulement des exemples, le lecteur pesictinterprétation la moins charitable :

il n’y a pas de charité en mathématiques. ..
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ou face, certainement I'exemple paradigmatique de la tbgwérifie les axiomes
de von Mises (voir Feller [4, Chap. VIII]), légérement modi Les collectifs sont
donc consistants dans le cadre standard.

Par ailleurs I'irrégularité s’est vue donner un sens forehahs les années
1960, y compris pour les suites finies, par Kolmogorov, Soloaff, puis Chaitif°
(d’'une tout autre maniére que von Mises). L'idée est la suaaest aléatoire une
suite qu’on ne peut essentiellement pas décrire de fac@aégoionomique qu’en la
transcrivant littéralement. L'intuition est claire : qudéit a une loi simple se décrit
facilement. Une suite répétant 1000 fois le méme motif seittéoconomiquement
en recopiant le motif et en disant qu'’il se répete 1000 fois skul vrai probléme
pour formaliser ceci est le concept ddescriptiorn, qui n’est pas sans rappeler ce-
lui des stratégies ou sélection de places de von Mises, agegsgimet d’ailleurs sur
la voie : décrire, c’est donner wadgorithme L'idée de I'axiome d’irrégularité est
en effet qu’un joueur N"augmente pas ses chances en suivastratégie explicite,
I'existence non constructive d’'une stratégie gagnanteinétant d’aucun secours.
Pour quantifier I'irrégularité d’'une suite binaire finieon définit ainsi rigoureuse-
ment sacomplexité Kx), en utilisant le formalisme de I'informatique théoridtie
C’est un bien intéressant objet, qui fournit par exemple preeive immédiate et
« constructive- du théoréme d’'incomplétude de Gddelpour toutx et tout entier
massez grand, la propositiark (x) > m» n’est pas démontrable. L'entier étant
fixé, elle est par ailleurs vraie pour tau& un nombre fini d’exceptions pres.

10¢r. L'héritage de Kolmogorov en mathématigy&sChap. XIlII].

11on choisit un modeéle de calcul, par exemple celui de la ma&ctdenTuring, qui explique ce
gu’est un« algorithme», comment et sur quels objets il opére, etc. Comme toutenmeton finie,
données et résultats se codent par des mots (finis) compesgstdde 1, dont léongueurest le
nombre de chiffre. Par définition, une fonctibrest calculable dans le modéle si un algorithme cal-
cule le motx = f(t) pour tout mot donng; la « thése de Church(de Church-Turing-Post, en fait)
énonce en gros que les fonctions calculables sont les mémedals les modéles de calcul raison-
nables : c’est un théoréme pour les modeéles proposés jusdii'if est une fonction calculable, la
complexité(de KolmogorovK(x, f) du motx est lalongueurdu plus petit mot tel quef(t) = x;
et une valeur infiniment grandetsi’existe pas.

Intuitivement, on va choisir uffi trés expressif, en fait le voir comme une machine univegsell
qui exécute un programme codé pakK(x, f) est la longueur de la description la plus efficacexde
si on choisit d’utiliserf. De plus, il existe une fonction calculable optimEl€pas unique) telle que
K(x,F) soitinférieur & (x, f)+C(f) pour tout mok et toute fonction calculablg, ouC(f) est une
constante ne dépendant quefdd.a complexité de Kolmogorov (X) de x est la valeur d&(x, F)
pour une fonction optimal&. Ce qui précéede dit en particulier que,Giest une autre fonction
optimale, alors la différence entkex, F) etK(x, G) est bornée par une constante ne dépendant que
deF et deG, mais pas de&!

Toujours intuitivementK (x) est la longueur du plus petit programme calcubarihdépendam-
ment de la machine universelle (de la fonction optintalehoisie. En ce sen& ne dépend pas de
notre concept & ordinateur. C'est une fonction bien définie (& une constante prés liéhaix de
la fonction optimald=) mais non calculable!

12| a démonstration généralise le paradoxe classique du plitsemtier dont la description né-
cessite plus de cent mots. Le lecteur est invité a réfléchsems du motlescriptiondans cette
« définition».
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Elle fournit aussi, et c’est dans ce but que nous l'introdngs une définition
rigoureuse et intuitive de ce qu’est le hasard. Par défmitim mot est aléatoire
s’il estincompressible : sa complexité de Kolmogorov edtatdre de sa longueur.
Pour tout entien, il existe un mot incompressible de longuaupuisque les 2mots
de longueun ne peuvent étre décrits par les-2?+ ...+ 2" = 2" _1 descrip-
tions potentielles de longueur strictement inférieurenbtion s’adapte aux suites
infinies, avec quelques difficultés et des idées nouvellestfMLof, Schnorr).

Si Waismann a raison de dire que la conception de l'irrégéldéfendue par
von Mises est incertaine, son rejet de la description deégularité du champ des
mathématiques est ainsi une pétition de principe, et nesuien de leuk nécessité
a priori». Notons tout de méme que, dans un cadre intuitionnistelfaffirmation
excessive de Waismarwopérer sur une suite infinie veut dire opérer sur les lois
gui engendrent la suite devient trivialement vraie, et exclut effectivement ttes
développements ci-dessus.

2.4. Critique de l'idéalisation. En sus de I'affirmation de cette impossibilité in-
trinseque pour le formel de penser le hasard, Waismann peajae interprétation
philosophique du probleme que rencontre von Mises, issuiesu-il, d’'une confu-
sion entrea priori et a posteriori d’une notion vague de l'idéalisation de I'expé-
rience aux mathématiques. Nous avons vu plus haut comnigée Ide von Mises
d’'une axiomatique faisantusage de I'expérience généralsignalait pour Wais-
mann qu’une telle confusion était a I'ceuvre. Von Mises di¢ ¢gs concepts des
probabilités seraient des abstractions ou des idéalisatie I'expérience, sans s’at-
tarder sur les dimensions philosophiques d’une telle guesiVaismann s’oppose
a l'idée d’'un tel processus, et voit (a tort) la source deBcdités (réelles) pour
définir le collectif dans ce qui est a ses yeux un empirismesmipiestif.

Ainsi se défendrait donc, selon Waismann, un fréquentisgte géométrie
quand nous raisonnons sur des formes exactes, nous igédksdormes sensibles
de la perception; pareillement dans le calcul des prohébihous idéalisons les
fréquences établies empiriquement, en définissant un podeefréquence limite.
Waismann nie dans les deux cas la pertinence du concept digigdlisation; il
illustre I'erreur commise en prenant I'exemple ded&finitionde tcomme idéali-
sation de mesures de plus en plus fines sur un cercle. Touh&naice,test I'étalon
grace auguel nous jugeons de la précision des mesures fgndean pak de plus
en plus fines ?). Pour Waismann, les propositions de la géométrie songsiarae
de regles, qui forment la syntaxe des concepts employésdamuire les relations
spatiales. Et on ne peut en tout cas (cela n’a pas de seng)cappides regles de
syntaxe en raffinant des observations. Selon les termes denafan, on ne parvient
pas a l'idéal, on en part.

Von Mises serait d’accord avec I'idée que la donation d’useemble d’axio-
mes n’est pas unelle idéalisation, pak passage a la limite mais pose en realité
la question du rapport des axiomes aux pratiques empiriguees lesquelles on
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recherche précisément des fondations. Il insistera tesfjpaur I'idée qu’une ap-
plication rationnelle des probabilités au monde dist étre fondée sur une théorie
fréquentiste. Plus généralement, les pratiques précéelenn sens qui reste a élu-
cider, I'axiomatique. La conception de Waismann (et du peeittgenstein) ne
permet pas d’éclairer philosophiquement cette relatioa.la certitude[15], par
contre, soutiendra I'idée d’'une perméabilité des froegé@ntre grammaire et expé-
rience.

Donc Waismann oppose une objection épistémologique aréguéntisme :
I'idéalisation ne peut transformer des fréquences en amigsli (Mais von Mises ne
commet pas cette erreur.) Les deux points de Waismann siasjunais indépen-
dants : lecollectif de von Mises est mal défini, et I'idéalisation naive se trosye
la nature de I'idéal. Nous ajoutons : il faut un concept péérd de la probabilité
pour éventuellement I'interpréter ensuite comme limite.

Puisqu’on ne parvient pas a idéaliser le concept de sétistgjae, dit Wais-
mann, excluons-le de nos fondations. Il passe alors a I'®gde sa propre concep-
tion.

3. LA CONCEPTION LOGIQUE DEWAISMANN

3.1. Préambule. Le probabiliste moderne, aprés Kolmogorov [7], commenae pa
définir un espace probabilisé, composé dumivers d’'unetribu, et d'unemesure
puis étudie desariables aléatoiresl’univers est 'ensemble des résultats possibles
d’'une expérience, oatomes: en lancant ce de€, jobtiendrai 1, 2, ..., ou 6; dans
cet exemple, I'univers a six éléments. Une tribu est un ebtene parties distin-
guées de l'univers, qui sont l&vénementgui nous intéressent (e résultat du
dé est pais est réunion de trois atomes); chaque événement est doncosémp
d’atomesd?. Une mesure associe & chaque élément de la tribu un réef pasitl.

On peut décider que toutes les parties sont dans la tribi, cean’est en rien né-
cessaire, et souvent contre-indiqudJne variable aléatoire est une fonction qui

Brace au scepticisme général (voir en particulier les reoaessles éditions successives de [11]
dans lesVMlathematical Reviews. apres bien des efforts, son formalisme est, pour les egtjpins,
essentiellement le méme que celui dérivé suivant Kolmogg@kdui apporte quelques restrictions
ennuyeuses). Par contre, bien des auteurs, Kolmogoroeteier, citent avec respect son point de
vue et, si son axiomatique est aujourd’hui oubliée par lebalbilistes, elle a motivé des travaux
importants en informatique théorique.

14Iesquels sont d’habitude appelés événements élémergaiesette raison, mais la terminolo-
gie est maladroite : un événement élémentaire n'est pasémeéwent, le singleton le contenant en
estun.

15s0us I'axiome du choix, la mesure naturelle sur l'interwl 1] (pour laquelle la mesure d’'un
intervalle est sa longueur) peut pasttre définie sur 'ensemble deutesses parties. Plus fonda-
mentalement, une tribu décrit une information ; restregndrtribu diminue les possibilités d’'aléa,
donc augmente I'information supposée connue. Le concegdeme de probabilité conditionnelle
repose sur ce principe : le remplacement d’une tribu par ong-#ibu, et le remplacement d’'une va-
riable aléatoire par sa projection orthogonale sur I'esphes fonctions ayant acces a cette nouvelle
information.
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associe a chague atome un nombre réel. Ainsi, le lancer dun@lfaces se mo-
délise par la variable aléatoire prenant la valeur 1 quaéwEhiement le résultat
est 1» se produit, etc.

3.2. Le propos de I'axiomatique de Waismann.Waismann estime que les proba-
bilités sont une branche de la logique ; en particulier, ilestreint dés I'abord aux
problémes de décisiof Dans le vocabulaire moderne rappelé plus haut, il laisse
I'univers et la tribu dans 'ombre, se concentre sur la notle mesure, et considere
des variables aléatoires ne prenant que deux valeurs, @&t £(faux si I'on veut).

Il désire donner un sens utile & un énoncé du tyf@eprobabilité quep soit
vraie est de 1/6, pas estimer le résultat numérique probable de mesuresi-expé
mentaled’, et encore moins déduire la loi physique la plus probabldigugnt
un ensemble de mesures; toutes choses dans lesquellearoinit I'apport es-
sentiel des probabilités a l'activité scientifique. Waismastime que le role des
énoncés de probabilité, comme de tout énoncé logique, passtle prédire le ré-
sultat de I'expérience (ils ne sont ni vérifiables ni falsifess empiriquement), mais
de dérouler les conséquences de nos assomptions initidles.sont un langage
pour décrire toute situation dont nous n’avons pas une éssenace parfaite (ni une
connaissance nulle, d'ailleurs). Si on leur attribue sotivame valeur prédictive,
Waismann entend ainsi que son axiomatique évite les prasgmilosophiques as-
sociés. Il insiste donc sur le fait que le contenu empirige probabilités (et en
général des mathématiques ou de la logique) est nul : onieidbien qui ne soit
déja contenu dans les données explicites du probleme. Llaarogdanique attend le
verdict de I'expérience, le calcul des probabilités nowgjdelque chose que nous
savons déja : il porte sur les relations entre des ensemblg@sapositions. Dans
cette mesure, il est logique.

3.3. Spielraum. On suppose donc un univers, c’est-a-dire 'ensemble dés fai
et événements élémentaires possibles, et on étudie lesgitiops qui en disent
quelque chose. Waismann ne précise ni l'univers considélés propositions étu-
diées, mais admet la propriété suivante : une propositiomé® est vraie si et
seulement si un ensemble bien déterminé de faits élémesitedr produisent ; et
fausse sinon. Il appeliehamp(Spielraum) de la proposition cet ensemble de fHits
Les relations logiques (négation, implication, équivaksrconjonction, disjonction)
entre propositions se traduisentimmeédiatement en opésatinsemblistes sur leurs
champs (complémentaire, inclusion, égalité, intersacti&union).

18outre les inévitables jeux de hasard, la problématique dement éclairé est fréquente chez
les probabilistes classiques. Ainsi Poisson, qui inventarime de “loi des grands nombres”, intitule
son livre Recherches sur la probabilité des jugements en matiéreireglta et en matiere civile,
précédées des regles générales du calcul des probal{ili§&y).

170n peut toutefois estimer le résultat d’'une mesure par uaisidé, en considérant une propo-
sition p du typex le résultat est dans l'intervalle, b] ».

¥Dans la terminologie diiractatus 5.101, leSpielraumest I'ensemble deWarheitsgriinde
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Waismann fait mine de considérer que le monde ordinaireregshivers va-
lide et qu'un énoncé ordinaireMon ami est a Paris est justiciable de ce type
d’analyse, mais un langage et un monde largement formais#édien entendu né-
cessaires. Nous n’en saurons pas plus, mais la formahgatézise choisie est sans
incidence sur la suite.

3.4. Mesure. Ayant défini un champ, et des relations ensemblistes qualifie
de topologiques, Waismann franchit un pas supplémentaiirecunemesurede
certains énonces :

(1) La mesure d’'un énonceé est un réel positif ou nul.

(2) Un énonceé vide (une contradiction) est de mesure nulle.

(3) La mesure de la conjonction de deux propositioeempatiblesst la som-
me de leurs mesures.

Waismann laisse explicitement ouverte la possibilité diegs non mesurables,
sans s'attarder sur ce fait ou sa signification. L'idée titeiest que I'on mesure le
champ des propositions qui nous intéressent ; a conditioaspecter les axiomes,
on peut affecter aux autres propositions une mesure nudlies 2 cas d’'un univers
fini, on peutchoisir la mesure de comptage, convention correspondant a décréter
les événements équiprobables. Waismann insiste surttaireidu choix d’'une me-
sure, et cite le cas du paradoxe de Bertrand, ou il s’agit desicles cordes sur un
cercle (de fagcon que leur longueur soit supérieure au rayen) paradoxe de la
multiplicité des probabilités envisagées comme réponssiple s’explique par plu-
sieurs choix, naturels mais incompatibles, pour la meséiiaid sur des ensembles
de cordes. Ce dernier exemple est non-trivial ; en paréguline ressort pas de la
simple combinatoire comme les traditionnelles urnes ox gkupile ou face.

3.5. Probabilité relative, ou conditionnelle. Poura etb deux propositions mesu-
rables, la« probabilité dea sachant » est le quotient de la mesure da etb»

par la mesure db (qu'il serait utile ici de supposer non nulle). Nous le notes
p(a,b). Waismann interpréte ce quotient, qui est compris entrel) edmme une
évaluation de la connexion déductiVentrea etb, du degré de plausibilité que la
connaissance deimprime aa: il est nul si les énoncés sont incompatibles, égal a 1
sib entrainea. Remarquons que d&a,b) = 1, on ne peut déduire réciproquement
gueb implique a, mais uniguement que la partie de l'univers ou l'implicatiest
falsifiée est de mesure nuife

Dans cette définition, il n’est nul besoin de considéreriVars tout entier, ni
d’y définir une mesure : seul le champlolenporte et une mesure qui s’y restreint.
Si b est de champ fini, on peut choisir la mesure de comptage, gaci@sa un

19L’image de proximité logique qu'il utilise aussi est plusriipeuse : une distance est symé-
trique, alors quep(a,b) = p(b,a) si et seulement & etb ont méme mesure.

20en supposant que I'ensemble des propositions mesurabkalele par les opérations logiques.
Waismann ne le fait pas, mais c’est probablement un oubli.
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ensemble le nombre de ses éléments. Dans ce cas on retrdouwaldation clas-
siquét du nombre de cas favorables divisé par le nombre de cas fEsssipposés
équiprobablesAvec, bien sir, I'avantage qu’on n’a plus a définir la promdéique
derniere condition.

Il serait naturel de définir ensuite la probabilité absola@dommep(a,b),
ou b est une tautologie quelconque, par exem@eu nona » dans un cadre non-
intuitionniste : le champ d’une tautologie est l'univers|aesupposer ne nous ap-
prend rien sul. Le procédé de Waismann est différent, et difficilement faim
sable : il choisitb comme la conjonction de toutes les phrases que nous savons
vraies, en y incluant les lois de la nature (qui sont seulésgpposeées). La raison
épistémologique est claire : il obtiendrait ainsi le degeéptausibilité que I'en-
semble de nos connaissances empiriques actuelles dameuatout de méme a
travers le filtre d’'une mesure qui reste arbitraire). Le pphlosophique est que la
probabilité n’est pas une propriété demais de notre connaissance (incompléte)
dea, laquelle doit donc intervenir dans la définition. En copéndie, le concept de-
vient vide, puisqu’introduire le monde réel dans notre matique en signe la ruine
compléte : la construction est foncierement atomique fens est un ensemble
d’éléments), et on ne voit pas tres bien ce que seront leeeamts élémentaires ;
ni quelles seront les conditions de vérité des proposititnigangage ordinaire. On
retrouve par un autre biais la critique classique de I'atone logique ddractatus

3.6. Rapport a I'axiomatique de Kolmogorov. Waismann ne restreint pas le ca-
dre en raisonnant ainsi sur des propositions, plutét qudesiparties arbitraires de
I'univers. Les deux langages sont équivalents : tout évémeipeut étre considéeré
comme le champ d’une proposition, précisément celle quijakt 'événement se

produit. On pourrait aussi bien s’exprimer ainsi :

(1) La mesure d’une partie est un réel positif ou nul.

(2) Lensemble vide est de mesure nulle.

(3) La mesure de la réunion de deux partiggointesest la somme de leurs
mesures.

Il serait préférable de rajouter explicitement aux axiorn@sspropriétés de I'en-
semble des parties mesurables. Implicitement, (2) supposéensemble vide est
mesurable, et (3) gu’une réunion de deux mesurables estramdsu\Waismann ne
donne pas d’application concréte détaillée de son axigmatirenvoyant a un tra-
vail ultérieur jamais publié la preuve qu’elle entrain®ute la structure formelle
du calcul des probabilités Ce faisant, il aurait probablement rajouté les axiomes
suivants, nécessaires pour retrouver les théoremes alsbitas probabilités élé-
mentaires et non déductibles des siens :

(4) Lensemble des parties mesurables est stable par gessagmplémentaire
et par réunion finie. Il contient 'ensemble vide.

2lcesten particulier celle diiractatus 5.15, qui par ailleurs n’introduit pas I'idée d’'une mesure
arbitraire.
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(5) L'univers n’est pas de mesure nulle.

(4) assure que I'ensemble des propositions mesurabletablt par les opérations
logiques élémentaires. Et (5) que les quotients définigs@nb) sont Iégitimes :
dans le cas trivial de la mesure uniformément nulle, le pitéae Waismann ne
définit rien.

On obtient alors essentiellement les axiomes de Kolmogaway les probabi-
lités sur des univernis?2. Kolmogorov impose que I'univers soit de mesure 1; de
nos axiomes complétés, on déduit seulement que l'univénmesurable (comme
complémentaire de I'ensemble vide, qui I'est), de meddréxée. C’est une |é-
gére complication technique : on peut normaliser la mesirda divisant paM,
sans rien changer aux quotients définissant les probatztitéditionnelles. On peut
aussi remplace(5) et imposer que I'univers soit bien de mesure 1. Dans ce cas,
la mesure donne directement la probabilité absolue, quededonc un concept
primitif, contrairement a I'intention de Waismann qui tieénla priorité de la pro-
babilité conditionnelle. Pour lui, et plus généralemenirdes partisans de la pro-
babilité logique, la probabilité doit d’abord exprimer kgpport logique entre deux
propositions.

A condition de remplacer la définition exotique de la prob@babsolue da
par la définition naturelle (conditionnellement a une tlag®), on retrouve exacte-
ment 'axiomatique de Kolmogorov, donc la théorie usue#ie grobabilités. D’'un
point de vue moderne, la grande intuition de Waismann et ide f@rter 'accent
sur une théorie de la mesure (certes incompletement faéggliMesure librement
choisie, mais pas frivole : changer de convention a chagpkcagion 6terait toute
valeur au calcul des probabilités ; une fois la mesure ch@isur un champ de phé-
nomenes, elle le gouverne désormais.

4. UNE DEFENSE PROGRAMMATIQUE

4.1. La probabilité logique face aux applications. En derniére partie, Waismann
revient sur le point délicat des relations entre sa thédrieseusages courants des
probabilités, en particulier du concept de fréquenceivelatl distingue entre les
statistiques strictement empiriques (détermination durgentage de naissance de
garcons par rapport aux filles sur une année donnée), etdbsalgtlitésa priori

Il reconnait que dans le premier cas la probabilité se rédlaitfréquence relative
toutefois pensée sans limite a I'infini. Dans le egsriori cependant, cette équation
est refusée : le calcul des probabilités n’est pas une #éarpirique. L'application
est seconde par rapport a 'axiomatique, et ce n’est qsajaiune épistémologie
de I'expérience peut débuter.

22pouyr des univers infinis, Kolmogorov rajoute la stabilitélaéribu par réuniordénombrable
et un axiome d’additivité pour les unions dénombrablesskembles disjoints. C'est une complica-
tion technique, nécessaire a I'application de techniquessatyse pour étudier rigoureusement les
problémes de convergence.
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Que les axiomes soient défaits de tout sens empirique iomlisglon Wais-
mann, le caractere immuable du calcul des probabilitédeSdangera la mesure
adoptée, qui déterminera les valeurs numériques de teldleapplication des pro-
babilités a I'expérience. Cette détermination permetipéisent le genre d’antici-
pations de I'expérience statistique qui induit en erreglgrslui, les partisans d’une
théorie empirique de la probabilité. Ainsi, pour appliglescalcul a la roulette, on
adoptera une mesure ou les différents lieux de taille idaptsont équiprobables (la
mesure uniforme), en se soumettant aux faits d’expériendene nous suggerent
pas d’intervention d’autres facteurs (couleur, etc.) gserélations spatiales.

A quoi obéit plus généralement le choix de la mesure ? Waisneah pro-
grammatique et avance plusieurs possibilités. Premiarelaestipulation doit étre
telle que nos expériences statistiques s’y accordent. iPe@ment, les déviations
par rapport a la norme doivent étre le moins nombreusestpessrequéte qu'il
propose en géneéral de ranger au sein de considérations giigges d'utilité et
de simplicité. Avec ces remarques, Waismann espére poretoduver en particu-
lier 'application des probabilités a la physique, ou,iditt est connu qu’elles sont
indispensables.

4.2. La loi des grands nombres. En général, si, un peu nettoyées, ses fondations
des probabilités sur les ensembles finis sont remarquabtdmedes, Waismann
passe a coté des théorémes limites qui, pour avoir une lomgtare remontant
au moins a Bernoulli et Gauss, n’en sont pas moins centrans ldathéorie mo-
derne : ilssontle véritable sujet mathématique des probabilités, et cmmstient
leurs applications réelles, aux statistiques en pargéculi

Considérons en effet la fin de I'article : un long passageaiwmildes grands
nombres, dont malheureusement Waismann ne cite pas defoécise (il en existe
de nombreuses variantes, y compris a l'intérieur des matigues), mais a la-
quelle il assigne un statut épistémologique. Le lecteurose jplés lors la question
légitime des formes et du statut mathématique de ceftédans I'article. Deux in-
terprétations sont possibles de ce final : soit Waismanrmaati moins une forme
faible de la loi est considérée comme théoreme mathématamepiel cas il est
étrange qu’il ne dise pas comment il peut I'obtenir a parisds propres axiomes,
ni méme gu’il se proposerait de la dériteiSoit Waismann ne sait pas que la loi

23Qui énonce qu’avec probabilité 1, la moyenne des résultatsessifs obtenus dans une suite
indépendante d’expériences analogues tend vers une ptaftge, sous des hypothéses techniques
précisank indépendante, « analogue, et la constante. Un énoncé plus faible (Chebyshev, 1859;
des cas particuliers remontent au moins a Bernoulli) ditlgysrobabilité d’'un grand écart entre la
moyenne der premiers résultats et la constante tend vers 0. Cette wefslile dit que la fréquence
des grands écarts est petite ; la version forte dit qu’avebahilité 1, les écarts restent petits. La
forme rigoureuse de la loi forte des grands nombres est dudradgorov (1927), précisée I'année
suivante (avec Khintchin) par la loi du logarithme itéréj gstime la taille maximale des écarts. De
I'un quelconque de ces résultats, on déduit par exempleapi&rdéquences relatives des résultats
d’'un grand nombre de lancers de dés équilibrés tendent aliség

24 _a forme faible de la loi, due & Chebyshev, est démontrabéetir ples axiomes de Waismann,
amendeés fidelement a son rejet du concept de limite de la tild@fimies probabilités. Elle énonce
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des grands nombres est un théoréme, et, dans ce cas, c'estéritable critique de
cette loi méme qu'il procéderait : il N’y a pas de telletpécrit Waismann, ce qu’on
serait en droit d’interpréter radicalement. Mais un proi#ées’ouvre aussitot : s'il
ne s’agit pas pour lui d’'une loi, aloesquoiexactement attribue-t-il un statut épiste-
mologique ? Le texte ne le dit pas. Si, en rebours, on adogautne interprétation
de l'affirmation d’inexistence, selon laquelle cette logst pas une laile la nature
(sous-entendu), alors on attend a nouveau une présentasithrematisée (ou son
annonce) qui précéderait I'interprétation épistémolagigtant donné I'importance
de cette loi dans I'application des probabilités.

Considérons cependant, malgré ces difficultés du texte denvdan, I'inter-
prétation épistémologique qu’il donne de«li des grands nombres quoi qu'il
entende par la. Elle signifie, selon Waismann, la pure etlsifirpite que I'on met
a la recherche de I'explication. Posant une forme d’égabisgar le hasard, elle
ne dit en réalité rien d’autre que : la commence le hasard, lesllois de la nature.
Si on considere les lois de la nature comme le fait Waismaomnee des struc-
tures formelles, la loi des grands nombres aurait un rolesstticturel indiquant
ou leur usage est légitime, et ou illégitime. Ainsi, la loest que la conséquence,
selon le terme de Waismann, de I'existence des lois de lasnad¥lais, autant I'idée
de rendre épistémique la distinction entre hasard et lcadedure est intéressante,
autant cet usage du terme de conséquence est étrange dartewtetportée axio-
matique ou le lecteur est légitimé a prendre le terme de cuesiEe en son sens
logique. Cette idée que I'existence de lois de la nature aganséquence la loi des
grands nombres milite en faveur non pas de I'interprétatiovant laquelle la loi est
pour Waismann un théoréme, mais plutét pour la lecture datprelle elle exprime
simplement (comme il le dit) que nous ne recherchons padrd’é : une limite
a I'enquéte empirique. Waismann, selon cette lectureg fetle a I'idée qu'il n’y
a pas de loi, la ou il y a irrégularité. Mais un des enjeux ppagx des fondations
des probabilités est bien dans la recherche d’'un discayowaneux sur le hasard.

Tout a son combat contre le fréquentisme, Waismann relégsela loi des
grands nombres a une forme d’expression : quand on constaigguement qu’un
grand nombre de résultats s’égalisentpariejustement de loi des grands nombres.
On aurait tort d’invoquer une prétendue loi de la nature quaihcausécette ega-
lisation. Le lancer du dé, son rebond sur la table, ses moentnae rotation sont
sujets aux lois de la nature ; ayant appliqué ces lois, il senglus rien a expliquer.

Il N’y a pas de raison de s’alarmer de ce que les six résultesilples apparaissent
avec des fréquences proches : vu les symétries du problémee pouvait s’at-
tendre a autre chose. Waismann conclut que la loi des gramdbres n’est qu’une

simplement qu’une certaine fonction tend vers 0, ce quigiexe avec les outils standards de I'ana-
lyse; le fait que les valeurs de cette fonction soient debairidités ne joue aucun rdle.

25Notons que la loi des grands nombres a été victime du sucaae mé 'expression : Waismann
rappelle & juste titre qu’elle a été I'objet d'usages fesisaes depuis Bernoulli. Elle a exercé, selon
ses termes, I'imagination des philosophes... Un exemplestéiusage peu rigoureux qu’en fit
Poisson Cf. Hacking, The Taming of Chand®, Chap. 12].
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expression pour indiquer que nous avons atteint le poinbo ne cherchons plus
de nouvelle loi de la nature, gue nous sommes satisfaits/danid’ explication déja

atteint. Il n’envisage pas que I'on puisse démontrer matttigumement un théoréme
(la loi faible des grands nombres) a partir de ses propresrees. Certes, il reste
la question épineuse du rapport d’un théoréme sur la coemeegd’'une suite de

variables aléatoires avec une prédiction empirique. Magbbleme se pose pour
tout modele mathématique, et n’a rien de spécifique aux piligs.

5. CONCLUSION

Linterprétation la plus plausible de I'article est bienegWaismann veut ex-
clure tout concept de limite de la définition des probalslit@ans ce cas, le concept
logique de la probabilité défendu par Waismann est tout ¢erfgit fort différent
de ce qu’on appelle probabilité tant chez Poincaré en angoit,utilise avec le
soutien de l'intuition physique, que chez Kolmogorov enlagtant le propos est
de retrouver, mieux que Von Mises mais en sympathie aveatuhon usage du
concept de limite dans les probabilités, et par la la loi dasds nombres, dans sa
version la plus forte.

Ajoutons un dernier point sur la question cruciale danslganie de l'article
des liens entre expérience et axiomatique. Si pour Waisiextitraire ne s'étend
gu’au choix de la mesure (le calcul des probabilités étagtiikest de maniére im-
muable), la stratégie globale de von Mises laisse ouvepedaibilité de nouvelles
manieres, sous la pression de I'expérience, d’axiomatseprobabilités. La per-
suasion waismanienne gu'’il n’existe qu’une arithmétigueune logique et qu’un
calcul des probabilités appartient bel et bien a une commepnhistorique de #
priori, dont le second Wittgenstein montrera les difficultés. Lagaxale position
de von Mises d’'une axiomatique sous pression empiriquenbeen méme il n’a
pas eu le succés de Kolmogorov) est plus proche de I'épistémeadeDe la cer-
titude que la position philosophique inflexible de Waismann suxis&nce d’un
unique calcul des probabilités.
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