VARIATIONS SUR UN THEME DE DAVENPORT ET
HEILBRONN

K. BELABAS

1. PRELUDE

On appelle discriminant fondamental un entier qui est discriminant d’un corps
de degré au plus 2 sur Q, et discriminant quadratique, un discriminant fonda-
mental différent de 1. Etant donné X > 0, on notera AT(X) (resp. A~(X))
'ensemble des discriminants fondamentaux compris entre 0 et X (resp. —X et 0).
Si A est un discriminant quadratique, p un premier, on pose h,(A) = p'*®) ot
r,(A) est le p-rang du groupe des classes de Q(v/A), lui-méme noté CI(A).

Depuis Gauss, on connait une formule explicite pour 75(A), qui est essentielle-
ment égal au nombre w(A) de diviseurs premiers de A (on a m(A) = w(A) — 1
ou w(A) —2). Pour p = 3, on peut calculer I'ordre moyen :

Théoréme 1.1 (Davenport—Heilbronn [16]). Pour X wun réel positif, on a, au
voisinage de +00, les €galités

(1) 3 @ / 3 1:§+dn

AEA+H(X AEAF(X)
(2) }: m )/ Y 1=2+0)
AeA- AEA-(X)

Pour p > 5, on ne sait essentiellement rien, mais on dispose de la conjecture
suivante, issue d’'un modele probabiliste :

Conjecture 1.2 (Cohen—Lenstra [9]). Pour X tendant vers 400, on a les égalités

> Iyl / > 1:1—1-14—0(1),

AeAT(X) AeAT(X) p
Z h( / Y 1=240(1) .
AeA- AeA-(X)

En généralisant le modéle, on obtient
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Conjecture 1.3 (Cohen-Martinet [10]). Soit A(X; G, ry,72) la famille des corps
de nombres galoisiens, de groupe de Galois G et de signature (r1,79), de discrim-
inants compris entre —X et X. Notons n = r; +ry — 1 le rang du groupe d’unités
de K € A, et considérons un premier p, tel que p { |G|. Alors, pour X tendant
vers 400, on a l’égalité :

3 hp(Cl(K))/ 1= 1+2%+0(1) .

KeA KeA

Le théoreme de Davenport et Heilbronn s’articule sur 'existence d’une appli-
cation injective, préservant le discriminant, qui a tout corps cubique associe une
équation (cubique!) a coefficients entiers, et dont l'image se détermine par des
conditions locales simples.

Ce résultat permet de manipuler, de facon tres explicite et naturelle, des
familles de corps cubiques. En particulier, on obtient facilement la liste des
corps cubiques de discriminant borné par une constante X. De plus, ces corps
sont définis par une équation canonique qui donne, de facon immeédiate, toute
Iinformation arithmétique simple qui leur est associée : discriminant, anneau
d’entiers, décomposition des idéaux premiers (voir [5]).

Par exemple, h3(A) est directement lié au nombre d’extensions cubiques non
ramifiées de @(\/K) ou, de fagon équivalente, aux triplets de corps cubiques
conjugués de discriminant A. On assimile ensuite les formes cubiques correspon-
dantes aux points entiers d’'un volume de R*. C’est le principe de la démonstration
du Théoreme 1.1. Traiter le cas suivant, a savoir le 5-rang des corps quadratiques,
par des méthodes analogues nécessite I’étude de classes de formes de degré 5, a 4
variables, modulo Gl(4,Z), et parait, pour I'instant, hors de portée.

Les heuristiques de Cohen, Lenstra, et Martinet assimilent les groupes de
classes d’une famille de corps, de signature (r1,72) donnée, a des quotients de
groupes abéliens “génériques” par des sous-groupes a ry + ro — 1 générateurs.
Nous allons considérer des “anneaux d’entiers” dont le groupe des classes aura le
comportement générique prescrit et montrer que leur 3-rang est bien celui prédit.

Un théoreme classique de Scholz lie le 3-rang du corps Q(v/A) & celui du
corps miroir Q(v/A), par I'intermédiaire d’un “défaut de 3-primarité” §(A) valant
0 ou 1. En utilisant les heuristiques, et sous des hypotheses d’indépendance
supplémentaires, Dutarte a montré que les valeurs de ¢ étaient équiprobables
au sens de Cohen et Lenstra. En utilisant les constructions précédentes, nous
montrerons que ce résultat vaut inconditionnellement, pour une moyenne un peu
moins naturelle.

Comme on le verra, ces théoremes s’obtiennent en comptant des points en-
tiers, vérifiant une congruence adélique, dans un volume explicite. Une étude
géométrique permet de controler le reste, pour des congruences tres générales,
par exemple ¢g|A dans les sommes (1) et (2), ot nous remplacerons le o(1) par un
bien meilleur terme reste.
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L’étude des progressions arithmétiques évoquées plus haut permet aussi, grace
a des méthodes de crible, d’obtenir des renseignements sur h3(A) en restreignant
w(A), c’est-a-dire en controlant simultanément le 2-rang et le 3-rang (voir [3]).
Par exemple, on a le

Théoreme 1.4. Pour X tendant vers +00, on a les inégalités

> hg(p)/ d>o1<1(l+0(1)

p<X p<X
p=1 (mod 4) p=1 (mod4)
S he(-p)/ > 1=81(140(1)
p<X p<X
p=3 (mod 4) p=3 (mod 4)

ot tous les indices de sommation sont premiers.

Ce résultat indique simplement que le 3-rang des Q(,/p) n’est pas anormale-
ment élevé (les valeurs moyennes correspondantes pour les h3(A) sont respective-
ment 4/3 et 2). On obtient aussi les résultats typiques du crible :

Théoreme 1.5. [ existe une infinité de A

e positifs ayant au plus 8 facteurs premiers tels que h3(A) =1,
e négatifs ayant au plus 26 facteurs premiers tels que hy(A) =1,
e ayant au plus 9 facteurs premiers tels que hz(A) > 1.

Plus précisément, si X tend vers +0o, on obtient des estimations de la forme

A < #{A e AT(X), P(A) > XY hy(A) =1} < X ,

log X log X
X <H#{A e A (X), P7(A) > X", hy(A) =1} < X
IOgX ) el ; 13 IOgX )
< Y (A -1< X
log X log X
AEAE(X)
P (A)>X1/w

ou P~(A) désigne le plus petit diviseur premier de A, et (u,v,w) sont des con-
stantes, vérifiant respectivement u < 9, v < 27, et w < 10.

Le dernier encadrement ne permet pas d’affirmer que les A produits ont une
densité positive. Nous ne savons essentiellement pas en déduire mieux que
X1/2
#{A € AT(X), w(A) <9, hy(A) > 1} > ——— .
log® X
Un crible direct, a partir d’'une construction de Nagell [24], raffinée par Ya-
mamoto [30], permet de faire beaucoup mieux (voir [2]). Par exemple :
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Théoréeme 1.6. Si{ est un premier impair, on définit la fonction g(¢) de la fagon
sutvante :

g(5) =4, gdk+1)=3k+2, sik>2
g(4k +3) =3k +3, pour tout k > 0.
Alors, il existe une infinité de discriminants fondamentaux négatifs A, avec
he(A) > 1 et w(A) < g(¢). De plus, on a linégalité
X (+1)/2

#{A € A™(X), w(A) < g(0), he(A) > 1} > T X

pour X tendant vers +o00.

En particulier le cas ¢ = 3 donne des discriminants ayant au plus 3 facteurs
premiers dans le troisieme point du Théoreme 1.5. On obtient des résultats du
méme type (beaucoup moins bons, la construction étant plus complexe) pour les
discriminant positifs. Cette approche ne faisant aucunement appel a notre theme,
nous ne la développerons pas plus avant.

Les démonstrations seront ici réduites a leur plus simple expression. Le lecteur
intéressé par les détails se reportera, respectivement, pour ce qui concerne le
crible, les heuristiques, et les manipulations de corps cubiques, a [3], [1], [5], et
aux bibliographies qui y figurent. Tous ces articles sont rassemblés dans [4].

Etienne Fouvry m’a fait découvrir ce théoreme de Davenport et Heilbronn.
Qu’il en soit remercié, ainsi que pour les tres nombreuses discussions que nous
avons eues a son sujet. Nous remercions aussi Georges Gras de nous avoir signalé
le mémoire de Dutarte [18].

2. THEME

2.1. La bijection fondamentale. Considérons ’ensemble des formes cubiques
binaires a coefficients entiers, qui sont primitives et irréductibles. Si F' = az® +
bx?y + cxy® + dy® = (a, b, c,d) est une forme cubique, on définit son discriminant

disc(F) = b*c* + 18abed — 27a*d* — 4b°d — 4ac® = disc(a, b, ¢, d) .

Le groupe linéaire G1(2, Z) agit naturellement sur cet ensemble par changement
de variable, et préserve le discriminant. Baptisons ® I’ensemble des classes pour
cette action, et définissons le discriminant d’un élément de ® comme étant le
discriminant d’une forme de la classe. On définit des sous-ensembles V), et U, de
® par les congruences suivantes :

disc(F) # 0 (mod p?) sip#2
disc(F) =1 (mod4) ou disc(F) =8 ou 12 (mod 16) sip =2

FeU, = EeVy, ou
P F = Max — By)* (modp) et F(8,a) # 0 (mod p?)

FEV;<:>{



VARIATIONS SUR UN THEME DE DAVENPORT ET HEILBRONN 5

On note U = NU,, (essentiellement, les formes dont le discriminant est celui d'un
corps cubique), V = NV, (formes de discriminant fondamental), et C 1’ensemble
des classes d’isomorphismes de corps cubiques sur Q. Si K est un corps cubique
et x € K, on note x, ', et x” les conjugués de x dans une cloture galoisienne de
K, disc(K) est le discriminant de K et y/disc(K) une de ses racines carrées. Soit
maintenant B = [1, a, 3] une Z-base de Zg, on pose

Alors on a le

Théoréme 2.1 (Davenport—Heilbronn [15] et [16]).

(1) La classe de Fg, notée Fg, ne dépend que de K.
(2) Fx appartient o U et disc(F) = disc(K).
(3) K +— Fk est une bijection de C sur U.

Le lien avec le 3-rang des corps quadratiques est le suivant :

Lemme 2.2.
o [lya(hy(A)—1)/(p—1) sous-groupes d’indice p dans CI(A).
o Les sous-groupes d’indice 3 dans C1(A) sont en bijection avec les éléments
de V' (classes de formes de discriminant fondamental).

Preuve. Le premier point est un lemme facile de théorie des groupes. Le deuxieme
résulte de la bijection de Davenport—Heilbronn et d’une étude des discriminants
cubiques (voir [14] et [20]). O

2.2. Réduction. Une forme quadratique définie (A, B, C), a coefficients réels, est
dite réduite si 0 < B < A < C (ce n'est pas la définition habituelle !). 11 existe
alors une forme réduite dans toute classe modulo G1(2,7Z), en général unique :
les exceptions (dites classes exceptionnelles) correspondent aux cas d’égalité. On
peut associer a toute forme cubique binaire F' une forme quadratique définie Q(F")
telle que pour tout M € GI(2,7Z), on ait

(3) Q(FoM)=\F,M).Q(F)oM , ou ANF,M)eR .

On décrete alors que F' = (a,b, c,d) est réduite si Q(F') l'est et a > 0. Puis
que F' est exceptionnelle si Q(F") l'est. Toute classe de formes cubiques contient
alors une forme réduite I, et celle-ci est unique si F' n’est pas exceptionnelle.
En effet, si F' et F’ sont des formes cubiques réduites équivalentes, il en est de
méme des covariants quadratiques Q(F) et Q(F”), qui sont donc égaux. Une
matrice de transformation M de F en F’ correspond donc a un automorphisme
de Q(F) = Q(F"). Une étude précise montre que, sauf aux cas d’égalités, les seuls
automorphismes d’une forme définie sont +Id. Or —Id change le signe de a.
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Explicitement, pour F' = (a,b, ¢,d) une forme cubique, on définit son Hessien
par la formule

|er ze

Oxdxr  Oxdy

H(F):—Z 2p  s2p = P2’ + Quy + Ry* |
0xdy  dydy

avec P =0"—3ac, Q=bc—9ad, e R=c>—3bd.

Un calcul immédiat montre que Hp est covariant ((3) avec A = 1) et que
disc(Hp) = —3disc(F'). Donc si disc(F) > 0, on peut poser Q(F) = H(F) et
A = 1. Sinon, F' admet une unique racine réelle 0 et F' = ax®+bx?y+cay’ +dy? =
(z — O0y)(Az* + Bzy + Cy?), ou (A, B,C) est définie (et a coefficients dans R).
On prend alors Q(F) = (A4, B,C), A(F, M) = |a — fc|. Dans les deux cas, nous
pouvons exprimer que F' est réduite par des inéquations polynomiales en (a, b, ¢, d)
a coefficients entiers :

lbc — 9ad| < b* —3ac<c*—3bd , et a>0

pour les formes de discriminants positifs, comme nous venons de le voir. Et pour
les formes de discriminants négatifs (voir [23]) :

& —ad*+ac—db>0 ,
(a+b)(a+b+c)—ad >0,
(a=b)(a—b+c)+ad >0,

a>0.

On peut tres facilement imposer des inégalités supplémentaires (une par cas
d’égalité) sur (a,b,c,d) pour avoir une forme unique, y compris pour les classes
exceptionnelles (c’est le point de vue de [5] et du paragraphe suivant), ou bien
controler le nombre de ces derniéres (Lemme 3.1). Remarquons simplement que
si disc(F') < 0, aucune forme irréductible n’est exceptionnelle (tout cas d’égalité
entraine 6 € Q).

2.3. Invariants. Soit K un corps cubique. La bijection de Davenport et Heil-
bronn lui associe une classe de formes cubiques de méme discriminant, la réduction
permettant d’obtenir un représentant canonique Fx. On retrouve alors facilement
(voir [5]) les invariants simples de K sur les coefficients de la forme Fx (ou de
n’'importe quelle autre forme de la classe) :

Théoreme 2.3. Avec les conventions précédentes, on a
o disc K = disc Fk.
o i 0 est une racine de Fy qui engendre K, alors [1, a6, af? + bl] est une
Z-base de l'anneau d’entiers Ok. FEn particulier, Ok admet une base
canonique.
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e La décomposition d’un premier p dans Zy |7 est donnée par la factorisa-
tion de Fx = (a,b,c,d) dans Fy[X,Y]. Plus précisément, si

Fre(X,Y) = [[T(X.Y)  (mod p)

7

est une décomposition en facteurs irréductibles, nous avons
o
pZK = | |p7,z )
i

ou p; est premier dans Zy et explicitement déterminé par T;.

Algorithmiquement, on peut balayer simplement les formes du domaine fonda-
mental, et les conditions locales de Davenport et Heilbronn ont une traduction
agréable. Il n’est méme pas nécessaire de factoriser des discriminants : savoir
détecter si un entier de taille controlée est sans facteur carrés suffit (par exemple,
en s’aidant de listes calculées une fois pour toutes).

En effet, un discriminant cubique s’écrit de maniére unique sous la forme f2A
ou A est fondamental. De plus, 9 est le seul facteur carré autorisé dans f, et
finalement pged(f,A) = 1 ou 3. Si p est un nombre premier, les assertions
suivantes sont équivalentes ([4] et [20]) :

e p est totalement ramifié dans K/Q.
e p divise f.

e p divise le contenu fy du Hessien de F.

De plus, si p # 3 et p|fu, la condition F' € U, est équivalente a p* t disc K.
En toute généralité, f et fy ont les mémes diviseurs premiers (on a f = fg ou
f=3fun).

Une fois réglés les cas triviaux correspondant a p = 2 ou p = 3, on peut
supposer disc(F') premier a 6. On calcule donc fy, qui doit étre sans facteurs
carrés. Puis 6 = pged(fu,disc(F)/f7), la division étant exacte. Finalement,
on déduit facilement de ce qui précede que I’ représente un corps cubique si et
seulement si disc(F)/f% est sans facteurs carrés et § = 1.

I1 se trouve, de surcroit, qu'une forme réduite appartenant a U est nécessairement
primitive (trivial) et irréductible (plus astucieux). Nous obtenons ainsi un algo-
rithme, essentiellement linéaire en X, permettant de dresser les tables des corps
cubiques, de signature donnée, et de discriminant borné par X. Une valeur de
X = 10! reste tout a fait raisonnable (voir [5], ott nous donnons les tables cor-
respondantes, ainsi qu'une évaluation précise de la complexité). En comptant
les corps de méme discriminant, nous pouvons, par exemple, prouver ainsi que
Q(v/—653329427), construit par Diaz y Diaz [17], est le plus petit corps imagi-
naire de 3-rang égal a 4 (ce que Buell [7] cite comme une conjecture). Le plus
petit corps quadratique réel de 3-rang égal a 4, a savoir Q(+/58343207081), était
semble-t-il inconnu a ce jour.
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Le cas des petits discriminants A, avec r3(A) < 3, était bien connu, par
calcul exhaustif des groupes de classes des Q(v/A), |A| < 107. Alors qu'un
tel calcul s’aveére impossible pour, disons |A] > 10% notre algorithme permet
d’étudier facilement des tranches du type A € [X, X + Y], 'unique difficulté
étant déterminer si approximativement ¥ nombres de la taille de X 4+ Y sont sans
facteurs carrés (mais on n’obtient évidemment que le 3-rang, et non la structure
complete !).

Ce type de méthode permet aussi d’obtenir en quelques lignes une paramétrisation
des extensions cubiques d'un corps quadratique donné, ou de retrouver la formule
classique donnant I’équation générale des corps cubiques cycliques (qu’on trouve
par exemple dans [8, §6.4.2]) : ce sont exactement ceux dont le Hessien est de la
forme fy(1,1,1).

3. PREMIERE VARIATION

3.1. Points entiers. D’apres le §2, il revient essentiellement au méme d’étudier
des classes de formes cubiques ou des points entiers dans un volume de R*, C'*
ou C~ suivant le signe du discriminant, défini par des équations polynomiales.
La différence est quantifiée par le lemme suivant :

Lemme 3.1. On se restreint aux classes de formes cubiques réduites, de dis-
criminant borné par X. Le nombre de telles classes F qui sont réductibles' ou
exceptionnelles est un O(X3/4%), pour tout & > 0.

On tronque ces deux volumes pour obtenir

CHX)=Ct*n{F:0<disc(F) < X} |,
C (X)=C*n{F:—-X <disc(F) <0} .

Un principe attribué a Lipschitz indique que le nombre de points entiers dans un
compact “raisonnable” est de I'ordre de grandeur de son volume. La formulation
quantitative suivante est due a Davenport [12] :

Théoréme 3.2. Soit C' un compact de volume Vol(C') de R™, et soit N(C') le
cardinal de Z" N C'. On suppose que :

e Toute droite parallele a l'un des axes de coordonnées intersecte C' en au
plus h intervalles.

e La méme propriété reste vraie si l’on considére la projection de C' sur tout
espace affine de dimension m d’équation x; = --- =x;,_ =0, pour tout
m compris entre 1 et n — 1.

On note V,, la somme des volumes des projections de C' sur les espaces affines
de dimension m définis ci-dessus (Vo = 1 par convention). Alors on a l'inégalité :

e heurt des terminologies est malheureux, mais difficilement évitable.
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IN(C) — Vol(C)] < nz WY,

m=0

On a alors deux problemes : les C*(X) obtenus par réduction ne sont pas
compacts, quoique de volumes finis. De plus, leurs projections sur a =0 ou b =0
ont un volume de méme ordre de grandeur que les volumes initiaux. La solution
de Davenport est remarquablement simple : il tronque & nouveau C*(X), et
considere

CH(X,p) = C*(X)n{(a,b,c,d) : a > X"}
pour un parametre p > 0 qu’il finit par prendre égal a %. En contrepartie, alors
que les C*(X) étaient homothétiques, ce n’est plus le cas des C*(X,p). On
obtient tout de méme sans trop de mal :

Théoréme 3.3 (Davenport [13], [14]). Si HX(X) (resp. H(X,p)) désigne le
nombre de points entiers de C*(X) (resp. C*(X,p)), on a

HE(X, p) = H(X) + O(X') |
H*(X) = K=X + O(X"/'%) |
avec K+ =7%/72, K~ = % /24.

Remarque 3.4. Shintani [27] étudie des séries de Dirichlet dont les coefficients
sont essentiellement les nombres de classes de formes cubiques, en les reliant aux
fonctions zétas associées par Sato [25] & certaines représentations (espaces vecto-
riels préhomogenes). Ces séries se prolongent analytiquement au plan complexe
(avec deux poles simples en 1 et 5/6, ou les résidus sont connus) et admettent
une équation fonctionnelle originale ou elles interviennent toutes simultanément.
Un théoreme taubérien évolué (tenant compte des équations fonctionnelles) per-
met alors d’obtenir un terme supplémentaire du développement de H*(X), de la
forme C* X5/6 ot C* est non nul et explicite (voir [28, Théoreme 4]).

3.2. Congruences. Soit m un entier, on se donne un sous-ensemble S,,, de classes
de formes cubiques modulo m, c’est-a-dire une partie de (Z/mZ)* stable sous
Gl(2,Z/mZ). On note s(m) = |S,,|/m? sa densité, qui est une fonction multi-
plicative. On dira qu'un point de Z* appartient & S,, si c’est le cas de sa réduction
modulo m. Un découpage en cubes de coté m de CF(X, p) permet alors de voir
que le nombre de points entiers de C*(X, p) N S,, est égal &

(4) s(m).H*(X, p) + O(s(m) - B¥(X, p,m)),
ot BX(X, p,m) dénombre les points entiers des cubes rencontrant le bord de
CH(X, p).

Si m est fizé, on constate facilement que, B(X,p,m) est un o(X), et c’est
ce qu’utilisent Davenport et Heilbronn. Mais, pour nos applications de crible, il
nous faut une estimation uniforme en m.
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Une premiere idée est d’appliquer le Théoreme 3.2, en majorant le volume de
nos cubes par celui d'un voisinage tubulaire (de rayon 2m) du bord de C*(X, p).
En reprenant le célebre calcul de Weyl [29], une majoration explicite est possible,
par des méthodes de géométrie différentielle. Cependant, le calcul s’applique a
une variété (sans bord) lisse, ce qui n’est pas du tout notre cas : notre variété est
I'intersection de 5 hypersurfaces. On doit donc faire un peu de chirurgie pour se
ramener au cas d'une hypersurface lisse (a bord). Il faut ensuite étudier ce qui
se passe la ou les hypersurfaces se coupent (le bord) et envisager finalement le
cas des intersections multiples. On obtient péniblement une majoration par un
polynome de degré 4 en m, le terme dominant étant de l'ordre de X3%m?* : on
ne peut plus prendre p = 1/16 !

On peut aussi exploiter la nature algébrique du probléeme grace au résultat
suivant (voir [6, Théoreme 2.3.4)) :

Théoréme 3.5. Soit A C R" un ensemble semi-algébrique (i.e. donné par un
nombre fini d’inéquations polynomiales a coefficients dans R ), défini par

f1:~'-:fh:0
g>0,...,9.>0

On note d le mazximum des degrés des f; et des g;. Alors le nombre de composantes
connezes de A est fini et la borne (effective) ne dépend que de n, [ et d.

En combinant ce dernier résultat au principe de Lipschitz (Théoreme 3.2) et
a l'estimation (4), on peut étudier le voisinage “cubulaire” initial. Si C' est un
semi-algébrique compact de R™, le réseau (mZ)" en donne un découpage en cubes
de cotés m. On note C Tlintérieur des cubes rencontrant la frontiere de C et @ les
projections de C' sur les hyperplans de coordonnées, pour 1 < ¢ < n. La Figure 1
illustre la situation, en dimension 2.

Théoreme 3.6. On reprend les notations des Théoremes 3.2 et 3.5. On note
de plus N(C,S,,) le nombre de points entiers de C' appartenant a S,,. Alors, il
existe une constante K effective, ne dépendant que de d, [, et n, telle que ’on ait
[inégalité :

(5) IN(C, ) — s(m)Vol(C)| < K(d,1,n) - s(m) m - max N(C;).

)

Pour C'= C*(X, p), on obtient un reste global de la forme
s(m)mX*4 30 log X |

si m est un o(X'/*). Cette derniere condition revient & imposer que le nombre de
segments obtenus par projection du découpage sur un axe de coordonnées tend
vers +00.

La qualité des estimations de crible que nous obtenons dépend essentiellement
de la fagcon dont on maitrise ce reste. Un ordre de grandeur raisonnable serait
s(m) mX°/% et le résultat de Shintani indique d’ailleurs qu'il est optimal si m = 1.
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FI1GURE 1. Voisinage “cubulaire”.

Mais, méme dans ce cas particulier, nous n’avons pu retrouver son O(X?*°) par
nos méthodes élémentaires.

D’autre part, les calculs de Shintani se prétent effectivement a l'introduction
de congruences : c’est ainsi que Datskovky et Wright [11] ont pu généraliser les
théoremes de Davenport—Heilbronn en prenant pour corps de base n’importe quel
corps global de caractéristique différente de 2 ou de 3. Mais il semblerait que les
fonctions zéta adéliques qu’ils utilisent ne permettent pas de maitriser le reste
(voir les remarques p. 124 de [11]).

3.3. 3-rang et progressions arithmétiques. En supposant que ’on sache cal-
culer les densités locales s(p®) pour p|m, nous pouvons donner de bonnes esti-
mations de N(Ci(X, 0), Sm) si m est petit. Si, par contre, m a de gros facteurs
premiers, on utilise des résultats du type de :

Proposition 3.7. Soit p un premier, et ¢ un entier. On considére des corps
cubiques K de discriminant | disc(K)| < X.

e Le nombre de corps tels que p?| disc(K) est un O(X/p?).
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e Pour tout € > 0, le nombre de corps tels que p*q| disc(K) est un

X X15/16+a
<q15p2 + q1/16p30/16 >

Preuve. Le premier point se montre soit en termes de classes de formes quadra-
tiques et des entiers qu’elles représentent [16, §4|, soit en termes de corps de
classes [11, §6]. Il faut essentiellement évaluer le nombre d’extensions cubiques
cycliques dont p divise le conducteur (ici le corps de base est Q ou Q(1/disc(K)),
mais la démonstration de [11] vaut pour tout corps de nombres). Ce conducteur
est lui-méme borné par I'inégalité | disc(K)| < X, et doit satisfaire des conditions
arithmétiques assez strictes : les seuls facteurs carrés autorisés proviennent de
premiers au dessus de 3, et la puissance a laquelle un tel premier intervient est
uniformément bornée en fonction du corps de base.

Le deuxieme point utilise nos estimations géométriques, mais reprend essen-
tiellement la preuve du premier (voir [3]). O

Siv < m, on peut évaluer le nombre de points d'un cube de c6té v appartenant
a Sy, en développant en série de Fourier la fonction caractéristique de 'intervalle
[0,v]. Apparaissent alors les sommes d’exponentielles :

O'(h,m) — Z e2i7r(A.h/m) ,
AESm

ot h € (Z/mZ)*—{0}. En les majorant, nous pouvons remplacer m par v dans le
reste de (5), si v n’est pas trop petit. Finalement, on peut exploiter I’encadrement
trivial :

N(C(X, p), Smn) < N(C(X), Spn) < N(C(X), Sn)

Globalement, on obtient le type de théoreme suivant, ou seules la majoration
des sommes exponentielles et les densités locales font intervenir la congruence
considérée :

Théoréme 3.8. Fizons un e > 0, et K* comme au Théoréme 3.3. On note S,
I’ensemble des discriminants fondamentauz divisibles par q. Quand X tend vers
+00, on a les inégalités :

+ 2
hs(A) —1 < K2 X H 1 O ( leoggX2 +X15/16+6q1/16>
Z 2 C%(2) p+1 qlog” X log; X

Y

AEAE(X)
A€S,

2
Z h3(A) —1 > K;EX H 1 0 ( X210g3X2 +X13/16+6q13/16)
2 ¢%(2) p+1 qlog® X log; X

plg

AEAE(X)
A€S,

plg

La minoration est valable si ¢ < X329~ et la majoration si ¢ < X/15~¢.
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Remarquons aussi que, puisque A*(X) = 3X/7% + O(vX), le cas ¢ = 1 donne
le résultat de Davenport et Heilbronn, avec un terme reste plus précis. En fait,
en menant les calculs sans se soucier de I'uniformité en ¢, on obtient dans [1] un
bien meilleur résultat :

Théoreme 3.9. On fixe ¢, X tendant vers +oo. Pour tout ensemble S, de
discriminants fondamentauz, vus modulo q, on a l'égalité

he(A)—1  KEX |S,|
0 _ X o(X.L(X)) |
AEA%;SEIX) 2 ¢*(2) g g(l—p )

ot L(X) = exp (— e(log X loglog X)?) |
pour une constante ¢ convenable (¢ < 243 suffit).

(On peut controler ¢, mais la qualité des termes d’erreurs dépend alors fortement
de la congruence considérée.) On peut donc remplacer dans le Théoréeme 1.1 les
o(1) par des o(L(X)). Les mémes techniques permettent d’obtenir sans difficulté
des densités de discriminants cubiques ne provenant pas forcément d’extensions
non ramifiées de corps quadratiques, avec le méme terme d’erreur.

Cette vitesse de convergence est considérablement plus élevée que ne le lais-
saient prévoir les précédents calculs en machine (voir par exemple les commen-
taires de [19] et [22]).

3.4. Cribles. Un crible est une “boite noire” prenant en entrée une suite d’entiers
A et une suite de premiers P. Si I'on dispose de renseignements sur la répartition
des éléments de A dans les progressions arithmétiques, on obtient en sortie une
estimation du nombre d’éléments de A qui ne sont divisibles par aucun élément
de P.

On utilise ici une généralisation simple : on crible les A qui sont des dis-
criminants fondamentaux, affectés du poids positif h3(A) — 1. Le Théoreme 3.8
fournit les renseignements nécessaires sur la répartition dans les progressions
arithmétiques. Le cadre est particulierement favorable (crible linéaire), et 1’on
obtient le résultat suivant :

Théoréeme 3.10. On fivte e > 0, Qp = X157 et Q4 = X3/?~¢ (données par le
Théoréme 3.8), et on pose

:10gQB ot s :108;@.4
logY "’ A7 logy
On se donne un ensemble P de nombres premiers, puis
Pr=]]p et SEXPY)= D [hs(d)-1]

PEP AeA*(X)
p<Y (A,Py)=1
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On note finalement

=+ + 2K:t
On a alors les inégalités :
1
- + B ‘ .
SE(X,P,Y) < X p||P|Y (1 . 1)F(SB) (1+0.(1) siY<Qg,
1
+ + L _ :
SEX,P,Y) > X p||P|Y (1 p+1)f(s,4) (1+0.(1) siY <Qa,

ou F et f sont les fonctions du crible linéaire (voir [21] pour leur définition
exacte).

Les théoremes de crible cités en introduction sont des corollaires plus ou moins
directs de ce dernier résultat (a 'exception du Théoreme 1.6).

4. DEUXIEME VARIATION

Cohen, Lenstra, et Martinet ont proposé un modele probabiliste pour le com-
portement moyen de la partie impaire du groupe des classes d’un corps de nombres
(voir [9] pour le cas quadratique et [10] pour la généralisation en degré quelconque
— et a des extensions éventuellement non galoisiennes). Cette description implique
en particulier que les groupes de classes des corps de nombres galoisiens se com-
portent en moyenne comme ceux de quadratiques imaginaires, quotientés par un
sous-groupe a n générateurs “aléatoires”, si le groupe des unités est de rang n. Les
conjectures citées au §1 résultent alors d'une deuxieme hypothese sur la structure
des CI(A), pour A < 0.

Fixons n premiers impairs distincts py, ..., p, et considérons la famille Ag des
corps quadratiques imaginaires K (qu’on identifiera avec leurs discriminants par
abus de langage), dans lesquels les p; sont totalement décomposés. Pour chacun
de ces K, d’anneau d’entiers O, on fixe un diviseur p; x de p; pour tout ¢, puis
I'on pose Sk = {P1.x,--.,Pnr} (pour alléger les notations, on omettra parfois le
K en indice dans la suite). On note

Oks={re K:vx) <0=q€ Sk}

les Sk-entiers de K. Les idéaux fractionnaires de Ok g (en bijection avec ceux
de Ok qui sont étrangers a S) forment un groupe commutatif, et les idéaux
principaux un sous-groupe. On définit comme d’habitude le groupe des classes
de Ok s en effectuant le quotient.

Lemme 4.1. Les Ok g ont le comportement que les heuristiques assignent aux
corps de nombres galoisiens dont le rang des unités est n :

° rg@},s =rg Ok + |Sk| =n.

o Cl(Oks) =CUK)/(p1,.-.,Pn).
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Preuve. Le premier point résulte du théoreme de Dirichlet sur les S-unités. Le
deuxieme vient en étudiant le morphisme canonique I — IOk g qui, a tout idéal
de Ok, associe un idéal de Ok g. Il

Donc, si Hy désigne le corps de classe de Hilbert de K, et Hj- les points fixes
par les Frobenius en les p;, le groupe de Galois de Hy./ K est C1(Ok s). Reprenons
la preuve présentée au paragraphe 2 :

Lemme 4.2. Soit K un élément de Ag :

o llya(hy(Oks)—1)/(p—1) sous-groupes d’indice p dans Cl(Ok s).

o Les sous-groupes d’indice 3 dans Cl(Ok.s) sont en bijection avec les ex-
tensions cubiques cycliques de K, ou les Frobenius (p;, Hx/K) agissent
trivialement.

e Une extension cubique cyclique L de K est fixée par (p, Hx/K) si et
seulement si, modulo p, la forme cubique qui lui est associée est non nulle
et se décompose en 3 facteurs linéaires premiers entre eut.

e Dans ce cas, on a automatiquement ' € V,, et l'ensemble S, correspondant
a pour cardinal §(p—+ 1)p(p — 1)*.

e Les extensions cubiques cycliques non ramifiées d’un corps quadratique ot
p se décompose totalement correspondent auzx formes de S,.

Preuve. Les deux premiers points sont immédiats. Le Frobenius agit triviale-
ment si et seulement si p est totalement décomposé dans L/K, c’est-a-dire si p
I'est dans I'un des sous-corps cubiques de L. Le troisieme point résulte donc du
Théoreme 2.3.

Soit F' la forme cubique associée, elle n’a pas de facteurs carrés modulo p donc
p ne divise pas disc(F'), ce qui implique F' € V,. Un dénombrement élémentaire
des différents choix, pour les 3 racines distinctes (dans P'(F,)) et le coefficient
dominant (dans Fy), donne alors le quatriéme point.

Enfin, si une forme appartient a S,, son discriminant A est un carré mod-
ulo p (c’est le carré du produit des différences des racines), et p est totalement
décomposé dans Q(v/A)/Q. Comme la réciproque résulte des points précédents,
le lemme est démontré. 0

Les éléments de Ag sont les discriminants fondamentaux qui ne sont pas résidus
quadratiques modulo p € S. On montre facilement les égalités

A(X)| = 27 + OV |

|Ai<x>ms|:p€r£ﬁi—f+o<m |

(il suffit de reprendre le calcul classique du nombre d’entiers sans facteurs carrés
inférieurs a X, et d’incorporer des congruences). On en déduit immédiatement,
a l'aide du lemme précédent et de (6), que
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3 ha(A)—1 K- H%(1+p)p(p—21)2x+O(X_L(X))

AEA-(X)NAs 2 RSP e p*(1—p2)
= % : 3%|A(X) N As|+ O(X.L(X))
Soit
(7) > hss(A)/ > 1=(1+3")+0(L(X)),
AeA=(X)NSp AEA~(X)NS,

ce qui correspond au comportement des quadratiques réels (Théoreme 1.1) si n
est égal a 1. Pour n > 1, on retrouve bien la valeur du 3-rang prévue par les
heuristiques.

5. FINAL

Soit I'ensemble © des CI(A), A > 0, dont on considere une partie A. Suivant
Cohen—Lenstra, notons, quand la limite existe,

P = Jim > @)/ 31,
AeAT(X) AeAT(X)

ou 1,4 désigne la fonction caractéristique de A. P est seulement finiment additive,
et n’est donc pas une mesure sur €. Nous écrirons néanmoins que CI(A) € A
avec “probabilité” P(A).

Si A est un discriminant fondamental positif, on définit le défaut 6(A) par
I’équation

T3(-3A) = Tg(A) +1-— 5(A), soit hg(—?)A) = h3(A)31_6(A) .

Un résultat classique de Scholz [26] énonce que §(A) ne prend que les valeurs
0 et 1. Sous le modele de Cohen—Lenstra, Dutarte [18] parvient, modulo des
hypotheses supplémentaires d’indépendance, a la conjecture suivante :

Conjecture 5.1. On a l'égalité P({CI(A) : 6(A) = 0,73(A) = a}) = 37+,
pour tout a > 0.

D’ou l'on déduit que P({Cl(A) : 6(A) = 0,73(A) < a}) tend vers 1/2 quand a

tend vers +00. On parvient donc a la conjecture raisonnable :
P{{CI(A): 6(A) =0}) = P{CLA) : §(A)=1}) =1/2 .
Théoreme 5.2. Pour X tendant vers 400, on a l’égalité
1
S ms(a)/ Y held) =5+ O(L(X)) -

AeAT(X) AeAT(X)
5(A)=0

Autrement dit, §(A) est équiréparti pour la loi obtenue en munissant la probabilité
P du poids hs(A).
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Preuve. Ecrivons

Zh33A:Zh33A > hs(—34)

AeA+(X AeAt(X AeAT(X)
SJ(A 3A
= Z hs(A) + Z hs(A) .
AeA~(3X) AEA~(X/3)
3|A 31A

Or, on déduit de (6), en utilisant la densité donnée au Théoreme 3.8, que

hs(A)—1  K-X
D T S
3|A
Soit
ha(=3A) —hs(A) _ K- (3X X 1\ KX
2 = ao (5 50-D) - G o)
— %—i—o(XL(X)) ,

D’ou l'on tire, par définition de 5(A), et grace au Théoreme 1.1 :

31 5(A)
> hs(A > h3 +O(L(X)) .

AEAF(X) AEA+H(X

On conclut en remarquant que (3'7%4) — 1) / 2 est la fonction caractéristique de
la propriété 6(A) = 0. O

BIBLIOGRAPHIE

[1] K. BELABAS, Densités de classes de formes cubiques et calculs heuristiques du 3-rang des
corps de nombres, en préparation.
[2] K. BELABAS, Sur le {-rang des corps quadratiques imaginaires de discriminant pseudo-
premier, en préparation.
[3] K. BELABAS, Crible et 3-rang des corps quadratiques, Ann. de I'Inst. Fourier 46 (1996),
pp- 909-949.
[4] K. BELABAS, Variations sur un théme de Davenport et Heilbronn, These de Doctorat
d’Etat, Université Bordeaux I, 1996.
[5] K. BELABAS, A fast algorithm to compute cubic fields, Math. Comp. 66 (1997), pp. 1213
1237.
] R. BENEDETTI & J.-J. RISLER, Real algebraic and semi-algebraic sets, Hermann, 1990.
] D. A. BUELL, Binary quadratic forms, Springer-Verlag, 1989.
] H. COHEN, A course in computational algebraic number theory, Springer-Verlag, 1993.
| H. CoHEN & H. W. LENSTRA, JR., Heuristics on class groups of number fields, in Number
theory, Noordwijkerhout 1983 (Berlin), Lecture Notes in Math., vol. 1068, Springer, Berlin,
1984, pp. 33-62.



18 K. BELABAS

[10] H. CoHEN & J. MARTINET, Etudes heuristiques des groupes de classes des corps de
nombres, J. reine angew. Math. 404 (1990), pp. 39-76.

[11] B. DATSKOVSKY & D. J. WRIGHT, Density of discriminants of cubic extensions, J. reine.
angew. Math. 386 (1988), pp. 116-138.

[12] H. DAVENPORT, On a principle of Lipschitz, J. Lond. Math. Soc. 26 (1951), pp. 179-183.

[13] H. DAVENPORT, On the class number of binary cubic forms (i), J. Lond. Math. Soc. 26
(1951), pp. 183-192, errata ibid 27 (1951), p. 512.

[14] H. DAVENPORT, On the class number of binary cubic forms (ii), J. Lond. Math. Soc. 26
(1951), pp. 192-198.

[15] H. DAVENPORT & H. HEILBRONN, On the density of discriminants of cubic fields (i), Bull.
Lond. Math. Soc. 1 (1969), pp. 345-348.

[16] H. DAVENPORT & H. HEILBRONN, On the density of discriminants of cubic fields (ii),
Proc. Roy. Soc. Lond. A 322 (1971), pp. 405-420.

[17] F. D1az Y Diaz, Sur le 3-rang des corps quadratiques, These de Doctorat d’Etat, Orsay,
1978.

[18] P. DUTARTE, Compatibilité avec le Spiegelungssatz de probabilités conjecturales sur le
p-rang du groupe des classes, in Number theory, 1983-1984 (Besancon), Univ. Franche-
Comté, Besancon, 1984, pp. Exp. No. 4, 11.

[19] G. W. Fung & H. G. WiLLIAMS, On the computation of complex cubic fields, with
discriminant D > —10%, Math. Comp. 55 (1990), pp. 313-325, errata ibid 63 (1994),
p- 433.

[20] H. HASSE, Arithmetische Theorie der kubischen Zahlkorper auf klassenkorpertheoretischer
Grundlage, Math. Zeitschrift. 31 (1930), pp. 565-582.

[21] H. IWANIEC, A new form of the error term in the linear sieve, Acta. Arith. 37 (1980),
pp. 307-320.

[22] P. LLORENTE & J. QUER, On totally real cubic fields with discriminant d < 107, Math.
Comp. 50 (1988), pp. 581-594.

[23] G.-B. MATHEWS, On the reduction and classification of binary cubics which have a neg-
ative discriminant, Proc. London Math. Soc. 10 (1912), pp. 128-138.

[24] T. NAGELL, Uber die Klassenzahl imaginir-quadratisher Zahlkorper, Abh. Math. Sem.
Univ. Hamburg 1 (1922), pp. 140-150.

[25] M. SATO & T. SHINTANI, On zeta functions associated with prehomogenous vector spaces,
Ann. of Math. 100 (1974), pp. 131-170.

[26] A. ScHOLZ, Uber die Beziehung der Klassenzahlen quadratisher Korper zueinander, J.
reine angew. Math. 166 (1932), pp. 201-203.

[27] T. SHINTANI, On Dirichlet series whose coefficients are class numbers of integral binary
cubic forms, J. Math. Soc. Japan 24 (1972), pp. 132-188.

[28] T. SHINTANI, On zeta-functions associated with the vector space of quadratic forms, J.
Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sec. Ia 22 (1975), pp. 25-66.

[29] H. WEYL, On the volume of tubes, Am. Jour. of Math. 61 (1939), pp. 461-472.

[30] Y. YAMAMOTO, On unramified Galois extensions of quadratic number fields, Osaka J.
Math. 7 (1970), pp. 57-76.

Max Planck Institut fiir Mathematik Université Bordeaux I
Gottfried-Claren-Str. 26 Département de mathématiques (A2X)
53225 Bonn (Allemagne) 351, cours de la Libération

karim @ mpim-bonn.mpg.de 33405 Talence (France)



