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Chapter 1

Introduction

La théorie des codes s’est dévelopṕee pour ŕepondre au problème de la correc-
tion des erreurs introduites dans un système de transmission de l’information.À
l’origine dévelopṕee par des inǵenieurs eńelectronique, elle constitue maintenant
une branche des mathématiques discrètes. Dans le cadre du Master CSI, l’objectif
de ce cours est d’initier leśetudiants̀a une autre problématique de la transmission
des informations, en insistant sur les applications pratiques, et de développer les
connections de ce sujet avec la cryptographie.

Le support physique utiliśe pour transmettre ou stocker une information (par
exemple le t́eléphone, l’atmosph̀ere, l’espace (penser aux communications par
satellite), mais aussi la ḿemoire d’un ordinateur, les disques compacts, etc..)
soumet cette informatioǹa des distorsions indésirables, oubruit, qui l’altèrent.
Ce bruit peut̂etre cauśe par un rayonnement, une altération du support, des in-
terférences, etc.. L’information recueillie par le receveur du canal est en géńeral
diff érente de celléemise par la source. L’objectif de la théorie des codes est de
prot́eger l’information de cet́eventuelle alt́eration.

En th́eorie de l’information, les caractéristiques statistiques du mode de trans-
mission consid́eŕe sont mod́elisées par lecanal de transmission. Par exemple, le
canal syḿetrique binaire transmet des mots binairesc ∈ Fn

2 , où chaque bit est
transmis ind́ependamment, avec une probabilitép d’erreur.

On peut sch́ematiser grossièrement la situation de la façon suivante:
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Afin d’augmenter la fiabilit́e du canal, c’est-à-dire le taux d’information cor-
rectement transmise, on peut penserà introduire de la ŕeṕetition dans cette in-
formation. Tous les enseignants savent bien que pour transmettre une informa-
tion à leursélèves, et pour̂etre ŝurs que celle-ci n’a paśet́e d́enatuŕee, il ne faut
pas h́esiterà la ŕeṕeter aussi souvent que possible. Sur ce beau principe, imagi-
nons que nous voulons envoyer le message binaire suivant :11111111. Si nous
l’envoyons deux fois, le receveur pourra comparer les deux versions de notre mes-
sage. Si ces deux versions ne sont pas identiques, il peut conclureà l’existence
d’une erreur au moins dans la transmission. Il faut remarquer ici que cet objectif
est aussi atteint en rajoutant seulement unbit de contr̂ole de parit́e, c’est-̀a-dire la
valeur de la somme des bits modulo2. Ici cela donnerait111111110. À nouveau,
si la somme des bits n’est pas0 modulo2 à l’arrivée, on peut conclurèa l’existence
d’une erreur au moins. Il est bon de remarquer que, dans le premier cas, letaux de
transmissiondu canal, qui est la proportion d’information utile transmise, estégal
à 1/2, tandis que dans le second cas, ce taux vaut8/9. Reprenant l’exemple de
la réṕetition, on voit intuitivement que, si le message est réṕet́e un grand nombre
de fois, le receveur pourra “jeter”à coup ŝur un plus grand nombre de messages
errońes, et avoir une confiance plus solide en les messages qui ont “l’air” corrects.
Un nouveau ph́enom̀ene apparait m̂eme: si le message est réṕet́er fois, et que ces
r copies ne sont pas toutes identiques, le receveur peut opter pour la version du
message la plus souvent reçue.

1.1 Le canal syḿetrique binaire et la théorie de Shan-
non

Le canal syḿetrique binaire (BSC) transmet des mots binaires de longueurn, ap-
partenant̀a un codeC ⊂ Fn

2 . On suppose que les bits sont transmis indépendamment,
et que un bit est transmis correctement avec probabilité1−p, incorrectement avec
probabilit́e p. On supposep < 1/2 et dans la pratiquep est petit. (Sch́ema). On
supposéegalement que les mots deC sontéquiprobables.

Notonsc la variable aĺeatoire repŕesentant le mot transmis,y la variable aĺeatoire
repŕesentant le mot reçu. On a:
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prob(y | c) =
n∏

i=1

prob(yi | ci) = (1− p)card{i|yi=ci}pcard{i|yi 6=ci}

= (1− p)n

(
p

1− p

)card{i|yi 6=ci}

Un décodeur par maximum de vraisemblancechoisit de renvoyer le mot̂c qui
maximisec ∈ C → prob(y | c). Commep/(1 − p) < 1, maximiserprob(y | c)
revientà minimisercard{i | yi 6= ci}. Ainsi, le d́ecodeur renvoi un mot du code
qui diffère dey sur le moins de coordonnées.

On voit apparaitre ici la notion dedistance de Hammingentre deux mots:
dH(c, y) = card{i | yi 6= ci}.

Le taux de transmissiond’un codeC est par d́efinition R = log(|C|)/n. Il
mesure la quantité d’information utile transmise. On pourrait penser que la fia-
bilit é de la transmission ne peutêtre obtenue qu’au détriment de ce taux de trans-
mission. En fait il n’en est rien, comme l’a montré Shannon en 1948.

À tout canal est associé une valeur, appeléecapacit́e. Sans entrer dans les
détails, la capacité du canal BSC estC(p) = 1 + p log p+ (1− p) log(1− p). Soit
Perr la probabilit́e d’erreur, c’est-̀a-dire la moyenne des probabilités quêc 6= c.

Théorème 1 (Shannon, 1948)SoitR < C(p) et soitε > 0. Pourn assez grand,
il existe des codesC ⊂ Fn

2 de taux de transmissiońegalà R, et tels quePerr < ε.

Le théor̀eme de Shannon, que nous ne démontrerons pas ici, laisse entiers deux
probl̀emes majeurs: D’abord il est purement existentiel, il ne répond donc pas̀a
la question de la construction effective de tels codes; ensuite, il ne prend pas en
compte le probl̀eme algorithmique, qui est surtout celui de réaliser un d́ecodage
efficace.
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Chapter 2

Codes, Codes lińeaires, ǵenéralit és

Dans ce chapitre, nous allonsétudier les codes lińeaires sur un corps finiFq.
Même si l’on ne s’int́eresse ultimement qu’aux codes binaires, il est nécessaire de
consid́erer dans certaines constructions des codes sur des corps finis plus géńeraux,
c’est pourquoi nous nous plaçons d’emblée dans ce cadre plus géńeral (mais pas
plus difficile..).

Pour l’instant, les seules chosesà savoir sur les corps finis sont les suivantes:
si p est un nombre premier, il existe un unique (à isomorphisme près) corps finìap
éléments qui estZ/pZ muni des oṕerations usuelles. Pour un entierq quelconque,
il existe un corps finìa q éléments si et seulement siq est une puissance d’un
nombre premierp, soirq = pr; dans ce cas il est unique (à isomorphisme près), il
contient un unique sous-corps isomorpheàFp = Z/pZ, sur lequel il est un espace
vectoriel de dimensionr.

2.1 Poids et distance de Hamming

Introduites par Hamming en 1950, ces notions sont fondamentales comme on l’a
vu pour estimer l’efficacit́e d’un code dans le cadre d’un canal où les variables
aléatoires d́efinies par les coordonnées sont ind́ependantes etégales.

Définition 1 Soitx = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q . Lepoids de Hammingdex, not́ewt(x)

estégal au nombre de coordonnées non nulles dex.

wt(x) := card{i : 1 ≤ i ≤ n | xi 6= 0}.
Soitx, y ∈ Fn

q . La distance de Hammingdex et y, not́eedH(x, y) estégale
au nombre d’indicesi où les coordonńees dex ety diffèrent.
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dH(x, y) = wt(x− y) := card{i : 1 ≤ i ≤ n | xi 6= yi}.

.
le supportd’un élémentx ∈ Fn

q est l’ensemble des indicesi tels quexi 6= 0.
Le poids dex est donc le cardinal de son support.

Il faut remarquer que la distance de Hamming, est une vraie distance au sens
métrique du terme. Rappelons brièvement les propriét́es d’une distanced(x, y),
facilesà vérifier surdH .

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y

• d(x, y) = d(y, x)

• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

La boule de centrex et de rayonR est par d́efinition l’ensemble

B(x, R) := {y : y ∈ Fn
q | d(x, y) ≤ R}.

On peut remarquer quey ∈ B(x, R) ⇔ y − x ∈ B(0, R).

Exercice: Montrer quecard(B(x, R)) =
∑R

k=0

(
n
k

)
(q − 1)k.

Définition 2 Un codeC de longueurn est un sous-ensemble deFn
q . La distance

minimalede C, not́eed(C), est le minimum des distances entre deuxéléments
distincts deC.

d(C) = min
x,y∈C,x 6=y

dH(x, y).

Proposition 1 Notonst = [d−1
2

]. Les boulesB(x, t) avecx ∈ C sont deux̀a deux
disjointes, ett est la valeur maximale du rayon pour cette propriét́e.

.
Supposons que l’on utilise un codeC pour la transmission de mots deFn

q , de
distance minimaled. On notec un mot transmis ety le mot reçu, avece = y − c.
Un décodeur peut oṕerer de la façon suivante. Siy appartient̀a l’une des boules
B(z, t) avecz ∈ C, il renvoi ĉ = z. Sinon, il renvoi un message d’erreur (variante:
il renvoi un des mots les plus proches mais pas unicité). On voit quêc 6= c dès
quey /∈ B(c, t). Alors:
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Perr =
∑
c∈C

prob(c) prob(wt(e) > t)

=
1

|C|
∑

e∈Fn
2 ,wt(e)>t

(1− p)n

(
p

1− p

)wt(e)

=
(1− p)n

|C|

n∑
w=t+1

(
p

1− p

)w(
n

w

)
(q − 1)w

et on voit quePerr diminue lorsquet augmente. En clair,̀a cardinal fix́e, on
cherche un code avecd aussi grand que possible.

On dit queC détected− 1 erreurs et corriget = [(d− 1)/2] erreurs.

2.2 Codes lińeaires

Dans notréetude des codes contenus dansFn
q , nous allons nous concentrer sur les

codes lińeaires, c’est-̀a-dire ceux qui ont une structure d’espaces vectoriels. En ef-
fet, les outils de l’alg̀ebre lińeaire facilitent dans ce cas les opérations d’encodage
et de d́ecodage, comme nous le verrons. De plus, il aét́e d́emontŕe que le ŕesultat
(non constructif) de Shannon reste vrai si l’on se restreint aux codes linéaires.
Nous voil̀a donc rassurés, on peut en principêetre tout aussi efficace dans la cor-
rection de l’information avec des codes linéaires..

Définition 3 Un code est ditlinéairesi C est unFq-sous espace vectoriel deFn
q .

Dans ce cas, on notek sa dimension.

Si C est lińeaire, on peut remarquer que, six et y sont dansC, alorsx − y
appartient́egalement̀a C. CommedH(x, y) = wt(x − y), la distance minimale
deC estégale au minimum des poids deséléments non nuls deC. On a:

d(C) = wt(C) = min{wt(x), x ∈ C \ {0}}.

D’un point de vue algorithmique, le calcul de la distance d’un code quel-
conque ńecessite|C|2 opérations, tandis que pour un code linéaire il n’en faut
que|C| (environ).

Si C est un code lińeaire, longueur, dimension et distance sont les paramètres
fondamentaux deC et sont not́es[n, k, d].
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2.3 Orthogonalité

Nous introduisons une notion d’orthogonalité sur l’espaceFn
q avec la forme bilińeaire

symḿetrique non d́eǵeńeŕeex · y =
∑n

i=1 xiyi.
LorsqueFq = F2, on identifie souvent un mot deFn

2 avec son support. La
notationx∩y désigne donc le mot de support l’intersection des supports respectifs
dex ety. On a alors:

• x · y = wt(x ∩ y) mod 2

• En particulier,x · x = wt(x) mod 2.

• wt(x + y) = wt(x) + wt(y)− 2wt(x ∩ y)

Parfois on consid̀ere d’autres formes que celle définie plus haut. Un cas impor-
tant est celui deFq = F4. Rappelons queF4 = {0, 1, w, w2}, où w2 + w + 1 = 0.
Sur ce corps, l’applicationx → x2 est un automorphisme de corps, qui définit
une involution encore appelée conjugaison. On note aussix̄ = x2. Il est usuel de
consid́erer surFn

4 la formehermitiennex · y =
∑n

i=1 xiȳi.

2.4 Matrice génératrice, de contrôle de parité

Définition 4 SoitC un code lińeaire de longueurn et de dimensionk. Unema-
trice ǵeńeratricede C est une matricek × n dont les lignes forment une base
deC. Le code dualdu codeC est l’orthogonalC⊥ deC pour la forme usuelle
x · y =

∑n
i=1 xiyi.

C⊥ := {u : u ∈ Fn
q | u · v = 0 pour toutv ∈ C}.

Unematrice de cont̂ole de parit́edeC est une matrice(n− k)× n géńeratrice de
C⊥. Un code est ditautoduals’il est égalà son dual.

Proposition 2 SoitC un code lińeaire, de longueurn et de dimensionk, soit G
une matrice ǵeńeratrice deC et soitH une matrice de contrôle de parit́e deC.
alors:

• x ∈ C ⇔ Il existeu ∈ Fk
q | x = uG

• x ∈ C ⇔ Hxt = 0
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• C contient un mot de poids au plusw, ssiw colonnes deH sont lińeairement
dépendantes.

Remarque 1 Ainsi, un codeC est de poidsd si et seulement si, il existed colonnes
de sa matrice de contrôle de parit́e linéairement d́ependantes, tandis qued − 1
colonnes quelconques sont indépendantes. cette remarque està la base du pro-
cessus de construction des codes de Hamming, que nous verrons au paragraphe
suivant.

Proposition 3 SoitC un code lińeaire de matrice ǵeńeratriceG. Supposons que
G soit de la forme ditecanonique ou syst́ematiqueG = [Ik | A]. Alors une
matrice de contr̂ole de parit́e estH = [−At | In−k].

2.5 Équivalence de codes

SoitSn le groupe des permutations de l’ensemble{1, 2, . . . , n}. Ce groupe op̀ere
surFn

q par permutation des coordonnées:

σ ∈ Sn, (x1, . . . , xn)σ := (xσ(1), . . . , xσ(n)).

Exercice: Montrer que(xσ)τ = xστ .

Toutes les notions introduites sont invariantes par permutation: ainsi,wt(σ(x)) =
wt(x), σ(x) · σ(y) = s · y, dH(σ(x), σ(y)) = dH(x, y), etc.. Si un codeC1 est
l’image d’un codeC2 par une permutationσ, bien que distincts, ces codes auront
les m̂emes propríet́es relativement au problème de la correction de l’information.
Pour cette raison, ońetudie en ǵeńeral les codes̀a permutation pr̀es.

À toute permutationσ, on associe une matriceMσ qui est la matrice de la
transformation lińeaire deFn

q assocíeeà σ. C’est une matricen × n, dont toutes
les entŕees sont nulles, sauf les(σ(i), i) où elles sont́egales̀a1. On a:

xσ = xMσ.

Si C est un code lińeaire de matrice ǵeńeratriceG, Cσ est encore un code
linéaire, de matrice ǵeńeratriceGMσ. Celle-ci est obtenuèa partir deG par per-
mutation, suivantσ, des colonnes deG.

Proposition 4 (et d́efinition.) SoitC1, C2 deux codes lińeaires de matrices ǵeńeratrices
respectivementG1 etG2. On dit que les codesC1 etC2 sontéquivalentss’il existe
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une permutationσ telle queC2 = Cσ
1 . Cela est́equivalent̀a demander qu’il existe

une matrice de permutationMσ et une matricek × k P à coefficients dansFq et
inversible telles que

G2 = PG1Mσ.

On utilise aussi la notiond’équivalence monomiale. Deux codes sont dit
monomialement́equivalents s’ils sont́echanǵes par une tranformation monomi-
ale, òu une transformation monomiale est une transformation du type

(x1, . . . , xn) → (a1xσ(1), . . . , anxσ(n)),

avec, pour touti, ai ∈ F∗
q.

Exercice: Quelles notions sont invariantes par transformation monomiale, et quelles
notions ne le sont pas ? Quelle est la matrice d’une transformation monomiale ?
Montrer que l’ensemble des transformations monomiales forme un groupe, iso-
morphe au produit semi-direct(F∗

q)
n o Sn. Quel est son cardinal ?

Définition 5 L’ensemble des permutationsσ ∈ Sn telles queσ(C) = C forme un
groupe, appeĺe legroupe des permutations(ou legroupe des automorphismes) du
codeC, et not́eAut(C).

2.6 Les codes de Hamming

Dans ce paragraphe, on construit une famille de codes qui ont pour propriét́e de
corriger une erreur. En vertu de la Proposition 2 et de la remarque qui la suit, on
doit donc construire des matrices de contrôle de parit́eH telles que deux colonnes
ne soient pas lińeairement d́ependantes. Sir est le nombre de lignes deH, ces
colonnes appartiennentà Fr

q, doivent donĉetre non nulles, et on doit en choisir
au plus une par droite deFr

q. Le nombre maximum de colonnes est donc(qr −
1)/(q − 1).

Définition 6 On noteH(q, r) et on appelle code de Hamming surFq d’ordre r le
code d́efini (à équivalence monomiale près) par la matrice de contrôle de parit́e
dont les colonnes d́ecrivent l’ensembleFr

q \ {0}moduloF∗
q (i.e. l’espace projectif

de dimensionr − 1).
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Exemple: : Pourq = 2 et r = 3, on obtient pour matrice de contrôle de parit́e

H =

1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1 1

 .

Une matrice ǵeńeratrice deH(2, 3) est donc

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1

 .

Le codeH(2, 3) a pour param̀etres[7, 4, 3] et son dual[7, 3, 4].

Proposition 5 1. Le codeH(q, r) est de longueurn = (qr − 1)/(q − 1), de
dimensionn− r et de distance minimal3.

2. C’est un code parfait, c’est-à-dire∪x∈H(q,r)B(x, 1) = Fn
q .

3. Son dualH(q, r)⊥ est un code simplexe, c’est-à-dire tous ses mots non nuls
sont de m̂eme poids. La valeur commune de leur poids estqr−1.

Preuve: Le point 1. est d́ejà d́emontŕe. Notons que le poids3 est bien atteint
puisque toutes les droites sont représent́ees. Les boulesB(x, 1) sont disjointes et
on a vu quecard(B(x, 1)) = 1 +

(
n
1

)
(q − 1) = 1 + n(q − 1) = qr. On a donc:

card(∪x∈H(q,r)B(x, 1)) = card(H(x, r))qr = qn−rqr = qn.

Commeqn est pŕeciśement le cardinal deFn
q , on en d́eduit l’égalit́e des ensembles.

NotonsH la matrice de contr̂ole de parit́e deH(q, r) décrite plus haut. Un
mot deH(q, r)⊥ est de la formex = uH où u parcourtFr

q. Notonsc1, . . . , cn les
colonnes deH. Alorsx = (u ·c1, . . . , u ·cn). On sait que lesci parcourentFr

q \{0}
moduloF∗

q; d’autre part,u · c = 0 si et seulement siu ·λc = 0 pourλ ∈ F∗
q. Donc:

wt(u) = card{c ∈ Fr
q | u · c 6= 0}/(q − 1).

Si u est non nul, ce cardinal vautqr−1(q − 1) (en effet, un hyperplan deFr
q a

qr−1 éléments donc son complémentaire en aqr − qr−1 = qr−1(q − 1). Donc
wt(u) = qr−1.
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La proćedure de d́ecodage des codes de Hamming est très simple. Soity ∈ Fn
q ;

on garde les notations préćedentes. Pour trouver le motx ∈ H(q, r) le plus proche
dey, il suffit de:

• Calculers := Hyt.

• Si s = 0, retournerx = y.

• Si s 6= 0, chercher l’indicei tel ques = λci.

• Remplaceryi paryi − λ, et retournerx = y.

Preuve: : Notonsεi le mot dont les coordonnées sont toutes nulles sauf lai-ème
qui vaut1. Clairement, on aHyt = H(λεi)

t. Doncx := y − λεi appartient̀a
H(q, r) et està distance1 de y. Remarquons qu’on trouve toujours un indicei
convenable, puisque toutes les droites deFr

q sont repŕesent́ees dans les colonnes.
C’est donc une autre façon de voir que ce code est parfait.

2.7 Distribution des poids d’un code.

Définition 7 La distribution des poidsd’un codeC linéaire est len-uplet
(A0, A1, . . . , An), où Ai estégal au nombre des mots deC de poidsi. En parti-
culier, A0 = 1 et

∑
i Ai = qk, où k est la dimension deC.

Exercice: Montrer que deux codeśequivalents, et m̂eme monomialementéquiva-
lents, ont m̂eme distribution des poids.

Définition 8 Soit C un code binaire. On dit queC est uncode pairsi tous les
mots deC ont un poids de Hamming pair.

On dit queC est uncode doublement pairsi tous les mots deC ont un poids
de Hamming divisible par4.

Proposition 6 SiC est un code binaire tel queC ⊂ C⊥, alorsC est un code pair.
Si C est un code binaire tel queC ⊂ C⊥, et posśedant une base de mots de

poids divisibles par4, alorsC est un code doublement pair.
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Preuve: Si C ⊂ C⊥, alors pour toutx ∈ C, x · x = 0. Mais wt(x) ≡ x · x
mod 2, doncwt(x) ≡ 0 mod 2. Si, en outre,C a une base de mots de poids
divisibles par4, alors tous les mots deC sont bien divisibles par4 à cause de la
relationwt(x + y) = wt(x) + wt(y)− 2wt(x ∩ y).

Exercice: Montrer qu’un code peut̂etre pair sans v́erifier C ⊂ C⊥. Par contre,
montrer que, siC est doublement pair, alorsC vérifieC ⊂ C⊥.

Montrer que le code de Hammingétendu est un code doublement pair.

On peut se demander s’il existe une relation entre la distance minimale d’un
code, et celle de son dual. En fait, la distance du code dual dépend non seulement
de la distance minimale du code, mais aussi de toute sa distribution des poids,
comme le montre laformule de MacWilliams. Cette formule dit que la distribution
des poids deC⊥ s’exprime lińeairement en fonction de celle deC. Elle est une
conśequence de la formule de Poisson discrète que nous rappelons maintenant.

Théorème 2 (Formule de Poisson) Soitf : Fn
q → A une application deFn

q dans

un C-moduleA. Soit f̂ : Fn
q → A définie par: f̂(v) =

∑
u∈Fn

q
(v, u)f(u), où

(v, u) = ζ
traceFq/Fp (v·u)
p . Alors∑

u∈C⊥

f(u) =
1

|C|
∑
v∈C

f̂(v).

Preuve: On a

∑
v∈C

f̂(v) =
∑
v∈C

(
∑
u∈Fn

q

(v, u)f(u)) (2.1)

=
∑
u∈Fn

q

f(u)(
∑
v∈C

(v, u)). (2.2)

L’applicationv → (v, u) est un caractère du groupeC, et on utilise les propriét́es
d’orthogonalit́e des caractères pour conclure que

∑
v∈C(v, u) = 0 si u /∈ C⊥, et

= |C| sinon.

Théorème 3 (et d́efinition). Lepolynômeénuḿerateur des poidsd’un codeC de
longueurn sur Fq est le polyn̂ome homog̀ene en deux variablesx et y, de degŕe
n, défini par:
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WC(x, y) =
∑
u∈C

xn−wt(u)ywt(u).

On a (formule de MacWilliams):

WC⊥(x, y) =
1

|C|
WC(x + (q − 1)y, x− y).

Preuve: On applique la formule de Poissonà la fonctionf(u) = xn−wt(u)ywt(u).
Il faut calculerf̂ .

f̂(v) =
∑
u∈Fn

q

(v, u)xn−wt(u)ywt(u) (2.3)

=
∑
u∈Fn

q

n∏
i=1

(vi, ui)x
1−wt(ui)ywt(ui) (2.4)

=
n∏

i=1

∑
a∈Fq

(vi, a)x1−wt(a)ywt(a) (2.5)

=
n∏

i=1

((vi, 0)x + (
∑
a 6=0

(vi, a))y) (2.6)

et on utilise
∑

a 6=0(vi, a) = q − 1 si vi = 0, = −1 sinon. On obtient:

f̂(v) = (x + (q − 1)y)n−wt(v)(x− y)wt(v). (2.7)

Exemple: On a vu que le codeH(q, r)⊥ est un code dont tous les mots non nuls
sont de poidsqr−1. Son polyn̂omeénuḿerateur des poids est donc

WH(q,r)⊥(x, y) = xn + (qr − 1)xn−qr−1

yqr−1

.

La formule de MacWilliams nous permet donc de calculerWH(q, r):

WH(q,r)(x, y) =
1

qr

(
(x+(q − 1)y)n+

(qr − 1)(x + (q − 1)y)n−qr−1

(x− y)qr−1
)
.
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Pourq = 2, on obtient:

WH(2,r)(x, y) =
1

2r
(x + y)2r−1−1

(
(x + y)2r−1

+ (2r − 1)(x− y)2r−1
)

et, pourq = 2 et r = 3,

WH(2,3)(x, y) = x7 + 7x4y3 + 7x3y4 + y7.

2.8 Quelques constructions standards.

Des constructions standards permettent de fabriquer de nouveaux codesà partir
d’anciens. Dans ce paragraphe, on décrit quelques-unes de ces constructions.

Extension par parité: Soit C un code de longueurn et de dimensionk. On
rajoute une coordonnée aux mots du code, de sorte que la somme des coordonnées
d’un mot du nouveau codéegale źero. Le nouveau code est donc de longueurn+1
et de m̂eme dimension. Dans le cas binaire, cette construction est particulièrement
intéressante si le code de départ a une distance impaired, car alors le codéetendu
est de distanced + 1.
Exemple: Le code de HamminǵetenduH(2, 3)ext est un code de paramètres
[8,4,4]. Il est de plus autodual.

Somme orthogonale:SoitC1 etC2 deux codes de paramètres respectifs[n1, k1, d1]
et [n2, k2, d2]. On d́efiniteC1 ⊕ C2 := {(x, y) : x ∈ C1, y ∈ C2}. Alors claire-
ment, ce code a pour paramètres[n1 + n2, k1 + k2, min(d1, d2)].

Somme: La pŕećedente construction ne doit pasêtre confondue avec la somme
dansFn

q . Si C1 etC2 sont deux codes de longueurn surFq, on d́efinit C1 + C2 :=
{x + y : x ∈ C1, y ∈ C2}. Le dual de ce code est l’intersection des codes duaux.

2.9 Encodage et d́ecodage, les classes d’un code li-
néaire.

L’avantage des codes linéaires pour la transmission d’information est multiple.
D’une part, il suffit de stocker une matrice géńeratrice du code pour connaı̂tre
tous seśeléments. D’autre part, l’encodage des mots deFn

q est tr̀es facileà met-
tre en oeuvrèa partir d’une matrice ǵeńeratriceG, puisque il suffit d’effectuer
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l’opérationuG, si u = (u1, . . . , uk) est le motà transmettre. On peut remar-
quer que, siG est sous forme canonique,v = uG a sesk premìeres coordonńees
égales̀a celles deu. A partir d’un mot du code il est donc très facile de revenir au
message initial.

En ce qui concerne le décodage, la situation est plus compliquée. On s’int́eresse
ici au décodage par maximum de vraisemblance, qui consiste, pour uńelément
w ∈ Fn

q , à trouver uńelément du codèa plus petite distance dew.

Définition 9 Lesclassesd’un codeC de longueurn sur Fq sont les ensembles
x + C, où x ∈ Fn

q . Si k est la dimension deC, il y a qn−k classes distinctes.
Le poids, ou ladistance minimaled’une classe diff́erente deC estwt(x + C) :=
min{wt(y) : y ∈ x + C}.

Le rayon de recouvrementdu codeC est le maximum des poids des classes.
C’est le plus petit entierδ tel que les boules de centres les mots du code et de
rayonδ recouvrentFn

q :

Fm
q = ∪x∈CB(x, δ).

Un code est ditparfaitsi son rayon de recouvrementδ estégal à t := [(d −
1)/2], où d est sa distance minimale (clairement il est toujours supérieur..). Dans
ce cas, les boules forment une partition de l’espaceFn

q .

Proposition 7 Soit C un code de distance minimaled et soit t := [(d − 1)/2].
Alors les ensemblesx + C, pourx ∈ Fn

q avec1 ≤ wt(x) ≤ t sont tous distincts.
Soitw ∈ Fn

q et soitH une matrice de contrôle de parit́e deC. le vecteurw
appartientà la réunion des boules de centre les mots du code et de rayont, si et
seulement siHwt appartientà l’ensemble{Hxt : 1 ≤ wt(x) ≤ t}. Dans ce cas,
si Hwt = Hxt, alorsw se d́ecode enw − x.

Exemple: Le code de Hamming binaire de paramètres[7, 4, 3]. On at = 1, et
27−4 = 7+1. Les classes de ce code sont doncC lui-même, plus lesx+C avecC
de poids1. Si on noteei l’ élément deF7

2 dont toutes les coordonnées sont nulles
sauf lai-ème qui vaut1, Het

i est simplement lai-ème colonne deH.
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Chapter 3

Codes cycliques

Dans ce chapitre, nous allonsétudier une famille de codes particulière, les codes
cycliques. Nous allons voir qu’avec un peu d’algèbre, ils peuvent̂etre analyśes
facilement. En particulier, nous allons géńeraliser la construction des codes de
Hamming, faits pour corriger une erreur, en imposant de corriger un nombre
d’erreurs fix́e à l’avance. Ce sont les codes BCH, qui en outre possèdent un bon
algorithme de d́ecodage. Ces codes sont très utiliśes pour la correction d’erreurs.

3.1 Codes cycliques: ǵenéralit és

On d́efinit la fonction “d́ecalage” surFn
q , qui est une permutation circulaire des

coordonńees:

Fn
q −→ F n

q

s : (c0, c1, . . . , cn−1) 7−→ (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2)

Définition 10 SoitC un code lińeaire surFn
q . On dit queC est cyclique sis(C) =

C.

En tant que transformation deFn
q , s vérifie bien ŝur sn = Id, ets est d’ordren.

On vérifie facilement que, siC est cyclique,C⊥ est aussi cyclique. Un exemple
très simple de code cyclique est le code de contrôle de parit́e.

La propríet́e d’être cyclique pour un code s’interprète tr̀es bien en termes de
polynômes. On associèa un motc = (c0, c1, . . . , cn−1) un polyn̂ome, not́e c(x):
c(x) = c0 + c1x + · · ·+ cn−1x

n−1. On consid̀ere l’application compośeeφ:
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Fn
q −→ Fq[x] −→ Fq[x]/(xn − 1)Fq[x]

φ : c 7−→ c(x) 7−→ c(x) mod xn − 1

L’applicationφ est un isomorphisme deFq-espaces vectoriels.

Proposition 8 Un code lińeaireC est cyclique si et seulement siφ(C) est un id́eal
de l’anneauRn := Fq[x]/(xn − 1)Fq[x].

Preuve: DansRn, la multiplication parx correspond̀a la permutation circulaire
des coefficients. Ainsi, pour toutu ∈ Fn

q , φ(s(u)) = xφ(u); un codeC est stable
pars si et seulement sixφ(C) = φ(C). Comme d’autre part un code linéaire est
aussi unFq-espace vectoriel, il est stable pars si et seulement si son image parφ
est un id́eal deRn.

Il resteà étudier la structure des idéaux deRn. Dans ce but,on supposera
toujours que n est premier à p = car(Fq). En effet, sous cette hypothèse, le
polynômexn − 1 n’a que des racines simples.

D’autre part, on identifiera dans la suite unélémentc de Fn
q et le polyn̂ome

c(x) qui lui est associé.

Théorème 4 SoitC un code cyclique surFq. Il existe un unique polyn̂omeg(x) ∈
Fq[x] tel que:

1. C = g(x)Rn mod xn − 1

2. g(x) divisexn − 1

De plus,g(x) est le polyn̂ome unitaire de plus petit degré deC; si deg(g) = k,
alorsdim(C) = n− k et une base deC est: {g(x), xg(x), . . . , xn−k−1g(x)}. Ce
polyn̂ome est appelé polyn̂ome ǵeńerateur du code.

Preuve: Les id́eaux deRn sont en bijection avec les idéaux deFq[x] qui conti-
ennentxn − 1. D’autre part, les id́eaux deFq[x] sont principaux, etg(x)Fq[x]
contientxn − 1 si et seulement sig(x) divisexn − 1.

SoitD ⊂ C leFq-espace vectoriel engendré par{g(x), xg(x), . . . , xn−k−1g(x)}.
Clairement,D est de dimensionn − k, car ceśeléments sont “triangulaires” sur
{1, x, . . . , xn−1}. Il reste à montrer queD est égal à C, et pour cela, que les
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xug(x) mod xn − 1 pouru ≥ n− k sont dansD. On effectue la division eucli-
dienne dexug(x) parxn − 1 (dansFq[x] bien ŝur). Il existe des polyn̂omesq et r,
qvecdeg(r) < n, tels que

xug(x) = (xn − 1)q(x) + r(x).

Commeg(x) divisexn−1, g(x) divise aussir(x). Écrivonsr(x) = g(x)r1(x);
on adeg(r1) < n−k etxug(x) = g(x)r1(x) mod xn−1 ce qui montre bien que
xug(x) appartient̀aD.

La matrice ǵeńeratrice deC assocíee à la base mise eńevidence dans le
théor̀eme pŕećedent a une forme bien particulière: sig = g0 + g1x + · · ·+ gkx

k,

G =


g0 g1 . . . gk 0 . . . . . . 0
0 g0 g1 . . . gk 0 . . . 0

... ... ...
... ... .. .

0 . . . . . . g0 g1 . . . gk


Quelques propriét́esélémentaires laissées en exercice:

1. C1 ⊂ C2 ssig2 diviseg1

2. C1 ∩ C2 correspond au polyn̂omeppcm(g1, g2)

3. C1 + C2 correspond au polyn̂omepgcd(g1, g2)

4. C⊥ a pour polyn̂ome ǵeńerateur le polyn̂ome ŕeciproque deg: xdeg(g)g(1/x).

Exemple: Les codes cycliques de longueur7 surF2. x7 − 1 = (x− 1)(x3 + x +
1)(x3 + x2 + 1). Dimensions, distance minimales? nombre?

Définition 11 Soit C un code cyclique de longueurn sur Fq, engendŕe par le
polyn̂omeg(x). Soitα une racine primitiven-ième de l’unit́e dans une clôture
algébrique deFq. L’ensemble des zéros deC est l’ensemble

Z(C) := {αi | g(αi) = 0}.
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Remarquons que la plus petite extension deFq qui contienneα estFqr . où r
est le plus petit entier tel quen diviseqr − 1.

Puisqueg(x) appartient̀aFq, le Frobeniusσq, défini parσq(x) = xq opère sur
les racines deg. Il sépare l’ensembleZ(C) en orbites, correspondant au différents
polynômes minimaux surFq.

Définition 12 Les classes cyclotomiques modulon sont les ensembles

C(k) := {kqi mod n}.

Elles forment une partition de l’ensemble{0, 1, 2, . . . , n− 1}.
Le polyn̂ome minimal deαk surFq estégalà Pαk =

∏
i∈C(k)(x− αi).

Il est clair qu’un polyn̂ome ǵeńerateur d’un code cyclique de longueurn est
le produit d’un certain nombre de ces polynômes minimaux. Un code cyclique de
longueurn surFq est donc d́etermińe par un ensemble de classes cyclotomiques
modulon. On va voir que ces classes déterminent une borne inférieure pour la
distance minimale du code.

3.2 Codes BCH

On fixe d́esormais une racine primitiven-ième de l’unit́e α dans une cl̂oture
algébrique deFq.

Théorème 5 (de la borne BCH) SoitC un code cyclique de longueurn sur Fq.
Si Z(C) contientδ − 1 puissances successives deα, i.e. s’il existeb tel que
{αb, αb+1, . . . , αb+δ−2} ⊂ Z(C), alorsd(C) ≥ δ.

Preuve: Tout d’abord, on remarque que l’ensembleZ(C) permet de caractériser
leséléments deC, de la façon suivante:

Lemme 1 Soitc = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ Fn
q . On a: c ∈ C ssic(αi) = 0 pour tout

αi ∈ Z(C).

Preuve: Les éléments deC sont lesc(x) = g(x)h(x) mod xn − 1. Donc, si
g(αi) = 0, on a aussic(αi) = 0. Réciproquement, sic(αi) = 0 pour toutαi ∈
Z(C), il est clair queg(X) divisec(X) puisque les źeros deg sont simples.
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On peut traduire cette condition matriciellement. Soit

Z(C) := {αi1 , . . . , αis}

et soitP la matriceàs lignes etn colonnes:

P :=

1 αi1 (αi1)2 . . . (αi1)n−1

...
...

... . . .
...

1 αis (αis)2 . . . (αis)n−1


On a:

P

 c0
...

cn−1

 =

c(αi1)
...

c(αis)


donc

c ∈ C ⇐⇒ P

 c0
...

cn−1

 =

0
...
0

 .

Notons queP n’est pas tout̀a fait une matrice de contrôle de parit́e deC,
car ses coefficients ne sont pasà priori dansFq. Malgré cela, comme dans la
Proposition 2, les mots deC correspondent̀a des combinaisons linéaires nulles de
ses colonnes. Ainsi:

C contient un mot non nul de poids≤ δ−1 ⇐⇒ P contientδ−1 colonnes líees.

Fixons doncδ − 1 colonnes, associées aux puissancesj1, j2, . . . , jδ−1. On
extrait de cesδ− 1 colonnes les lignes associées auxδ− 1 puissances successives
de α appartenant̀a Z(C). On se retrouve avec la matrice carrée de tailleδ − 1
suivante:

A =


(αb)j1 (αb)j2 . . . (αb)jδ−1

(αb+1)j1 (αb+1)j2 . . . (αb+1)jδ−1

...
... . . .

...
(αb+δ−2)j1 (αb+δ−2)j2 . . . (αb+δ−2)jδ−1

 .
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Le déterminant de cette matrice vaut

det(A) = (αb)j1(αb)j2 . . . (αb)jδ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

αj1 αj2 . . . αjδ−1

...
... . . .

...
(αδ−2)j1 (αδ−2)j2 . . . (αδ−2)jδ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= αbj1+bj2+···+bjδ−1

∏
1≤k<l≤s

(αjk − αjl)

par la formule de Van der Monde. Comme ce déterminant est non nul, on peut
conclure que lesδ − 1 colonnes sont lińeairement ind́ependantes, et donc queC
ne contient pas de mot non nul de poids inférieur ouégalà δ − 1.

Définition 13 Un code BCH de distance prescriteδ est un code cyclique, de
longueurn surFq, engendŕe par le polyn̂ome:

g(x) = ppcm(Pαb+i | 0 ≤ i ≤ δ − 2)

où Pαj est le polyn̂ome minimal deαj surFq.
Sib = 1, on l’appelle code BCH au sens restreint. Le poids minimal d’un code

BCH de distance prescriteδ est au moinśegalà δ.

Exemple: Prenonsq = 2, et δ = 3. On aPα = Pα2 puisqueα2 = σ(α). Si
r = deg(Pα) et n = 2r − 1, i.e. siα est un ǵeńerateur deF∗

2r , le codeC n’est
autre queH(2, r).

Remarque 2 Il peut arriver qued(BCH) > δ.

3.3 Le d́ecodage des codes BCH

Non seulement la construction des codes BCH assure une borne inférieure pour
leur distance minimale, mais de plus on a un algorithme de décodage efficace pour
ces codes (d̂u à Berlekamp).

Soit doncC un code BCH (au sens restreint pour simplifier) de distance pre-
scriteδ = 2t + 1. C corrige dontt erreurs. Soity = y0 + y1x + · · · + yn−1x

n−1

le mot reçu; on cherche doncc ∈ C tel qued(y, c) ≤ t. On pose
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e = y − c = e0 + e1x + · · ·+ en−1x
n−1.

La strat́egie de l’algorithme consistèa d’abord d́eterminer lespositionsdes
erreurs, c’est-̀a-dire l’ensemble des indicesi tels queei 6= 0, puis leurs valeursei.
On pose donc:

P := {i : 0 ≤ i ≤ n− 1 | ei 6= 0}

et on construit un polyn̂omelocalisateur des erreursσ:

σ(z) :=
∏
i∈P

(1− αiz).

Remarquons que connaitreσ revientà connaitreP , et que l’hypoth̀esed(y, c) ≤ t
se traduit par:deg(σ) ≤ t.

On pose ensuite

S(z) :=
2t∑

l=1

y(αl)zl−1.

Le polyn̂omeS est connu, puiqu’il ne d́epend que dey.

Proposition 9 Il existe un polyn̂omew(z) de degŕe deg(w) < t, et premierà σ,
tel que

S(z)σ(z) = w(z) mod z2t. (3.1)

Réciproquement, siσ′ etw′ sont deux polyn̂omes tels quedeg(σ′) ≤ t, deg(w) <
t et

S(z)σ′(z) = w′(z) mod z2t,

alors il existe un polyn̂omeq(z) tel que:{
σ′(z) = σ(z)q(z)

w′(z) = w(z)q(z)

Preuve: On y(αl) = e(αl) =
∑

i∈P eiα
li pour tout1 ≤ l ≤ 2t, puisque{αl, 1 ≤

l ≤ 2t} ⊂ Z(C).
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S(z)σ(z) =
2t∑

l=1

( ∑
i∈P

eiα
li
)
zl−1σ(z)

=
∑
i∈P

ei

( 2t∑
l=1

αlizl−1
)
σ(z)

=
∑
i∈P

eiα
i
(1− (αiz)2t

1− αiz

)
σ(z)

=
∑
i∈P

eiα
i
(
1− (αiz)2t

) ∏
j 6=i

(1− αjz)

=
∑
i∈P

eiα
i
∏
j 6=i

(1− αjz) mod z2t

Posonsw(z) :=
∑

i∈P eiα
i
∏

j 6=i(1− αjz). Ce polyn̂ome est bien de degré au
pluségalà t− 1; de plus,w(α−i) = eiα

i
∏

j 6=i(1− αj−i) 6= 0 doncw est premier
àσ.

Supposons qu’il existew′ etσ′ comme indiqúe. On a:

w(z)σ′(z) = S(z)σ(z)σ′(z) mod z2t

= w′(z)σ(z) mod z2t

Commedeg(wσ′) < 2t etdeg(w′σ) < 2t, on peut conclure

w(z)σ′(z) = w′(z)σ(z).

Commepgcd(σ, w) = 1, on conclut queσ diviseσ′ etw divisew′, d’où le ŕesultat.

Remarque 3 En termes de LFSR, l’équation (3.1) s’interpr̀ete par: la suite[y(αl), 1 ≤
l ≤ 2t] est engendŕee par un LFSR de longueurt, de polyn̂ome de connectionσ.
Doncσ est calcuĺe par l’algorithme de Berlekamp-Massey! Noter que, comme on
a 2t termes de la suite, il est unique.

On peut maintenant décrire trois ḿethodes pour d́eterminerσ:
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• La plus basique: on at − 1 inconnues qui sont les coefficients deσ (son
terme constant est1); on at− 1 conditions lińeaires qui sont que les coeffi-
cients dezt, zt+1, . . . , z2t−1 dans le produitS(z)σ(z) sont nuls. On ŕesoud
un syst̀eme lińeaire de taillet− 1, d’où une complexit́e ent3.

• On applique Berlekamp-Massey pour trouverσ: complexit́e ent2.

• On fait de l’algorithme d’Euclidéetendu entrez2t et S(z) et on s’arr̂ete en
chemin.. En effet, dans l’algorithme d’Euclideétendu, on pose:

p0 = z2t, p1 = S, p0 = p1q1 + r1

p1 = S, p2 = r1, p1 = p2q2 + r2

. . .

pi−1, pi = ri−1, pi−1 = piqi + ri

. . .

jusqu’̀a ce qu’on obtienneri = 0. Notons quepgcd(z2t, S) ne peutêtre
un zk aveck ≥ t, car dans ce cas on auraity(αl) = 0 pour l = 1, . . . , t,
mézalore(αl) = 0 pour l = 1, . . . , t alors quee est suppośe de poids au
plust. On a:

(
z2t

S

)
=

(
p0

p1

)
=

(
q1 1
1 0

) (
p1

p2

)
=

(
q1 1
1 0

)
. . .

(
qi 1
1 0

) (
pi

pi+1

)
.

ou encore (
ai bi

ci di

) (
z2t

S

)
=

(
pi

pi+1

)
avecai, bi, ci, di ∈ K[z] et vérifient:(

ai+1 bi+1

ci+1 di+1

)
=

(
0 −1
−1 qi+1

) (
ai bi

ci di

)
.

Commepi est le reste de la division parpi−1, on adeg(pi) < deg(pi−1).
Donc, il existei tel quedeg(pi) < t ≤ deg(pi−1). On a alors:

aiz
2t + biS = pi
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soit
biS = pi mod z2t.

Il reste à se persuader quedeg(bi) ≤ t. Les relationsbi+1 = −di et
di = −bi−1 + qidi−1 montrent par ŕecurrence quedeg(bi) = deg(qi−1) +
deg(qi−2)+· · ·+deg(q1). Ordeg(qi) = deg(pi−1)−deg(pi) doncdeg(bi) =
deg(p0)− deg(pi−1) = 2t− deg(pi−1) ≤ t. On a donc trouv́eσ = bi.

Une fois queσ est calcuĺe, on trouve ses racines et donc les localisations des
erreurs. Pour conclure, il faut calculer les valeurs desei. Il suffit maintenant de
résoudre leśequations endeg(σ) inconnues:

e(αl) = y(αl), 1 ≤ l ≤ 2t
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Chapter 4

Codes de Reed-Muller et fonctions
booléennes

4.1 Fonctions booĺeennes

Définition 14 Une fonction booĺeennèa m variables est une fonctionf : Fm
2 →

F2.

Notonsxi l’application qui à y ∈ Fm
2 associe sai-ème coordonńeeyi. Les

expressionsx1+x2, x1x2, et, de façon plus ǵeńerale, toute expression polynomiale
en lesxi, définissent une fonction booléenne. Remarquons quex2

i = xi puisqu’on
est surF2, donc il est inutile d’introduire des exposants plus grands que1. La
proposition suivante montre que l’on décrit ainsi toutes les fonctions booléennes.

Proposition 10 L’espaceF des fonctions booléennes̀a m variables est unF2-
espace vectoriel de dimensionn = 2m. Pour I ⊂ {1, . . . ,m}, notonsxI =∏

i∈I xi. Toute fonction booléennef a uneécriture unique sous la forme

f =
∑

I⊂{1,2,...,m}

aIxI =
∑

1≤i1<i2<···<is≤m

ai1,...,isxi1 . . . xis .

Le plus grand cardinal deI pour lequelaI 6= 0 s’appelle le degŕe def .

Preuve: Notonsδy la fonction booĺeenne d́efinie parδy(y) = 1, δy(x) = 0 si
x 6= y. Clairement, pour toute fonction booléennef , on af =

∑
y∈Fm

2
f(y)δy,

et lesδy forment une base de l’espace des fonctions booléennes qui est donc de
dimensionn = 2m.

27



D’autre part, on peut exprimer les fonctionsδy algébriquement en lesxi:

δy =
m∏

i=1

(xi + yi + 1).

Donc les mon̂omesxi1 . . . xis engendrent bien l’espaceF ; comme il y en a ex-
actement

∑m
s=0

(
m
s

)
= 2m, ils forment une base deF .

4.2 Codes de Reed-Muller

Soit n = 2m. On met en bijection les entiers de0 à n − 1 et leséléments de
Fm

2 via l’ écriture binaire d’un nombre: on identifie donck ∈ {0, . . . n − 1} et
k ∈ Fm

2 , où k = 2m−1k1 + 2m−2k2 + · · ·+ km. Pour alĺeger les notations, on note
indiff éremmentk = k.

Il y a alors (au moins) trois façons de voir unélément deFn
2 :

• Comme unn-upletu = (u0, u1, . . . , un−1) ∈ Fn
2

• Comme une fonction booléennef , définie par:f(x) = ux,

• Comme un sous-ensembleA ⊂ Fm
2 , correspondant aux coordonnéeségales

à1: A = {x ∈ Fm
2 | ux = 1}.

Définition 15 Le code de Reed-MullerR(r, m) est le code binaire engendré par
leséléments deFn

2 assocíes aux fonctions booléennes:xI telles que|I| ≤ m.

Exemples: le codeR(1, 3) est engendré par les lignes de :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
x1 0 0 0 0 1 1 1 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1
x3 0 1 0 1 0 1 0 1

Le codeR(2, 3) est engendré par les lignes de :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
x1 0 0 0 0 1 1 1 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1
x3 0 1 0 1 0 1 0 1

x1x2 0 0 0 0 0 0 1 1
x1x3 0 0 0 0 0 1 0 1
x2x3 0 0 0 1 0 0 0 1
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Théorème 6 Le codeR(r, m) a les propríet́es suivantes:

1. Sa dimension est1 +
(

m
1

)
+ · · ·+

(
m
r

)
.

2. Sa distance minimale est2m−r

3. R(r, m)⊥ = R(m− r − 1, m).

4. AGL(m, 2) ⊂ Aut(R(r, m)).

Preuve: Seule la distance minimale est un peu difficile, on la démontre en dernier.
On a vu que lesxI sont lińeairement ind́ependants, donc le calcul de la dimension
deR(r, m) revientà compter lesxI ∈ R(r, m).

PosonsAi := {u ∈ Fm
2 | xi(u) = 1}. Clairement,Ai est un sous-espace

affine deFm
2 de codimension1. Plus ǵeńeralement,AI := {xi = 1, i ∈ I} est

un sous-espace affine de codimension|I| (AI = ∩i∈IAi). Le produit scalaire des
deux mots associésà xI et xJ vérifie: xI · xJ = wt(xI∪J) mod 2. Or un espace
affine est de cardinal pair (plus préciśement une puissance de2 bien ŝur), sauf s’il
est ŕeduit à un point. Cela arrive seulement pourI ∪ J = {1, 2, . . . ,m}. Donc
xI · xJ = 0 pour |I| ≤ r et |J | ≤ m − r − 1, ce qui prouve queR(m − r −
1, m) ⊂ R(r, m)⊥. Le calcul de leurs dimensions respectives conclutà l’égalit́e
R(m− r − 1, m) = R(r, m)⊥.

Le groupeAGL(m, 2) est le groupe des transformations affines surFm
2 . Il

opère donc par permutation desn coordonńees deFn
2 : siφ ∈ AGL(m, 2), (φ.u)x =

uφ(x). Posonsy = φ(x); il existe des coefficientsai,j etci tels queyi =
∑m

j=1 ai,jxj+
ci. Explicitons l’action deφ sur lesxi: (φ.xi)(x) = xi(φ(x)) = yi =

∑m
j=1 ai,jxj+

ci. De m̂eme,
(φ.xI)(x) =

∏
i∈I yi =

∏
i∈I(

∑m
j=1 ai,jxj + ci). Ainsi, si |I| ≤ r, φ.xI est de

degŕe au pluśegalà r, doncφ(R(r, m)) ⊂ R(r, m).
Le poids dexI estégal au cardinal deAI , soit à 2m−|I|. Il resteà évaluer le

poids des combinaisons linéaires desxI . Pour cela, on utilise le lemme suivant:

Lemme 2 SoitP (t) ∈ F2[t] un polyn̂omeà coefficients dansF2. Le poids deP ,
not́ewt(P (t)), est d́efini comméetant le nombre de ses coefficients non nuls. Soit
P (t) =

∑
l bl(1 + t)l. Soiti0 le plus petit indice tel quebi0 6= 0. Alors

wt(P (t)) ≥ wt((1 + t)i0 .
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Preuve: On d́efinit un entiers par: 2s ≤ deg(P ) < 2s+1 et on proc̀ede par
récurrence surs. Le cass = 0 correspond au degré deP égalà1, il est clair.

PosonsP1 :=
∑2s−1

i=0 bi(1 + t)i etP2 :=
∑deg(P )

i=2s bi(1 + t)i−2s
. On a donc:

P = P1 + (1 + t)2s

P2 = P1 + (1 + t2
s

)P2 = (P1 + P2) + t2
s

P2.

Remarquons que les puissances det qui interviennent dansP1 + P2 et dans
t2

s
P2 sont disjointes. Donc

wt(P ) = wt(P1 + P2) + wt(P2).

Si P1 6= 0, on utilise l’inégalit́ewt(u+v) ≤ wt(u)+wt(v) pour conclure que
wt(P ) ≥ wt(P1), puis on applique la récurrence. SiP1 = 0, P = (1 + t)2s

P2;
on a donci0(P ) = 2s + i0(P2) avec des notationśevidentes, etwt((1 + t)i0(P )) =
wt((1 + t)i0(P2) + t2

s
(1 + t)i0(P2)) = 2wt((1 + t)i0(P2). L’hypothèse de ŕecurrence

appliqúeeàP2, avecwt(P ) = 2wt(P2), fournit l’inégalit́e.

Démontrons maintenant que la distance minimale deR(r, m) estégaleà2m−r.
On a d́ejà vu que le poids dexI estégalà 2m−|I|, donc est au moinśegalà 2m−r,
si |I| ≤ r. Soit maintenanta :=

∑
|I|≤r aIxI un élément quelconque deR(r, m).

On consid̀ere le polyn̂ome associé

P (t) :=
n−1∑
v=0

a(v)tn−1−v =
∑

I

aI(
n−1∑
v=0

xI(v)tn−1−v).

Lemme 3 SoitI ⊂ {1, . . . ,m} et soitl :=
∑

i/∈I 2i. On a dansF2[t]:

(1 + t)l =
n−1∑
v=0

xI(v)tn−1−v.

Preuve: On a

(1 + t)l =
∏
i/∈I

(1 + t)2i

=
∏
i/∈I

(1 + t2
i

).

Le développement de ce produit fait apparaı̂tre lestk tels quek s’écrivek =
∑

2i

avec des exposantsi /∈ I. On peut aussi traduire cette condition surk par: k est
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tel que
∏

i∈I(1 + xi(k)) = 1, ou encore
∏

i∈I xi(n− 1− k) = 1. Finalement, en
posantk = n− 1− v,

(1 + t)l =
n−1∑
v=0

xI(v)tn−1−v.

Revenons̀aP (t). On obtient donc l’expression:

P (t) =
∑
|I|≤r

aI(1 + t)lI

où lI est l’entier associé à I comme dans le lemme préćedent. D’apr̀es le Lemme
2, wt(P (t)) ≥ wt((1 + t)lI0 ), où I0 est un certain sous-ensemble de{1, . . . ,m},
de cardinal au pluśegalà r, plus pŕeciśement celui pour lequellI0 est minimal.

D’autre part, poura = xI , le polyn̂ome P (t) assocíe est(1 + t)lI . Donc
wt(xI) = wt((1 + t)lI ) = 2m−|I|. Cela montre quewt((1 + t)lI ) ≥ 2m−r dès que
|I| ≤ r. Donc on a bien, dans le cas géńeral,

wt(P (t)) ≥ wt((1 + t)lI0 ) ≥ 2m−r.

4.3 Le d́ecodage des codes de Reed-Muller

On va d́ecrire un algorithme de décodage, ditpar maximum de vraisemblance, qui
est un algorithme de décodagecompletdans le sens òu il fournit un mot du code
quel que soit le nombre d’erreurs (et pas seulement lorsque le nombre d’erreurs
est inf́erieur ouégalà [(d− 1)/2], qui vaut ici2m−r−1 − 1).

Comme le groupe affine est contenu dans le groupe des permutations deR(r, m),
et comme celui-ci est transitif sur les sous-espaces affines deFm

2 de dimension
donńee, il est clair que tout sous-espace affine de dimensiond = r+1, r+2, . . . ,m
appartient̀a R(m − r − 1, m) = R(r, m)⊥. PourA ⊂ Fm

2 , notonsuA le mot de
Fn

2 qui lui est associé (comme expliqúe au d́ebut du paragraphe). Soit maintenant
R ∈ Fn

2 ; on chercheM ∈ R(r, m) tel quedH(M, R) soit le plus petit possible, et
on noteR = M + E.
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Notre hypoth̀ese est queM ∈ R(r, m), donc, pour toutA sous-espace affine
de dimensiondim(A) = r + 1, r + 2, . . . ,m, on a

E · uA = R · uA

D’un aute ĉoté, les espaces affines de dimension0 étant ŕeduitsà des points, on
connaitrait compl̀etementE si on connaissaitE · uA pour les sous-espaces affines
A de dimension0.

La strat́egie de l’algorithme consistèa descendre dans les dimensions, en
déduisant de la connaissance des valeurs deE · uA pourdim(A) = r + 1, celle
desE · uA pourdim(A) = r, et ainsi de suite, jusqu’à arriverà r = 0.

Supposons donc avoir obtenu les valeurs deE · uA pour tous les sous-espaces
affinesA de dimensions + 1, pour uns ≤ r. Fixons maintenant un sous-espace
affineB de dimensions. On va se concentrer sur l’ensembleEB des espaces de
dimensions+1 contenantB. Notons queEB est de cardinal2m−s−1. SiA ∈ EB,
on peutécrire

A = B ∪ (A \B)

etA \ B a même cardinal queB; pour deux espacesA distincts, les complémen-
tairesA \ B sont deux̀a deux distincts car deux espaces de dimensions + 1 ne
peuvent pas avoir en commun un sous-espace de dimensions et un autre point
sansêtre égaux. On calcule les2m−s − 1 valeurs prises parE · uA lorsqueA
parcourtEB, et on regarde lequel de0 ou1 apparait le plus souvent. Comme

E · uA = E · uB + E · uA\B,

si E · uA = 0 un nombret ≥ 2m−s−1 de fois, c’est que:

• soitE·uB = 0, et

{
E · uA\B = 0 pourt sous-espacesA ∈ EB

E · uA\B = 1 pour2m−s − 1− t sous-espacesA ∈ EB

• soitE·uB = 1, et

{
E · uA\B = 1 pourt sous-espacesA ∈ EB

E · uA\B = 0 pour2m−s − 1− t sous-espacesA ∈ EB

Dans ce dernier cas de figure, on aurait un nombre d’erreurs au moinségaleà
t puisque les ensemblesA \ B sont deuxà deux disjoints, soitwt(E) ≥ t ≥
2m−s−1 > 2m−r−1 − 1. Ce cas est donc exclu si le nombre d’erreurs est plus petit
que2m−r−1 − 1, et peu probable si le nombre d’erreurs est plus grand.
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Si E · uA = 1 un nombret ≥ 2m−s−1 de fois, on conclu de façon analogue
queE · uB = 1. Ayant d́etermińe tous lesE · uB pourB de dimensions, on passe
à la dimensions− 1, et ainsi de suite jusqu’à la dimension0.

4.4 Rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller

Un param̀etre important d’un codeC est sonrayon de recouvrement.

Définition 16 SoitC un code de longueurn sur Fq. Le rayon de recouvrementρ
deC est le maximum des distances des mots deFn

q au code.

ρ = max
u∈Fn

q

dH(u, C) = max
u∈Fn

q

(min
v∈C

dH(u, v)).

C’est aussi le plus petit rayon tel que les boules de centre les mots du code et
de rayonρ recouvrent l’espaceFn

q .

Remarquons qu’on a l’ińegalit́e trivialeρ ≥ [(d−1)/2], et que c’est unéegalit́e
si et seulement si le code estparfait. Par exemple, les codes de Hamming sont
parfaits. En ǵeńeral, la d́etermination du rayon de recouvrement d’un code est
difficile. Nous allons voir ce qu’il en est pour les codesR(1, m). Les fonctions
booĺeennes qui ŕealisent la distance maximaleρ (les fonctions courbes) ont des
applications importantes en cryptographie. Pourétudier ces fonctions, on utilise
la transforḿee de Fourierdiscr̀ete (c’est la m̂eme transforḿee qui nous a permis
de d́emontrer la formule de Mac-Williams).

Définition 17 Soitg : Fm
2 → R. On noteĝ et on appelletransforḿee de Fourier

deg la fonctionĝ : Fm
2 → R définie par

ĝ(w) =
∑
x∈Fm

2

(−1)x·wg(x).

Proposition 11 (Formule de Parceval). Avec les notations préćedentes,∑
w∈Fm

2

ĝ(w)2 = 2m
∑
x∈Fm

2

g(x)2.
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Preuve: ∑
w∈Fm

2

ĝ(w)2 =
∑

w∈Fm
2

(
∑

x,y∈Fm
2

(−1)(x+y)·wg(x)g(y))

=
∑

x,y∈Fm
2

g(x)g(y)
∑

w∈Fm
2

(−1)(x+y)·w

mais on a:

∑
w∈Fm

2

(−1)(x+y)·w =

{
0 si x + y 6= 0

2m si x + y = 0

d’où la formule.

Si f : Fm
2 → F2 est une fonction booléenne, on lui associeχf : Fm

2 → R
définie par:

χf (x) = (−1)f(x)

et on va utiliser sa transforḿe de Fourier̂χf , encore appeléetransforḿee de Walsh-
Hadamarddef .

Corollaire 1 ∑
w∈Fm

2

χ̂f (w)2 = 22m.

Preuve: C’est la formule de Parceval, puisqueχf (x)2 = 1 pour toutx.
.

Théorème 7 On supposem pair.

1. Le rayon de recouvrement du codeR(1, m) estégalà
ρm = 2m−1 − 2m/2−1. Une fonction booĺeennef : Fm

2 → F2 telle que
dH(f, R(1, m)) = ρm est appeĺe fonction courbe.

2. On aéquivalence de:

(a) f est une fonction courbe

(b) Pour toutw ∈ Fm
2 , |χ̂f (w)| = 2m/2.
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(c) Pour touts 6= 0, x 7→ f(x+s)−f(x) estéquilibŕeec’est-̀a-dire prend
aussi souvent la valeur1 que la valeur0.

Preuve: Poura ∈ Fm
2 , notons̀ 0

a la fonction lińeaire

`0
a(x) := a · x = a1x1 + · · ·+ amxm

et`1
a la fonction affinè 1

a(x) = a ·x+1. Lorsquea varie, ces fonctions parcourent
R(1, m).

Remarquons, que, pour unx fixé, sif(x) 6= `0
a(x), c’est quef(x) = `1

a(x), et
réciproquement. D’autre part,

dH(f, `0
a) = card{x ∈ Fm

2 | f(x) 6= `0
a(x)}.

En particulier, on a donc

dH(f, `0
a) + dH(f, `1

a) = 2m.

Calculonsχ̂f (a). On a:

χ̂f (a) =
∑
x∈Fm

2

(−1)f(x)+a·x

= dH(f, `1
a)− dH(f, `0

a)

= 2dH(f, `0
a)− 2m = 2m − 2dH(f, `1

a)

donc

max
a
|χ̂f (a)| = 2|2m−1 − dH(f, RM(1, m))|.

D’après l’équation du Corollaire 1, on a toujoursmaxa |χ̂f (a)| ≥ 2m/2, avec
égalit́e lorsque|χ̂f | est constante. Cela démontre l’ińegalit́e

ρm ≤ 2m−1 − 2m/2−1.

Il resteà montrer l’existence de fonctionsf vérifiant|χ̂f (a)| = 2m/2 pour tout
a ∈ Fm

2 . L’exemple le plus simple est le suivant: posonsx = x(1) | x(2) où x(1)

(respectivementx(2)) est lem/2-uplet correspondant auxm/2 premiers bits dex
(respectivement derniers bits dex). Soit f(x) = x(1) · x(2). On a, enécrivant
égalementw = w(1) | w(2),
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χ̂f (w) =
∑

x(1),x(2)∈Fm/2
2

(−1)x(1)·x(2)+x·w

=
∑

x(1),x(2)∈Fm/2
2

(−1)x(1)·x(2)+x(1)·w(1)+x(2)·w(2)

=
∑

x(1)∈Fm/2
2

(−1)x(1)·w(1)

(
∑

x(2)∈Fm/2
2

(−1)(x(1)+w(2))·x(2)

)

= (−1)w(2)·w(1)

(2m/2)

donc|χ̂f (w)| = 2m/2.
Équivalence entre (b) et (c): on calcule

χ̂f (w)2 =
∑

x,y∈Fm
2

(−1)f(x)+f(y)+(x+y)·w

=
∑

x,s∈Fm
2

(−1)f(x)+f(x+s)+s·w

=
∑
s∈Fm

2

(−1)s·w(
∑
x∈Fm

2

(−1)f(x)+f(x+s)).

Sous l’hypoth̀ese (c), le terme
∑

x∈Fm
2
(−1)f(x)+f(x+s) est nul lorsques 6= 0. Il

reste donc le terme pours = 0, ce qui conduit̀a χ̂f (w)2 = 2m.
Réciproquement, sîχf (w)2 = 2m pour toutw ∈ Fm

2 , on a, pour touts 6= 0:

0 =
∑

w∈Fm
2

(−1)s·wχ̂f (w)2 =
∑

w∈Fm
2

(−1)s·w(
∑

x,y∈Fm
2

(−1)f(x)+f(y)+(x+y)·w)

=
∑

x,y∈Fm
2

(−1)f(x)+f(y)(
∑

w∈Fm
2

(−1)(s+x+y)·w).

La somme
∑

w∈Fm
2
(−1)(s+x+y)·w vaut0 sauf sis + x + y = 0. Il reste donc:

0 = 2m
∑
x∈Fm

2

(−1)f(x+s)+f(x)

ce qui d́emontre (c).
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Remarquer qu’une fonction courbe ne peut pas, elle,êtreéquilibŕee, puisque
χ̂f (0) = ±2m/2. Cela limite leur utilisation en crypto..

Il est important de remarquer que le groupe affineAGL(2, m) opère sur les
fonctions courbes. Ońetudie donc ces fonctions̀a équivalence affine près, et on
ne sait pas grand chose..à part:

• Les fonctions courbes de degré 2 sontéquivalentes̀a x1x2 + x3x4 + · · · +
xm−1xm + ε (c’est l’exemple donńe dans la d́emonstration).

• Les fonctions courbes ont un degré majoŕe parm/2

• m = 6,

• m = 8, deg(f) = 3.

• Quelques constructions mais peu

• On ne connait pas le rayon de recouvrement lorsquem est impair, ou lorsqu’on
se limite aux fonctionśequilibŕees. Lorsquem est impair, on connait des
fonctions pluséloigńees des fonctions affines que les quadratiques (dès
n = 15).

Une construction: la classe des fonctions de Maiorana-Mac Farland: On coupe
en deux et on posef(x) = x(1) · π(x(2)) + g(x(2)). Ça marche quel que soitg,
donc degŕe quelconque!

37


