Agrégation externe de mathématiques, session 2010
Epreuve de modélisation, option C : algebre et calcul formel

(public 2010)

Résumé : Le texte introduit et étudie la moyenne arithmético-géométrique. On montre
comment elle intervient dans le calcul des intégrales elliptiques. Ces dernieres permettent, en
particulier, d’exprimer la période d’oscillation d’un pendule.

Mots clefs : méthodes usuelles de calcul d’intégrales, polyndmes

> 11 est rappelé que le jury n’exige pas une compréhension exhaustive du texte. Vous étes
laissé(e) libre d’organiser votre discussion comme vous [’entendez. Des suggestions de
développement, largement indépendantes les unes des autres, vous sont proposées en fin
de texte. Vous n’étes pas tenu(e) de les suivre. Il vous est conseillé de mettre en lumiere
vos connaissances a partir du fil conducteur constitué par le texte. Le jury appréciera
que la discussion soit accompagnée d’exemples traités sur ordinateur.

1. Introduction

1.1. La moyenne arithmético-géométrique de deux nombres réels > (O

Soient a > b deux nombres réels > 0, et (a,), (b,) les deux suites définies par ag = a,bg = b,
et

an+b,
an+1 — ﬂ2 n

bn+1 = anbn.
—b,)? . .
En remarquant que a,, 1 — b, 11 = —an—bn)” on montre aisément que les suites (a,) et (b,)

2(\/an++/bn)*’

convergent vers une méme limite > 0, que I’on note ici M(a,b), et qui s’appelle la moyenne
arithmético-géométrique de a et b.

La convergence est quadratique, en ce sens qu’il existe une constante D, ne dépendant que de
a et b, telle que, pour tout n > 0, on a

api1 — by < D(an _bn)z-

Si par exemple D = 1, cela signifie grosso modo que le nombre de chiffres exacts apres la
virgule est au pire multiplié par deux a chaque pas : si on a 2 chiffres exacts pour n = 1, on en
a au moins 4 au pas 2, 8 au pas 3, ..., 128 au pas 7, ..., et plus de mille chiffres exacts en 10
itérations !

On pourra, a I’aide de n’importe quel logiciel de calcul formel, se convaincre de la rapidité
de cette convergence sur quelques exemples, par exemple en calculant M (\/5, 1). Gauss, qui
avait découvert cette moyenne a 14 ans, (indépendamment avec Lagrange) avait justement
calculé M(~\/2,1) avec plusieurs dizaines de décimales.
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1.2. Les intégrales elliptiques

1) On sait calculer sans difficulté les intégrales de la forme

/xl dx
X0 P(x) 7

et plus généralement des intégrales de fractions rationnelles en x et y/p(x), ot p(x) = ax? +
bx + ¢ est un polyndme du second degré sans racine double, et positif sur 'intervalle [xq,x].
Considérons en effet la conique C d’équation y?> = p(x) : si Py est I'un des deux points de
C d’abscisse xp, les droites D; passant par Py et de pente ¢ coupent en général C en un autre
point P; de coordonnées (x(¢),y(t)), ot x(¢) et y(¢) sont des fractions rationnelles de ¢, d’ott une
paramétrisation (x(¢),y(¢)) de C. On est alors ramené a intégrer une fraction rationnelle.

2) Par contre, lorsque p est un polyndme de degré 3 sans racine double, on ne peut pas

paramétrer la courbe y? = p(x) par des fractions rationnelles, et ramener ainsi | \/dx(_) a une in-
px

tégrale de fractions rationnelles. Ce résultat est démontré dans le dernier paragraphe, en utilisant
les techniques du paragraphe 2.

Ce type d’intégrales, et plus généralement les intégrales des fractions rationnelles en x et | /p,
ol p est de degré 3 sans racine multiple, par exemple [ +/p(x)dx, s’appellent des intégrales
elliptiques.

Nous supposons ici que les 3 racines de p sont réelles. On peut alors, par un changement de
variables x — ux -+ v, se ramener au cas ot p(x) = x(x +a?)(x + b?).

Remarquons ensuite que, par le changement de variables x = —a® + (a2 — bz)sin2 0, les
intégrales elliptiques s’écrivent comme intégrales de fractions rationnelles en cos 8, sin0 et

Va2cos2 @+ b2sin? 0. En particulier,

dx do
/ =2/ .
Vx(x+a?)(x+b?) Va2cos2 0+ b2sin 0

C’est sous cette forme trigonométrique qu’apparaissent naturellement les intégrales ellip-
tiques dans plusieurs problemes, par exemple

1) Périmetre d’une ellipse

2
Soit I’ellipse d’équation Z—i + 77 = 1. Son périmétre vaut P =4 foﬂ/ % \/a2cos? 8 + b2sin2 4.
(c’est peut-Etre de 1a que vient le nom d’intégrale elliptique.)

2) Période d’oscillation d’un pendule de masse m attaché au bout d’un fil inextensible de
longueur /, en négligeant les frottements et la masse du fil.

Soit 6 < /2 I’amplitude maximale et 6(r) I’angle du fil a I’instant 7. La conservation de
I’énergie donne la relation

1 o 0
Em(l@')2 = mgl(cos 6 — cos §) = 2mgl(sin’ 5= sin’ 5)
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Donc le temps d’atteinte de 1’angle ¢ est

() 1 /1 (¢ de
t:/ drzi —/ ,
0 870 \/sinzg—sinzg

et donc la période T vaut

) )
T:4/ dr =2 i/ 9 .
0 870 \/sinzg—sinzg

On fait le changement de variables

. sing
sing = —=,
Slnj
d’ou
T:4\/z/2 49 :2\/zl(l,cos§),
§Jo \/1—sin2gsin2¢ g 2

ou I’on a posé
e d 3 de
I@ﬁ%:/ x :2/2 |
0 /x(x+a?)(x+b%) 0 \/a2cos? 6+ b2sin O

Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment la moyenne arithmético-géométrique
permet de calculer /(a,b) par un algorithme quadratiquement convergent.

2. Calcul de /(a,b) aI’aide de la moyenne arithmético-géométrique

Soita > b > 0, et (ay), (b,) les suites définies dans le paragraphe 1.

Xn (xn+b,21)
Xptaz

exemple a 1’aide d’un logiciel de calcul formel :

Par le changement de variables x,,_; = on obtient, comme on peut le vérifier par

2
Xn—1 +a}%—1 - (x”tjia:%_l)
2
X1+ = (xntjﬁlg_])
etdonc I(ay—1,by—1) = I(an,by).
Par suite, I(a,b) = ... =I(ay,by) = ... =1(M(a,b),M(a,b)) = [y m. En posant

x = M?(a,b)tg?u, on trouve finalement

/°° dx T
0 Vx(x+a)(x+bY) Mla,b)
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(On pourra comparer sur ordinateur la rapidité de calcul de I(a,b) par cette formule et par
les méthodes classiques d’intégration.)

Dans le cas ou I’on veut calculer

%o dx
/0 Vx(x+a?)(x+b2)

ol oy est un nombre réel > 0, on peut employer le méme changement de variables : Soit (c,)
0 (0 +b7)
Oy +az
des racines carrées, ce que 1’on peut faire par la méthode de Newton, qui est un algorithme

quadratiquement convergent.

Cette suite converge vers Ok, €t I’on a

la suite de nombres réels > 0 définie par o, = . Le calcul des o, revient a calculer

/ %o dx B /O‘m dx 2 Arctg Oloo
0 Vx(x+a)x+b2) Jo Valx+M(a,b)?) M M>

Il s’agit d’un algorithme quadratiquement convergent, au calcul d’un Arctg pres.

On pourra ici encore comparer la rapidité du calcul de I'intégrale lorsqu’elle est calculée
par cette méthode ou par les méthodes usuelles d’intégration. On pourra également prouver les
calculs précédents a ’aide d’un logiciel de calcul formel.

3. Paramétrisation des courbes y*> = p(x)

Dans ce paragraphe, nous montrons qu’il n’existe pas de polyndme p € C[X] de degré 3
sans racine multiple tel que la courbe C d’équation y* = p(x) admette une paramétrisation
rationnelle (c’est-a-dire un couple de fractions rationnelles non constantes U et V dans C(X) tel
que V2 = p(U).

Supposons qu’il existe un tel polyndme p, et choisissons-le tel que le degré de la fraction
rationnelle U comme ci-dessus soit minimal ' (relativement 2 tous les polyndmes p de degré 3
sans racine multiple pour lesquels il existe une paramétrisation rationnelle.)

On peut comme précédemment supposer que p est de la forme p(X) = X (X +a?)(X + b?),
avec a,b € C* et a*> # b?. Les fractions rationnelles U et V s’écrivent U = P/R et V = Q/S,
avec P et R (resp. Q et S) premiers entre eux, et ou I’on peut supposer R et S unitaires. On a
donc Q’R® = P(P+a’R)(P +b*R)S?. Comme P et R sont premiers entre eux, R> divise 52, et
comme Q et S le sont aussi, S2 divise R3. Donc S2 = R3, et il existe un polyndme unitaire 7 tel
que S=T3etR=T?. Onadonc

Q* = P(P+a*T?)(P+b*T?)

et, comme les polyndmes P, P + a*T? et P+ b*T? sont premiers deux-a-deux, il existe trois
polyndmes R, R, et R3 tels que

P=R} P+a’T* =R}, P+1b°T> =R3.

ILe degré d’une fraction rationnelle est le maximum des degrés de son numérateur et de son dénominateur.
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Soita; = # et by =+ ab, ou I’on prend I’une des deux racines carrées complexes de ab.

Soit Cy la courbe d’équation y3 = x; (x| +a?) (x| + b?). D’apres le paragraphe précédent, le
changement de variables
_xy(x+b?)
- x1+a%
. (x14aay)(x;+bay)
Y= (x1+a%)2

associe a tout point (x1,y;) de C; un point (x,y) de C.

De plus, on a la formule
x+a2_ (x1+aa1)2 (1)
x+b? X1+ ba;
donc, six =U(X) = P(X)/T*(X) =R}(X)/T*(X),ona
X14+aa;r Ry
X1+ ba; - Ry
Par suite, on obtient une paramétrisation rationnelle de C; par

bRy—aR

X1 = al—Ri—R;

_ Ri(Ry+Rs)
y1= 473

Par ailleurs, il est clair d’apres la formule 1) ci-dessus que le degré degx; de la fraction
rationnelle x; ainsi définie est égal a %degU (X), ce qui contredit I’hypothése de minimalité de
U, et termine la démonstration.

On pourra s’aider d’un logiciel de calcul formel pour mener a bien les calculs de cette
section.

Suggestions pour le développement

> Soulignons qu’il s’agit d’un menu a la carte et que vous pouvez choisir d’étudier cer-
tains points, pas tous, pas nécessairement dans [’ordre, et de facon plus ou moins fouil-
lée. Vous pouvez aussi vous poser d’autres questions que celles indiquées plus bas. Il est
tres vivement souhaité que vos investigations comportent une partie traitée sur ordina-
teur et, si possible, des représentations graphiques de vos résultats.

— Plusieurs suggestions de développement sont données tout au long du texte, en italique.
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