UPS — Centre d’Orsay Arithmétique — Maitrise
Mathématiques Année 2002-2003

Examen (09/2003). Durée : 4 heures.
Partie A
Soit K = Q(i) C C (i* = —1), O Panneau des entiers de K.

1)a) Préciser 'anneau des entiers, le discriminant, le groupe des unités et le
nombre de classes de K.

b) Pour p impair, donner suivant la valeur de p modulo 4 le nombre d’idéaux
premiers de O divisant (p) et le cardinal de leur corps résiduel.

2) On notera 7 un élément irréductible de O ne divisant pas 2.

a) Montrer que Nm =1 (mod 4).

b) Montrer que les images de 1,4, —i, —1 dans k := O/7O sont distinctes et
sont donc les quatre racines quartiques (= d’ordre 4) de 'unité dans k.

¢) Montrer que pour tout € O non divisible par m, z(™1/4 est congru
modulo 7 & une unique racine quartique de 'unité dans O.

Si 7 est irréductible, w12, et si x € O, x & 7O, on définit le symbole biquadra-
tique (xz/m)y € {1,1,—i,—1} par
gD = (z/m)y  (mod 7).
3) Démontrer les propriétés suivantes du symbole (z/m), :
a) ((z +my)/m)s = (x/m)a (v,y € O, x ¢ 1O)
b) (z/m)a(y/m)s = (xy/7)s (2,y € O\ 7O)

On pourra donc considérer x +— (z/7), comme un caractere d’ordre 4 de k*,
ou k:=0/r0O.
c) (x/m)s =1 si et seulement si z* =z (mod 7) a une solution dans O.

d) (z/7)4 = (x/m)4, o0 z — Z désigne la conjugaison complexe dans O.
4) Si p est le nombre premier divisible par 7 et a € Z est premier a p, montrer
que (a/m)y=1sip=—1 (mod 4)
5) On dit qu'un élément irréductible m € O est primaire si m
a) Montrer que m = a + ib est primaire si et seulement si a
oua=3,b=2 (mod 4).
b) Montrer que tout idéal premier p 1 2 de O admet un générateur primaire.
[Soit p le nombre premier tel que p | p; distinguer les casp =1 et p =3 (mod 4).]
¢) Montrer que ce générateur primaire est unique.

Partie B

Dans cette partie on fixe un nombre premier p = 1 (mod 4). Soit p | p un idéal
premier de O et 7 le générateur primaire de p (cf. A.5). On identifie k = O/7O
a IF,. Notons x le caractere de F; défini en A3 : x(z) := (v/7), v € F}.

1 (mod 2+ 2i).
1,b=0 (mod 4)

1) Montrer que y est d’ordre exact 4.

2) Montrer que J(x, x) est de la forme ur ou v, u et v étant des unités de O.
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3) Soit A le caractére de Legendre de I : A = x?. Montrer que g(x)* = pJ(x, x)*
puis que
JO6x) = x(=1)J (6 A).-
4) Montrer que x((p +1)/2)* = x(=1) [utiliser (1 +1)*> = 2i]. En déduire que
JOGx) = —x(=1)  (mod 2+ 2i),
puis que —x(—1)J(x, x) est un élément irréductible primaire.
5)a) Soit a € N. Calculer >>¥~" 2% (mod p) suivant la valeur de a modulo (p—1).
b) Montrer que
p—1
Zx p—1) /4 — ) D/A (mod 7).
=1
En déduire que 7 = —X( 1)J(X, X)-
c) Montrer que g(x)* = 737.
Partie C

La loi de réciprocité biquadratique est le résultat suivant :

Théoreme 1. Soit p # r des nombres premiers impairs, w,p des éléments
irréductibles primaires de O divisant respectivement p et r. Alors

(R) (m/p)a = (p/m)4 X <_1)((N7T*1)/4)((Np71)/4).

1) Montrer que (R) est vrai sip=r = —1 (mod 4).
2) On suppose p = 1, r = —1 (mod 4). Soit 7 un irréductible primaire divisant
p et X, Xr les caractéres quartiques de I, IF,2 associés a 7 et r.

a) Soit L := Q(4,(), ou ( est une racine primitive p-eme de I'unité. Démontrer
les congruences suivantes dans Oy, :

Z 2 (2)¢™  (mod 7)

x€lFp
= e (r)g(%r) (mod 1),
En déduire que

(7m) /= o (1)g(xn)g(Wr)  (mod 7).

b) Montrer que le groupe de Galois Gal(K/Q) opere non trivialement sur le
corps résiduel k = O/rO. En déduire que 7 = 7" (mod ).
% c¢) Montrer enfin que 7U+D0+3/4 =y (—r)72™+! (mod r).
3) Conclure que x,(7) = x.(—r) (mod r), puis que x,(7) = x(—r). Montrer
que (R) est vrai sous les hypotheses de la question 2.

N.B. : Il resterait a traiter le cas p = r = 1 (mod 4). La démonstration est
analogue mais plus compliquée.



Exercice
L’équivalent ¢ (z) ~ x est une des formes du théoreme des nombres premiers.
On l’a déduit de la non-annulation de la fonction ( de Riemann sur la droite
R(s) = 1. [Si les ay, sont définis par (—=C'/C)(s) = 2,5, ann™°, on rappelle que
U(x) = Zn@ a,.] On montre ici I'implication réciproque : en supposant que
(x) ~ x, on veut déduire que ((s) ne s’annule pas si R(s) = 1.
1) Montrer que si s = 1 + i7 est un zéro d’ordre m > 1 de (, on a
, .
lim (o — )COET)
o—1+ C(o +i7)

2) Montrer que, pour R(s) > 1, on a

_gé;) = - - -+ 3/1 Oo(zp(t) — )t dt.

3) En déduire que
, .
lim (o — 1)M —0
o—1+ C(o+iT)

et conclure.



